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SUR LA CLASSIFICATION DES SYMETRIES DES 
C*-ALGEBRES UHF 

T H . F A C K E T O. MARECHAL 

Cet article contient une classification détaillée des symétries des C*-algèbres 
uniformément hyperfinies. Soient Ql = ® ^ i Kn, et 0 = ®w^i 6n une symétrie 
de £iï\ on associe à 0 un entier généralisé N(ô), un réel Tr (0) G [0, 1], et on a 
les résultats suivants: 

Il existe une symétrie unique à conjugaison près qui possède une suite cen
trale (Un) d'unitaires vérifiant \\S(Un) + Un\\ —> 0(n —> co ). Cette symétrie 
est la seule dont l'algèbre des points fixes est uniformément hyperfinie. 

Si 0 et 0' sont extérieurs dans la représentation traciale (ce qui est équivalent 
à Tr (0) = 0), alors 0 est extérieurement conjugué à 0' si et seulement si N(B) 
est équivalent à N(6f) (cf. [5, p. 196], pour la définition de l'équivalence). 
Dans le cas général, 0 et 0' sont extérieurement conjugués si et seulement si 
(N(6), Tr (0)) est équivalent à (N(d'), Tr (6')) (cf. 5.1 pour la signification 
de l'équivalence). 

On dira que 0 a la propriété (&) s'il existe une unitaire U de 2 tel que 

e(u) = -u. 
Si 0et 0' n'ont pas la propriété (&), alors 0 est conjugué à 0'si et seulement 

si N(6) = N(6') et Tr (0) = Tr (0'). En particulier, si 6 et 0' sont extérieurs 
dans la représentation traciale, alors ils sont conjugués si et seulement si 
N(6) = N(6f). Si 0 et 0' ont la propriété ( ^ ) , alors 0 est conjugué à0' si et seule
ment si 0 est extérieurement conjugué à 6''. 

Si 0 et 0' sont extérieurs dans la représentation traciale, alors 0 est extérieure
ment conjugué à 6' si et seulement si le produit croisé C*(^ , 0) est isomorphe 
à C * ( ^ , 0 7 ) . 

Les résultats obtenus ici dans le cadre d'une C*-algèbre 2iï uniformément 
hyperfinie sont très différents de ceux obtenus par A. Connes dans le cadre du 
facteur hyperfini R de type IIi. En particulier (cf. [3]) il n'existe dans R 
qu'une seule symétrie extérieure à conjugaison près, alors qu'il existe dans Qf 
une infinité continue de classes de conjugaison de symétries extérieures. 
D'après [3] et [4], Aut (R) ne possède qu'une infinité dénombrable de classes 
de conjugaison extérieure, alors que Aut (Qf) en possède une infinité continue. 
De plus, il est impossible de construire "effectivement" une bijection entre 
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l'ensemble des classes de conjugaison extérieure d'éléments de Aut (2) et 
l'ensemble des nombres réels. 

1. Notations et préliminaires. On appelle symétrie d'une C*-algèbre tout 
automorphisme de carré 1 de cette C*-algèbre. Tous les résultats établis ici ne 
concernent que les symétries des C*-algèbres UHF qui sont produits tensoriels 
infinis au sens de 1.2. 

1.1. Pour tout entier n ^ 1, soit Fn = MV(C) = i f (Cn) le facteur de type 
ln. Si i2 = (gi, g2, . . .) est une suite d'entiers > 1, on note 2 % la C*-algèbre 
UHF® w ^i FQn. Pour £1 = (g, g, . . .), on pose 2 % = 2(q). Pour la classifica
tion des 2 % en fonction de i2, on renvoie à [8]. 

1.2. Soit 0 un automorphisme d'une C*-algèbre UHF 2. On dit que 0 est 
produit tensoriel infini s'il existe une suite (K\, K2, . . .) de facteurs finis de 
type I et, pour tout n, un automorphisme 6n de Kn tels que: 

2 = ® Kn; 6 = ® 6n. 

Pour tout entier n, il existe un unitaire Un £ Kn tel que Sn = Ad Uv. Si 02 = 1, 
alors 6n

2 = 1 et on peut supposer que Un est un unitaire de carré 1 de Kn. Soient 
qn l'ordre de Kn etpn la multiplicité de la valeur propre + 1 de Un. Quitte à 
considérer — Un, on peut supposer que pn ^ gn — pn et poser rn = 2pn — gn. 
On dira que rn est Vexcédent de valeurs propres + 1 de Bn. On a rn = gnTr (Un). 
On a ainsi associé à 0 deux suites S% = (rlf r2, . . .) et j2 = (gi, g2, . . .) d'entiers 
positifs. Si 0 et 0' sont deux symétries telles que «S = i2 ' et £? = ^? ' , alors 0 
est conjugué à 0'. Deux suites S% = (ru r2, . . .) et i2 = (gi, g2, . . .) telles 
que : i) 0 ^ rn S qn pour tout n; ii) rn et qn ont même parité-définissent 
naturellement (à conjugaison près) un automorphisme de 2'â que l'on note 

1.3. Soit df (i = 1, 2) une symétrie d'un facteur Kt de type lqi et notons r* 
l'excédent de valeurs propres + 1 de 0Z-. Alors, rxr2 est l'excédent de valeurs 
propres + 1 de 0i 0 02- Il s'ensuit que le nombre de valeurs propres + 1 
(resp. —1) de 0i ® 02 est égal à (gig2 + rir2)/2 (resp. (gig2 — rif2)/2). Ces 
calculs se généralisent sans difficulté au cas d'un produit tensoriel fini 
01 ® 02 ® • • • ® 0*. 

1.4. Le cas des automorphismes intérieurs. 

1.4.1. LEMME. 6W/ 0 = ®w^i 0W ww produit tensoriel d''automorphismes. Alors 
0 es/ intérieur si et seulement si 6n = I à partir d'un certain rang. 

Preuve. Si Bn = I à partir d'un certain rang, il est clair que 0 est intérieur. 
Réciproquement, supposons que 6n 9^ I pour une infinité d'entiers n, et mon
trons que 0 est extérieur. En regroupant au besoin des termes, on peut sup
poser 6n 9^ I pour tout n. Si on avait 0 = Ad £/, il existerait p Ç N et un 
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unitaire V £ i£(1'p) = Kx ® K2 ® . . . ® Kv tels que || U - V\\ = a < 1 
[prendre pour V l'unitaire de la décomposition polaire d'un élément x Ç K{l,v) 

tel que \\U — x\\ soit suffisamment petit]. On a 

||0 - Ad 7 | | S 2a < 2. 

Soit q > p. Comme 6Q = Ad UQ 9e 1, les sous-espaces propres de Ug relatifs 
aux valeurs propres + 1 et — 1 sont non nuls. Soit x Ç Kq une isométrie partielle 
de support initial (resp. final) contenu dans le sous-espace propre relatif à + 1 
(resp. —1). On a UqxU* = — x, d'où 

||0(x) - Ad V(x)\\ = ||0(*) - x\\ = 2||x||, 

ce qui contredit ||0 - Ad F | | < 2. 

1.4.2. Soient 0 = Ad U et 0' = Ad £/' deux symétries d'une UHF ^ de trace 
normalisée Tr, Tr (1) = 1. Il est clair que: 

0 conjugué à 0' <=> |Tr (U)\ = | Tr ([/ ' )! 

de sorte que la classification des automorphismes intérieurs est triviale. Dans 
ce qui suit, les symétries considérées seront toujours des automorphismes 
extérieurs. 

1.5. La propriété (<%). 

1.5.1. LEMME. Soit 0 = 6â une symétrie de S. Les conditions suivantes sont 
équivalentes: 

(i) Il existe un unitaire U Ç Qï, de carré 1, tel que 6{U) = —U, 
(ii) Il existe un unitaire U Ç S tel que 6(U) = — U, 

(iii) Il existe un unitaire U Ç 2l tel que \\d(U) + U\\ < 2, 
(iv) II existe n 6 N tel que rn = 0. 

Preuve, (iv) => (i) => (ii) => (iii) est évident. Montrons que (iii) =>' (iv). 
Soit £7 un unitaire tel que a = \\6(U) + U\\ < 2. Il existe 5 Ç N et un unitaire 
F G K™ tels que | | E / - F | | < (2 - a ) / 2 . On a donc \\V + 6(V)\\ < 2. 
Soit q l'ordre de K(l>s). On a 

0i ® 02 ® . . . ® 0, = Ad W 

où TF est un unitaire de K(1's) représenté dans une base convenable par la 
matrice 

[: iP, o 

où Iv est l'identité de MP(C), et Jff_p l'identité de Mq-P(C). Identifions les 
éléments de Kil,s) avec leur matrice dans cette base. On a, en posant 

V = L e ' DA ^A m a t r i c e PXP>D m a t r ice (q ~ p) X (q - p)): 

V + d(V) = [ 2 ^ ^ ] e t | | 7 + fi(7)||<2=>||il||<let||Z>|| < 1. 
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D'autre part, 

B*B + D*DJ 

donc p = q — p, 

1.5.2. Définition. On dit qu'une symétrie 6 possède la propriété (tf/) si elle 
vérifie l'une des conditions équivalentes du lemme 1.5.1. 

Il est clair que la propriété {%) est un invariant de conjugaison; ce n'est 
pas un invariant de conjugaison extérieure. 

1.6. La propriété ( ^ J . 

1.6.1. LEMME. Soit 6 = Qj®. Les quatre conditions suivantes sont équivalentes: 
(i) Il existe une suite centrale (Un) d'unitaires de S1 = £iï% telle que Un

2 = 1 
et 6(Un) = -Un, 

(ii) Il existe une suite centrale (Un) d'unitaires de Q telle que 0(Un) = — Un, 
(iii) II existe une suite centrale ( Un) d'unitaires de 2) telle que \ \6 ( Un) + Un\ | —> 

0 (n —> oo ), 
(iv) rn = 0 pour une infinité d'entiers n. 

Rappelons qu'une suite (xn) d'éléments d'une C*-algèbre se est centrale si 
elle est bornée et si \\\_xn, y]\\ —> 0(w —> oo ) pour tout y £ se. Deux suites cen
trales (xn) et (yn) sont dites équivalentes si ||xre — %|| —> 0(n —•» co ). Si J^/ est 
r U H F ® ^ i X n , on a: 

(i) toute suite bornée (xn) telle que xn G Kn pour tout w est centrale 
(trivial) ; 

(ii) pour toute suite centrale (xn) des/ et tout entier nOJ il existe une suite 
centrale (yn), équivalente à (xn), et formée d'éléments de ®^„ 0 Kv (Démons
tration analogue à celle de la prop. 12, p. 229 de [6]). 

Démonstration du lemme 1.6.1. (iv) => (i) =» (ii) =» (iii): évident. Montrons 
que (iii) => (iv). Soit 5 un entier fixé. D'après ce qui précède, il existe une 
suite centrale (Vn) d'éléments de Ks ® Ks+1 ® . . . équivalente à (Un). Pour 
n assez grand, on peut supposer que Vn est unitaire et qu'il existe tn Ç N tel 
que F n U , ® i£s+i ® . . . ® X,n = 7C(S '^. 

Soit w un entier assez grand pour que l'on ait en plus 

\\0(Un) + Un\\ < 1/3, | | £ / n - Vn\\ < 1/3. 

Alors ||0(Vn) + Fn | | < 1 et le lemme 1.5.1 (iii) appliqué à ® t^s Ot prouve qu'il 
existe n > s tel que rn = 0 

7 = FF* 
,4,4* + BB*, 

et 7 = F*F 

d'où ,4.4* + £ £ * = Iv et £*£ + £>*£ = 7Ç_P. Alors 

| | 5 5 * - 7,|| < 1 et ||J3*B - 7Ç_„|| < 1 

ce qui implique l'inversibilité de BB* et B*B, 

i.e. r^o . . . rs 0. 
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1.6.2 Définition. On dira qu'un automorphisme 6 = 6$ possède la propriété 
( ^ œ ) s'il vérifie l'une des conditions du lemme 1.6.1. 

Si dj® possède la propriété ( ^ œ ) , alors i2 possède une infinité de termes pairs. 
La propriété ( ^ œ ) est trivialement un invariant de conjugaison; elle est aussi 
un invariant de conjugaison extérieure (cf. prop. I.6.3.). Rappelons que deux 
automorphismes 0 et 0' sont dits extérieurement conjugués s'il existe un uni
taire U de Qi tel que 0' soit conjugué à (Ad U) 0. Si 0 et 0' sont conjugués, on 
note 0 ~ 0'. 

1.6.3. PROPOSITION. Soit 0 une symétrie de £/) possédant la propriété (&œ). 
Alors: 

(i) toute symétrie de 2) possédant la propriété (&œ) est conjuguée à 0, 
(ii) si 0' est une symétrie de 2', et si & ® S)' est isomorphe à 2, alors 

0 ® 0' est conjugué à 0, 
(iii) toute symétrie de Q) extérieurement conjuguée à 6 est conjuguée à 0. 

Preuve, (i) Soit 0 = 6$M. En regroupant des termes, on peut supposer que 
rn = 0 pour tout n ^ N. En décomposant chaque qn en facteurs premiers, 
on obtient 2 — 2 âl avec i2i = (gi1, g2\ . . .)> chaque qn

l étant premier. 
Posons. 

rw = t l s i g . ^ 2 ' e t * 1 = ( r i « r )' 
On a 0 ~ 0 ^ * . De même, on obtient 0' ~ 6âf

2 avec £2 = (gi2, g2
2, . . .) où 

chaque qn
2 est premier, et <̂ ?2 = (fi2, /V, . . .) avec rn

2 = 0 ou 1 pour tout n. 
Comme i22 se déduit de i2i par une permutation [8, théorèmes 1.12 et 1.13, 
p. 324], on a 0 ~ 0'. 

(ii) Comme 0 possède la propriété (^?/œ), il en va de même de 0 ® 0' (cf. 
lemme 1.6.1, (iv)) et on applique alors (i). 

(iii) Soit 6' = Ad V.6 avec V unitaire de 2. Soit (Un) une suite centrale 
d'unitaires telle que \\0(Un) + Un\\ -> 0 (n —> oo ). On a 0'(£/"„) + J7n -
F(0(J7n) + C/n)F* + [£7n, V]V*etd'(Un) + Un ->0 (« -> oo ) de sorte que 0' 
a la propriété ( ^ œ ) . On applique alors (i). 

1.6.4. Définition. On notera S21 l'unique automorphisme (défini à conjugaison 
près) possédant la propriété ( ^ œ ) . 

La notation est empruntée à A. Connes [3]. Nous caractériserons plus loin 
S21 par son algèbre de points fixes (cf. Prop. 2.1.3). 

1.7. Les propriétés (<f) et (J'). Tout UHF 2) se plonge canoniquement dans 
le facteur hyperfini R de type II1 via la représentation GNS associée à la trace 
normalisée de 2. Comme tout automorphisme 0 de 2 préserve la trace, il se 
prolonge en un unique automorphisme 0 de R. On dira qu'une symétrie 0 de 2 
a la propriété (<o) (resp. (J^)) si 0 est un automorphisme extérieur (resp. 
intérieur) de R. D'après [2, lemme 1.3.8, p. 154], 6 = 0M

â a la propriété (J) 
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si et seulement si I ï ^ i rn/qn = IT^i |Tr Un\ est convergent (i.e. 2]w^i (1 — 
(rn/gn)) < + 0 0 ) - Les propriétés (<f ) et (J) sont évidemment des invariants 
de conjugaison extérieure. 

2. L'algèbre des points fixes de 6. Soit K0 le foncteur de la i£-théorie 
algébrique (cf. [9]). Rappelons que K0 est un foncteur covariant de la catégorie 
des anneaux à unité dans celle des groupes abéliens qui vérifie K0(s/ © Se) = 
KoÇs/) X K0(&).Sis/ = Mn(C),K0(s/) = Z et s'identifie au groupe associé 
au monoïde engendré par les classes d'équivalence de projecteurs de se. Soient 
s/\ e t J^ 2 deux C*-algèbres de dimension finie avecJ^/i C ^ 2 . On suppose que 
9/1 est somme directe de deux facteurs It et J t(i = 1,2). Alors K0Çs</1) = Z2, 
et le plongement deJ^i dansJ^2 détermine un homomorphisme de Z2 dans Z2 

représenté par une matrice A Ç M2(N). Si 

a\ 

est le diagramme de Bratelli de l'inclusion deJ</i dans s/2 (cf. [1]), alors 

-ta-
Pour tout ce qui concerne les C*-algèbres A.F. et leurs diagrammes, on 

renvoie à [1]. Soit s/ = U ^ i ^ une C*-algèbre A.F. telle que, pour tout n, 
•S</n soit somme directe de deux facteurs In et Jn. Alors K0Ç$/) est le groupe 
limite inductive du système 
/ 1 \ ^ 2 ^ 2 ^72 ^ 3 I2 rj2 An+l ^2 
( 1 ) L » L > L > • • • > L > L > • • • 

où An+\ est la matrice correspondant à l'inclusion des/n dansJ#n + i . La matrice 
correspondant à l'inclusion des$ n danss/m{m > n) est évidemment AmAm-i 
. . . An+i. La donnée du système inductif (1) et des ordres de Ii et Ji est 
équivalente à la donnée du diagramme de Bratelli de s/, et caractérise s/ à 
isomorphisme près [1, p. 200]. D'autre part, tout diagramme de Bratelli est le 
diagramme d'une unique C*-algèbre A.F. [1, p. 201]; tout système inductif (1) 
est donc associé à une C*-algèbre A.F. du type considéré ci-dessus, unique à 
condition de fixer les ordres de I\ et J\. Le groupe K0(s/) ne caractérise pasJ^/ 
à isomorphisme près puisque KoÇsz? 0 Mn(C)) = K0(s/). En fait, c'est le 
semi-groupe local d(&/) C K0Çs</), image de la dimension dans la terminologie 
de [7], qui caractér isée à isomorphisme près (cf. [5, thm. 2.14] et [7, thm. 4.3]), 
et d(&/) engendre un cône d'éléments positifs faisant de KoÇ$/) un groupe 
ordonné qui n'est autre que le groupe de dimensions de s/ défini par Elliott 
dans [7]. 

XI-
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2.1. Diagramme de 2ïe. Comme 6 n'est pas intérieur, dn ^ I pour une infinité 
d'entiers n et on peut supposer, en regroupant au besoin des termes, que 6V ^ I 
pour tout w f N . Ceci entraine pn ^ 0 et qn — pn ^ 0 pour tout n G N. On 
note Qi% l'algèbre des points fixes de Ql = ®w^i Kn sous l'action de 6 = ®n^i 6n. 
Pour n ^ 1, le facteur K{l,n) est stable par 6 et on noteJ^n son algèbre de points 
fixes. On a @e = Un^iS^/ni car si x G £iï%, il existe pour tout e > 0 un entier 
n ^ 1 et un élément xt £ K(1,n) tels que ||x — x€|| ^ e, et alors 

ye = (x€ + e(xt))/2 esfn 

vérifie 

\X - Je + 
T J ^ ^_e 1 

< 

La C*-algèbre i ^ est donc A.F. On note Gn = Gn>e le groupe des dimensions 
d e s e n et G = Ge celui de @e. D'après [7], G est la limite inductive des Gn. Le 
calcul du diagramme de @e repose sur le lemme suivant. 

2.1.1. LEMME. se \ (resp. se\) est somme directe de deux facteurs I\ et J\ 
(resp. I2 et J2) et le diagramme d'inclusion des/i danss/2 est 

avec ordre (Ii) = pi, ordre (Jx) Ci Pi-

Preuve. On a 6f = Ad Ui pour ^ = 1 , 2 . Soit (£i, . . . , £P1, £pi+i, . . . , £ffl) une 
base de CQl diagonalisant U\ et telle que £i, . . . , £P1 soient les vecteurs 
propres correspondant à la valeur propre + 1 . 

Définissons de même (771, . . . , T]P2J r]P2+ll . . . , r)g2) pour 62. Les vecteurs 

J i 0 1 i , . . . , ivi ® Vu 

?1 ® 172, • • • , ivi ® V2, 

£1 ® rjp2> • • • > & i ® Vvi, 

£pi + l ® Vp2 + U • • • » ^ffl ® ^ 2 + 1» 

£pi + l ® ^pz + 2» • • • > £ffl ® ?7p2 + 2f 

£p i+l ??<72> • > kqi VQ2 

forment une base orthonormale du sous-espace propre de U\ (S> U2 relatif à 
la valeur propre + 1 . Ordonnons de même les vecteurs x u . n = £?• ® Vf qui 
sont dans le sous-espace propre de U± ® U2 relatif à la valeur propre — 1. 
On définit ainsi une base ordonnée de CQl (S) C52. Identifions les éléments de Ki 
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avec leur matrice dans la base (£1, . . . , £qi). Si 

G Ki (A matrice pi X pi,D matrice (gi - pi) X (gi - pi)), 

de sorte que s/\ est l'ensemble des matrices alors 6{x) = 

A, B 
C, D] 

A , - 5 ~ 
- C , D _ 

avec ^4, D arbitraires. Ceci prouve queJ^i = i \ © J\ où / i (resp. Ji) U, o" 
Lo, ^. 
est un facteur d'ordre p\ (resp. a\ — pi). De même, est somme directe de 
deux facteurs. Enfin, il résulte de la formule 

(* ® l)(i,i>)(j,f) = ((* 0 l)XU,;')*|X(i,f')) = (x£Mi)(r)j'\Vi>) = 5<^tf„ 

5ix = Lo, ^ J que si x = | A n | G J# i, alors la matrice de x ® 1 dans la base choisie 

pour Ki ® K2 est: 

4 \ P* fois 

' ^ 7 i n -v 

. \ q2 — pi fois 0 
DD- p2 fois 

0 D. 
. \ ? 2 — Pi fois 

On en déduit le diagramme d'inclusion désiré. 

2.1.2. PROPOSITION. La diagramme de &d est: 

h. 
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où In et Jn sont des facteurs tels que: 

Y _ n_ _ n_ i 
s/n = In® Jn, ordre In = | H Q.t + H ri > 

L 2=1 2=1 J 

r _n_ _n_ 
ordre /„ = è I I 2* " El 

Li=i z=i 

Cela résulte du lemme 2.1.1, et de 1.3 pour le calcul des ordres. 

De cette proposition, on déduit le diagramme d'inclusion 

avec 

Ï l î . + Il r< 
L i=n+l i=n+l 

Ct Pn,v n «,- n n 
L- i=n+l i=n+l 

D'après le corollaire 3.5, p. 212 de [1], la C*-algèbre 2iïB est simple. Cela résulte 
aussi de [10 corollaire p. 7]. 

2.1.3. PROPOSITION. U automorphisme S21 est Vunique symétrie (produit ten-
soriel) dont V algèbre des points fixes soit UHF. 

Preuve. Supposons que 6 = S21. Le diagramme 

h Ji 
\ l y 

GK 
\ W 2 

\ 1 \y 
G2 

In 
\ 1 

Jn 

y 
. Gn 

In+i Jn+l 

définit une C*-algèbre A.F. isomorphe d'une part à &e, d'autre part à la 
C*-algèbre UHF U»ai Gn. 
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Réciproquement, supposons que 2iïe soit UHF et montrons que 6 est con
jugué à S21. Si 6 = Oj® n'était pas conjugué à s2 \ il existerait un entier no tel 
que rn 9^ 0 pour n ^ n0. Comme @e est UHF il existe n ^ no, m > n, et un 
facteur fini discret K tels que In®JnCKCIm® Jm (cf. [1, thm. 2.7, p. 208]). 
Considérons le diagramme d'inclusion: 

•*-n J n 

. K 
J' 

U Jm 

On a act! = j8/3' = aw,w et a/3' = 0a' = j8n>wl, d'où a/0 = /37a' = a'/P' et donc 
a' = /3\ Alors a = 0, etaW)m = j8n,TO d'où 

i—n+1 
I l r« = 0 

ce qui est absurde. 

Au § 3, nous aurons besoin du lemme technique suivant. 

2.1.4. LEMME. Supposons que 2iïQ soit isomorphe à &e>. Alors, pour tout entier 
n, il existe un entier k tel que 

PGCD (ordre In, ordre 7 )̂1 PGCD (ordre / / , ordre Jk). 

Preuve. Soit ç> un isomorphisme de £iïr sur £ïe. Pour tout entier n, il existe 
un entier k tel que In ® Jn C <p(Ik) ® <p(Jk)-

Considérons le diagramme d'inclusion 

•J n 

<p(h') *W) 
On a 

a ordre In + fif ordre Jn = ordre cp(Ik) = ordre 7 / 
/3 ordre 7W + a' ordre Jn = ordre <p(Jk') = ordre JV 

et donc 

PGCD (ordre In, ordre J J | P G C D (ordre Ik\ ordre J,7). 

2.2. Calcul du groupe des dimensions de Q>Q. Dans ce paragraphe et les sui
vants, 6 désigne une symétrie extérieure non conjuguée à S21. En regroupant 
des termes, on peut supposer que 6 = dj® avec rn 7^ 0 pour n ^ 2. Comme Gn 

est isomorphe à Z2 pour tout n, le rang de G est ^ 2. En fait, le rang de G est 
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égal à 2 car l'homomorphisme canonique de Gn dans Gn+i est injectif puisque 
la matrice 

^ 7 2 + 1 — 
Pn+1 . , Çn+1 — Pn+1 

\~qn+l — Pn+1, Pn+1 

est inversible (son déterminant est égal à rn+1 qn+i). 
Soient en etfn des projecteurs minimaux de In et Jn, et notons [en] et [fv] leurs 

classes d'équivalence dans G. Identifions G à un sous-groupe de O2 en envoyant 
M sur (1, 0) et U\] sur (0, 1). On a [en] = B^fa] et [/„] = ^ [ / i ] où Bn = 
AnAn-i . . . A2. Par calcul direct ou en écrivant le diagramme d'inclusion de 
h 0 J i dans 4 0 Jn (cf. 2.1.2), il vient: 

r i ï i + n rt> îï Si - fï ̂< 
B = i 
^ ? 2 2 

On en déduit: 

^ n = 

2=2 

n 2«-n n, n î . + n 

2 n q<ri 
ï = 2 

n ŝ  

[/.] = 
2 n 2^ 

Aie 

et 

n n / n n \ 

n 2i + n n , - (n s.- n ^ 
2=2 i = 2 \ i = 2 i = 2 / 

( n n \ w 22 

n qt- n r,, n «<+rir« 
i = 2 2=2 / 2=2 2=2 

n ii + n r, 
2=2 2=2 

( 72 22 \ 

n 2«-n n) 
_ 2=2 2=2 / _ 

( 22 22 \ 

n 2<-n rj 
2=2 2=2 / 

22 22 

n 2.+ n u Gn = {X[«J + X'[/„]|X, X' G Z} = J3S-»Z*, 

G„+ = {X[e„] + X'[/„]|X, X' e N} = 5n-1Z+* 

G = U A T Z2, G+ = U -B,- Z+ 
72^2 22^2 

Le cône G+ des éléments positifs de G contient Z2 et est limité-par deux demi-
droites de pentes a et /3 données par: 

a = limite de la pente de R+[ew] 

2=2 g 2 
= lim I 

n^°° V i _j_ TT 11 
2=2 g 2 

a 
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Comme on a supposé rt ^ 0 pour i S 2, on a: 

] J [ — = 0 <=> 6 vérifie la propriété (<f) 

(cf. 1.7), de sorte que C7+ est l'intersection avec G d'un demi-plan réel ouvert 
si 6 vérifie ((f) et d'un cône strictement saillant de R2 si 6 vérifie (</). 

Enfin, notons qu'Elliott a étudié des exemples analogues de groupes de 
dimensions dans [7]. 

2.3. Relation entre K0(&
e) et K§(3)). A l'injection i : £iïd -* Qf correspond 

un homomorphisme i* : K0(^
e) —> Ko(&). Le groupe K0(^

d) = Ge s'identifie 
à un sous-groupe de Q2. Identifions de même K0(&) à un sous-groupe de 0 via 
la trace normalisée de Ql. Alors, i# est l'homomorphisme: 

(x, y) eGe^ Tr ( x M + y [ / J ) = x Tr fo) + y Tr ( /0 
= (x + y)/qi e 0 

et Ker i* est l'intersection de Ge et de la seconde bissectrice. Or un élément 
^[en] + ^'[/w] de Gw (X, X' G Z) est sur la seconde bissectrice si et seulement 
si X + X' = 0, de sorte que 

Ker i* = ) (x, — x) G Q2|x est de la forme — avec X Ç Z e t n ^ 2 ( . 

\ fl '• I 
2.4. Etude de certains isomorphismes de Ge sur GQ>. Notons [7] (resp. [I']) la 

classe d'équivalence de l'identité dans i^( resp . £iïet). Nous allons expliciter la 
forme des isomorphismes de groupes ordonnés <p de Ge sur Ge' vérifiant les 
conditions suivantes: 

(i) <p[i] = [/'] 
(ii) <p rend commutatif le diagramme 

Ge
 U >K*{9) 

(i.e. (p conserve la trace normalisée de Ql en un sens facile à préciser). Tout élé
ment [g] G Ge est de la forme [g] = x[e{\ + y[fi] avec (x, y) G Q2; on a <p [g] = 
%<p[ei] + y<p[fi], de sorte que <p se prolonge en un isomorphisme <p de Q2. 
Soit M la matrice de <p dans la base Se — {(1,1), ( — 1, 1 )} de Q2 (Notons que 
(1, 1) = M + [fi] = W] + [//] etque ( - 1 , 1) = LA] - [cj = t/i'] - W]). 
Les coordonnées de [e„] et [/„] dans SS sont: 

r i - / l -l \ r f ! = / 1 l \ 

\2 n a* 2 n rj \ 2 n 2* 2 n >-j 
\ i=2 z=2 / \ z=2 f=2 / 
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de sorte que Ge+ est le cône de Ge contenant le point (1, 1) et limité par deux 
demi-droites de pentes respectives (calculées dans 3ë): 

- n * et n2*. 
i=1 fi i=2 ^i 

Comme <p transforme Ker i% en Ker i* , <p doit laisser globalement invariant 
le sous-espace engendré par le deuxième élément de la base ë%, d'où 

M = 

D'autre part. 

a, 0 
L6, d. 

r n qi + ri T , . qi — n r - , 
UI = — g — ^ + 2 — ^ 

= § ( M + [/1]) - | ([fi] " [ei]) et, de même, 

La condition <p[I] = [/'] s'écrit donc: 

M k i 
- In . 

k i ' 
L - K J 

doù 

M = 

2L 0 
01 ' 

dri — r / d 
et AT1 = 

2* 
U/ 

^ , 0 

ri — dri 1 
' d dg/ 

Ecrivons que <p(Gfl) C GV- Il suffit d'écrire que <p[en], <p[fn] G Gc pour tout 
n ^ 2, i.e.: pour tout w à 2, il existe m ^ 2, et k, k', /, /' Ç Z tels que: 

En développant, il vient: 

qi' _ k + k' i + r 
m 

211ft 2 n «z/ 2 n <z/ 
i = l 1=2 t=2 

dri — r i ' *' 
n 

2ÏÏ ft 
*=1 

n m 

2 II r* 2 FI ri 
i=2 i=2 

dri — r / d r -1 

2 T! ft 2 l l n 2 II ri 
i=\ i=2 z=2 
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Donc k + k' = l + /'. Posons 

\ = k + k' 
ix = kf — k, 

v = r - i. 

Alors X, /x, v ont même parité, et il existe, pour tout triplet (X, JU, v) d'entiers 
de même parité, un quadruplet (k, kf, l, V) d'entiers vérifiant les relations ci-
dessus. La relation <p(Ge) C GV est donc équivalente à: pour tout n ^ 2, 
il existe m G N, et X, /x, v G Z, de même parité, tels que: 

1 X 
y-) n m 

n s.- n g/ 
t = l z = l 

n w 

Il îi Un 
i=l z=2 

M 
(2) n w 

Il îi Un 
i=l z=2 

H ri 
1=2 

(3) 
dri — r\ . d _ 

n 1 n 

n?. n ^ n>-/ 
t—1 z=2 t=2 

De même, il résulte de la forme de la matrice M~1 que la relation (prl(Ge') C Ge 
et équivalente à: pour tout m ^ 2, il existe n £ N, et X', //, z/ Ç Z, de même 
parité, tels que: 

d') 

(2') 

(3') 

1 X ' 
m m 

n i! n a* 
1=1 1=1 
Y\ — dri 1 

m m 

dUgi dU ri 
i=l i=2 

n 

n n 
ï = 2 

n' -dn 1 
m ~t~ m n 

dUii' dYl,n' E[ 
i=l z=2 ' t=2 

rt 

Enfin, exprimons que <p envoie Ge+ sur GV+. Si 6 et 0' vérifient la propriété 
(<^), alors Gfl+ (resp. GV+) est l'intersection avec G0 (resp. Ge') du demi-plan 
réel contenant [/] et limité par la seconde bissectrice, de sorte que <p envoie 
toujours Ge+ sur GV+. Si 6 et B' vérifient la propriété (*/), alors G0+(resp. GV+) 
est limité par deux demi-droites de pentes égales en module à IT?=2 ç[i/rt (resp. 
il<S=2 c//ri) de sorte que ç>(Ge+) = Ge+, implique 

r=2 £ i Çl i=2 Ci 
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3. C o n d i t i o n s néces sa i re s de c o n j u g a i s o n extér ieure e t de c o n j u 
g a i s o n . 

3.1. Conditions nécessaires de conjugaison extérieure. Soit 6 une symétr ie de Ql. 
Posons Si = F2 ® S) et (3 = AdUo ® 0, ou £/0 est un unitaire de valeurs 
propres + 1 et — 1 . 

On sait que le produi t croisé C*(&, 6) est isomorphe à 2l& et que, si 6 et 6' 
sont extérieurement conjugués, C*(Sy 0) et C*(0, 6') sont isomorphes (cf. 
[11]). Nous allons, dans notre cadre, préciser ce résul tat . Soit ( A ; ) I ^ Î , ^ 2 un 
système d 'unités matricielles de F2 associé à une base de C 2 dans laquelle 

[ 7 0 = ' n . T o u t X G S s'écrit de manière u n i q u e X = Y^i^i,j^ ea ® xa 

avec Xij Ç Qi, soit, sous forme matricielle: 

X = #11, #12 

L#21, #22J 

On a 

KX) (x22), 6(xn) 
\_6{xi-i), 6{xu). 

d 'où^" = x y 
.e{y)\ e{x)A 

x ,y G Ql 

3.1.1. L E M M E . Soient 6 et 6' deux symétries extérieurement conjuguées de S . 
Alors, il existe un automorphisme a de S tel que G(0$) = 2iï&. 

Preuve. On peut supposer que 0' = AdV 6 où F est un uni taire tel que Vd(V) 

1 (puisque 0'2 - I). Soit W = I, 01 
0, V] ' 

Alors W est un unitaire de 2ï tel 

que 

W\ x y 

.e(y), e(x). w* 
x , yV* 

LV0(y), Vd(x)V* ] 
Comme V d(x)V* = 6f (x) et que V 0(y) = 6f (y F*) (car V 0 ( F ) = 1), on a 
W Sï^W* = QlP, ce qui prouve le résul ta t avec a(x) = WxW*. 

3.1.2. Notations. Dans [5, 3.1, p . 193], J. Dixmier définit un entier généralisé 
comme une application de l 'ensemble {du d2, . . .} des entiers premiers dans 
[0, 1 , 2 , . . . , +oo ]. On note dfl d2

a2 . . . un entier généralisé p renan t la valeur 
ai en du a2 en d2j etc. . . . Pour tou t entier généralisé N = diald2

a2 . . . , on 
désigne par [N] le sous groupe de 0 (contenant 1) formé des éléments de la 
forme p/d^ld2^

2. . . (p £ Z, 0 S Pi S oct et (3i = 0 à par t i r d 'un certain rang) . 
L'applicat ion N •—> [TV] est un bijection de l 'ensemble des entiers généralisés sur 
l 'ensemble des sous-groupes de 0 contenant 1. 

Si N = dx
ald2

a2 ...etN' = df^'df*' . . . , on a: 

[N] isomorphe à [N'] «=» N ~ N' au sens de [5, 4.4, p . 196] 
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c'est-à-dire 

at = a/ sauf pour un nombre fini d'indices i et I 
&i = +co ^>a/ = +00. ) 

$\ & = (ri, r2, . . .) est une suite d'entiers non nuls, J. Dixmier lui associe 
l'entier généralisé diald2

a2. .. oùa* = J^Li a*,n, l'entier aitU désignant l'exposant 
de ai dans la décomposition de rn en facteurs premiers. Si S? = (r1} r2, . . .) est 
une suite d'entiers ^ 0, on notera N(3$) l'entier généralisé associé à la suite 
obtenue à partir de 3? en enlevant les termes qui sont nuls. 

3.1.3. PROPOSITION. Soient 6 = d/ 
conjuguées. Alors, 

(i) N(0S) est équivalent à N(0l'), 

et 6r = 0â®' deux symétries extérieurement 

(ii) Y\ ~2 = ^ F I ~}"î > °ù à estun rationnel tel que u^bu soit un isomorphisme 

Preuve, (i) Si on change un nombre fini de rt, on ne change pas la classe de 
conjugaison extérieure, de dj®. On peut donc supposer que rt 9e 0 et r/ ^ 0 
pour tout i. D'après 3.1.1, il existe un isomorphisme de && sur 2iï&' conservant 
la trace de Qf. On en déduit un isomorphisme de groupes ordonnés de Gp sur 
G^ vérifiant les conditions (i) et (ii) de 2.4 avec 6&* (resp. 6%®') au lieu de Of 
(resp. 0â>*'), o ù _ J = J r 0 , ru r2j . . . ) , É> = (q0, qu q<i, • • .)> r0 = 0, q0 = 2 et 
de même pour S%' et i2 ' . Avec les notations de 2.4, Keri* est isomorphe à Ker 
V- Or Ker % (resp. Ker i+) est isomorphe à [N(â?)] (resp. [iV(^')] d'après 
2.3, d'où (i). 

(ii) Si l'un des rt (donc l'un des r / ) est nul, ou si 0 et 0' vérifient la condition 
((^), tout est trivial. 

Supposons donc que ru r • sont non nuls pour tout i et que 6 et 6f vérifient 
la condition (J^). L'existence d'un isomorphisme de G$ sur Gp' vérifiant les 
conditions (i) et (ii) de 2.4 implique (équation (4) avec â?, S&', «S, 21' au lieu 
d e ^ \ ^ ' , i2, ^ ) : 

n - = î i n - -
x=l Ci 1=1 <7z 

Puisqu'ici 

M = 
- 7 

5o 

, 0 i, o 

0, d 
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l'application [ ° ] » [ £ ] 

Ker i * = 

I n u 

envoie Ker i* sur Ker i*'. Or 

\ez,n^ i. 

dans la base Se (cf. 2.3) de sorte que u >—> ^ est bien un isomorphisme de 
[iV(^)] sur [N(&')], ainsi que w ^ ô w a v e c ô = \d\. 

3.1.4. Remarque. On aurait pu déduire directement (i) et (ii) des équations 
(3), (3') et (4) de 2.4. 

3.2. Conditions nécessaires de conjugaison. Soit 6 = dj® avec rt 9e 0 pour 
i ^ 2. 

3.2.1. PROPOSITION. Soientd = df et 0' = 0â®' deux symétries ne possédant 
pas la propriété (%). On suppose que 6 et 8f sont conjugués. Alors, on a: 

(i) N{@) = N(^f) 
oo oo / 

o i )n^=n^. 
Preuve, (i) On sait (Prop. 3.1.3) que N{3%) = df1 d2

a2 . . . est équivalent à 
N(&') = df1' d2

a2' . . . . Il suffit donc de prouver que at = a/ si at et a/ sont 
finis. Soit p un entier premier intervenant à la puissance a (resp. a) dans 
N(£%) (resp. N(S$r)) et montrons que a = a. En regroupant des termes, on 
peut supposer que pa\f\ et que p est premier avec rt pour i ^ 2. De même, on 
peut faire une hypothèse analogue pour pa'. Enfin, rappelons que, si a et b sont 
deux entiers, on a: 

PGCD f a + b a — b 
\ U PGCD (a, 6) si a = 2xa', b = 2*V avec 
) = \ a', b' impairs et À ̂  M> 

IPGCD (a, è) dans tous les autres cas. 

1er cas: p ^ 2. Alors 

# / = 0jg* ® ^(P)(1) est conjugué à 6$®' u&' 
7(P) 

d) 

où Q, = (pqi, pq2, • • •) et Q' = (£g/, ^ 2 ' , • . •)• D'après la proposition 2.1.2 
(dont on reprend les notations avec 0% au lieu de 0), on a: 

Ordre In = J *n n 2* + rï ̂ 1 
Z=l 2=1 J 

n n 

Ordre /„ = 5 pn n 2« - n n 
L i= i i= i J 

d'où PGCD (ordre In, ordre Jn) = p®nsn avec: 
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(i) sn premier avec p, 
(ii) Pn = & pour tout n, 

(iii) (3n = a pour n ^ a. 
De même, PGCD (ordre / / , ordre / / ) = p&k' sk ou sk et (3k vérifient des 
conditions analogues à (i), (ii) et (iii). D'après le lemme 2.1.4, il existe k g N 
tel que £a |PGCD (ordre Ik, ordre / / ) d'où a ^ a. Par symétrie, a = a'. 

2 ème cas: p = 2. Soit /3 un entier > Max (a, a'). Soit 0" une symétrie du 
facteur F2& ayant un excédent de valeurs propres + 1 égal à 2. On a: 

Of = ef ® 0" est conjugué à 6^' = 6â>
m' ® 6" 

où â = (2/-i, r2, r3, . . .), <S = (2^gi, g2 . . .) et où <# et & sont définis de 
façon similaire. Comme dans le premier cas, on a successivement: 

Ordre In = ï\ 2P Û qt + 2 f[ r A , 

Ordre /„ = \ \ 2e fl it - 2 Ù rt\, 
L i=i i=\ J 

PGCD (ordre In, ordre Jw) = 2asn avec sw impair d'où, finalement, a = a', 
(ii) Les symétries 0 et 0' vérifient simultanément (<f) et (*/). Dans le 

premier cas, 

n ? = n rf = o. 
Dans le second cas, 0 = Ad Z7, 0' = Ad t/ ' où t/ et £/' sont des unitaires du 
facteur hyperfini R de type Iii. Si 6' = ada~\ 0' = âdà'1 et Uf = \â(U) 
(|X| = 1) d'où |Tr (U)\ = |Tr (U')\. Or |Tr (U)\ = 11?=! r</g, (cf. [2, lemme 
1.3.8, p. 154]), d'où 

i=\ q% i=l Ci 

3.2.2. PROPOSITION, Soient 0 = 0 ^ <?/ 0' = 0 ^ ^ dez*x symétries possédant la 
propriété (&). On suppose que 0 et 0' sont conjuguées. Alors: 

(i) N(â$) est équivalent àN(&'), 
(ii) IlT=2 rdgi = à(qi/qi) 11̂ =2 r//q/ où u •—> cm es/ ww isomorphisme de 

[N(@)] sur [N{@')}. 

Preuve, (i) résulte de 3.1.3(i), et (ii) se démontre comme 3.1.3(ii). 

4. Classification des symétries à conjugaison près. 

4.1. THÉORÈME. Soient 0 = df et 0' = 6â®' deux symétries ne vérifiant pas 
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(°tt). Alors, 6 est conjugué à 6' si et seulement si 

(1) N(@) =N(@')\ 

(2) n ? = n ^ . 
Preuve. Si 6 et 0' sont conjugués, les conditions 1) et 2) sont vérifiées en vertu 

de la prop. 3.2.I. Supposons ces conditions vérifiées, et montrons que 6 est 
conjugué à 0'. 

1er pas: Construisons deux suites strictement croissantes d'entiers 

i\ < H < • • . < in < V u < • • • 

j l < J2 < • • • < jn < jn+1 < • • • 

telles que si l'on pose 

Pi = ri. . . ru, p2 = ril+1 . . . r,2, . . . , pn = r,n_1+1 . . . rtn, . . . 

Ml = Cl . . • î ù , M2 = ffù + l • • • gi2, • • • , Mre = Çin-l + l • • • Qin> • • • 

P i = f l . . . f j ! , P2 = ?ji + l • • • fj2 » • • • » Pre = ^ n - 1 + 1 • - • ' ' i n » 

Ml = Çl • • • <Z;/i , M2 ' = ^ y i + / • • • Çj2 J • • • 1 Mre' = Çjn-l + l ' • • Qjni ' ' • 

on ait les propriétés suivantes: 

( a ) pl\pi\piP2\piP2'\ • • • |piP2 • • • Pw|p i 'p2 r . • • Pn\plp2 . • • Pn+l\ • • • 

( b ) flilfli | M ! M 2 | M I V / I . • . |/Xi/X2 . . • HnW»2 . • . Mre' |/XlM2 • • . Mre+l| • • • 

/ t 
( c ) P i ^ P l 7 ^ P I P I ^ P1_P2_ ^ 

Ml Ml M1M2 M1M2 

r / 
> P1P2 • - - Pn > P i P2 - • - Pre > PlP2 . • . Pre+1 > 

~~ M1M2 • • • Mre ~~ Ml M2 • • • Mre ~~ MlM2 • • • Mre+1 ~~ 

(d) les quotients successifs des termes de la suite (a) ont même parité que les 
quotients correspondants de la suite (b), i.e.: p / /p i a même parité que MI'/MI> 

P1P2/PI a même parité que MIM2/MI'> etc. . . . 

Nous allons construire les suites (in) et (jn) par récurrence en déduisant (a) 
du fait que N{0i) = N(@'), (b) de la condition N(£) = N(&') qui est 
réalisée d'après la condition d'isomorphisme de deux C*-algèbres UHF (cf. 
[5, thm. 3.2, p. 194]) et (c) de l'hypothèse ITjU rjqt = I l ? = 1 r//q/. Cons
truisons tout d'abord la suite (ilr ji, iï, J2, • • , VA* • • •) par récurrence de 
manière à vérifier (a), (b) et (c). Choisissons arbitrairement ix. Puisque N{&) 
= N(J%') et N(£2) = N(£f), il existe un entier n tel que pi |r/ . . . rn' et 
Mi|g/ . . . gw'. 

Comme Tri=1 r//q/ converge en décroissant vers 11?= 1 rt/qi < PI/MI, il 
existe m tel que Il7=i r'l'/'qî < PI/MI- On pose alors ji = max (n, m). En 
échangeant les rôles de 6 et 6', on construit de même ii à partir de j i , puisj2 à 
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partir de i^ etc. . . . On a ainsi construit une suite (iuji, '̂2,72, . . . , injjm • • •) 
vérifiant (a), (b) et (c). 

De plus, n étant fixé, in+i et jn+i peuvent être choisis aussi grands que 
désiré. Montrons que cela permet de réaliser la condition (d). Comme rn et qn 

sont de même parité, trois cas sont à distinguer: 

1er cas: 2 n'intervient ni dans N(Q), ni dans N(3%). La condition (d) est 
alors automatiquement vérifiée car tous les quotients considérés sont impairs. 

2èmecas:N(£) = 2«13«2. . . ,N(3t) = 2 ^ 3 ^ . . . avec au ft finis et non nuls. 
Pour assurer (d), il suffit alors de choisir i\ etji suffisamment grands pour que 
qn (resp. qn

f) soit impair pour n > i\ (resp. n > j i ) . Alors, rn (resp. rn
f) est 

impair pour n > i\ (resp. n > j i ) et tous les quotients considérés sont impairs. 

3ème cas: 2 intervient à une puissance infinie dans iV(i2), donc aussi dans 
N(3$). Pour vérifier (d), il suffit de choisir, à n fixé, in et j n suffisamment grands 
pour que les quotients successifs des suites de (a) et (b) soient tous pairs. 

2ème pas: En faisant des groupements convenables de termes successifs, on 
peut supposer d'après ce qui précède que les rn (resp. rn'', qn, qn

f) vérifient les 
conditions imposées aux pn (resp. pn', /xn, ixn'). 

Cela va nous permettre de faire une démonstration analogue à celle du 
théorème de Cantor-Bernstein suivant le schéma ci-dessous: 

Pour tout w, on a les décompositions 

Kn
f = G , 1 ® Gn* 

On = Oirl (g) ft' 

avec: 
1°) Gn (resp. Gn

2) est un facteur d'ordre (<?i . . . qn)/(çi • • • qn-i) (resp. 
(qi . . . qn')/(qi • • • qn))

 e n convenant que G\l est d'ordre qu 

2°) L'excédent de valeurs propres + 1 de aj (resp. ft') est égal à (ri . . . rn)/ 
(ri . . . rw_i') (ri pour n = 1) (resp. ( r / . . . rn')/(ri . . . rn)). Ces décomposi
tions sont possibles car 

, = (jlL^Jh-) x {9i^^L\ 
\qi . . . qn-i I \ qi . . . qn I 

\rx . . . rn_i 1 \ n . . . rn ! 
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et (ri . . . rn)/(ri . . . rn-i) (resp. ( r / . . . rn')/(ri . . . rn)) est inférieur à 
(Ci • • • Çn)/(qi . • • 2n-i') (resp. (g/ . . . g / ) / (g i • . . g j ) tout en ayant même 
parité. On a alors: 

0' = a / ® (£/ ® a2 ') ® (j82' ® a8 ') ® . . . ® {$n-i ® a / ) ® • • • 

Or ai et conjugué à 0i et /3W_/ ® a / est conjugué à dn puisque 

qi. . . gn_x gi . . . gw_i 

r / . . . rn_i' . . ri . . . rw 
X " 7 7 = rw . 

r i . . . rn_i ri . . . rw_i 
Il s'ensuit que 6' est conjugué à 6. 

4.2. COROLLAIRE. Soient 6 = dj® et 6' = 0j/^ ' rfez/x symétries vérifiant (S)) 
mais pas (%). Alors 6 est conjugué à 6' si et seulement si N(3%) = N(&'). 

4.3. THÉORÈME. Soient 6 = dj® et 6' = Qâ®' deux symétries vérifiant la 

propriété (%). Alors 6 est conjugué à 6f si et seulement si: 

l ° ) i V ( ^ ) ~ i V ( ^ ' ) , 
2°) IlT=2 r%lq{ = h{q\/q\) IlT=2 r/fq/ où <5 est un rationnel tel que u ^> Su 

soit un isomorphisme de [N(&)] sur [N(&')]. 

Preuve. Les conditions sont nécessaires d'après la proposition 3.2.2. Inverse
ment, supposons ces conditions vérifiées et montrons que 6 est conjugué à 6''. 
Comme ici rx = 0, on ne change pas la classe de conjugaison de 6 en modifiant 
un nombre fini de rt. En effet, si r2, . . . , rn sont remplacés par p2, . . . , pn, 
#j est remplacé par 

/ } ( 0 , p 2 i . . . f P n i / " n + l f . ) 

et ces deux automorphismes sont conjugués à 
n( ° ,rn+i,rn+2,-") 

De plus, l'hypothèse 2°) est encore vérifiée quand on remplace les rt par les pl. 
Dans ce qui suit, nous utiliserons constamment ces remarques. 

Montrons d'abord que l'on peut supposer: (a) q\ = g / ; (b) qx et g / sont 
impairs pour i ^ 2 si N(£) = N(g') = 2a l3a2 . . . avec 0 < on < +oo . 
Soit m un entier tel que: 

qAqi • • . qm 

qi\qi • • • qm 

2«V. . . g, et 2«i|gi . . . qn si iV(â) = iV(jg') = 2«W* . . . 

avec 0 < ai < + 0 0 • Soit g le PGCD de gi . . . qm et g/ . . . gr/. On a gi . . . qm = 
ql et g / . . . gw' = qV, de sorte que si r (resp. r') est un entier quelconque de 
même parité que / et majoré par / (resp. / ' ) , 6 (resp. 0') est conjugué à 

/ } (0 ,7 - , r T O + i , r m +2 , . . . ) / V ^ o ^ v / ) (0 , r ' , 7 - ' m +i , 7 - 'm+2 , . - - ) \ 
V(q,l,Qm+l,qm+2,...) ( T C S p . û t / ( ? i r i S ' f l , + 1 ( î ' m 4 2 , . . . ) i -

On peut donc supposer les conditions (a) et (b) vérifiées. 
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Modifions maintenant un nombre fini de rt et de r( de façon à ce que 
#2 ® #3 ® • • • et 62

f ® 6z ® . . . vérifient les conditions du théorème 4.1. 
Posons 

N(@') = d^'df*' . . . 
4 = {i Ç N|a, > a/} 

A' = {i £ N\at < a/} 

C = {i G N|a, = a / = +00}. 

Puisque u -̂» 5z* est un isomorphisme de [iV(^)] sur [N(&')], il existe une 
partie finie D de C telle que: 

« = n drai' n <*/* ^i e z,. 
Soient 5 - {i G D|/3f > 0} et 5 ' = {i Ç D\pt < 0}. La condition 2°) s'écrit 
maintenant: 

TT 1 Tl 1 TT fJ TT 1 FT 1 TT r i 
1 1 ,7 «.--«.' 1 1 , 7 / 3 ; 1 1 - H , «,•'-«,• 1 1 7 -/3f 1 1 , • 

S o i t w G N te l q u e 

n d"i_a<' n df< n 
et que le quotient correspondant ait même parité que q2. . . qn (Ceci est possible 
à cause de (b)). En regroupant les termes dei = 2ki = n,on peut supposer 
n = 2 et remplacer r2 par 

r2 
P2 = • 

n d,--*' n d? 
i£A i£B 

De même, on peut remplacer r2 par 

p, = ti  
n dr'-' n dr<" ' 
i£A' i£B' 

Les conditions du théorème 4.1 sont alors vérifiées et 62 <8>Qz 0 . . . est con
jugué à B2 (g) dz ® . . . Comme q\ = g/ (condition (a)), 0 est conjugué à 6f. 

4.4. COROLLAIRE. Soient d = d$M et 6r = 6%®' deux symétries vérifiant les 
propriétés (%) et ((?). Alors, 6 et 6' sont conjugués si et seulement si N(3%) et 
N(&') sont équivalents. 

5. Classification des symétries à conjugaison extérieure près. Comme 
la classe de conjugaison extérieure de 6â ne change pas quand on modifie un 
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nombre fini de ru nous supposerons dans le théorème ci-dessous que rt ^ 0 
pour tout i. 

5.1. THÉORÈME. Soient S = dj® et 6f = Qâ®' deux symétries. Alors, 6 et 6f 

sont extérieurement conjuguées si et seulement si: 
1°) N(&)etN(&') sont équivalents; 
2°) IlT=i ri/çi = ô IÏT=i rl

r/ql
/ ou ô est un rationnel tel que u *-> bu soit un 

isomorphisme de [N(&)] sur [N(0H')]. 

Preuve. Les conditions 1°) et 2°) sont nécessaires en vertu de 3.1.3. Inverse
ment, si 1°) et 2°) sont vérifiées, on peut modifier un nombre fini de rt et de r/ 
de façon à obtenir deux automorphismes conjugués (cf. la démonstration du 
théorème 4.3). Or la modification d'un nombre fini de rt ne change pas la 
classe de conjugaison extérieure de 0, d'où notre théorème. 

5.2. COROLLAIRE. Soient 6 = dj® et B' = 6â®' deux symétries vérifiant la 
propriété ($). Alors, B et Br sont extérieurement conjugués si et seulement si N(S%) 
et N{0ê') sont équivalents. 

5.3. COROLLAIRE. Soient 6 et B' deux symétries vérifiant la propriété (%). Alors 
B et B' sont conjugués si et seulement si ils sont extérieurement conjugués. 

5.4. COROLLAIRE. Soient B = Bâ et B' = 6â> ' deux symétries extérieurement 
conjuguées. Alors, il existe une décomposition 3> = K (S) &i ou K est un facteur 
de dimension finie, et un automorphisme a de SÏÏi tels que B soit conjugué à Ad U <S> 
a, et B' soit conjugué à Ad F 0 a avec U, V unitaires de K. 

Preuve. Nous supposerons ri et r / non nuls, la démonstration étant analogue 
si r i ou r\ est nul. Il résulte de la démonstration du théorème 4.3 que l'on peut 
supposer fi = y pu r / = y'pi avec 

(a)iV(pi,r2,r3, . . . ) = N(Pl', r2', r3', . . .) 

qi i=2 qt qi i=2 qi 

(c) qn et qn' sont impairs pour n ^ 2 si 2 intervient dans N(j2) a une puissance 
finie non nulle. 

Supposons y ^ y''. D'après (a), (b) et (c), il existe un entier n tel que: 

Pi'|pir2r3 . . . rn, qi\qiq2qz . . . qn, 

pir2rz . . . rn < p/_ 
qiqiqz . . . qn

 = Ci ' 

P\rirz . . 
i 

Pi 

n /< • «717273 

- ayant même parité que —"^S 
°i 

qn 
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Comme en 4.1, ceci prouve que 6 est conjugué à 9$ avec 

& = (gi'i 2 iM3 • • • qjqi, %+u gw+2,. . •)• 

Or df = Si ® (02 ® 03 ® . . .) avec S2 ® h ® . . . conjugué à 62 ® 03 ® . • . 
en ver tu des conditions (a) , (b) et du théorème 4.1 . Ceci prouve notre corol
laire avec K = 2SY, 9i = K2'®Kz'®...eta = B2' ® 0 / ® . . . 

6. Remarques diverses. 

6.1. Structures Boréliennes de *$e(&) et ^ (Q). Le groupe Aut (Si) des auto-
morphismes de 3>, muni de la topologie de la convergence simple-normique, 
est un groupe Polonais. Nous noterons *% (Ql) (resp. fâe(@)) l 'ensemble des 
classes de conjugaison (resp. conjugaison extérieure) d 'éléments de Aut (Qi), 
muni de la s t ructure Borélienne quotient . 

6.1.1. PROPOSITION. ^e(3) n est pas dénombrablement séparé. 

Preuve. Fixons une décomposition de £iï en ® n ^ i Kn\ soient gn l 'ordre de 

Kn et i 2 = (gu Q2, • • .)• 

1er cas. 2 n ' intervient pas dans 7V(i2). L'ensemble des entiers généralisés 
d2

a2dfd . . . (d2 = 3) tels que an < + ° o pour tou t n, est de manière naturelle 
en bijection avec N N considéré comme l'ensemble des suites d 'entiers (a2, as,...). 
A l 'élément 5 = (a2, a3, . . .) de N N , on fait correspondre l 'entier généralisé 
<p(s) = d2

a2df* . . . . La relation d'équivalence des entiers généralisés cor
respond à l'égalité des suites sauf pour un nombre fini d'indices. Nous allons 
construire une application Borélienne s 1—» T(s) de N N dans Aut (Se) telle 
que, pour tout 5 £ N N , T(s) soit une symétrie de (S) vérifiant N(T(s)) = 
<p(s). 

D'après 5.2, l 'application T définira une injection Borélienne du quot ient 
de N N dans ^ e(3)), ce qui démontrera la proposition. 

Soit Kn = J2?(Hn). Pour tous (n, m) tels que n g m, fixons une base or tho
normale de Hn ® . . . ® Hm. Soit 5 = (a2, a3, . . . ) . Définissons par récurrence 
la suite d 'entiers (ni, n2, . . .) de la façon suivante: ni est le plus pet i t entier tel 
que d2

ai S h Çi°2 . • . qm, n2 est le plus pet i t entier n > ni tel que df* ^ 
\ qi+nl . . . qn2 et np+i est le plus pet i t entier n > nv tel que 

^ + i a p + 1 ^ ègi+nP-i • • .qnp. 

Soit 0P = Ad Up où [/p est l 'unitaire de Ki+np_1 ® . . . ® Knp diagonalisé dans 
la base choisie pour Hi+np_1 ® . . . ® Hnp, les premiers vecteurs de la base cor
respondant à la valeur propre + 1 , les derniers à la valeur propre — 1 , et tel 
que UP ait un excédent de valeurs propres + 1 égal à dp+iap + 1. Posons T(s) = 
® p ^ i Op. Par construction, on a N(T(s)) = <p(s) et la condition 

< W a p + 1 ^ è g i + n p - i . . .g , 

https://doi.org/10.4153/CJM-1979-055-7 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1979-055-7


520 TH. FACK AND O. MARECHAL 

montre que Tr Uv S \ donc IIp^i Tr (Up) = 0 et T(s) Ç (<?). Il reste à 
montrer que T est Borélienne. Soit Tn l'application de NN dans Aut (&) 
définie par Tn(s) = T(a2, . . . , an, 1, 1, . . . , 1, . . .). Comme Tn se factorise à 
travers Nw_1 qui est discret, Tn est continue. Comme np > p, on a, pour tout 
x Ç I i ® . . . ® KPJ Tn(s) (x) = T(s)x pour n ^ £, ce qui montre que T(s) = 
lim Tn(s) dans Aut (£^), d'où T = lim Tw est Borélienne. 

2èm£ cas. 2 intervient à une puissance finie non nulle dans iV(j2). En regrou
pant des termes, on suppose alors qi pair et qn impair pour tout n ^ 2. Le raison
nement est le même, sauf que l'on considère les suites (ai, a?, . . .) de N telles 
que ai ^ 0 et que l'on définit cp(s) = 2ald2

a2dfz . . . . 

Sente cas. 2 intervient à une puissance infinie dans iV(j2). En regroupant des 
termes, on suppose que qn est pair pour tout n £ N. On considère les mêmes 
suitess = («2,0:3,...) que dans le premier cas, et l'on définit ç(s) — 2cod2

a2dfz... 
La construction est la même, sauf que l'on impose 

et que l'excédent de valeurs propres + 1 de Up est égal à 2 dp+iap+1. 

6.1.2. Remarque. Le même raisonnement que précédemment montre que si 2 
intervient à une puissance non nulle dans N(£), ^ (&) n'est pas dénombrable-
ment séparé. En effet, on peut écrire 2) = F2 ® Siï' et construire l'application 
T' de NN dans Aut {£$) par T'(s) = 6) (g) T(s) où 0i a un excédent de valeurs 
propres + 1 nul, et où T(s) est l'automorphisme précédemment construit. On 
a: T'(s) vérifie (<%) et (<f ), N(T'(s)) = <p(s) et le corollaire 4.4 montre que r ' 
définit une injection Borélienne du quotient de NN dans *i£ (&). 

Par contre, si 2 n'intervient pas dans iV(i2), aucune symétrie n'appartient à 
( ^ ) et, d'après 4.1, la classification des symétries à conjugaison près se fait à 
l'aide d'un sous-ensemble de NN X [0, 1] qui est dénombrablement séparé. 

6.2. Relations entre conjugaison et isomorphisme de Valgèbre des points fixes. 
Si 6 et 6' sont deux automorphismes conjugués, 2e et @6' sont isomorphes. 
La réciproque est fausse. Ainsi, 

n'est pas conjugué à 

ût _ />(7,3,3 . . . . ) 
0 — 0 ( 9 , 9 , 9 , . . . ) 

alors que £iï% est isomorphe à 2 e'. 
Pour montrer cette dernière assertion, il suffit (cf. [7, thm. 4.3, page 32]) de 

trouver un isomorphisme de Ge sur GV conservant l'ordre et préservant l'iden
tité. D'après le § 2.4, il revient au même de trouver un rationnel d et, pour tout 
n G N, des entiers m, m' £ N et X, /*, v Ç Z (resp. A', // , 1/ G Z) de même 
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parité, tels que l'on ait: 

(1) 
1 X 

9" 9m 

(2) 
5d — 7 d [x 

(3) 
5d — 7 d __ v 

d') 1 X' 
9S 9"" 

(2') 
7 - 5d 1 

d 9" d 3"_1 

t 

(3') 
7 - 5rf 1 

d9" +d3"-1 3m '_ 1 

(l'équation (4) est automatiquement vérifiée car 6 et 0' vérifient ($)). 
On peut choisir d = 1, et il est clair que le système des équations écrites 

ci-dessus admet pour tout n des solutions en m, X, ju, i> et X', JU', / . 

6.3. Relations entre conjugaison extérieure et isomorphisme de l'algèbre des 
points fixes. Si 6 et 6f sont deux symétries vérifiant la propriété (<^), on a: 
i ^ isomorphe à i^0/ =» 0 extérieurement conjugué à 0'. La réciproque est 
cependant fausse. 

Supposons 3)B isomorphe à 3ï6'. Comme 6 et 6' vérifient la propriété (<^), 
le cône positif de Ge (resp. GV) est l'intersection avec Ge (resp. Ge') du demi-
plan limité par la seconde bissectrice et contenant [I]. L'isomorphisme de 2iï% 

sur $lr détermine alors un isomorphisme de Ge sur Ge' conservant la seconde 
bissectrice, donc du type considéré en 2.4. Comme dans 3.1.3 (i), on voit que 
N{&) est équivalent à N(&'), et 6 est extérieurement conjugué à 6' en vertu 
du corollaire 5.2. 

Pour prouver que la réciproque est fausse en général, considérons l'exemple 
suivant: 6 = d/ et 6' = 0«/" avec & = £>' = (23,5,5, . . .),^? = (2 ,3 ,3 , . . .), 
3%' = (22, 3, 3, . . .). Il est clair que d est extérieurement conjugué à 6f. 

Cependant: 

Ordre In = è(23 X 5*"1 + 2 X T'1) 

Ordre Jn = è(23 X 5""1 - 2 X 3*-1) et 

PGCD (ordre In, ordre Jn) = 1 ; de façon analogue PGCD (ordre In', ordre 
Jn') = 2 et £^9 ne peut pas être isomorphe à 2)r en vertu du lemme 2.1.4. 

6.4. Relations entre conjugaison, conjugaison extérieure, et isomorphisme du 
produit croisé. 
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6.4.1. Soient 6, 6f deux symétries de Q>, 2) = F2 ® 2$ et fi (resp. fi') Visomor-
phisme Ad U ® d (resp. Ad U ® 6') où Ad U est la symétrie de F2 distincte de 
Videntité. Alors, 6 est extérieurement conjugué à 6' si et seulement si fi est con
jugué à fi''. 

Cela résulte immédiatement des théorèmes 5.1 et 4.3. 

6.4.2. Soient 6 et 6' deux symétries vérifiant la propriété (S). Alors, 6 est 
extérieurement conjuguée à 6' si et seulement si C*(2ï, 6) est isomorphe à C*(2iï, 

e'). 

Cela résulte de 6.3 et 6.4.1, sachant que && est isomorphe à C*(£^, 6). 

6.5. Loi de composition sur Vensemble des classes de conjugaison d'automor-
phismes vérifiant ((f). Pour tout automorphisme 6 de Ql, on note [6] sa classe 
de conjugaison. Soit Ql une C*-algèbre UHF isomorphe à Ql ® 2) et soit a 
un isomorphisme de 3) sur 3 ® 2). On vérifie facilement que la formule 

[0].[0'] = [V-i(0® 0')<r] 

définit une loi de composition interne sur l'ensemble des classes de conjugaison 
d'automorphismes de 3, qui ne dépend pas de a. La restriction de cette loi 
aux symétries possédant la propriété (S) admet un élément neutre, à savoir 
e = [dçf1] ou rn = 1 ou 2 suivant la parité de an. Cependant, si [6] ?* e, [6] n'admet 
pas d'inverse et le monoïde mis en évidence n'est pas simplifiable. La considé
ration de e permet de simplifier la démonstration du théorème 4.1 dans le cas 
des symétries vérifiant (S). 
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