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NOYAUX REGULIERS ET NOYAUX SINGULIERS

MASAYUKI ITO

1. Introduction

Dans Γarticle precedent [6], nous definissions deux classes des noyaux
de convolution symetriques sur un groupe abelien localement compact
et denombrable a Γinίini Γune est reguliere et Γautre est singuliere.
L'article [6] est principalement consacre a la demonstration du theoreme
suivant:

Soient JV et N' respectivement un noyau de convolution regulier et
un noyau de convolution singulier alors pour que N + N' satisfasse au
principe de domination, il faut et il suffit que N soit un noyau de con-
volution de Dirichlet et que IV' soit periodique a tout le point du support
de N et satisfasse aussi au principe de domination. Par consequent, en
particulier si N est partout dense dans X, N' est constant.

Remarquons que pour les noyaux de convolution symetriques, le
principe de domination et le principe complet du maximum sont
equivalents. On obtient facilement que si, pour un noyau de convolution
regulier N et pour un noyau de convolution singulier N', N + N' satisfait
au principe de domination, alors Np + N/ y satisfait automatiquement,
oύ (Np) est la resolvante associee au noyau N.

Soit X un espace localement compact, non-compact et a base
denombrable; supposons toujours qu'il existe une mesure de Radon
positive ξ partout dense dans X, c'est-a-dire, quel que soit ω un ouvert
non-vide de X, ξ(ω) > 0. On fixera, des maitenant, X et ξ.

Un noyau N relatif a X e t a ξα) est dit regulier s'il existe Γespace
fonctionnel faiblement regulier H(N) au noyau N (voir [3] et [5]). Un
noyau symetrique N' est, par definition, singulier si Γon a L\ξ) Π H(N')

Remarquons ici que si un noyau relatif a X et a ξ est symetrique
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118 MASAYUKI ITO

et de type positif, il existe toujours Γespace fonctionnel H(N) au noyau
N (voir [5]).

On montrera d'abord que si un noyau symetrique N satisfait au
principe de domination, alors on peut ecrire N = No + N'f oύ No est un
noyau regulier satisfaisant au principe de domination et JV' est un noyau
singulier. On discutera ensuite quand N' est un noyau (piVp)-invariant,
oύ (Np)p>0 la resolvante associee a No. Finalement, on obtiendra le
resultat suivant:

Soient N et N' respectivement un noyau regulier satisfaisant au
principe complet du maximum et un noyau singulier. Si, quel que soit
p > 0, Np + N' satisfait au principe complet du maximum, alors, quelle
que soit / de MK9 on a, pour f-presque tout x de Z, N'f(x) — N'f(y)
f-p.p. sur Supp (2V; ê ), oύ (Np)p>0 est la resolvante associee au noyau
N, Nff est le potentiel de / par rapport a Nf et Supp (N εx) est le
support du iV-potentiel de la mesure de Dirac ê  a x.

2. Preliminaires

On note E la σ-algebre constituee par tous les ensembles f-mesurables
de X et on ecrit Eo = {e e E e: compact}.

Un noyau relatif a X et a ξ est, par definition, une application N
de ExE a [0,+oo] telle que, quel que soit e0 de E0,e->N(e,eQ) et
e —> N(eQ, e) soient completement additives sur E et absolument continues
par rapport a ξ. Cela etait preincrement defini dans [7]. Si, quels que
soient e19 e2 de E, N(e19 e2) = N(e2, e^y alors N est dit symetrique. On dit
que N est de type positif si, quels que soient e19 e2 de EQ,

N(eu β2) + N(e2, ex)

II est evident que tout le noyau relatif a X et a ξ est une mesure de
Radon positive dans Γespace produit X x X (cf. par exemple, [8]).

Soit N un noyau relatif a X et a ξ pour une fonction / f-mesurable
et non-negative dans X, et pour un ensemble e de EQ, Γintegrale

a un sens. Si Γapplication e -* N(e, f) est completement additive sur E
et absolument continue par rapport a ξ, sa densite s'ecrit Nf. Pour
une fonction / reelle et f-mesurable dans Z, Nf = Nf+ — Nf~ s'appelle
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le potentiel de / par rapport au noyau N des que Nf+ et Nf~ sont
definis. Notons Mκ = MK(X) Γensemble des fonctions bornees et f-
mesurables dans X a valeurs reelles et a support compact; alors, pour
tout noyau N relatif a X et a ξ et pour toute fonction / de Mκ,Nf a
un sens.

On dit que N satisfait au principe de domination (resp. au principe
complet du maximum) si, queues que soient /, g de Mi = {/ e Mκ / ^ 0},
Nf(x) ^ Ng(x) (resp. Nf(x) ^ Ng(x) + 1) presque par tout pour ξ (note
simplement p.p.) sur X des que la meme inegalite a lieu p.p. sur
Supp (/). On designe par Supp (/) le support de la mesure fξ.

Pour un noyau symetrique N de type positif, Γensemble {Nf / e Mκ]
est un espace pre-hilbertien par le produit scalaire

(Nf,Ng)=JNf(x)g(x)dξ(x).

Sa complete est un seul espace hilbertien H = H(N) des fonctions reelles
et localement f-sommables dans X et telle que, queues que soient / de
Mκ et u de H,

Evidemment H verifie la condition suivante:
(A) A un compact donne K de X, on peut associer une constante

A(K) > 0 telle que, quelle que soit u de H(N),

jju(x)\dξ(x)^A(K)\\u\\,

oύ ||M|| est la norme de u dans H(N).
En general, un espace fonctionnel (relatif a X et a ξ) est, par

definition, un espace hilbertien constitue par fonctions reelles et localement
?-sommables dans X et verifiant la condition (A) (cf. [1] et [3]). Done
H(N) s'appelle Γespace fonctionnel au noyau N. Soit H un espace
fonctionnel alors, d'apres la condition (A), pour une fonction / de MK9

il existe une fonction uf de H, et une seule telle que, quelle que soit u
de H,

(ufyu) = \u(x)f(x)dξ(x) .

On appelle uf le potentiel de / dans H. En particulier, si uf ;> 0 des
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que / Ξ> 0, il existe alors un noyau symetrique N de type positif, et un
seul tel que, quelle que soit / de Mκ, uf — Nf.

Soient N1 et N2 deux noyaux symetriques relatifs a X et a ξ alors
pour que

NτN2: E X E B (e19 e2) -

soit un noyau relatif a X et a f, oύ ct (i = 1,2) est la fonction
caracteristique de eίy il faut et il suffit que, quelle que soit / de Mκ,

\N1f(x)N2f(x)\dξ(x)< +oo .

Si NλN2 a un sens, cela s'appelle la composee de Nx et de N2. Voir, par
exemple, [7].

II est deja connu qu'a un noyau symetrique N relatif a X et a f,
on peut associer une famille (Np)p>0 des noyaux relatifs a X et a ζ et
qui verifie

"Quels que soient p > 0 et q > 0,

Np - Nq - (q - p)NpNq et lim Np(elf e2) = N(elf e2) sur E X E" ,
p-*0

si et seulement si N satisfait au principe de domination et N est regulier
(cf. [5]).

Si (Np)p>0 existe, elle est uniquement determinee et s'appelle la
resolvante associee au noyau N. On rappelle que si H(N) Π L\ξ) est
dense dans H(N),N est dit regulier (voir aussi [5]).

Rappelons aussi que si un noyau symetrique N satisfait au principe
de domination, alors N est de type positif, d'oϋ il existe Γespace fonctionnel
au noyau N, et que s'il existe la resolvante associee au noyau N, alors
N satisfait au principe de domination (voir [7]).

L\ξ) est evidemment un espace fonctionnel au noyau positif, et son
noyau U s'appelle le noyau d'unite. Cette terminologie est justifiee par
le fait que, quel que soit N un noyau relatif a X et a ξ, NU — UN = N.
On a, quels que soient eλ et e2 de E, U(eu e2) = ξ{ex Π e2).

Reciproquement on dit qu'un noyau symetrique N de type positif
est singulier si Γon a H(N) Π L\ξ) = {0}.

Remarque 1. Etant donne un noyau singulier N, on a alors, quel
que soit c > 0,
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H(N + cϋ) = H(N) Θ L2(f) ,

oύ 0 signifie la some directe.

Remarque 2. Soient JV et A/7 respectivement un noyau regulier
satisfaisant au principe de domination et un noyau singulier. On a
alors, quel que soit p > 0,

H(NP + NO - H(NP) Θ H{N') ,

oύ (Np)p>Q est la resolvante associee au noyau N.
Ceux resultent immediatement de la proposition obtenue dans [5](2)

et du fait que H(NP) = H(N) Π L2(ξ). On ne connaϊt pas si, dans la
remarque 2, H(N + N') = H(N) Θ ff(2V').

Considerons ίinalement la contraction normale. Elle est, par defini-
tion, une transformation de la droite reelle a elle-meme qui diminue la
distance et conserves Γorigine. On dit qu'une contraction normale T
opere dans un espace fonctionnel H si, quelle que soit u de H,T u
appartient k H et on SL \\T-u\\<Z\\u\\. D'apres [3] et [4], on connaϊt bien
qu'un noyau symetrique N satisfait au principe de domination (resp. au
principe complet du maximum) si et seulement si la contraction module
(resp. toute la contraction normale) opere dans H(N). La contraction
module T est deίinie par T(a) = \a\.

DEFINITION 1. Soient N1 et N2 deux noyaux symetriques et supposons
qu'il existe Γespace fonctionnel H(Ni) au noyau Nt (£ = 1,2). On dit
que pour une contraction normale T,N2 est un T-reduit de Nλ si, quelle
que soit u de H(N0 Π H(N2), T-u appartient a H(Nt) Π H(N2) et si Γon a

designe la norme dans ίfίiV^). En particulier si T est la
contraction module, "T-reduit" s'appelle un module-reduit. Si, pour toute
le contraction normale T,N2 est un T-reduit de N19 alors N2 s'appelle
un reduit normal de Nlu

Remarque 3. Soit (Np)p>0 une resolvante des noyaux symetriques;
alors, quels que soient p, q > 0, Np est un module-reduit de Nq. En
particulier si, quel que soit r > 0, rNr est sous-markovien, alors Np est
un reduit normal de Nq des que p <; q.

(2) On a montre la que, pour deux noyaux symetriques Λ/Ί et N2,
N2) = {m + u2;uλeH(NX) et u2 eH(N2)} .
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On dit que rNr est sous-markovien si, quel que soit e de E, rNr(e, X)
^ ξ(e). La remarque 3 est un resultat immediat du fait que, quel que
soit p > 0, Np satisfait au principe de domination et du fait que, quelle
que soit u de H(NQ) Π L2(ξ),

- INI!™).

Si, quel que soit r > 0, rNr est sous-markovien, alors pour tout p ^ 0, Np

satisfait au principe complet du maximum, et done, en utilisant aussi
la presente egalite, Np est un reduit normal de Nq des que p <; q.

3. Les deux principes du maximum

Commenςons d'abord avec le theoreme suivant:

THEOREME 1. Etant donne un noyau symetrique N satisfaisant au
principe de domination (resp. au principe complet du maximum), il existe
alors une couple dfun noyau regulier NQ satisfaisant au principe de
domination (resp. au principe complet du maximum) et d9un noyau
singulίer N', et une seule telle que Von ait

N = N0 + N' et H(N0) n #(#') = {0} .

Demonstration. Le noyau N etant de type positif, il existe Γespace
fonctionnel H(N) au noyau N. On note HQ Γadherent de H(N) Π L\ξ)
dans H(N), et alors cela est un espace fonctionnel faiblement regulier.
Soit u une fonction de HQ lorsque N satisfait au principe de domination,
on pose v — \u\, et lorsque N satisfait au principe complet du maximum,
on pose v = inf (l,u+). Alors il existe une suite W j B l de H(N) Π L2(ξ)
qui converge fortement vers u dans Ho (aussi dans H(N)) avec n-> +oo.
On designe par vn la fonction definie pour un de la meme maniere que
ci-dessus, et alors vn appartient a H(N) Π L\ξ) c HQ. Done

oύ IIΊIo et || || sont respectivement les normes dans Ho et dans H(N). La
suite (vn) etant bornee dans Ho, et done on peut supposer qu'elle converge
faiblement vers une fonction v' dans Ho avec n—> +°o. D'autre part,
quels que soient n un entier positif et K un compact de Z, on a

ί \vn(x) - v(x)\dξ(x) ^ f \un(x) - u(x)\dξ(x) ^ A(K)\\un - u\\ ,
JK JK
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oύ A(K) est une constante dans la condition (A). Par consequent, on

a, quelle que soit / de Mκ,

[v(x)f(x)dξ(x) = lim [vn(x)f(x)dξ(x) = lim (uf,vn\

oύ uψ est le potentiel de / dans Ho et ( , )0 designe le produit scalaire

dans HQ9 d'oϋ v = v'. On a done

vn\l^ lim||wn | |0 = ||w||nf

d'oϋ la contraction module (resp. la contraction d'unite) opere dans Ho.

II est connu que si la contraction d'unite opere dans HQ, toutes les con-

tractions normales operent dans Ho. II existe done un noyau symetrique

NQ de type positif tel que Ho = H(N0), et NQ est regulier.

Si N' = N — No est un noyau relatif a X et a ξ, on a alors flW)

= ϋΓ(N0) ® H(N'), d'oίi iV7 est sίngulίer. Pour que N' soit un noyau

relatif a X et a ξ, il suίiit de voir que, quelle que soit / de Mi, (Nf — JV0/)~

appartient a H(N0), parce que si e'est vrai, on a alors

\\(Nf - NQf)~f <ς ((Nf - NQf)-,NJ - 2VjO = 0 ,

qui resulte du fait que, quelle que soit u de H(N),(u+,u~) ^ 0, d'oύ

(iV/ - Nof)~ = 0, et par suite,

2V/ - N o / ^ 0 .

Soit (Np)p>0 la resolvante associee au noyau NQ alors, quels que soient

p > 0 et q > 0, ΛfpJVg a un sens, et par suite, pour toute fonction / de

M£,Npf appartient a H(N) Π U(ξ). Ay ant

Npf ^ (Nf - Npf)~ ^ 0 ,

(Nf — Npf)~ appartient a H(NQ). On a, quel que soit p > 0,

- NvfY - (Nf - 2V)-1| ^ | | ^ p / - N o / | | = \\Npf -

Faisant p —> 0, on obtient que (Λf/ — iV0/)~ appartient a H(NQ). On

arrive ainsi a la conclusion que N' est un noyau relatif a X et a ξ.

L'unicite de la forme N — No + N; est evidement deduite par la condition

H(N) = H(N0)ξB H(N') La demonstration est ainsi complete.

On ne connaίt pas si Γunicite de la forme N = NQ + N' a lieu sans
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la condition H(NQ) Π H(N') = {0}. NQ et N' s'appellent la part reguliere

et la part singuliere de N9 respectivement.

EXEMPLE. Soit X une surface de Riemann g 0G ou un espace de

Green. Lorsque N est le noyau de Γespace fonctionnel classique et muni

de la norme de Dirichlet, No est la fonction de Green et N' est le noyau

reproduit de HD(X)f oύ HD(X) est Γespace hilbertien de fonctions

harmoniques dans X et muni de la norme de Dirichlet.

Remarque 4. Dans le cas oύ N est un noyau de convolution symetri-

que, N' satisfait toujours au principe de domination (voir [6]). Mais,

dans le present theoreme, N' ne satisfait pas tou jours au principe de

domination. Cela se comprend en considerant P exemple ci-dessus.

DEFINITION 2. Soit N un noyau symetrique satisfaisant au principe

de domination en posant Np = Np + N', la famille (Np)p>0 s'appelle la

pseudo-resolvante associee au noyau N, oύ (Np)p>0 est la resolvante

associee a la part reguliere No de N.

Pour une fonction φ localement f-sommable et non-negative dans X,

on pose

Hψ = {ueH(N0); j\u(x)fφ(x)dξ(x) < +oo) .

En introduisant le produit scalaire

(u, v)Hφ = (u, v)II(Nώ + \u(x)v(x)φ(x)dξ(x)

sur Hφ,Hψ est un espace fonctionnel au noyau positif, et son noyau

s'ecrit Nφ. Alors Nφ est regulier et satisfait au principe de domination,

car la contraction module opere evidemment dans Hψ. II est aussi evident

que si N satisfait au principe complet du maximum, Nφ y satisfait aussi.

On ecrit Nφ = Nφ + N\ et alors la part reguliere de Nφ est N9.

THEOR6ME 2. Soit N un noyau symetrίque satisfaisant au principe

de domination; supposer que toutes les notations sont les memes que

ci-dessus. Alors les cinq enonces suivants sont equivalents:

(1) N' satisfait au principe de domination.

(2) II existe un nombre positif p tel que N soit un module-reduit

de Np.
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(3) Quelle que soit φ une fonction localement ξ-sommable et non-

negative dans X,N est un module-reduit de Nφ.

(4) Quel que soit p > 0, Np satisfait au principe de domination.

(5) Quelle que soit φ une fonction localement ξ-sommable et non-

negative dans X, Nφ satisfait au principe de domination.

Demonstration. Les implications (3) c=> (2) et (5) >=> (4) sont evidentes.

Montrons d'abord Γimplication (1) •=> (5). II suffit de voir que la contrac-

tion module opere dans H(NΨ). Soient f,g de Mi; alors \N'f — N'g\e

H(N') et

\\\N'f - tf'flrllU,*,, ^ \\N'f -

Soit (NfιP)p>0 la resolvante associee au noyau Nφ alors

I \N,tPf + N'f - NψtPg - N'g\ - \N'f - N'g\ \ £ \NftPf - Nv,pg\ e L2(f) .

On a done

I \K,J + N'f - NftPg -N'g\- \N'f - N'g\\e H(N) Π L2($) c H(N0) ,

et par suite, d'apres | ^ , p / — Nf<pgfψ{x)dξ{x) < +oo, cela appartient a

H(Nφ). Ayant

,.,/ + N'f - Nφ,pg - ^

= \\\NrtPf + N'f - Nφ,pg - N'g\ - \N'f - N'g\\\h^

+ \\\N'f - N'g\\fmNΊ

= \\\Nr,,f + N'f - NftPg - N'g\ - \N'f - N'g\\fHW

+ j(\Nf>pf + N'f - NψιPg - Nfg\ - \N'f - N'g\Yφdξ

+ \\\N'f-N>g\\fH(N>)

^ \\\Nφ,pf + N'f - NψiPg - iV'flrll^ + j\NftPf - NVtPgfψdξ

£ \\Nr,9f + N'f - NψtVg - N'gfHm + j\Nφ,pf - N^gfψdξ

= \\NφtPf + N'f - NψtPg - N'g^ , .

Faisant j)-»0, on a

\\\Nφf - iV^|||H(^, ^ \\Nφf - Nψg\\mSφ, ,

et done, de la meme maniere que dans le theoreme 1, la contraction
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module opere dans H(NΨ), en utilisant le fait que Γensemble {Nφf / e Mκ}
est dense dans H(NΨ).

Montrons ensuite que (2) implique (4). II suffit aussi de voir que,
quel que soit q > 0, la contraction module opere dans H(Nq). Soient u
et v fonctions de H(N0) Π L\ξ) et de H(N') alors \u + v\ e H(NP) c H(N).
On designe respectivement par ux et par u[ la projection de \u + v\ sur
H(N0) dans H(N) et la projection de \u + v\ sur H(NP) dans H(NP), et
on note u2 = \u + v\ — uλ et u'2 = \u + v\ — wί. Alors ux — u[ e H(N0),
u2 — u'2e H(N') et ^ — %J = ^ ~ 2̂> cΓoύ ^i = ^ί Done, quel que soit
q > 0, \u + v\ appartient a H(Nq).

= P Jl Mi

= P JMdξ + \\\u + v\\&m .

D'apres notre hypothese, on a \\ufdξ ^ J \u^dξ9 d'oύ, quel que soit q > 0,

II M + < f e ) - III w + ÎIIW,)

- β J W - I^IOdf + IIw + v|few - |||M + v l H ^ ^ 0 ,

et par suite, on a (2) π=ί> (4).
Supposons que Γenonce (1) a lieu. Alors Γenonce (3) est deduit de

la meme maniere que ci-dessus. En effet, pour deux fonctions u e H(Nφ)
et veH(N')> \u + v\eH(Nφ) et le car re de la projection de \u + v\ sur
H(Nφ) dans H(Nφ) est <̂  \u\2. Done, de la meme maniere que dans
(2) c$ (4), on arrive a la conclusion que N est un module-reduit de Nφ.

Montrons finalement que Γenonce (4) implique Γenonce (1). On a,
quelle que soit u de H(Nf),\u\eH(Nv) et

ΦP) = \\U\\HW

Soit ux la projection de \u\ sur H(N0) dans H(N); alors ux appartient
aussi a H(NP) pour tout p > 0. On a

IINIIW,) = P Jl^i l 2 ^ + ll̂ ill̂ ivo) + Ill̂ l - ttillW'),

et done, faisant p—> +oo, on obtient ^ = 0, d'oύ \u\eH(N') &t \\\u\\\HiNΊ

https://doi.org/10.1017/S0027763000015609 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000015609


NOYAUX REGULIERS ET NOYAUX SINGULIERS 127

^/). Par consequent, la contraction module opere dans H(N'),

d'oϋ (4) cz> (1). La demonstration est ainsi complete.

En considerant la presente demonstration, la remarque suivante se

comprend facilement.

Remarque 5. Soit N un noyau symetrique satisfaisant au principe

de domination. Si la condition suivante (a) ou (b) ou (c) est veriίiee,

alors N' satisfait aussi au principe de domination.

(a) H(N') est ferme par la contraction module, c'est-a-dire, quelle

que soit u de £Γ(2VO,|w|eH(2VO.

(b) II existe une fonction ψ localement f-sommable et partout positive

dans X telle que N soit un module-reduit de Nφ.

(c) Quelle que soit u de H(N), le carre de la projection de \u\ sur

H(NQ) dans H(N) soit £ \u\\

De la meme maniere que dans le theoreme 2, on obtient le theoreme

suivant:

THEOREME 2'. Etant donne un noyau symetrique N satisfaisant au

principe complet du maximum, alors les cinq enonces suivants sont

equivalents:

(1) N' satisfait au principe complet du maximum.

(2) II existe une fonction φ localement ξ-sommable et partout positive

dans X telle que N soit un reduit normal de Nφ.

(3) Quelle que soit φ une fonction localement ξ-sommable et non-

negative dans X,N est un reduit normal de Nφ.

(4) Quel que soit p > 0,Np satisfait au principe complet du maximum.

(5) Quelle que soit <p une fonctίon localement ξ-sommable et non-

negative dans X,Nφ satisfait au principe complet du maximum.

On le montrera en utilisant la contraction d'unite en remplacement

de la contraction module. On appelle la contraction d'unite la projection

de la droite reelle a Γintervalle ferme [0,1].

4. Les rcsolvantes et les noyaux singuliers

Enonςons d'abord une autre sorte du principe de domination.

LEMME 1. Soίent N un noyau symetrique satisfaisant au principe

de domination et ct (i = 1,2) une constante non-negative supposer cx ^ c2.

Alors pour deux fonctions f > 0 de L\ξ) et g de M^,
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Nf + cj ^Ng + c2g p.p. sur X

des que Nf a un sens et la meme ίnegalίte a lieu presque partout pour fξ.

En effet, le noyau N + c2U satisfait au principe de domination (voir,
par exemple, [7]), et done il suffit de montrer Γimplication suivante:

Nf + cf ^ Ng p.p. pour fξ^>Nf + cf ^ Ng p.p. sur X ,

oύ c est une constante non-negative. Soit (Kn)ζ^ une suite croissante
de compacts de X contenus dans Γensemble {xe X fix) > 0} et telle que

L f(x)dξ(x) = 0 .

On a alors Nfn + efn <̂  Ng p.p. sur Supp (/J, oύ fn est la restriction
de inf (/, n) sur Kn. N satisfaisant au principe de domination, la presente
inegalite a lieu p.p. sur X. Faisant n—> +oo, on arrive a Γ inegalite
desiree.

DEFINITION 3. Soit JV un noyau symetrique et de type positif. Un
ensemble A de E est dit N-regulier si, pour une fonction u de H(N), il

existe une fonction uA de H(N;A) = {ueH(N); \u\2dξ < +00} telle que

u — uA p.p. sur A. Si, pour tout compact K de X, K est 2V-regulier, iV

est dit localement regulier.

LEMME 2. Soient N un noyau symetrique satisfaisant au principe
de domination et A un ensemble de E. Si la condition suivante (a) ou
(b) est verίfίee, alors A est N-regulier.

(a) II existe une fonction f de M^ telle que Nf > 0 p.p. sur A et

ί \Nf\2dξ < +00.
J A

(b) Quel que soit K un compact de X contenu dans A,Ncκ est de
L2(A), oύ cκ est la fonction caracteristique de K.

En effet, supposons d'abord que la condition (a) a lieu. Alors, quels
que soient n un entier positif et g une fonction de M£, inf (Ng, nNf)
appartient a H(N) et sa norme est ^ \\Nf\\mm. La suite (inf (Ng, nNf))
converge done vers une fonction uA de H(N A) au sens de la topologie
forte dans H(N)y d'oύ Ng — uf p.p. sur A. L'ensemble {Ng g e Mi} etant
dense dans H(N), on arrive a la conclusion que A est N-regulier.

Supposons ensuite que la condition (b) a lieu. On pose
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A' = U {{x e A Ncκ(x) >0};K: compact c A} ,

et alors A' est IV-regulier. Done il suffit de voir que, quelle que soit u
de H(N),u = 0 p.p. sur A — A'. Soit g une fonction de Mi; alors, quelle
que soit h de Mi et portee par A — A',

ΪNg(x)h(x)dξ(x) ^ ί[N^(^)^(x)df(a;))/2ίJiV^)M^)(ίf(α;)j/ = 0 ,

d'oύ Ng = 0 p.p. sur A — A7, et par suite, quelle que soit u de H(N),
u = 0 p.p. sur A — A7.

Pour que A soit N-regulier, il suffit de supposer la condition (b') au
lieu de (b).

(bO Quel que soit K un compact c A,Ncκ appartient a H(N;A).

LEMME 3. (a) Si un noyau symetrique N satisfait au principe de
domination, alors il existe une suite (Kn)ζ=1 de compacts de X telle que
Kn soit N-regulier et que Von ait ξ(Kn) ^ ξ(Kn+1),ξ(Γϊ ^Kn) = 0 et

^ JNcKn+1(x)cKn+1(x)dξ(x) .

(b) Si un noyau symetrίque N satisfait au principe complet du
maximum, il est alors localement regulier.

En effet, pour un compact K de X et un nombre positif e donnes,

il existe un compact Kε contenu dans K tel que ξ(K — Ke) < e et NcKe soit

borne sur Kε, car \ Ncκ(x)cκ(x)dξ(x) < +oo. Done, pour une suite

croissante (K'n) de compacts de X telle que Uw=i K'n — X> o n peut con-
struire facilement, par recurrence, une suite (Kn) de compacts telle que
NcKn soit borne sur Kn et que Γon ait Kn c K'n9 ξ(Kn) <̂  ξ(Kn+1),

= 0 et

^ §NcKn+1(x)cKn+1(x)dξ(x) .

D'apres le lemme 2, Kn est iV-regulier.

Voyons la deuxieme part. Pour un compact K de X, d'apres

N(K, K) < + co et de notre hypothese que N satisfait au principe complet

du maximum, il existe une suite croissante (Kn) de compacts contenus

dans K telle que NcKn soit borne sur X et que Γon ait ξ(K — Kn) < 1/n.

Ay ant ΠiVc^J2*? < +oo, on obtient que Ncκ appartient a H(N;K), et
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done, d'apres la condition ci-dessus (bθ, K est N-regulier. K etant
quelconque, N est localement regulier.

Dans (a), on ne connait pas si Γon peut choisir une suite croissante
(Kn) de compacts telle que ξ(Πn-i ̂ Kn) = 0 et Kn soit ΛΓ-regulier.

LEMME 4. Soίent N un noyau symetrique satisfaisant au prίncipe
de domination et A un ensemble de E. Alors, pour un nombre positif
p et pour une fonction f de Mg, il exίste un potentiel pur u(f,A,p) dans
H(pN + t/)(3), et un seul tel que Von ait

u(f,A,p) = Nf p.p. sur A,u(f,A,p) <̂  Nf p.p. sur X

ety quelle que soit u de H(pN + U),(u(f,A,p)9u)iP) — 0 des que u = 0
p.p. sur A, oύ ( , )(p) est le produit scalaire dans H(pN + U). Si A est
N-regulier, il existe une fonction fAtP ^ 0 de L2(ξ) et portee par A telle
que

u{f,A,p) - pNfA>p + Λ, P (- (pN + U)fΛβP) .

En effet, on pose

P(N;A) = {pNg + geH(pN +U);geM£, Supp (g) c A} ,

oύ Γadherence est au sens de la topologie forte dans H(pN + C7). Alors
P(N;A) est un cone convexe et ferme. Nf appartenant a H(pN + U),
on peut definir la projection u{ffA,p) de Nf sur P(N;A), et cela est
evidemment un potentiel pur dans H(pN + U). D'apres la proposition
obtenue dans [5], il existe une fonction fA>p ^ 0 de L2(f), et une seule
telle que, quelle que soit v de L\ξ) c H(pN + U),

(u(f,A,p),v)(P) = ju(x)fA>p(x)dξ(x) .

Evidemment, quelle que soit u de H(pN + U),(u(f,A,p),u){P) = 0 des que
u = 0 p.p. sur A, et done, fA>p est portee par A. On designe par fA

n

yP

la restriction de inf (fAtP,ri) sur Kn, oύ (JKn) est une suite croissante de
compacts contenus dans A telle que ξ(A — IJ~=1 Kn) = 0. Alors, quelle
que soit u de H(pN + U) avec u ^ 0,

(%(/,A,p),u)(P) ^ (pNf%p + /ii^^cp) ,

d'oύ w(/, A, p) ^ pNf^p + f^p. Faisant n -> +co, on obtient que pNfA>p

(3) Soit iϊ un espace fonctionnel; un element u de H s'appelle un potentiel pur
dans H si, quelle que soit v de H,(u,v) ^ 0 des que v ^ 0 (voir [3]).
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+ fAιP a un sens et u(f,A,p) ^ pNfA>p + fA>p. Done, quelle que soit v

de H(pN + U),

(u(f,A,p),v)m = jv(x)fAtP(x)dξ(x) = (pNfAtP + fA.P,v)(p>

des que \vfdζ < +oo, et par suite, quelle que soit u de H(pN + U A),

,p),^)(P) = (pNfAtP + fAtP,u)m .

Si A est iV-regulier, alors, pour toute u de H(pN + £7), il existe une
fonction ^ ^ de H(pN + U) telle que w = ^ > p p.p. sur A, car A est aussi
(pN + [7)-regulier. Done

(u(J,A,p),u\p) =
= (VN/A,P + fA,p>uAtP)(P) = (pNfAtP + fAlP,u)iP) ,

d'oύ u(f,A,p) = pNfA,p+fA>p. D'apres le fait que u(f,A,p) est la
projection de 2V/ sur P(Λf A), on a

PN/A>P + Λ,p ^ N/ p.p. sur A et pIV/^ + fA>p = N/ p.p. pour / ^ f

et par suite, d'apres le lemme 1,

Λ.P + /A.P ^ Nf p.p. sur X et ^ Λ , , + fA>p = Nf p.p. sur A .

Supposons que A n'est pas Λ^-regulier. Evidemment, pour une suite
croissante (Kn) de compacts de X telle que A Z) Kn et f(A — (j£=i # n )
= 0, la suite (u(f,Knyp)X=1 converge fortement vers u(f,A,p) dans
H(pN + U) avee n—> +oo. D'autre part, pour un compact K de X, on
peut choisir une suite (JKfJ de compacts contenus dans K telle que
ξ(K — K'n) < 1/n et Kf

n soit iV-regulier. On obtient alors que la suite
(u(f,K'n,p)) est bornee dans H(pN + U), et done on peut supposer qu'elle
converge faiblement vers une fonction u de H(pN + U) dans H(pN + U)
avec n—> +oo. u est evidemment un potentiel pur dans JJijoiV + V) et,
quelle que soit v de iϊ(̂ ΛΓ + U),{u,v){P) = 0 des que t; = 0 p.p. sur A.
On a

Ίίm ί \u(f,K,p) - u(f,K'mJp)\dξ
w,m-» + oo J K

^ lim ί Nf(x)dξ(x) == 0 ,

d'oύ w = Nf p.p. sur iί, et par suite u = u(f,K,p). D'apres Γinegalite
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lim \\u{f,K'n,v)\\m ̂  \Mf,K,p)\\(m ,

la suite (u(f,K'n,p)) converge fortement vers u(f,K,p) dans H(pN + U)
avec n—> +00. Par consequent, pour notre ensemble A, il existe une
suite (X") de compacts contenus dans A telle que ξ(A — U~=1 K") = 0,

lim |K/\2Cp) - <ΛA,p) |U - 0

et K" soit iV-regulier, d'oϋ

u(f,A,p) <: Λf/ p.p. sur X et u(f,A,p) = iV/ p.p. sur A .

Pour un ensemble A de £7, pNfAfP + /4,p s'appelle le potentiel balaye
de Nf sur A relativement au noyau pN + U. Lorsque A est iV-regulier,
cela est au sens usuel.

PROPOSITION 1. Soient N un noyau symetrique satisfaίsant au
prίncipe de domination et A un ensemble de E. En posant, pour deux
ensembles el9e2 de EOy

AtP(e19 e2) = f (ce2)AfP(x)dξ(x) ,
J AC\ei

NAtP est un noyau symetrique et portee par A x A et la famίlle (NAtP)p>0

est une resolvante. II existe une suite (ίCw)~=1 de compacts de X telle
que Von ait ξ(X — Uϊ=i Kn) — 0 et que, quels que soient p > 0 et f de
Mκ,N0Nn>pf converge fortement vers N0Npf et pN'NUtPf converge forte-
ment vers Nff dans H(N) avec n—> +00, oύ NntP = NKntP et NO,(NP)P>Q

et N' sont respectivement la part reguliere de N et la resolvante associee
au noyau NQ et la part singuliere de N.

On preparera d'abord un lemme.

LEMME 5. Etant donne un noyau symetrique N satisfaisant au
prίncίpe de domination, alors, quel que soit c une constante positive, la
part reguliere de N + cU est eg ale a No + cU, oύ No est la part reguliere
de N.

En effet, No + cU est regulier, car, pour une fonction quelconque u
de H(N0 + cU), on peut ecrire u = ux + u2, oύ ux e H(N0) et u2 e L2(ξ), et
on a

/ _ c . Λ ιl2
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D'apres N + cU = (No + cU) + N', il suffit de voir H(N0 + cU) Π H(N')
= {0}, oύ N' est la part singuliere de N. Soit u une fonction de
H(N0 + cU) Π H(N') alors elle s'exprime sous la forme u = ux + u2, oύ
uγ e H(N0) c H(N) et u2 e L\ξ)9 et done, d'apres u e H(N') c H(N), u2

appartient a L\ξ) Π H(N) c H(NQ). Par consequent, ueH(N0), d'oύ
% = 0.

Demonstration de la proposition 1. II est evident que NAtP est un
noyau relatif a X et a ξ et portee par A x A. Si A est iV-regulier,
alors, quels que soient e19 e2 de E avec βx U e2 c A,

NCβi, e2) - NA>p(el9 e2) = pNNA>p(eί9 e2)

Γ Γ
= P J (pN(ceΛ)AtP + (cβ2)AtPχcei)AtPdξ = vy
= pNNA>p(e29 ej ,

d'oύ N^,p est symetrique. Ay ant pNNAtP = N — NAtP sur ί/̂  x £7̂ , oύ
E i ^ j e e ί βC A}, la f amille (NAtP)p>0 resulte une resolvante de la
maniere usuelle (cf. par exemple, [7]).

Supposons, en general, que A n'est pas iV-regulier alors, de la meme
maniere que dans le lemme 4, il existe une suite (Kn) de compacts con-
tenus dans A telle que, quels que soient p > 0 et / de Mκ, la suite
(u(f,Kn9p)) converge fortement vers u(f,A,p) dans H(pN + U) avec
n -> + oo et que Kn soit iV-regulier. On a alors, pour toute /,

- NA>pffdξ ^ \\u{f9Kn,p) - u{f9A9p)\\\v) ,

et done, la famille (NA>p)p>0 est une resolvante. Soit A = X alors NA>P

— Np, car H(N X) = H(N0)9 et done, il existe une suite (KJ de compacts
de X telle que Kn soit iV-regulier et que, quels que soient p > 0 et / de
Mκ, la suite (pNNn>pf + Nn)Pf)ζ=1 converge fortement vers Nf dans
H(pN + t/) avec n —> +oo. On a evidemment f(Πn=i ^-KJ = 0. D'apres
le lemme 5, on a

\\pNNUfPf + NntPf - Nf\\\p)

= \\pN0Nn>pf + Nn>pf - NJ\\\P) + \\pN'Nn>pf - N ' / | | ^

p/ - pNo^p/IIWo) + \\Un.pf - Npffdξ

\\pN'NPtnf-N'f\\H{N,)9
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et done, les suites (Nn>pf),(N0NntPf) et (pN'NPtΛf) convergent fortement

vers Nof, N0Npf et N'f dans L\ξ), dans H(N0) et dans H(N') avec

n—» +00, respectivement.

On dit que (NAtP)p>0 la resolvante sur A associee au noyau N. On

obtient facilement que si A c B et ils sont ΛT-reguliers, on a alors NAtP

^ JVBfP sur A x A.

Remarque 6. Soient iV un noyau symetrique satisfaisant au principe

de domination et (Np)p>{) la resolvante associee a la part reguliere No de

N alors, quel que soit p > 0, N'NP a un sens et on a N' ^ pNfNpy oύ

Λ̂ 7 est la part singuliere de ΪV.

On choit une suite (Kn)ζ=1 des compacts de Z telle que, quels que

soient p > 0 et / de Mκ, les suites (Nn>pfX=1 et (pN'N^pf)^! convergent

fortement vers Npf et iV'/ dans L2(f) et dans H(N') avec n—> +00,

respectivement, oύ (Nn>p)p>0 est la resolvante sur Kn associee au noyau N.

On a alors, queues que soient / et g de M£9

ΪN'f(x)g(x)dξ(x) - Km p [NfNn,pf{x)g(x)dξ{x)

= lim p f^'flr(a!)^n,,/(α!)df(a;) ^ p

d'oύ iVWp a un sens et N'

LEMME 6. Si un noyau symetrique N satisfait au principe complet

du maximum, alors, quels que soient A de Eo et p > 0, pNAiP est sous-

markovien. Pour e de E0,pNAfP(e,X) est croissante avec A.

En effet, pour une fonction / de Mi et pour deux ensembles A,B

de Eo avec A c B,

vN(NA,pf) + NA>pf ^ pN(NB,pf) + NB>pf ^ Nf

p.p. sur X. D'apres le lemme suivant et le principe complet du maximum

pour pN + U,

V $NAtPfdξ < p $NBtPfdξ ^ jfdξ ,

d'oύ notre lemme.

LEMME 7. Si un noyau symetrique N satisfait au principe complet
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du maximum, alors, quelles que soίent f, g de Mi, fdξ fg gdξ des

que Nf <L Ng p.p. sur Supp (/).

Voir [7].

DEFINITION 4. Soit No un noyau regulier; on note DS(NO) (resp.

CS(NO)) la totalite des noyaux singuliers N' tels que H(N0) Π HW) = {0}

et NQ + N' satisf asse au principe de domination (resp. au principe complet

du maximum).

D'apres le theoreme 1, pour qu'un noyau regulier No satisfasse au

principe de domination (resp. au principe complet du maximum), il faut

et il suffit que DS(NO) Φ 0 (resp. CS(NO) Φ 0). On obtient aussi, d'apres

la remarque 6, que si, pour un noyau regulier NQ, DS(NO) s 1, alors No

satisf ait au principe complet du maximum, car, quel que soit p > 0, pNp

est sous-markovien, oύ (Np)p>0 est la resolvante associee au noyau NQ.

PROPOSITION 2. Soit No un noyau regulier alors, pour que CS(NO) Φ 0

et CS(NQ) Φ {0}, il faut et il suffit que NQ satisfasse au principe complet

du maximum et H(N0 + U) 3 1. Dans ce cas, CS(NO) contient toutes les

constantes non-negatives.

En eίfet, si CS(NO) Φ 0 et CS(NO) Φ {0}, alors, quel que soit c > 0,

NQ + cU satisf ait au principe complet du maximum, et CS(NO)

cCs(N0 + cU). Si H(N0 + U)B1, toute la constante positive appartient a

H(N0 + U) et elle est un potentiel pur dans H(N0 + U). Soit N' Φ 0 de

CS(NO + U) alors, quels que soient a > 0 et / de Mi, inf (Nof + N'f

+ / , a) appartient a H(NQ + U) et cela est un potentiel pur dans

H(N0+U). Faisant α - > + o o , on a N'feH(N0+U), d'oύ une con-

tradiction.

Si NQ satisf ait au principe complet du maximum et H(N0 + U) 31,

on obtient que CS(NQ) contient toutes les constantes non-negatives. Soit

a une constante positive supposer que, pour deux fonctions / , g de Mi,

aϊfdξ + Nof ^ a [gdξ + Nog + 1 p.p. sur Supp (/) .

Si a fdξ fg a gdξ + 1, alors, d'apres le principe complet du maximum

pour NQ, la meme inegalite a lieu p.p. sur X. Supposons a fdξ > a gdξ
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+ 1; alors NQf < NQg p.p. sur Supp(/). D'apres le lemme 7, fdξ <;

y d'oϋ une contradiction.j
DEFINITION 5. Soίt No un noyau symetrique; un noyau symetrique

N est dit N0-ίnvarίant si Von a

N0N = NN0 = N .

THEOREME 3. Soient NQ un noyau regulier satisfaisant au principe

complet du maximum et (Np)p>0 la resolvante assocίέe au noyau NQ;

supposer ensuίte CS(NQ) Φ {0}. Alors les trois enonces suivants sont

equivalents:

(1) Quels que soient N' de CS(NO) et p > 0, N' est (pN^-invariant.

(2) Quels que soient N' de CS(NO),K un compact de X et p > 0, on a

Nκ>p(e,X)^Np(e,X)

pour tout e de E, oύ (NK}P)p>0 est la resolvante sur K assocίee au noyau

No + N'.

(3) Quel que soit p > 0,pNp est markovίen, c9est-ά-dίref quel que

soit e de E,pNp(e,X) = ξ(e).

Demonstration. Supposons d'abord Γenonce (1) alors, d'apres CS(NQ)

9 1, pNp est markovien, d'oϋ NKtP(e, X) ^ Np(e, X) pour tout e de E, car,

d'apres le lemme 6, pNKtP est sous-markovien, d'oϋ (1) i=> (2).

Montrons ensuite Γimplication (2) c=> (3). Soient (KJ~=1 une suite

croissante de compacts de X avec U»=i Kn — X et (Nn>p)p>0 la resolvante

sur Kn associee au noyau N + 1. Alors, d'apres la proposition 1,

pour tout e de EQf d'oϋ pNp est markovien.

On supposera finalement Γenonce (3). Soit 2V7 un noyau singulier

de CS(NQ) alors N' + 1 appartient aussi a CS(NO). On pose N = No + N/

+ 1, et on prend une suite croissante (Kn)ζ=1 de compacts de X avec

Un-i &n — X' (Nn,p)p>o designe la resolvante sur Kn associee au noyau

N. Ay ant 1 e H(N' + 1), on obtient, quel que soit β de Eo,

lim pNn>p(e,X) = ξ(e) = pNp(e,X) .

On a, d'autre part,
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lim pNn>p(e19 e2) = pNp(eί9 e2) sur Eo x Eo .

Par consequent, pour un nombre 0 < ε < 1 donne et pour un ensemble

e0 de EQ, il existe un compact Kε de X tel que, pour tout entier n

suffisamment grand,

pNp>n(e09CKε)<εξ(eQ) .

Soit / une fonction de Mi telle que N'f soit borne sur I ; on a alors

f N'fdξ = lim p [N'f(x)Nn,pcβ0(x)dξ(x)
J e0 n-* + 00 J

^ lim p f N'f(x)NntPcea(x)dξ(x) + εξ(e0) (ess. sup N'f(x))

^ p fN'/(a;WpC,0(a;)(ie(α;) + εfess. sup N'f(x)) ξ(e0) ,

oύ ceo est la fonction carateristique de e0. Faisant ε —> 0, on a

f N'fdξ ^ p \N'f(x)Npceo(x)dξ(x) •

Done N' ^ pN'Np, car, d'apres le principe complet du maximum pour

N, pour une fonction / de M£, il existe une suite croissante (Kn)ζ=1 de

compacts de X telle que

f fdξ < 1

et Λf/rc soit borne sur X, oύ fn est la restriction de / sur Kn. En

combinant avec la remarque 6, on obtient que N' est (pΛ7r

p)-invariant.

La demonstration est ainsi complete.

Remarque 7. Soient No un noyau regulier satisfaisant au principe

de domination, (Np)p>0 la resolvante associee au noyau No et N' un noyau

singulier on suppose qu'il existe un nombre positif p0 tel que p0NPo soit

markovien. Si N' est (p0NPQ)-inva,riant, on a alors H(N0) Π ίf(iVO = {0}.

D'apres H(N0) c ίί(iV0 + (l/Po)U), il suffit de voir que H(N0 + (l/po)U)

Π HW) = {0}. Ayant

No + -1-C7 = - i - Σ (p 0 ^ 0 ) n ,
Po Po n=0

oύ ( )° = U et (0 w = ( O ^ ί O (w ^ 2), et pQNPo etant markovien, on obtient

que, queues que soient u,v de H(N0 + (l/po)U),
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(u,v)HiNo+{1/po)U) = _p o j j (^(>) - u(y))(v(x) - v(y))p0NPo(dx,dy)

= Po\\u(x)(v(x) - v(y))p0NPo(dx,dy) .

D'autre part, Γensemble {N'feH(N')\feMκ} etant dense dans #(2V'),

on a, quelle que soit v de H(N'), v = p0NPQv.

Soit te une fonction quelconque de i2W0 + (l/po)U) Π H(N'); alors,

quelle que soit / de M7<r, on a

u(y))p0NPo(dx,dy)

= 0 .

M^ est dense dans H(N0 + (l/pQ)U), car, d'apres la proposition obtenue

dans [5], pour une fonction v de H(NQ + (l/pQ)U), il existe une fonction

g de L2(ξ), et une seule telle que, quelle que soit w de L2(ξ) c

H(N0

(v, w)mNo+(1/Po)U) = J ?̂ 5r dξ .

Par consequent w - 0, d'oύ ίf(iV0 + (l/pQ)U) Π H(2V0 = {0} .

On note Ljc(f) la totalite des fonctions non-negatives et localement

f-sommables dans X. On obtient, d'autre part, la proposition suivante:

PROPOSITION 3. Soit No un noyau regulier satisfaisant au principe

complet du maximum on suppose que, quel que soit p > 0, pNp est

markovien, oύ (Np)p>0 est la resolvante assodee au noyau No. Pour une

fonction φ de Lfoc(ξ),Nψ est le noyau regulier defini dans la definition 2.

Alors, pour un noyau singulier N' de CS(NO), on α, quels que soίent p > 0

et f de Mκ,

N'f = pN>Nψ,vf + N'((Nφ,pf)φ) ,

oύ (NΨiP)p>0 est la resolvante assocίee au noyau N9.

Cela est un resultat immediat du lemme suivant:

LEMME 8. Soίent NQ un noyau regulier satisfaίsant au principe de

domination et une fonction de Lfoc(ξ) (Np)p>0 et (NψjP)p>0 designent

respectίvement les resolvantes assocίέes au noyau NQ et au noyau Nφ.

Alors on a, quelle que soit f de Mκ,
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Npf = NMf + Np((NφtPf)φ) .

En effet, on a, queues que soient u de H(N9tP) et / de MKf

(N9tPf,u)ΠiNψtP) = ^u(x)f(x)dξ(x)

J (N99Pf,u)BiNp) .

On suppose d'abord que 9 est bornee sur X, et alors on a H(NΨ^P) = H(NP).

Done, quelle que soit w de H(NP),

j((NψiPf)φ - f)udξ + (N9tPf9u)mifp) = 0 ,

et par suite, Np((NψίPf)φ — /) a un sens et appartient a H(NP)9 d'oύ

Npf = # , , , / + Np((NΨiPf)φ) .

On a, en meme temps, Np ^ JVPjP. En general, poser <pn = inf (9, n)

alors la suite (Nφnp)ζ=1 est decroissante pour tout p > 0. Si w < m,

^?>«,P ~" NψmtP est un noyau symetrique et de type positif, et done, Nφnp

— N9%p est aussi un noyau symetrique et de type positif, oύ N9tP =

+oo N9n>p. On a, pour une fonction w de H(N'9tP),

IMIW ,> ^ lim IMIlw,.,, = lim

et par suite, on a H(N'9tP) c H(N9tP) et iV^ — Λ^)P est de type positif.

D'autre part, quel que soit n un entier positif, Nφnp — NψyP etant de type

positif, N'9tP — Nφ,p est aussi de type positif, d'oύ N9iP = N^ p . D'apres

le theoreme de Lebesgue, on a

Npf = 2SΓftP/ + Np(iNMf)φ) .

Remarque 8. D'apres la presente proposition, on a, en general,

C8(NQ) ~fi Cs(Nφ). Cela se comprend en considerant une surface de Riemann

X et une fonction non-negative φ(Φ 0) telles que ΦHD{X) — U Φ 0, oύ

ΦHDiX) est Γespace des solutions de Γequation: Δu — φu, qui appartien-

nent a L\ψ) et dont les normes de Dirichlet classiques sont finies.

D'apres le theoreme 2, on connaϊt que Γinclusion CS(NQ) c CS(NΨ) n'a pas

toujours lieu.
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Remarque 9. Soit JV0 un noyau regulier satisfaisant au principe

complet du maximum alors on a, pour une fonction φ de L^Jjξ) et pour

un nombre a avec 0 ^ a ^ 1, CS(NO) Π Cs(Nφ) c Cs(Naψ).

En effet, soit N' un noyau singulier quelconque de CS(NO) Π Cs(Nφ)

on pose respectivement N — No + N'9 Nφ = Nψ + iV7 et ΛΓαί0 = Naφ + N'.

On a, queues que soient u de H(Nφ) Π L2(f) et v de H(N'),

WinΐQu + HDIIW) = ll̂ illWo) + ll^ilWo ^ 11̂  +
|inf (\u + v\9ΐ)\&tf9) - l l ^ l l ^ ) + \\u2\\2

mNΊ ^ ||M +

oύ x̂ et u2 sont respectivement les projections de inf (\u + v\,l) sur H(N0)

et sur H(N') On a done

IIinf (IM + HDIIW.,) = ^il^llW + (1 - a

et par suite, Naψ satisfait au principe complet du maximum, d'oύ

N'eCs(Naψ).

On obtient, de la meme maniere, DS(NO) Π DS(NΨ) c Ds(Naφ). Mais

nous ne connaissons pas maintenant la comparaison explicite entre CS(NO)

et Cs(Nφ). Elle sera peut-etre utile pour determiner CS(NQ). D'apres la

presente remarque, si No est regulier et satisfait au principe complet du

maximum (resp. au principe de domination), alors CS(NO) ΓΊ CS(NP) c

Cs(Nq) (resp. DS(NO) Π DS(NP) c Ds(Nq)) des que q^p, oύ (Np)p>0 est la

resolvante associee au noyau No.

5. Les noyau singuliers satisfaisant au principe complet du maximum

Pour un noyau N relatif a X et a ξ, on ne peut pas toujours le

potentiel de la mesure de Dirac εx k xeX par rapport au noyau N.

Mais on peut considerer son support a un certain sens.

DEFINITION 6. Soient N un noyau relatif a X et a ξ, et x un point

de X on pose, pour un systeme fundamental (ω j^ i des voisinages de x,

Supp (N ex) - Π {* e Z iVcω7i(^) > 0} ,
w = l

oύ cωn est la fonction caracteristique de ωn. Cela est determine uniquement

sauf Γensemble de zero f-mesure et s'appelle le support du iV-potentiel

de ê .
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Soient / de M£ et x un point de X si, quel que soit V un voisinage

de x, fdξ > 0, on a evidemment Supp (N εx) c {x e X Nf(x) > 0} sauf

Γensemble de zero f-mesure.

Remarque 10. Soient No un noyau regulier satisfaisant au principe
de domination et (Np)p>0 la resolvante associee au noyau NQ. On a alors,
quels que soient p > 0 et x de X,

ξ(Supp (2V εx) θ Supp (Np εj) = 0 ,

oύ θ designe la difference symetrique. On a, d'apres Γequation
resolvante,

0 Σ 1(A/2ί,)- et N p = Σ PnΛN2p)
n .

w = l n = l

Done notre remarque en resulte immediatement.

Remarque 11. Si un noyau regulier 2V0 satisfait au principe de
domination et s'il est partout dense dans X X Z, on a alors, pour tout
x de Z, ξ(X - Supp (iV0 εx)) = 0.

Pour un noyau regulier No et pour une fonction φ de L^c(f), Hψ

designe Γespace fonctionnel \ueH(N0); \\u(x)\2φ(x)dξ(x) < +coi introduit

le produit scalaire

(u, v)Hφ = ju(x)v(x)φ(x)dξ(x) + (u, v)mNo) .

Si Hφ est a noyau positif, son noyau s'ecrit aussi Nφ et s'appelle le
^-noyau associe au noyau No.

THEOREME 4. Soient No un noyau regulier et N' un noyau singulier
avec H(NQ) Π H(N') = {0} supposons quHl existe une fonction positive φ
de Lfoc(ξ) telle que, quel que soit a ^ 0, le noyau Naφ existe. Si, pour
tout a >̂ 0, Naψ + N' satisfait au principe complet du maximum, alors No

et N' satisfont au principe complet du maximum et, quelle que soit u
de H(N'), on a, pour ξ-presque tout x de X, u(y) = u(x) f-p.p. sur
SuppίJV eJ.

Si le present theoreme a lieu, alors, d'apres la remarque 11, on a
le corollaire suivant:
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COROLLAIRE. Soit N un noyau symetrique satisfaisant an principe

complet du maximum. Si, quel que soit p > 0, Np + N' satisfait aussί

au principe complet du maximum et si le support de No est X x X sauf

Vensemble de zero ξ X ξ-mesure, N s'exprime sous la forme N = No + C,

oύ C est une constante non-negative. Les notations NQ, N' et (Np)p>0 sont

les memes que ci-dessus.

Pour montrer notre theoreme, on preparera d'abord le lemme suivant:

LEMME 9. Soient N un noyau symetrique satisfaisant au principe

complet du maximum et Nf sa part sίnguliere alors, pour une suite

croissante (Kn)%=1 de compacts de X et pour un nombre p > 0, on a,

quelles que soient f une fonction de Mκ et u une fonction bornee de

lim f(x)(u(x) — u{y))pNn Jdx, dy) — 0 ,
n^ + ooJJ

oύ (NntP)p>Q est la resolvante sur Kn associee au noyau N + 1.

En effet, on peut supposer evidemment CS(NQ) Φ {0}, et done

pNn>pl ^ 1 et lim pNUtPl = 1 f-p.p. sur X .

La fonction u etant bornee, la presente integrate a un sens. On a

I pp

lim f(x)(u(x) - u(y))pNn>p(dx9 dy)

- l i m f(x)u(x)pNn,pl(x)dξ (x) - (u, N\pNntPf))mNΊ
- 0 ,

car la suite (Nf(pNn>pf))ζ=1 converge fortement vers Nff dans H{Nf) avec

n—> +oo, d'oύ notre lemme.

Demonstration du theoreme 4. On connait deja que NQ satisfait au

principe complet du maximum, et le principe complet du maximum pour

N' est deduit de la meme maniere que dans Γimplication (4) πz> (1) dans

le theoreme 2.

Montrons d'abord que si, pour une fonction u de H(Nf) et pour un

ensemble e de E, il existe une constante c telle que u(x) = c f-p.p. sur

e, alors on a, pour f-presque tout x de e,u{y) = c f-p.p. sur Supp (N; εx).

En effet, on peut supposer e e Eo, c Ξ> 0 et que u est bornee sur X, car

toute la contraction normale opere dans i?(A/O. On designe par ce la
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fonction caracteristique de e, et on pose v = inf {u, c). Alors v appartient

aussi a H(Nf). D'apres le present lemme, pour une suite croissante

(Kn)™=1 de compacts de X avec Un=i Kn = X>

lim 11 ce(x)(v(x) - v(y))pNn>p(dxfdy) = 0 ,

oύ (Nn>p)p>0 est la resolvante sur Kn associee au noyau iV0 + Nf + 1. En

utilisant le fait que, quelle que soit / de Mκ,NntPf converge fortement

vers Npf dans L\ξ) avec n-* +00, oύ (Np)p>0 est la resolvante associee

au noyau NQ, on obtient

0 = lim 11 ce(x)(c — v(y))pNn>p(dx, dy)

— v(y))pNp(dx, dy) ;> 0 ,

car c >̂ v f-p.p. sur X. La fonction v etant bornee, pNpv a un sens

et on a

pNpV(x) — cpNpl(x) f-p.p. sur e ,

d'oύ, pour f-presque tout x de e,v(y) — c f-p.p. sur Supp (N; εx). Par

consequent, pour f-presque tout x de e,u(y) ^ c f-p.p. sur Supp (N; εx).

En repetant la meme discution pour u, on a, pour f-presque tout x de

e,tt(s/) = c f-p.p. sur Supp (N;εx).

On remarque ici que, quelles que soient u de H(Nf) et c une constante

non-negative, sup (u, c) — c appartient a iϊCiVO, car

u = inf (%, c) + (sup (%, c) — c) .

D'apres la presente discussion, quelles que soient u de H(N') et c2, c2

deux constantes non-negatives avec cx < c2, on a, pour f-presque tout x de

e(u c1? c2) = {x e X ^ <̂  ̂ (aj) ^ c2} ,

cι-^ u(y) ^ c2 f-p.p. sur Supp (N; εx). En eίfet, on peut supposer

evidemment ξ(e(u; cl9c2)) > 0. Poser

vι = inf (u, cj et v2 = sup (u, c2) — c2 .

Alors vx = cγ f-p.p. sur e(u; cl9 c2) et v2 — 0 ?-p.p. sur e(^; cx, c2), et done,

pour f-presque tout x de e(u; c19 c2),vx{y) = cx ?-p.p. sur SuppCiV ε̂ ) et

v2(y) = 0 f-p.p. sur Supp (N εx), d'oύ, pour f-presque tout x de e(u; c19 c2),

^ c2 ί-p.p. sur Supp (2V; εx).
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Soit u une f onction non-negative de H(N') posons

00 ί k k -4- 1
e\u n) — \J \x e X — ^ %(#) <̂  — — — ,

fc=i I n n

ξ( \y e Supp (N;εx);u(y) > — Ξ —

ou u(y) < — IJ > oί .

On a alors ξ(e'(u n)) = 0, d'oύ f(U~=1 βr(^ n)) = 0. On a done, pour

f-presque tout x de X,u(y) = ^(^) ?-p.p. Supp(Λ7"; ε j . Nous remarquons

finalement que, pour une fonction u de H(N'),u+ et ^~ appartiennent a

H(N')> et nous achevons la demonstration.

Nous ne connaissons pas tres bien Γinverse du present theoreme,

mais le theoreme suivant est proche son inverse.

THEOREME 5. Soient No un noyau regulier et Nf un noyau singulier

avec H(NQ) Π H(N') = {0}. Si les trois conditions sont verifiέes, alors

No + N; satisfait au principe complet du maximum.

(1) NQ satisfait au princίpe complet du maximum.

(2) Quelle que soit f de Mκ, inf (N'f> 1) appartient a H(N0 + N') et

on a

|| inf (ΛΓ/,1)IU ( W) ^

(3) Quelle que soit f de Mκ, Vίntegrale

jJN'fixXN'fix) - N'f(y))pNp(dx,dy)

a un sens et est egale a 0, ou (Np)p>0 est la resolvante associee au

noyau ΛΓ0.

Demonstration. Pour montrer que No + N' satisfait au principe

complet du maximum, il suffit de voir que, quelle que soit / de Mκ,

inf (Nof + N'f, 1) appartient a H(N0 + NO et

|| inf (NJ + N'f, D | U o + *

En effet, si, Γon admet le present enonce, de la maniere usuelle dans

cet article, quelle que soit u de H(NQ + JV), inf (uy 1) appartient aussi a
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H(N0 + NO et sa norme dans H(N0 + NO est <; \\u\\H(No+NΊ. On a done,

pour tout entier positif n, (1/ri) inf (nu, 1) e H(N0 + NO et

— inf (nu, 1)
n

Faisant n - > + o o , on a w+e iϊ(N0 + NO, et la norme de u+ dans

H(N0 + NO est plus petite que celle de u. Par consequent, la contraction

d'unite opere dans H(N0 + NO.

Pour une f onction / de Mκ et pour un nombre p > 0, on pose

uPtf - inf (Npf + N'f, 1) - inf (N'f, 1) ,

et alors \uPtf\ ^ \Npf\e L2(ξ). Done, quel que soit q > 0,NquPtf a un sens

et on a

A Λ

(x) — uPff(y))(qNq)(dx, dy)

On a, pour f-presque tous x, y de Z,

|Wp.f(a?) - uPff(y)\ ^ \Npf(x) - Npf(y)\ + 2\N'f(x) - N'f(y)\ ,

et d'apres la condition (3),

jj(N'f(x) - N'f(ymqNq)(dx,dy) = 0 .

Done on a

q uPJ(x)(uPtf(x) — up>f(y)XqNq)(dx, dy)

^ Q (J|Np/0*0|2(l - qNql(x)) + l J J | N p / ( * ) - Npf(y)\KqNq)(dx, dy)

= q^Npf(x)(Npf(x) - Npf(y))(qNq)(dx,dy) -

d'oύ

\\U
P,f\\H(No+(l/q)U) =t

Faisant g-» +oo, on obtient que uPJ appartient a H(N0) et on a
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Wup./Wnw'^ \\Npf\\HiNo) ,

et ensuite, faisant p -> 0, on a inf (NJ + N'f, 1) - inf (TV'/, 1) e H(N0) et

||inf (NJ + N'f, 1) - inf {N'f, 1) | | ^ o ) ̂  \\NJ\\H,Nώ .

D'apres la condition (2), inf (N'f, 1) appartient a H(N0 + N'), et done
inf (NJ + N'f, 1) appartient aussi a H(N0 + N'). On a, de plus,

|| inf (NJ + N'f, DIIW*') ^ Hinf W/ + N'/, 1) - inf (N'f, l ) | | ^ o )

+ ||inf (N'/,i)|IW*'> ^ ll̂ o/IIWo) + II^7IIW)
- || NJ + N'/UWiv') ,

d'oϋ Λ̂o + N' satisfait au principe complet du maximum. La demonstra-
tion est ainsi complete.

Si N' satisfait au principe complet du maximum, la condition (2) est
evidemment verifiee. Mais son inverse n'a pas toujours lieu.

Remarque 12. Dans le present theoreme, si No veriίie la condition
que, queues que soient /, g de Mκ,

[[NJ(x)g(x)dξ(x) = (g(x) ί f(y)N0(dx,dy) ,
JJ J J Supp (NQ; εx)

alors la conclusion du theoreme 4 deduit la condition (3). Si iV0 est egal
a une fonction localement ξ X f-sommable et non-negative en dehors de
Γensemble diagonal de I X I , la condition notee ci-dessus est verifiee.

6. Appendices sur les noyaux reguliers

1° Les noyaux continue

Soit G(x,y) une fonction continue au sens large, non-negative et

symetrique dans X x X; supposons ensuite G(x,x) > 0 pour tout x de

X et que, quel que soit ω un ouvert non-vide de X, il existe une mesure

de Radon positive vω Φ 0 a support dans ω telle que la G-energie de

v*i Gvωdvω = G(x, y)dvω(y)dvω(x), soit finie. Si le noyau-fonction continue

G satisfait au principe complet du maximum(4), alors il existe une mesure

de Radon positive ξ partout dense dans X telle que le noyau

(4) Cela signifie que, pour deux mesures de Radon positives μ,v dans X a support
compact et de G-energie finie, Gμ(x) <̂  Gv(x) + 1 sur Supp (μ) <=> Gμ{x) ^ Gv(x) + 1 sur X,

oύ Gμ(x) = \ G(x,y)dμ(y).
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=[ f G(x,y)dξ(y)dζ(x)
J eiJ e2

relatif a X et a ξ soit regulier et satisfasse au principe complet du
maximum.

En effet, X etant a base denombrable, on peut choisir une base

denombrable (ωn)£βl d'ouverts de X. D'apres notre condition, il existe

une mesure de Radon positive vn(Φ 0) a support compact dans ωn telle

que \Gvndvn < +00. D'apres le principe complet du maximum pour G,

on peut supposer que le G-potentiel de vn,

Gvn(x)=JG(x,y)dvn(y)

est borne sur X. On choit une suite (αn)£βl de nombres positifs telle

que Σ an \dvn < + °°, et on pose £ = j _ ! anvn. Posons
n = l J n = l

= ί f G(x,y)dξ(y)dξ(x);

alors N est un noyau symetrique relatif a X et a ξ et satisfait au
principe complet du maximum. D'apres la proposition 2 et H(N + U)
B1,N est regulier.

2° Noyaux de convolution symetriques
Lorsque X est un groupe abelien et ξ est sa mesure de Haar, un

noyau N relatif a X et a ξ s'appelle un noyau de convolution sur X s'il
existe une mesure de Radon positive K dans X telle que, quels que soient
e19e2 de E,

N(e19 e2) = c^

oύ Ci (i = l, 2) est la fonction caracteristique de et et c2(x) = c2(—x).
Dans ce cas, K est uniquement determinee, et elle s'appelle aussi un
noyau de convolution sur X. Si N est symetrique si et seulement si K
est symetrique par rapport a Γorigine de X.

Remarque 13. Si un noyau de convolution symetrique K sur X
satisfait au principe de domination et s'il est regulier a notre sens, alors
H(κ) Π Cκ est dense dans H(/c), oύ Cκ est Γespace des fonctions finies
et continues dans X a support compact, et muni de la topologie usuelle.

On remarque d'abord que, pour un noyau de convolution symetrique
sur X, le principe de domination et le principe complet du maximum
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sont equivalents. On a, queues que soient / ^ 0 de Cκ et u de H(/c),

u*f e H(/c) et

H(κ) Π L2(f) etant dense dans H(ξ), CQ Π H(κ) est dense dans ίfU), oύ Co

est Γespace des functions ίinies et continues dans X s'annulant a Γinfini.

Pour une fonction u ^ 0 de Co Π flX/c), sup (%, 1/ri) — 1/n appartient a

Cκ Π H(κ) et elle converge fortement vers u dans H(κ) avec n—> +oo,

d'oϋ H(fc) Π C x est dense dans H(κ).

Remarque 14. Soit κQ un noyau de convolution regulier a notre sens

alors, quel que soit K! de D8(κ0), on a Co Π H(ΛO = {0} et A/ satisfait au

principe complet du maximum.

En eίfet, soit u une fonction de Co Π H(κ'). κ0 + κf satisfaisant au

principe complet du maximum, sup (u, 1/ri) — 1/n appartient a Cκ Π

H(κQ + κ'), d'oύ sup(^, 1/ri) — l/neH(tcQ). Faisant n - ^ + o o , on a ue

H(fc0), d'oύ w = 0. Ayant K' e Ds(κ0 + ε), oύ e est la mesure de Dirac a

Γorigine, κr satisfait au principe complet du maximum, en utilisant le

theoreme de [6] et la remarque 13.

De plus, si un noyau de convolution κf a notre sens satisfait au

principe complet du maximum, CQ ΓΊ ff(ic') = {0}, car κf e Dβ(e).
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