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Abstract. Consider an analytic differential equation <w = adx + bdy with an algebrai-
cally isolated singularity and without a separatrix. The germ at 0 e R2 of the 1-jet y dy
is either a focus or a centre. The equation has C°° normal form of the type
\d(ny2+xln)+F{x) dy with F{x)=F{-x) if and only if the germ is a centre.

0. Introduction
Dans cet article <a = adx + bdy = 0 designe le germe a l'origine 0 e U2 d'une equation
differentielle C°° (resp. analytique), a singularity algebriquement isolee; c'est a dire
a,be%2 (resp. G2) l'anneau des germes en 0 € R2 de fonctions C°° (resp. analytiques)
et dimR %2/{a, b}<<x>.

Une separatrice de w est un germe en 0 de courbe y, C°°, solution de co = 0, qui
n'est pas plat; c'est a dire y*(w) = 0 et il existe k > 0 tel que y(fc)(0) ^ 0.

Lorsque l'equation <a = 0 n'a pas de separatrice, il est bien connu depuis les
travaux de Bendixson-Dulac-Poincare, qu'a un germe de plongement de (R, 0)
dans (R2, 0), transverse a u>=0, i.e T*(w)(t)^0 si t^0, correspond un germe
d'homeomorphisme Pr de (R+, 0) appele application premier retour de Poincare.
L'equation to = 0 est dite: de type centre si Pr = (ln+, 0), de type foyer si P(t) ^ t
pour f 5* 0, de type mixte si PT possede une infinite de points fixes.

L'equation co =0 est non degeneree si l'une au moins des valeurs propres A,,
i = 1, 2 de la matrice jacobienne

^ ( 0 )
D(x, y)

est non nulle. Dans ce cas, w = 0 n e possede pas de separatrice si et seulement si
A i = A~2 £ R et on a les resultats classiques:
* Si A i+A 2 5* 0, o) = 0 est linearisable, de type foyer [8].

** Si Ai+A2 = 0, a) =0 est de type centre si et seulement si elle s'ecrit dans de
bonnes coordonnees d(x2 + y2) = 0 [8], [6] sinon elle possede une forme normale
[11].

https://doi.org/10.1017/S0143385700001553 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0143385700001553


242 R. Moussu

L'equation w = 0 est degeneree de degre de degenerescence 1 [3] si les deux valeurs
propres de M(w) sont nulles et M(w)#0; c'est a dire le jet d'ordre 1 de u> en 0
s'ecrit <oi = ydy dans de bonnes coordonnees. Nous supposemns cette condition
realisee dans toute la suite. Le but de ce travail est de montrer comment se generalise
alors * et **. Rappelons tout d'abord (avec nos notations) la proposition de 'mise'
sous forme normale de Takens [12, p. 57].

PROPOSITION 1. // existe un C°°-diffeomorphisme de (U2, 0) tel que pour q eNuoo,
assez grand (q s /, m), le jet d'ordre q de <p*(<w) en 0 s'ecrive:

ou I > 3, e = ±, m > 2 et Fm * 0.
Dans [4], Lyapunov etudie une telle equation dans le cadre analytique. Certains

de ses resultats qui restent vrais dans le cadre C°° s'enoncent.

PROPOSITION 2. Uequation u> = 0 ne possede pas de separatrice si et seulement si:

l = 2n, e=+, m>n oum=netFl,<4m.

Son application premier retour PT, correspondant a un plongement T, estC™ (analytique
si a) est analytique).

Dans toute la suite P (= PT) designe l'application premier retour de w = 0
correspondant a un plongement T tangent a l'axe y = 0 et on appelle ordre de
platitude de w =0, l'ordre p(«)eNuoo de P(t) — t en 0. Avec les notations de la
proposition 1 on a:

PROPOSITION 3. Si l'equation a> = 0 ne possede pas de separatrice,

p(o)) = 2q((o) + 2 — n

ouq(<o) est le plus petit des q tels que Fiq+\ ^ 0; plus precisement il existe C > 0 telque

P(t)-t = -CF2qM+1t
pM + ---.

Ainsi p(o») = oo si et seulement si Y.Fkx
k est pair. Plus precisement on a:

THEOREME 1. L'equation w = 0 {2Tx<o = y dy) est de type centre si et seulement si il
existe un Cx-diffeomorphisme <p de (R , 0) tel que:

<p*(a>) = y(ny2 + x2n) + G(x2)dy

ou G(x2) = xmg(x2), g(0)#0 etn<moun=metg(0)2<4m.

Remarque 1. Contrairement a ce qui se passe pour une equation de type centre,
non degeneree, une equation w = 0 verifiant les hypotheses du theoreme n'a pas
en general d'integrale premiere. En effet, supposons qu'il existe h, H e ^2 tels que

Un resultat classique de Whitney permet d'ecrire:

(hdx2, y)+xh2(x
2, y))cu = diHtix2, y) + xH2(x

2, y))

ou hi, h2, Hi, H2e %2. De l'invariance de <p*(w) par l'involution

(x,y)-*(-x,y),
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on deduit que

hx(x
2,y)w=d(Hl(x

2,y)\ M0)*0.

C'est a dire que Ht(u, y) est une integrate premiere de l'equation

Or, une telle equation n'a pas en 'general' d'integrale premiere [9].

THEOREME 2. L'equation 10 = 0 (3~x<a = y dy) est de type foyer non plat (p(w) < oo)
si et seulement si il existe un C°°-diffeomorphisme <p de (U2, 0) tel que

ou r°F{x)*9*°F{-x),F{x) = xmf(x),/(0)*0etm<noun=met/(0)2<4m.

Remarque 2. Supposons w analytique {STlw=ydy). Alors « = 0 est, d'apres la
proposition 2, du type centre ou foyer non plat. Mais le diffeomorphisme <p des
theoremes 1 ou 2 est seulement C°°. Est-il possible de trouver un <p analytique?
Plus modestement si <o = 0 est du type centre existe-t-il une involution analytique
/ telle que /*(«) A w = 0?

Remarque 3. La proposition 2 et les theoremes 1 et 2 s'appliquent aux equations
differentielles du second ordre du type:

En effet cette equation s'ecrit encore:

dt '

ou, si Ton ne s'interesse qu'aux orbites:

<o = YdY + (x2n~1 + Yf(x))dx=0.

En faisant le changement:

y = Y+F(x) avecF(0) = 0, f(x) = F'(x),

on obtient:

w = ydy+x2n~1dx-F(x)dy.

Si l'ordre de / e 6i est superieur a n, on deduit des resultats precedents que les
solutions de (E) sont periodiques si et seulement si / est impaire ou que, 0 E R est
un attracteur ou un 'repulseur' si / n'est pas impaire; le premier terme pair du
developpement de Taylor de / permettant de decider si 0 est un attracteur ou un
'repulseur' d'apres la proposition 3.

1. Sur ['existence de separatrices
Soit <a = 0 de degre de degenerescence 1 et soient (x, y) des coordonnees (donnees
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par la proposition 1) telles que

a>oo = ^°°<i> =\d( — y2 + exl\ + 1 X Fk.x ) dy

ou / > 3, m > 2 , F m # 0 . Notons F e l 2 un prolongement de Borel de

On deduit de la desingularisation des champs de vecteurs ([10], [2] [3], [7]) le
lemme suivant:

LEMME 1. Toute separatrice de a> est C°°-tangente a une separatrice de il et
inversement.

Ainsi nous supposerons <w = fl pour rechercher les separatrices.

LEMME 2. Si 2m <l, a> =0 possede une separatrice.

Demonstration. Soit v :(x, u)-*(x, (u —2Fm/l)xm). Apres division par * 2 m ~ \
l'equation ir*(co) = 0 s'ecrit dans les coordonnees (x, u), w = 0 avec

&~la> = - 2 F m « dx.

Elle possede une separatrice d'equation x -* (x, u(x)), [3]. Son image par v est une
separatrice de u = 0. •

LEMME 3. Si 2m s:l et e = - ou si 2m >I, e =+ et I est impair w possede une

separatrice.

Demonstration. Le cas e =+, I impair se deduit du cas e = - 1 en changeant x en
—x. Nous supposons 2m > / et e = -. Soit

TT:(U, V)^(U2, v1)

et soit

Faisons l'eclatement E: (u, t)-* (u, tu) de a:

u2l-ld=E*(a) = u2'-1[(-2 +It2'+ 2tlu2m-'f(u2))du+udt( •••)].

Soit t0 une racine reelle de

It21-2 si 2m > /

ou de

lt2' + 2Fmt'-2 si 2m = /.

Le jet d'ordre 1 de a au point (0, f0) est non degenere et son germe possede une
separatrice d'equation u -*(u, f(M)).Sonimagepar£'°7restuneseparatricedew. •

LEMME 4. Si 2m = /, e = 1 et F2
m > 21, <o possede une separatrice.

Demonstration. Par les memes changements de variables que dans la demonstration
du lemme precedent, on obtient

a=(2 + lt2'+2t'f(x2))du+udt(---).
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Le polynome t2l + 2tlFm + 2 possede au moins une racine reelle t0 et, on montre de
la meme fac.on que plus haut que a> possede une separatrice.

2. Demonstration de la proposition 2
Comme Lyapunov dans [4] nous allons utiliser les fonctions c{6), s(6) definies par:

^=c(e)2n-\ 5(0) = l,
aft

^ c(0) = l.

Elles verifient les proprietes suivantes:
d)ns2(e)+c2n(e) = i,
(ii) c{6) et s{6) sont periodiques de periode

c{-6) = c(0), c(w-6) =

s(e+(o) = -s(6), s(-6) = -s(8), s(w-6)

(iii)

[ 2 V ( * ) < H 0 ^ siMmpair'
Jo icr^0 sir pair.

Dans la suite nous notons v /'application de U+ x U dans R2,

7T :(r,d)^(re(0), r"s(<?)).

Avec les notations du section precedent on a:

LEMME 5. V equation il = jd(ny 2+x2") +F(x) dy=0 avec m > n > 2 ou m=n>2
et F2

m < Am, n 'a pas de separatrice.
Demonstration. Posons F{x) = xmf(x), ir*{Q) = nr2"'1^ On a:

a=(l+s(0)c(6)mrm-nf(rc{6))dr + - c(6)m+2n-lf(rc(e)) d6. (1)
n

Si m >n, et r est assez petit le coefficient de dr est positif et lorsque m = n et
/2(0) = F2

n <4m cette propriete reste vraie car

m

Les courbes integrates de Q = 0 sont les solutions d'une equation difierentielle
dr/dd = H(r, d), avec H>0 pour r > 0 assez petit. Leurs images par ir qui sont les
courbes integrates de fl ne sont pas des separatrices. D

Demonstration de la proposition 2. Avec les hypotheses de la proposition, la non
existence de separatrice pour <a est demontree par les cinq lemmes precedents.
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Puisque w = Cl+R, ou R est une 1-forme dont les coefficients sont plats en 0 € U2,
on a:

nr
(2)

ou a, /3 sont des fonctions C°° plates en r. Comme dans le lemme 5, la courbe
integrate de <5 passant par le point (p, 0) s'ecrit r(p, d) avec

a •*-, - , — \ - M - 7 - / » - / c t r\p, U) p
off

ou K(r, d) est C00, positive pour r assez petit (d'apres le lemme 5 et (1)). L'application
premier retour P de <a = 0 est le germe de C°°-difIeomorphisme de (R, 0)

P:p->r(p, 2<o).

Lorsque to est analytique le meme type d'argument, que l'on trouve deja dans
Lyapunov [4], montre que P est analytique. •

3. Etude de Vapplication premier retour
Dans tout ce section to = 0 designe une equation sans separatrice.

Soient (x, y) des coordonnees telles que

L Fkx
k)dy.

De la meme facon que dans le section precedent, on note:

ir(r, 6) = (rc{6), rns(0)), ir*(to) = m-2""1^

Pour alleger les calculs, nous ecrirons r = r{p, 6) la solution de (3 = 0 telle que
rip, 0) = p. Soit

r, = r(modp'+1)= £ afc«?)pk (3)

son developpement de Taylor a l'ordre / suivant les puissances de p. Des expressions
(1), (2) de t\ et <o du paragraphe precedent on deduit:

(\ + s{d)c{e)mr?-n I Fm+trfc(«)k) Z «k(*)pk

1 m _ +, m + 2 n - l ^ t fc/ 1 + U
= —rP c(0) Z Fm+kric (0)(modp ).

n k=o
Les afc(0) pour k = 1, 2 / sont determines par (4),.

LEMME 6. SoitGix2) un prolongement de Borel de Y.2k^mPikX2k. Alors:

tb=\d{ny2+x2n) + G{: '

est du type centre. La solution generate f(p, 6) de

(4),

2
nr
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est periodique en 6 de periode 2CJ. En particulier

r<x>= Z dk(0)pk avecdk(d) = dk(

Demonstration. L'equation u> = 0 est du type centre ou foyer et elle est invariante
par l'involution

(*, y)-*(-*, y).
D'apres un theoreme de Poincare elle est du type centre et par consequent f est
periodique en 6. •

LEMME 7. SoitF2q+i le premier terme d'indice impair dans

I Fkx
k.

A lors

ak(0) = dk(d) pourk<2q + \-n.

Demonstration. Remarquons tout d'abord que (4)( s'ecrit plus simplement:

(l+s(d)c(e)mrT~n I Fm+kr
kc(d)k)( I a'k(d)pk)

J I—m+n — 1

= —rT~n+lc(d)m+2n~l I Fm+kr
kc{6)k (modp'+1).

n k=o

Pour les entiers / tels que:

l + n-l=m+(l-m+n-l)<2q

les polynomes en p, rt et f( verifient la meme equation et ainsi:

ak(d)-dk(d) pour fc</<2q + l - n . D

LEMME 8. Si F2q+i est le premier terme d'indice impair dans

alors

a2q+2-n(2w)^0;

plus precisement on a

f^Vif "C(e?«+*d6, si m>n
Q2q+2-n(2(l)) = — S « Jo

[C 5*0, si m =n
oil Ccsf wne constante dont Vexpression sera donnee lors de la demonstration.

Demonstration. Nous allons faire les calculs dans les deux cas:
\er cas: m >n. Puisque m - n > 0, (4)i s'ecrit pai (^) = 0 et

D'apres le lemme 7, on sait que si p = 2q + 2 - n,
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En reportant cette expression de rp dans (4)p et en tenant compte du fait que
rp_i = rp_i est solution de (4)p_i, on obtient l'equation suivante:

b'p(6)pp = --c(er+2n-1F2q+1c(0)2'<+1-mpp.
n

Puisque par hypothese dk(0) = 0 si k > 1, on deduit du lemme 7

n Jo
leme cas: m=n (et F2

m <4m): Puisque m=n, (4)i s'ecrit
1 ,

•• — al{0)c{0)
n

(i) m = 2q +1 : (1 + s(0)c(0)mFm) est strictement positif et

m Jo l + s(0)c(0)mFm

est non nul. Ainsi ai(2w) est different de 1.
(ii) m = 2m': On obtient

ou

l + s(6)c{6)mFm

Puisque h(u)—d) = —h(d), on retrouve le resultat du lemme 7, a savoir:

= - ^ ± i ( f h(6)dd+\ h(6)d$).
tn VJo J<u /

Ecrivons, comme dans le cas m>n,

rp = rp + bp(0)pp avecp=2q+2-n
et reportons cette expression de rp dans (4)p. On obtient:

a[(e)s(0)c(0)mF2q+1a1(e)2q+1c{0)2q+1+b'p(e)(i+s(e)c(e)mFm)

Apres division par

cette equation diflEerentielle en bp(0) s'ecrit:

xc(0)2q+1(s(0)c(0)m-~).
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Elle se resout en posant bp(6) = ai(0)A (0) et on a

Les majorations

impliquent que:

et F2
m<4m

\+s(e)c(e)mFm et ^-

sont strictement positifs. II en est de meme pour ai(0) = exp ( . . . ) • Ainsi A(2«)
est non nul et

ap(2cj) = A (2a>)ai(2w) = A (2a») * 0.

Puisque le jet d'ordre p = 2q + 2 — n de l'application premier retour P de <o s'ecrit

PP(p)= I ak(2a>)P
k

<c=i

les lemmes 6, 7, 8 demontrent la proposition 3. •

Remarque 4. Le point OeR2 est un foyer hyperbolique, i.e. 01(2^)^1 si et
seulement si

c'est a dire lorsque n = m = 2q +1. Ceci doit pouvoir etre interprete en termes de
stabilite topologique ou de bifurcation (voir [13]). D'autre part, signalons que, le
'signe de F2q+i permet de decider si 0 est un foyer attractif ou repulsif.

4. C°°-conjugaisons des applications premiers retours et des equations
Soient w = 0 et Cl = 0 deux equations de degres de degenerescence 1, sans separatrice
et soient P et Q leurs applications premiers retours. S'il existe un C°°-diffeomor-
phisme <p de (U2, 0) tel que

*>*(&>) A ft = 0,

alors P et Q sont C°°-conjuguees par un C°°-diffeomorphisme de (U, 0).
Reciproquement on a:

PROPOSITION 4. Soient<o = 0 et Q = 0 {3~lo) = ^"XQ = ydy) sans separatrices qui sont
C°-tangentes, i.e. ST^o) = ^ ° n , et telles que leurs applications premiers retours sont
C^-conjuguees. Alors il existe un diffeomorphisme <p de (R2,0) tel que

(p*((o) A ft = 0 et 3""^ = (1R2, 0).

II est clair que ce resultat du type C°°- conjugaison des applications premiers
retours ^C00-conjugaison des equations n'est pas le meilleur possible. Mais il
implique evidemment les theoremes 1 et 2 compte tenu des propositions 1, 2 et 3
et du theoreme 2 de Takens [11].
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La demonstration de cette proposition s'appuie sur les memes arguments que
Takens pour montrer le theoreme 3 de [11].

Demonstration. Nous pouvons toujours supposer que:

(i) £T° w =r i o n = !rf(ny2 + x2'*)+Lk£mFfcJc't;
(ii) les applications premiers retours P et Q de w et Cl evaluees sur le §-axe des

x s 0 sont identiques.
Soient v: R x S1 -* R2, ou S1 = [0, 2w]/{0 = 2co},

Tr:(r,d)-+(rc(e),rns(d))

II existe deux fonctions C°°, A, B : R x S1 -*• U, plate en r le long de r = 0 telles que

fl = <5+Arfr+5r^. (5)

Les germes de feuilletage Fft et F<s, definis par fi et w, le long de {OjxS1 ont la
meme holonomie. Us sont C^-conjugues par un germe de C°°-diffeomorphisme
<f> de IR x S1 le long de 0 x 51, c'est a dire

^*(w)An=o.

Puisque <f> peut-etre construit par relevement de chemins

ce:[0, l]-*RxS\ ce(t) = (O,t0)

dans les feuilles de Fft et F&, il est clair qu'il peut etre choisi de la forme:

ou i// est une fonction C°°, plate en r compte tenu de (5).
Soit <p l'homeomorphisme <p de (R2, 0) tel que

<P ° 7T = 7T ° 4>.

Puisque la restriction de TT a ]0, oo)xS1 est un C°°-diffeomorphisme sur R2-{0},
<p s'ecrit

<p(x, y) = (x +<pi(x, y), y+<p2(x, y))

ou <pu <p2 sont des fonctions C°° en dehors de 0 qui sont determinees par

ou (Ai est encore une fonction plate en r. La proposition 4 est alors une consequence
du lemme suivant:

LEMME 9. Soit f: (R2, 0) -+ (R, 0) telle que F definie par

F(r,0)=f(rc(6),rns(e))

soit C°°, plate en r le long de r = 0. Alors f est C°°, plate en 0 € R2.

Demonstration. Le meme argument que plus haut montre que / est continue, C°°
en dehors de 0 e R2. II suffit done de montrer que pour tout (/, /) e N2 les
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se prolongent en des fonctions continues, nulles en OeR2. En fait, il suffit de
montrer que

^{rc{d),rs{e)) et ^-
ox dy

sont encore plates en r, le cas general s'en deduisant par induction. Un calcul
elementaire montre que:

f(rc(6), r,m-fh 6)c(ef-l
 + ̂ (r, 6) ( -

ax dr 86 \

et ces deux derivees partielles sont plates en r. •
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