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SOME SUMMATION THEOREMS
AND TRANSFORMATIONS FOR Q-SERIES

MOURAD E. H. ISMAIL, MIZAN RAHMAN AND SERGEI K. SUSLOV

ABSTRACT. We introduce a double sum extension of a very well-poised series and
extend to this the transformations of Bailey and Sears as well as the 6û5 summation
formula of F. H. Jackson and the q-Dixon sum. We also give q-integral representations
of the double sum. Generalizations of the Nassrallah-Rahman integral are also found.

1. Introduction. One of the most important formulas in the theory of basic hyper-
geometric series is Bailey’s transformation formula ([6], (2.10.10)):

8û7

0
@ aÒ qpaÒ �q

p
aÒ bÒ cÒ dÒ eÒ fp

aÒ �paÒ qaÛbÒ qaÛcÒ qaÛdÒ qaÛeÒ qaÛf
; qÒ a2q2

bcdef

1
A(1.1)

=
(qaÒ qaÛdeÒ qaÛdf Ò qaÛef ; q)1

(qaÛdÒ qaÛeÒ qaÛf Ò qaÛdef ; q)1

ð 4û3

 
qaÛbcÒ dÒ eÒ f

defÛaÒ qaÛbÒ qaÛc
; qÒ q

!

+
(qaÒ dÒ eÒ f Ò q2a2Ûbdef Ò q2a2Ûcdef Ò qaÛbc; q)1

(qaÛbÒ qaÛcÒ qaÛdÒ qaÛeÒ qaÛf Ò defÛqaÒ q2a2Ûbcdef ; q)1

ð 4û3

 
qaÛdeÒ qaÛdf Ò qaÛef Ò q2a2Ûbcdef
q2a2Ûbdef Ò q2a2Ûcdef Ò q2aÛdef

; qÒ q
!


The 8û7 series on the left and the two 4û3 series on the right hand side are special cases
of the basic hypergeometric series rûs defined by

rûs

 
a1Ò    Ò ar

b1Ò    Ò bs
; qÒ z

!
= r ûs(a1Ò    Ò ar; b1Ò    Ò bs; qÒ z)(1.2)

:=
1X

n=0

(a1Ò    Ò ar; q)n

(qÒ b1Ò    Ò bs; q)n
[(�1)nqn(n�1)Û2]1+s�rznÒ

where

(a; q)n :=
nY

k=1
(1 � aqk�1)Ò(1.3)
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(a1Ò a2Ò    Ò ar; q)n :=
rY

k=1
(ak; q)nÒ

and q is a complex parameter which is usually assumed to have modulus less than 1. In
this paper we shall assume that q is real and 0 Ú q Ú 1, although most of our results will
remain valid for complex q with jqj Ú 1.

A basic hypergeometric series

r+1ûr(a1Ò    Ò ar+1; b1Ò    Ò br; qÒ z)

is said to be balanced if qa1a2 Ð Ð Ð ar+1 = b1b2 Ð Ð Ð br. It is called very-well-poised if r ½ 2
and a2 = q

p
a1, a3 = �q

p
a1, b1 =

p
a1, b2 = �pa1, bj = qa1Ûaj, j = 3Ò    Ò r. Note

that the 8û7 series on the left hand side of (1.1) is very-well-poised while the two 4û3

series on the right hand side are balanced. By (2.10.19) of [6] this formula can also be
rewritten as a q-integral.

The main result of this paper is the following extension of (1.1).

THEOREM 1.1.

(1.4)
1X

n=0

(aÒ qpaÒ �q
p

aÒ bÒ cÒ dÒ eÒ f ; q)n

(qÒpaÒ �paÒ qaÛbÒ qaÛcÒ qaÛdÒ qaÛeÒ qaÛf ; q)n

� q2a2

bcdef

�n

ð 4û3

 
q�nÒ aqnÒ gÒ h
bÒ cÒ qaghÛbc

; qÒ q
!

=
(qaÒ qaÛdeÒ qaÛdf Ò qaÛef ; q)1

(qaÛdÒ qaÛeÒ qaÛf Ò qaÛdef ; q)1

ð 5û4

 
qagÛbcÒ qahÛbcÒ dÒ eÒ f

qaghÛbcÒ qaÛbÒ qaÛcÒ defÛa
; qÒ q

!

+
(qaÒ dÒ eÒ f Ò q2a2Ûbdef Ò q2a2Ûcdef ; q)1

(qaÛbÒ qaÛcÒ qaÛdÒ qaÛeÒ qaÛf Ò defÛqa; q)1

ð (qagÛbcÒ qahÛbcÒ q2a2ghÛbcdef ; q)1
(qaghÛbcÒ q2a2gÛbcdef Ò q2a2hÛbcdef ; q)1

ð 5û4

 
qaÛdeÒ qaÛdf Ò qaÛef Ò q2a2gÛbcdef Ò q2a2hÛbcdef
q2a2Ûbdef Ò q2a2Ûcdef Ò q2aÛdef Ò q2a2ghÛbcdef

; qÒ q
!


The convergence of the two 5û4 series on the right hand side is assured by our
condition jqj Ú 1. When g or h equals 1 the 4û3 series on the left hand side is 1 and
(1.4) reduces to Bailey’s formula (1.1) in which case the left hand side converges if
jq2a2Ûbcdef j Ú 1, unless the series terminates. If g 6= q�2, h 6= q�1, and jhj Ú jgj, then
one can show by using the terminating case of (1.1), that is, Watson’s formula (2.5.1) of
[6], that

4û3

 
q�nÒ aqnÒ gÒ h
bÒ cÒ qaghÛbc

; qÒ q
!
¾ (hÒ bÛgÒ cÛgÒ qahÛbc; q)1

(bÒ cÒ qaghÛbc; q)1
gnÒ(1.5)
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as n ! 1 [9], so the double series on the left hand side of (1.4) converges if
jq2a2gÛbcdef j Ú 1. Hence the condition of convergence of the infinite series on the
left hand side of (1.4) is þþþþþq

2a2 max(jgjÒ jhj)
bcdef

þþþþþ Ú 1(1.6)

The special case h = 0 of (1.4) is of particular interest to us and we state it as a
separate result.

COROLLARY 1.2.

1X
n=0

(aÒ qpaÒ �q
p

aÒ bÒ cÒ dÒ eÒ f ; q)n

(qÒpaÒ �paÒ qaÛbÒ qaÛcÒ qaÛdÒ qaÛeÒ qaÛf ; q)n

� q2a2

bcdef

�n
(1.7)

ð 3û2

 
q�nÒ aqnÒ g

bÒ c ; qÒ q
!

=
(qaÒ qaÛdeÒ qaÛdf Ò qaÛef ; q)1

(qaÛdÒ qaÛeÒ qaÛf Ò qaÛdef ; q)1

ð 4û3

 
qagÛbcÒ dÒ eÒ f

defÛaÒ qaÛbÒ qaÛc
; qÒ q

!

+
(qaÒ dÒ eÒ f Ò q2a2Ûbdef Ò q2a2Ûcdef Ò qagÛbc; q)1

(qaÛbÒ qaÛcÒ qaÛdÒ qaÛeÒ qaÛf Ò defÛqaÒ q2a2gÛbcdef ; q)1

ð 4û3

 
qaÛdeÒ qaÛdf Ò qaÛef Ò q2a2gÛbcdef

q2a2Ûbdef Ò q2a2Ûcdef Ò q2aÛdef
; qÒ q

!


Note that none of the two 4û3 series on the right hand side is balanced unless g = 1.
This is the formula that is directly connected with the nonsymmetric bilinear generating
function:

KaÒÞ
t (xÒ y) :=

1X
n=0

(ab; q)n

(q; q)na2n
tnpn(x; aÒ b)pn(y;ãÒ å)(1.8)

Here we have used the vector notation

a = (aÒ b)Ò Þ = (ãÒ å)(1.9)

Also the polynomials

pn(x; aÒ b) = 3û2

 
q�nÒ aeiíÒ ae�ií

abÒ 0 ; qÒ q
!
Ò x = cos íÒ(1.10)

are the Al-Salam-Chihara polynomials that arose in a characterization problem consid-
ered in [1]. Their weight function was found later in [2] and [4]. They are q-analogues
of Laguerre polynomials and are orthogonal with respect to an absolutely continuous
measure when �1 Ú aÒ b Ú 1. The notation used here is as in [5] and [3] but differs
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from the one in [4] in a multiplicative factor. The present notation is more convenient
for our purposes. The orthogonality relation of the Al-Salam-Chihara polynomials is

(1.11)Z ô
0

pm(cos í; aÒ b)pn(cos í; aÒ b)(e2iíÒ e�2ií; q)1
(aeiíÒ ae�iíÒ beiíÒ be�ií; q)1

dí =
2ôa2n(q; q)n

(qÒ ab; q)1(ab; q)n
émÒn

The Poisson kernel of a sequence of orthonormal polynomials fpn(x)g is defined by

1X
n=0

pn(x)pn(y)tnÒ jtj Ú 1Ò(1.12)

so the Poisson kernel of the Al-Salam-Chihara polynomials is a constant multiple of the
kernel Kt:

Kt(xÒ y) =
1X

n=0

(ab; q)n

(q; q)na2n
tnpn(x; aÒ b)pn(y; aÒ b)Ò(1.13)

which is the symmetric case of (1.8), that is, the case ã = a, å = b. By (1.5) it is clear
that the infinite series on the right hand side of (1.13) converges if jtj Ú 1, but in (1.8) it
converges if jãtÛaj Ú 1 which is what we shall assume to hold.

Recently an explicit form of KaÒÞ
t (xÒ y) when ab = ãå was found independently in

[3] and [7]. As we shall see later this really corresponds to setting g = 1 in (1.7), so the
kernel KaÒÞ

t (xÒ y) can be expressed in terms of a very well-poised 8û7 function. A year
later Ismail and Stanton [8], in their study of linear and bilinear generating functions
of the Al-Salam-Chihara polynomials, found the following representation for KaÒÞ

t (xÒ y),
without the restriction ab = ãå:

THEOREM 1.3.

KaÒÞ
t (cos íÒ cosû) =

(ãe�iûÒ åe�iûÒ ãteiûÒ ãbteiûÛa; q)1
(ãåÒ e�2iûÒ ãtei(í+û)ÛaÒ ãtei(û�í)Ûa; q)1

(1.14)

ð 4û3

 ãeiûÒ åeiûÒ ãtei(í+û)ÛaÒ ãtei(û�í)Ûa
qe2iûÒ ãteiûÒ ãbteiûÛa

; qÒ q
!

+
(ãeiûÒ åeiûÒ ãte�iûÒ ãbte�iûÛa; q)1

(ãåÒ e2iûÒ ãtei(í�û)ÛaÒ ãte�i(í+û)Ûa; q)1

ð 4û3

 ãe�iûÒ åe�iûÒ ãte�i(í+û)ÛaÒ ãtei(í�û)Ûa
qe�2iûÒ ãte�iûÒ ãbte�iûÛa

; qÒ q
!


Although the kernel on the left hand side of (1.14) is well-defined for all í, û in [0Ò ô]
provided max(jajÒ jbjÒ jcjÒ jdj) Ú 1 and jãtÛaj Ú 1, the right hand side must be further
restricted by 0 Ú û Ú ô because of the infinite products (eš2iû; q)1 in the denominators.

In Section 2 we shall give a proof of (1.4). In Section 3 we shall establish the
connection between (1.14) and the special case (1.7) of (1.4). In Section 4 we shall
consider the double series extension of the very-well-poised 8û7 series, that is,
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û(a; bÒ c; dÒ eÒ f ; g; z) :=
1X

n=0

(aÒ qpaÒ �q
p

aÒ bÒ cÒ dÒ eÒ f ; q)n

(qÒpaÒ �paÒ qaÛbÒ qaÛcÒ qaÛdÒ qaÛeÒ qaÛf ; q)n
zn(1.15)

ð 3û2

 
q�nÒ aqnÒ g

bÒ c ; qÒ q
!
Ò

so that the double series on the left hand side of (1.7) is û(a; bÒ c; dÒ eÒ f ; g; q2a2Ûbcdef ).
We shall discuss a q-integral representation and some useful properties and special cases
of this function in Sections 4 and 5. In Section 6 we shall consider an extension of the
Nassrallah-Rahman integral [10]:

Z ô
0

(e2iíÒ e�2iíÒ beiíÒ be�ií; q)1Q5
k=1(akeiíÒ ake�ií; q)1

dí(1.16)

=
2ô(a4a5Ò a1bÒ a2bÒ a3bÒ a1a2a3a4Ò a1a2a3a5; q)1

(qÒ a1a2a3b; q)1
Q

1�jÚk�5(ajak; q)1
ð 8W7(a1a2a3bÛq; a1a2Ò a1a3Ò a2a3Ò bÛa4Ò bÛa5; qÒ a4a5)Ò

where

max(jajj) Ú 1Ò j = 1Ò    Ò 5Ò(1.17)

a1a2a3a4a5 = bÒ(1.18)

and we have used the simpler notation for a very-well-poised series:

s+1Ws(ã1;ã2Ò    Ò ãs�1; qÒ z)(1.19)

:= s+1ûs

 ã1Ò qpã1Ò �pã1Ò ã2Ò    Ò ãs�1pã1Ò �pã1Ò qã1Ûã2Ò    Ò qã1Ûãs�1
; qÒ z

!


When a5 = 0, b = 0, the Nassrallah-Rahman integral (1.17) reduces to the well-known
Askey-Wilson integral

Z ô
0

w(cos í; a1Ò a2Ò a3Ò a4) dí =
2ô(a1a2a3a4; q)1

(q; q)1
Q

1�jÚk�4(ajak; q)1
(1.20)

where the Askey-Wilson weight function w is

w(cos í; a1Ò a2Ò a3Ò a4) :=
(e2iíÒ e�2ií; q)1Q4

j=1(ajeiíÒ aje�ií; q)1
(1.21)

So Section 6 will deal with an extension of (1.16) to the functions (1.15).

2. Proof of the main result. In order to prove (1.4) we first use Sears’ transformation
formula (III.15) of [6] to get
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(2.1)

4û3

 
q�nÒ aqnÒ gÒ h
bÒ cÒ qaghÛbc

; qÒ q
!

=
(qaÛbÒ qaÛc; q)n

(bÒ c; q)n

�bc
aq

�n

ð 4û3

 
q�nÒ aqnÒ qagÛbcÒ qahÛbc

qaghÛbcÒ qaÛbÒ qaÛc
; qÒ q

!

=
(qaÛbÒ qaÛcÒ h; q)n

(bÒ cÒ qaÛhÒ qaghÛbc; q)n
gn

ð 8û7

0
@ aÛhÒ q

q
aÛhÒ �q

q
aÛhÒ bÛhÒ cÛhÒ qagÛbcÒ aqnÒ q�nq

aÛhÒ �
q

aÛhÒ qaÛbÒ qaÛcÒ bcÛghÒ q1�nÛhÒ q1+naÛh
; qÒ qÛg

1
A 

Therefore, the left-hand side of (1.4) can be written as

1X
n=0

nX
m=0

(1 � aq2n)(dÒ eÒ f Ò bcÛgh; q)n

(1 � a)(qaÛdÒ qaÛeÒ qaÛf Ò qaghÛbc; q)n

�q2a2g
bcdef

�n
(2.2)

ð (1 � aq2mÛh)(aÛhÒ bÛhÒ cÛhÒ qagÛbc; q)m

(1 � aÛh)(qÒ qaÛbÒ qaÛcÒ bcÛgh; q)m

ð (a; q)n+m(h; q)n�m

(qaÛh; q)m+n(q; q)n�m

�h
g

�m

=
1X

m=0

(1 � aq2mÛh)(aÛhÒ bÛhÒ cÛhÒ qagÛbc; q)m

(1 � aÛh)(qÒ qaÛbÒ qaÛcÒ bcÛgh; q)m

ð (dÒ eÒ f ; q)m(qa; q)2m

(qaÛdÒ qaÛeÒ qaÛf Ò qaghÛbc; q)m(qaÛh; q)2m

�q2a2h
bcdef

�m

ð 8W7

�
aq2m; dqmÒ eqmÒ f qmÒ bcqmÛghÒ h; qÒ q2a2gÛbcdef

� Ò
where we interchanged the order of summation that can be justified by the inequality
(1.6) which we shall assume to hold. The 8û7 function above can be expressed as a sum
of two 4û3’s by virtue of (1.1) in the form

(aq2m+1Ò qaÛdeÒ qaÛdf Ò qaÛef ; q)1
(qm+1aÛdÒ qm+1aÛeÒ qm+1aÛf Ò q1�maÛdef ; q)1

(2.3)

ð 4û3

 
qm+1agÛbcÒ dqmÒ eqmÒ f qm

qm+1aghÛbcÒ q1+2maÛhÒ aÛdÒ qmdefÛa
; qÒ q

!

+
(aq2m+1Ò qm+1agÛbcÒ dqmÒ eqmÒ f qm; q)1

(q1+maghÛbcÒ q2m+1aÛhÒ qm+1aÛdÒ qm+1aÛeÒ qm+1aÛf ; q)1

ð (q2a2ghÛbcdef Ò q2+ma2Ûdef h; q)1
(q2a2gÛbcdef Ò qm�1defÛa; q)1

ð 4û3

 
qaÛdeÒ qaÛdf Ò q2a2gÛbcdef Ò qaÛef

q2a2ghÛbcdef Ò qm+2a2Ûdef hÒ q2�maÛdef
; qÒ q

!

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Hence the expression in (2.2) becomes

(qaÒ qaÛdeÒ qaÛdf Ò qaÛef ; q)1
(qaÛdÒ qaÛeÒ qaÛf Ò qaÛdef ; q)1

û1(2.4)

+
(qaÒ qagÛbcÒ dÒ eÒ f Ò q2a2ghÛbcdef Ò q2a2Ûdef h; q)1

(qaghÛbcÒ qaÛdÒ qaÛeÒ qaÛf Ò qaÛhÒ q2a2gÛbcdef Ò defÛqa; q)1
û2Ò

where

û1 :=
1X

m=0

(1 � aq2mÛh)(aÛhÒ bÛhÒ cÛhÒ dÒ eÒ f Ò qagÛbc; q)m
(1 � aÛh)(qÒ qaÛbÒ qaÛcÒ qaghÛbcÒ q1�maÛdef ; q)m

(2.5)

ð (q2a2hÛbcdef )m

(qaÛh; q)2m
4û3

 
qm+1agÛbcÒ dqmÒ eqmÒ f qm

qm+1ghÛbcÒ q1+2maÛhÒ qmdefÛa
; qÒ q

!

and

û2 :=
1X

m=0

(1 � aq2mÛh)(aÛhÒ bÛhÒ cÛhÒ defÛqa; q)m

(1 � aÛh)(qÒ qaÛbÒ qaÛcÒ q2a2Ûdef h; q)m

�q2a2h
bcdef

�m
(2.6)

ð 4û3

 
qaÛdeÒ aqÛdf Ò qaÛef Ò q2a2gÛbcdef

q2a2ghÛbcdef Ò qm+2a2Ûdef hÒ q2�maÛdef
; qÒ q

!


Writing out the 4û3 in (2.5) as infinite series we get

û1 =
1X

m=0

1X
j=0

(1 � aq2mÛh)(aÛhÒ bÛhÒ cÛh; q)m

(1 � aÛh)(qÒ qaÛbÒ qaÛc; q)m
(2.7)

ð (dÒ eÒ f Ò qagÛbc; q)m+j

(qaghÛbcÒ defÛa; q)m+j

(�q2ahÛbc)mq(m
2)+j

(q; q)j(qaÛh; q)2m+j

=
1X

k=0
qk (dÒ eÒ f Ò qagÛbc; q)k

(qÒ qaghÛbcÒ qaÛhÒ defÛa; q)k

ð 6û5

0
@ aÛhÒ q

q
aÛhÒ �

q
aÛhÒ bÛhÒ cÛhÒ q�kq

aÛhÒ �
q

aÛhÒ qaÛbÒ qaÛcÒ qk+1aÛh
; qÒ ah

bc
qk+1

1
A

= 5û4

 
qagÛbcÒ qahÛbcÒ dÒ eÒ f

qaghÛbcÒ qaÛbÒ qaÛcÒ defÛa
; qÒ q

!
Ò

where we used [6, (II.21)] to sum the very-well-poised 6û5 series. In the same manner
we find

û2 =
1X

k=0
qk (qaÛdeÒ qaÛdf Ò qaÛef Ò q2a2gÛbcdef ; q)k

(qÒ q2a2ghÛbcdeÒ q2aÛdef Ò q2a2Ûdef h; q)k
(2.8)

ð 6û5

0
@ aÛhÒ q

q
aÛhÒ �

q
aÛhÒ bÛhÒ cÛhÒ q�k�1defÛaq

aÛhÒ �
q

aÛhÒ qaÛbÒ qaÛcÒ qk+2a2Ûdef h
; qÒ a2h

bcdef
qk+2

1
A

=
(qaÛhÒ qaÛbcÒ q2a2Ûbdef Ò q2a2Ûcdef ; q)1

(qaÛbÒ qaÛcÒ q2a2Ûdef hÒ q2a2hÛbcdef ; q)1

ð 5û4

 
qaÛdeÒ qaÛdf Ò qaÛef Ò q2a2gÛbcdef Ò q2a2hÛbcdef
q2a2Ûbdef Ò q2a2Ûcdef Ò q2aÛdef Ò q2a2ghÛbcdef

; qÒ q
!

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Substituting (2.7) and (2.8) in (2.4) we establish (1.4) and the proof of Theorem 1.1 is
complete.

Apart from the Corollary 1.2 which is a special case of (1.4) and directly linked with
the bilinear generating function for the Al-Salam-Chihara polynomials there is a limiting
case of (1.4) that needs to be mentioned. This corresponds to the limit h !1, provided
jqÛgj Ú 1. The result is

COROLLARY 2.1.
1X

n=0

(aÒ qpaÒ �q
p

aÒ bÒ cÒ dÒ eÒ f ; q)n

(qÒpaÒ �paÒ qaÛbÒ qaÛcÒ qaÛdÒ qaÛeÒ qaÛf ; q)n

� q2a2

bcdef

�n
(2.9)

ð 3û2

 
q�nÒ aqnÒ g

bÒ c ; qÒ bc
ag

!

=
(qaÒ qaÛdeÒ qaÛdf Ò qaÛef ; q)1

(qaÛdÒ qaÛeÒ qaÛf Ò qaÛdef ; q)1

ð 4û3

 
qagÛbcÒ dÒ eÒ f

qaÛbÒ qaÛcÒ defÛa
; qÒ qÛg

!

+
(qaÒ dÒ eÒ f Ò qaÛbcÒ bcÛa; q)1

(qaÛbÒ qaÛcÒ qaÛdÒ qaÛeÒ qaÛf Ò bcÛag; q)1

ð (q2a2Ûbdef Ò q2a2Ûcdef Ò bcdefÛqa2g; q)1
(q2a2Ûbcdef Ò bcdefÛqa2Ò defÛqa; q)1

ð 4û3

 
qaÛdeÒ qaÛdf Ò qaÛef Ò q2a2gÛbcdef

q2a2Ûbdef Ò q2a2Ûcdef Ò q2aÛdef
; qÒ qÛg

!


PROOF. Replace h in (1.4) by q�m, for a positive integer m, then let m ! 1. The
result is (2.9) and the proof is complete.

3. Proof of Theorem 1.3. In this section we shall present a new proof of (1.14).
This proof is not simpler that one in [8], but it gives a “Poisson kernel” motivation
of our transformation (1.7) which is important for us in the present paper. The proof
of (1.14) given here depends on the q-integral representation of the Al-Salam-Chihara
polynomials [6, c = d = 0 in Example 7.34]

pn(cos í;aÒ b)(3.1)

= B(í) a2n

(ab; q)n

Z qe�iíÛa

qeiíÛa

(aueiíÒ aue�ií; q)1
(abuÛq; q)1

(qÛu; q)n(uÛq)n dquÒ

where

B(í) :=
2ia sin í
q(1 � q)

(beiíÒ be�ií; q)1
(qÒ e2iíÒ e�2ií; q)1

(3.2)

The q-integral in (3.1) is defined by

Z a

0
f (u) dqu := a(1 � q)

1X
m=0

qmf (aqm)Ò(3.3)

Z b

a
f (u) dqu :=

Z b

0
f (u) dqu � Z a

0
f (u) dqu
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In (3.3) f is assumed to be such that the series on the right hand side converge. Note the
difference between (3.1) and q-integral representation in [8].

The proof of (1.14) consists of two parts. In the first part we work on the left-hand
side and reduce it to a double sum. We then transform the double sum into the right-hand
side of (1.14). Theorem 3.1 below provides the first step on this route.

THEOREM 3.1. The kernel KaÒÞ
t has the double sum representation

KaÒÞ
t (cos íÒ cosû)(3.4)

=
(ãe�iûÒ åeiûÒ ãte�iûÒ ãbteiûÛaÒ ã2t2Ûa2; q)1

(ãåÒ ãtei(í+û)ÛaÒ ãtei(í�û)ÛaÒ ãtei(û�í)ÛaÒ ãte�i(í+û)Ûa; q)1

ð
1X

k=0
(åeiû)k (ãtei(í�û)ÛaÒ ãte�i(í+û)ÛaÒ ãtÛå; q)k

(qÒ ãte�iûÒ ã2t2Ûa2; q)k

ð 3û2

 ãtei(í+û)ÛaÒ ãtei(û�í)ÛaÒ btÛa
ãbteiûÛaÒ ã2t2qkÛa2 ; qÒ ãqke�iû

!


PROOF. From (1.13) and (3.1) we get

KaÒÞ
t (cos íÒ cosû)= B(í) Z qe�iíÛa

qeiíÛa

(aueiíÒ aue�ií; q)1
(abuÛq; q)1

(3.5)

ð
"1X

n=0

(qÛu; q)n

(q; q)n
(utÛq)npn(cosû;ãÒ å)

#
dqu

The last series can be summed by the generating function [11], [8]

1X
n=0

(v; q)n

(q; q)n
tnpn(cosû;ãÒ å) =

(ã2tÒ åeiûÒ ãvte�iû; q)1
(ãåÒ ãteiûÒ ãte�iû; q)1

(3.6)

ð 3û2

 ãe�iûÒ ãte�iûÒ ãtvÛå
ãtve�iûÒ ã2t

; qÒ åeiû
!


This results in the following representation of the kernel

KaÒÞ
t (cos íÒ cosû)(3.7)

= B(í) (ãte�iûÒ åeiû; q)1
(ãå; q)1

1X
k=0

(åeiû)k (ãe�iûÒ ãtÛå; q)k

(qÒ ãte�iû; q)k

ð Z qe�iíÛa

qeiíÛa

(aueiíÒ aue�iíÒ ã2tuqk�1; q)1
(abuÛqÒ ãtuq�1eiûÒ ãtuqk�1e�iû; q)1

dqu

Now we can use the limiting case of [6, (2.10.19)] in the form

Z b

a

(qtÛaÒ qtÛbÒ ct; q)1
(dtÒ etÒ f t; q)1

dqt = b(1 � q)
(qÒ aÛbÒ qbÛaÒ cÛeÒ abdeÒ abef ; q)1

(adÒ aeÒ af Ò bdÒ beÒ bf ; q)1
(3.8)

ð 3û2

 
aeÒ beÒ abdefÛc

abdeÒ abef
; qÒ cÛe

!
Ò

and the representation (3.7) to obtain the right-hand side of (3.4). This completes the
proof of Theorem 3.1.

We next transform the right-hand side of (3.4) to the right-hand side of (1.14).
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PROOF OF (1.14). Change the order of summations in (3.4) to get

1X
k=0

(åeiû)k (ãtei(í�û)ÛaÒ ãte�i(í+û)ÛaÒ ãtÛå; q)k

(qÒ ãte�iûÒ ã2t2Ûa2; q)k
(3.9)

ð 3û2

 ãtei(í+û)ÛaÒ ãtei(û�í)ÛaÒ btÛa
ãbteiûÛaÒ ã2t2qkÛa2 ; qÒ ãqke�iû

!

=
1X
j=0

(ãe�iû)j (ãtei(û�í)ÛaÒ ãtei(í+û)ÛaÒ tbÛa; q)j

(qÒ ãbteiûÛaÒ ã2t2Ûa2; q)j

ð 3û2

 ãtei(í�û)ÛaÒ ãte�i(í+û)ÛaÒ ãtÛå
ãte�iûÒ ã2t2qjÛa2 ; qÒ åqjeiû

!


We now invoke [6, (III.34)] to see that the 3û2 on the right-hand side of (3.9) is the
following linear combination of 3û2’s

(ãtqjei(û�í)ÛaÒ ãtqjei(í+û)Ûa; q)1
(ã2t2qjÛa2Ò qje2iû; q)1

ð 3û2

 åe�iûÒ ãtei(í�û)ÛaÒ ãte�i(í+û)Ûa
ãte�iûÒ q1�je�2iû ; qÒ q

!

+
(åe�iûÒ ãtei(í�û)ÛaÒ ãte�i(í+û)ÛaÒ ãtqjeiû; q)1

(ãte�iûÒ ã2t2qjÛa2Ò q�je�2iûÒ åqjeiû; q)1

ð 3û2

 ãtqjei(û�í)ÛaÒ ãtqjei(í+û)ÛaÒ åqjeiû

ãtqjeiûÒ qj+1e2iû ; qÒ q
!
Ò

and the kernel (3.4) now takes the form

KaÒÞ
t (cos íÒ cosû)(3.10)

=
(ãe�iûÒ åeiûÒ ãte�iûÒ ãbteiûÛa; q)1

(ãåÒ ãtei(í�û)ÛaÒ ãte�i(í+û)ÛaÒ e2iû; q)1

ð
1X

k=0
(ãe�iû)k (e2iûÒ btÛa; q)k

(qÒ ãbteiûÛa; q)k

ð 3û2

 åe�iûÒ ãtei(í�û)ÛaÒ ãte�i(í+û)Ûa
ãte�iûÒ q1�je�2iû ; qÒ q

!

+
(ãe�iûÒ åe�iûÒ ãteiûÒ ãbteiûÛa; q)1

(ãåÒ ãtei(í+û)ÛaÒ ãtei(û�í)ÛaÒ e�2iû; q)1

ð
1X

k=0
(�ãeiû)kqk(k+1)Û2 (ãtei(û�í)ÛaÒ ãtei(í+û)ÛaÒ btÛaÒ åeiû; q)k

(qÒ ãteiûÒ ãbteiûÛaÒ qe2iû; q)k

ð 3û2

 ãtqkei(û�í)ÛaÒ ãtqkei(í+û)ÛaÒ åqkeiû

ãtqkeiûÒ q1+ke2iû ; qÒ q
!


The first series on the right-hand side of (3.10) is
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1X
j=0

(åe�iûÒ ãtei(í�û)ÛaÒ ãte�i(í+û)Ûa; q)j

(qÒ ãte�iûÒ qe�2iû; q)j
qj(3.11)

ð 2û1

 
btÛaÒ q�je2iû

ãbteiûÛa
; qÒ ãqje�iû

!

=
(ãeiûÒ ãbte�iûÛa; q)1
(ãe�iûÒ ãbteiûÛa; q)1

ð 4û3

 ãe�iûÒ åe�iûÒ ãte�i(í+û)ÛaÒ ãtei(í�û)Ûa
qe�2iûÒ ãte�iûÒ ãbte�iûÛa

; qÒ q
!
Ò

by [6, (II.8)]. The second series in (3.10) is

1X
kÒj=0

(�ãeiû)kqj+k(k+1)Û2 (ãtei(û�í)ÛaÒ ãtei(í+û)ÛaÒ åeiû; q)j+k

(qe2iûÒ ãteiû; q)j+k(q; q)j
(3.12)

ð (btÛa; q)k

(qÒ ãbteiûÛa; q)k

=
1X

m=0

(ãtei(û�í)ÛaÒ ãtei(í+û)ÛaÒ åeiû; q)m

(qÒ qe2iûÒ ãteiû; q)m
qm

ð 2û1

 
q�mÒ btÛa
ãbteiûÛa

; qÒ ãqmeiû
!

= 4û3

 ãeiûÒ åeiûÒ ãtei(û�í)ÛaÒ ãtei(í+û)Ûa
qe2iûÒ ãteiûÒ ãbteiûÛa

; qÒ q
!


Substituting from (3.11) and (3.12) in (3.10) we establish (1.14) and the proof is complete.
We have already mentioned that the 4û3’s in (1.14) become balanced when ab = ãå

and the right-hand side of (1.14) can be transformed to a single function, a very well-
poised 8û7 function by the Bailey transform [6, (III.36)]. In the general case equating the
right-hand sides of (3.4) and (1.14) gives us a transformation formula (1.7) expressing a
double sum as a linear combination of two 4û3’s. To give a motivation of this transfor-
mation as the nonsymmetric Poisson kernel for the Al-Salam-Chihara polynomials we
first need to cast the right-hand side of (3.4) in a more convenient form, a task we now
proceed to do.

The use of (III.36) in [6] allows us to rewrite (3.4) in the equivalent form

KaÒÞ
t (cos íÒ cosû)(3.13)

=
(beiíÒ åeiûÒ ã2te�iíÛaÒ ãte�iûÒ ã2t2Ûa2; q)1

(ãåÒ ãtei(í+û)ÛaÒ ãtei(í�û)ÛaÒ ãtei(û�í)ÛaÒ ãte�i(í+û)Ûa; q)1

ð
1X

k=0
(åeiû)k (ãtei(í�û)ÛaÒ ate�i(í+û)ÛaÒ ãe�iûÒ ãtÛå; q)k

(qÒ ã2t2Ûa2Ò ã2te�iíÛaÒ ãte�iû; q)k

ð 3û2

 ãtei(û�í)ÛaÒ ãtqke�i(í+û)ÛaÒ ã2tqkÛab
ã2tqke�iíÛaÒ ã2t2qkÛa2 ; qÒ beií

!


https://doi.org/10.4153/CJM-1997-025-6 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1997-025-6


554 M. E. H. ISMAIL, M. RAHMAN AND S. K. SUSLOV

We then use [6, (3.2.11)] to transform the 3û2 in (3.13), then express the resulting double
sum in the form

(ãbte�iûÛaÒ ã2teiíÛa; q)1
(beiíÒ ã3t2q2ke�iûÛa2; q)1

ð
1X

kÒj=0

(ãtei(í�û)ÛaÒ ãte�i(í+û)ÛaÒ ãe�iûÒ ãtÛå; q)k+j

(ã2te�iíÛaÒ ã2t2Ûa2Ò ãtbe�iûÛaÒ ã2teiíÛa; q)k+j

ð (åeiû)k

(qÒ ãte�iû; q)k

(1 � ã3t2q2k+2j�1e�iûÛa2)
(1 � ã3t2q2k�1e�iûÛa2)

ð (ã3t2q2k�1e�iûÛa2Ò ã2tqkÛab; q)j

(qÒ ãtqkÛå; q)j
qj(j�1)Û2(�ãbteiûÛa)j

=
(ãbte�iûÛaÒ ã2teiíÛa; q)1

(beiíÒ ã3t2e�iûÛa2; q)1

ð
1X

n=0
qn(n�1)Û2(�ãbteiûÛa)n (1 � ã3t2q2n�1e�iûÛa2)

(1 � ã3t2q�1e�iûÛa2)

ð (ã3t2q�1e�iûÛa2Ò ãtei(í�û)ÛaÒ ãte�i(í+û)ÛaÒ ãe�iûÒ ã2tÛab; q)n

(qÒ ã2te�iíÛaÒ ã2t2Ûa2Ò ãbte�iûÛaÒ ã2teiíÛa; q)n

ð 3û2

 
q�nÒ ã3t2qn�1e�iûÛa2Ò ãtÛå

ãte�iûÒ ã2tÛab
; qÒ åaqÛãbt

!


Finally we use [6, (III.13)] to transform the last 3û2 and arrive at the following result.

THEOREM 3.2. The kernel KaÒÞ
t of (1.8) has the alternate double sum representation

(3.14)

KaÒÞ
t (cos íÒ cosû)

=
(åeiûÒ ã2teiíÛaÒ ã2te�iíÛaÒ ãte�iûÒ ãbte�iûÛaÒ ã2t2Ûa2; q)1

(ãåÒ ã3 t2e�iûÛa2Ò ãtei(í+û)ÛaÒ ãtei(í�û)ÛaÒ ãtei(û�í)ÛaÒ ãte�i(í+û)Ûa; q)1

ð
1X

n=0
(abeiûÛã)n (1 � ã3t2q2n�1e�iûÛa2)

(1 � ã3t2q�1e�iûÛa2)

ð (ã3t2q�1e�iûÛa2Ò ãtei(í�û)ÛaÒ ãte�i(í+û)ÛaÒ ãe�iûÒ ã2tÛabÒ ã2tÛa2; q)n

(qÒ ã2te�iíÛaÒ ã2t2Ûa2Ò ãbte�iûÛaÒ ã2teiíÛaÒ ãte�iû; q)n

ð 3û2

 
q�nÒ ã3t2qn�1e�iûÛa2Ò ãåÛab

ã2tÛabÒ ã2tÛa2 ; qÒ q
!


We note that interchanging sums in the argument leading to Theorem 3.2 can be easily
justified until we reach the last 3û2. The justification of the last step follows from the
asymptotic formula, [9]

3û2

 
q�nÒ abqn+1Ò x

qaÒ qc
; qÒ q

!
¾ xn(qaÛxÒ qcÛx; q)1

(qaÒ qc; q)1
Ò(3.15)
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as n !1, for fixed x, x 6= 0Ò aqm+1Ò cqm+1, m = 0Ò 1Ò    . The asymptotic formula (3.15),
which can be seen as a special case of (1.5), also shows that the right-hand side of
(3.14) converges for jåeiûj Ú 1 except when one of the factors in the denominators on
the right-hand side vanishes. This provides analytic continuation for the kernel on the
left-hand side of (3.14).

We conclude this section by stating symmetry relations for the kernel (1.8).

THEOREM 3.3. The kernel KaÒÞ
t (xÒ y) has the properties

KbÒþ
btÛa(xÒ y) = KaÒÞ

t (xÒ y)Ò(3.16)

KbÒÞ
ãbtÛåa(xÒ y) = KaÒÞ

t (xÒ y)Ò(3.17)

and

KaÒÞ
t (xÒ y) =

(ab; q)1
(ãå; q)1

1X
k=0

(ãåÛab; q)k

(q; q)k
(ab)kKÞÒa

ã2tqkÛa2 (yÒ x)(3.18)

Here a = (aÒ b), b = (bÒ a), Þ = (ãÒ å), and þ = (åÒ ã).

PROOF. Use the symmetry relation

pn(x; aÒ b) = (aÛb)npn(x; bÒ a)Ò(3.19)

to get (3.16) and (3.17). Apply the q-binomial theorem to (ab; q)nÛ(q; q)n then rearrange
the sums in (3.18).

4. Some properties of û(a; bÒ cÒ dÒ eÒ f ; g; z). When g = 1 the function
û(a; bÒ c; dÒ eÒ f ; g; q2a2Ûbcdef ) defined by (1.15) becomes a very well-poised 8û7.

THEOREM 4.1. A q-integral form of (1.7) is

Z b

a

(quÛaÒ quÛbÒ cuÒ du; q)1
(euÒ f uÒ ruÒ ghu; q)1

dqu(4.1)

= b(1 � q)
(qÒ aÛbÒ qbÛaÒ cdÛehÒ cdÛf hÒ cdÛrhÒ bcÒ bd; q)1

(bcdÛhÒ aeÒ af Ò arÒ beÒ bf Ò brÒ bgh; q)1
ðû(bcdÛqh; cÛhÒ dÛh; beÒ bf Ò br; g; ah)Ò

provided that cd = abef rh.

Theorem 4.1 is an extension of the q-integral representation (2.10.19) in [6].
The next theorem states two transformation formulas for our û functions.

THEOREM 4.2. The function û(a; bÒ c; dÒ eÒ f ; g; q2a2Ûbcdef ) of (4.1) obeys the follow-
ing transformation rules:

û(a; bÒ c; dÒ eÒ f ; g; q2a2Ûbcdef )(4.2)

=
(qaÒ qaÛdeÒ q2a2gÛbcdf Ò q2a2gÛbcef ; q)1

(qaÛdÒ qaÛeÒ q2a2gÛbcf Ò q2a2gÛbcdef ; q)1

ðû(qa2gÛbcf ; qagÛbf Ò qagÛcf ; dÒ eÒ qagÛbc; g; qaÛdeg)Ò
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and

û(a; bÒ c; dÒ eÒ f ; g; q2a2Ûbcdef )(4.3)

=
(qaÒ q2a2Ûbdef Ò q2a2Ûcdef Ò qagÛbc; q)1

(qaÛbÒ qaÛcÒ q2a2Ûdef Ò q2a2gÛbcdef ; q)1

ðû(qa2Ûdef ; bÒ c; qaÛdeÒ qaÛdf Ò qaÛef ; g; qaÛbc)Ò

which are independent if g 6= 1, but reduce to the transformation (III.23) of [6] when
g = 1.

PROOF. Using (III.23) of [6] on the 8û7 on the right-hand side of (2.2), we have

8W7

�
aq2m; dqmÒ eqmÒ f qmÒ bcqmÛghÒ h; qÒ q2a2g

bcdef

�
(4.4)

=
(qaÒ qaÛdeÒ q2a2gÛbcdf Ò q2a2gÛbcef ; q)1

(qaÛdÒ qaÛeÒ q2a2gÛbcdef Ò q2a2gÛbcf ; q)1

ð (qaÛdÒ qaÛe; q)m(q2a2gÛbcf ; q)2m

(q2a2gÛbcef Ò q2a2gÛbcdf ; q)m(qa; q)2m

ð 8W7

�
q2m+1 a2g

bcf
; q

agh
bcf

Ò qm+1 a
f h
Ò qm+1 ag

bc
Ò dqmÒ eqm; q

qa
de

�


Assuming that jqaÛdej Ú 1, we now substitute this into (2.2), interchange the order of
summation again, convert the infinite 8û7 series back into a balanced 4û3 series. Finally
we take the limit h ! 0 and obtain (4.2). A similar line of argument also yields (4.3).
This proves the theorem.

THEOREM 4.3. We have the following three term transformation formula for aû series

û(a; bÒ c; dÒ eÒ f ; g; q2a2Ûbcdef )(4.5)

=
(qaÒ qaÛdeÒ qaÛdf Ò qaÛef ; q)1
(qaÛbÒ qaÛdÒ qaÛeÒ qaÛf ; q)1

ð (bdeÛaÒ bdfÛaÒ befÛaÒ bÛaÒ qaÛb; q)1
(bdÛaÒ beÛaÒ bfÛaÒ qaÛdef Ò bdefÛa; q)1

ðû(bdefÛqa; bÒ bcdefÛqa2; dÒ eÒ f ; g; qÛc)

+
b
a

(qaÒ dÒ eÒ f Ò qbÛaÒ qbÛcÒ qbÛdÒ qbÛeÒ qbÛf ; q)1
(qaÛbÒ qaÛcÒ qaÛdÒ qaÛeÒ qaÛf Ò bdÛaÒ beÛaÒ bfÛa; q)1

ð (qa2Ûbdef Ò bdefÛa2Ò qagÛbc; q)1
(qb2ÛaÒ qaÛdef Ò defÛaÒ qgÛc; q)1

ðû(b2Ûa; bÒ bcÛa; bdÛaÒ beÛaÒ bfÛa; g; q2a2Ûbcdef )

PROOF. First note that (3.3) and (1.7) imply
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û(a; bÒ c; dÒ eÒ f ; g; q2a2Ûbcdef )(4.6)

=
aq � def

q(1 � q)adef
(qaÒ dÒ eÒ f Ò qaÛdeÒ qaÛdf Ò qaÛef Ò qagÛbc; q)1

(qÒ qaÛbÒ qaÛcÒ qaÛdÒ qaÛeÒ qaÛf Ò qaÛdef Ò defÛqa; q)1

ð Z def

qa

(uÛaÒ quÛdef Ò qauÛbdef Ò qauÛcdef ; q)1
(uÛdeÒ uÛdf Ò uÛef Ò qaguÛbcdef ; q)1

dqu

Let f (u) denote the integrand in the above q-integral. Use

Z def

qa
f (u) dqu =

Z bdefÛa

qa
f (u) dqu +

Z def

bdefÛa
f (u) dqu(4.7)

and the q-integral relationships

Z bdefÛa

qa
f (u) dqu(4.8)

=
(1 � q)bdef (qÒ qbÛaÒ qbÛcÒ qbÛdÒ qbÛeÒ qbÛf Ò qa2Ûbdef Ò bdefÛa2; q)1

a(qb2ÛaÒ bdÛaÒ beÛaÒ bfÛaÒ qaÛdeÒ qaÛdf Ò qaÛef Ò qgÛc; q)1

ðû(b2Ûa; bÒ bcÛa; bdÛaÒ beÛaÒ bfÛa; g; q2a2Ûbcdef )Ò

and

Z def

bdefÛa
f (u) dqu(4.9)

=
(1 � q)def (qÒ qaÛcÒ defÛaÒ befÛaÒ bdfÛaÒ bdeÛaÒ bÛaÒ qaÛb; q)1

(bdefÛaÒ dÒ eÒ f Ò bdÛaÒ beÛaÒ bfÛaÒ qagÛbc; q)1

ðû(bdefÛqa; bÒ bcdefÛqa2; dÒ eÒ f ; g; qÛc)Ò

to get (4.5) and the proof is complete.
When g = 1 the special case qa2 = bcdef of the transformation (4.5) gives Bailey’s

summation formula á la the proof of (2.11.7) in [6]. An extension of Bailey’s formula to
the case g 6= 1 will now be stated as our next theorem.

THEOREM 4.4. The special case qa2 = bcdef of (4.5) is

(4.10)

û(a; bÒ c; dÒ eÒ f ; g; q)

=
(qaÒ qaÛcdÒ qaÛceÒ qaÛcf Ò qaÛdeÒ qaÛdf Ò qaÛef Ò bÛa; q)1

(qaÛcÒ qaÛdÒ qaÛeÒ qaÛf Ò bcÛaÒ bdÛaÒ beÛaÒ bfÛa; q)1
ðû(aÛc; bÒ 1; dÒ eÒ f ; g; qÛc)

+
b(qaÒ cÒ dÒ eÒ f Ò qbÛaÒ qbÛcÒ qbÛdÒ qbÛeÒ qbÛf Ò qÛcÒ qagÛbc; q)1

a(qaÛbÒ qaÛcÒ qaÛdÒ qaÛeÒ qaÛf Ò bcÛaÒ bdÛaÒ beÛaÒ bfÛaÒ qb2ÛaÒ qgÛcÒ qaÛbc; q)1

ðû(b2Ûa; bÒ bcÛa; bdÛaÒ beÛaÒ bfÛa; g; q)Ò
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where

û(aÛc; bÒ 1; dÒ eÒ f ; g; qÛc)(4.11)

= 1 +
q2(1 � q2aÛc)(1 � d)(1 � e)1 � f )(1 � g)

c(1 � q)2(1 � qaÛc)(1� qaÛbc)(1� qaÛcd)(1 � qaÛce)(1� qaÛcf )

ð
1X

n=0

(qaÛcÒ q2
q

aÛcÒ �q2
q

aÛcÒ qÒ qbÒ qdÒ qeÒ qf ; q)n

(q2Ò q
q

aÛcÒ �q
q

aÛcÒ q2aÛcÒ q2aÛcdÒ q2aÛceÒ q2aÛcf ; q)n

�q
c

�n

ð (1 � q�n�1)(1 � aqn+1Ûc)3û2

 
q�nÒ aqn+2ÛcÒ qg

q2Ò qb
; qÒ q

!


PROOF. The limiting case û(v; bÒ 1; dÒ eÒ f ; g; q2v2Ûbdef ) of the function (1.15) is

û(v; bÒ 1; dÒ eÒ f ; g; q2v2Ûbdef )(4.12)

= 1 +
(1 � q2v)(1 � d)(1 � e)1 � f )(1 � g)

(1 � q)2(1 � qv)(1 � qvÛb)(1 � qvÛd)(1 � qvÛe)(1 � qvÛf )

� q3v2

bdef

�

ð
1X

n=0

(qvÒ q2pvÒ �q2pvÒ qÒ qbÒ qdÒ qeÒ qf ; q)n

(q2Ò qpvÒ �q
p

vÒ q2vÒ q2vÛbÒ q2vÛdÒ q2vÛeÒ q2vÛf ; q)n

� q2v2

bdef

�n

ð (1 � q�n�1)(1 � vqn+1)3û2

 
q�nÒ vqn+2Ò qg

q2Ò qb
; qÒ q

!


Now put qa2 = bcdef in (4.5) and apply (4.12) with v = aÛc to establish (4.10) and
(4.11) and we have completed the proof.

When f = q�m, m = 0Ò 1Ò    , the second term on the right-hand side of (4.10) vanishes
and we obtain an extension of Jackson’s summation formula for a terminating balanced

8û7, [6, (II.22)]. This is our next theorem.

THEOREM 4.5. The following terminating summation formula holds

(4.13)
mX

n=0

(aÒ qpaÒ �q
p

aÒ bÒ cÒ dÒ eÒ q�m; q)n

(qÒpaÒ �paÒ qaÛbÒ qaÛcÒ qaÛdÒ qaÛeÒ qm+1a; q)n
qn

ð 3û2

 
q�nÒ aqnÒ g

bÒ c ; qÒ q
!

=
(qaÒ qaÛbcÒ qaÛbdÒ qaÛcd; q)m

(qaÛbÒ qaÛcÒ qaÛdÒ qaÛbcd; q)m

ð
"
1 +

q2(1 � q2aÛc)(1 � d)(1 � e)(1 � q�m)(1 � g)
c(1 � q)2(1 � qaÛc)(1 � qaÛbc)(1� qaÛcd)(1� qaÛce)(1 � aqm+1Ûc)

ð
m�1X
n=0

(qaÛcÒ q2
q

aÛcÒ �q2
q

aÛcÒ qÒ qbÒ qdÒ qeÒ q1�m; q)n

(q2Ò q
q

aÛcÒ �q
q

aÛcÒ q2aÛcÒ q2aÛcdÒ q2aÛceÒ aqm+2Ûc; q)n

�q
c

�n

ð (1 � q�n�1)(1 � aqn+1Ûc)3û2

 
q�nÒ aqn+2ÛcÒ qg

q2Ò qb
; qÒ q

!#

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5. Some special cases. We now consider special and limiting cases of the transfor-
mation formula (1.7). When g = 1 we have Bailey’s result (1.1). The next interesting
special case is when qa = de. The result is Theorem 5.1.

THEOREM 5.1. The following summation theorem holds

1X
n=0

(aÒ qpaÒ �q
p

aÒ bÒ cÒ d; q)n

(qÒpaÒ �paÒ qaÛbÒ qaÛcÒ qaÛd; q)n

� qa
bcd

�n

3û2

 
q�nÒ aqnÒ g

bÒ c ; qÒ q
!

(5.1)

=
(qaÒ qaÛbdÒ qaÛcdÒ qagÛbc; q)1

(qaÛbÒ qaÛcÒ qaÛdÒ qagÛbcd; q)1


It follows directly from (4.3) because

û(a; bÒ c; dÒ eÒ f ; qÒ z) = 1

if one of d, e, f equals 1. The summation theorem (5.1) is an extension of the q-Dougall
sum which evaluates the sum of a very well-poised 6û5 function [6, (II.20)]. The q-
Dougall sum corresponds to the case g = 1.

By letting d =
p

a in (5.1) we establish:

THEOREM 5.2. We have

1X
n=0

(aÒ �q
p

aÒ bÒ c; q)n

(qÒ �paÒ qaÛbÒ qaÛc; q)n

�q
p

a
bc

�n

3û2

 
q�nÒ aqnÒ g

bÒ c ; qÒ q
!

(5.2)

=
(qaÒ qpaÛbÒ qpaÛcÒ qagÛbc; q)1
(q
p

aÒ qaÛbÒ qaÛcÒ qpagÛbc; q)1


The q-Dixon sum [6, (II.13)] corresponds to the special value g = 1 of (5.2).

If we let d !1 in (5.1) we get

1X
n=0

(aÒ qpaÒ �q
p

aÒ bÒ c; q)n

(qÒpaÒ �paÒ qaÛbÒ qaÛc; q)n

�
�qa

bc

�n
qn(n�1)Û2(5.3)

ð 3û2

 
q�nÒ aqnÒ g

bÒ c ; qÒ q
!

=
(qaÒ qagÛbc; q)1
(qaÛbÒ qaÛc; q)1



It is of interest to note that the q-Dougall sum [6, (II.20)] follows from (5.1) when
qag = bc because in this case the 3û2 on the left-hand side of (1.7) becomes balanced
and can be summed by [6, (II.2)].
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The special case qa = cd of (1.7) is of interest and reads

1X
n=0

(aÒ qpaÒ �q
p

aÒ bÒ eÒ f ; q)n

(qÒpaÒ �paÒ qaÛbÒ qaÛeÒ qaÛf ; q)n

� qa
bef

�n
(5.4)

ð 3û2

 
q�nÒ aqnÒ g

bÒ c ; qÒ q
!

=
(qaÒ cÛeÒ cÛf Ò qaÛef ; q)1
(cÒ qaÛeÒ qaÛf Ò cÛef ; q)1

ð 3û2

 
qagÛbcÒ eÒ f
qefÛcÒ qaÛb

; qÒ q
!

+
(qaÒ eÒ f Ò qacÛbef Ò qaÛef Ò qagÛbc; q)1

(cÒ qaÛbÒ qaÛeÒ qaÛf Ò efÛcÒ qagÛbef ; q)1

ð 3û2

 
cÛeÒ cÛf Ò qagÛbef

qacÛbef Ò qcÛef
; qÒ q

!


When g = 1 the 3û2 on the left-hand side of (5.4) becomes 1 and the remaining series
can be summed as a very well-poised 6û5 series, [6, (II.20)]. The result is the nonter-
minating q-Saalschütz sum [6, (2.10.11)]. For general g the right-hand side of (5.2) can
be transformed by [6, (III.34)] and results in a transformation which we shall state as a
separate theorem.

THEOREM 5.3. We have

1X
n=0

(aÒ qpaÒ �q
p

aÒ bÒ eÒ f ; q)n

(qÒpaÒ �paÒ qaÛbÒ qaÛeÒ qaÛf ; q)n

� qa
bef

�n
(5.5)

ð 3û2

 
q�nÒ aqnÒ g

bÒ c ; qÒ q
!

=
(qaÒ qaÛef ; q)1

(qaÛeÒ qaÛf ; q)1
3û2

 
cÛgÒ eÒ f
qaÛbÒ c ; qÒ qag

bef

!

=
(qaÒ qaÛbeÒ qaÛef Ò qagÛbf ; q)1

(qaÛbÒ qaÛeÒ qaÛf Ò qagÛbef ; q)1

ð 3û2

 
eÒ cÛf Ò g

cÒ qagÛbf
; qÒ qa

be

!


To go from the middle term to the last term in (5.5) we used [6, (III.9)]. When c = e

we can sum the right-hand side of (3.6) by the q-Gauss summation formula [6, (II.8)].
This gives an alternate proof of (5.1).

Another interesting limiting case of (1.7) is the case f ! 1. Replace f by f q�m and
let m !1. The result is
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1X
n=0

(aÒ qpaÒ �q
p

aÒ bÒ cÒ dÒ e; q)n

(qÒpaÒ �paÒ qaÛbÒ qaÛcÒ qaÛdÒ qaÛe; q)n
qn(n�1)Û2

�
� q2a2

bcde

�n

ð 3û2

 
q�nÒ aqnÒ g

bÒ c ; qÒ q
!

=
(qaÒ qaÛde; q)1

(qaÛdÒ qaÛe; q)1

ð 3û2

 
qagÛbcÒ dÒ e
qaÛbÒ qaÛc

; qÒ qa
de

!

+
(qaÒ dÒ eÒ qagÛbcÒ q2aÛde; q)1

(qÒ qaÛbÒ qaÛcÒ qaÛdÒ qaÛe; q)1

ð lim
m!1

(f q�m; q)1
(def q�1�mÛa; q)1



We have used the q-binomial theorem to evaluate the second term on the right-hand side
of (1.7). On the other hand

(f q�m; q)1
(def q�1�mÛa; q)1

=
(f ; q)1

(defÛqa; q)1

(qÛf ; q)m

(q2aÛdef ; q)m

�qa
de

�mÒ

hence

lim
m!1

(f q�m; q)1
(def q�1�mÛa; q)1

= 0Ò if jqaÛdej Ú 1

Thus we proved:

THEOREM 5.4. If jqaÛdej Ú 1 then

1X
n=0

(aÒ qpaÒ �q
p

aÒ bÒ cÒ dÒ e; q)n

(qÒpaÒ �paÒ qaÛbÒ qaÛcÒ qaÛdÒ qaÛe; q)n
qn(n�1)Û2

�
� q2a2

bcde

�n
(5.6)

ð 3û2

 
q�nÒ aqnÒ g

bÒ c ; qÒ q
!

=
(qaÒ qaÛde; q)1

(qaÛdÒ qaÛe; q)1

ð 3û2

 
qagÛbcÒ dÒ e
qaÛbÒ qaÛc

; qÒ qa
de

!


The above theorem is a double series extension of [6, (3.2.11)], which is already an
extension of a transformation connecting a 3F2 at x = 1 and a 6F5 at x = �1. Observe that
the 3û2 on the right-hand side of (5.6) is a general 3û2 unlike the type II 3û2 appearing
in [6, (3.2.11)]. Therefore Theorem 5.6 provides an analytic continuation of the general

3û2 function to a function meromorphic in the complex plane. In fact we have

(5.7)
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3û2

 
aÒ bÒ c
dÒ e ; qÒ de

abc
z
!

=
(dezÛabÒ dezÛac; q)1
(dezÛaÒ dezÛabc; q)1

ð
1X

n=0

(dezÛqaÒ
q

qdezÛaÒ �
q

qdezÛaÒ ezÛaÒ dzÛaÒ bÒ c; q)n

(qÒ
q

dezÛqaÒ �
q

dezÛqaÒ dÒ eÒ dezÛabÒ dezÛac; q)n

qn(n�1)Û2
�
�de

bc

�n

ð 3û2

 
q�nÒ dezqn�1ÛaÒ z

ezÛaÒ dzÛa
; qÒ q

!


The limiting case c !1 of (5.7) is worth recording. It is

2û2

 
aÒ b
dÒ e ; qÒ de

ab
z
!

=
(dezÛab; q)1
(dezÛa; q)1

(5.8)

ð
1X

n=0

(dezÛqaÒ
q

qdezÛaÒ �
q

qdezÛaÒ ezÛaÒ dzÛaÒ b; q)n

(qÒ
q

dezÛqaÒ �
q

dezÛqaÒ dÒ eÒ dezÛab; q)n

qn(n�1)
�de

b

�n

ð 3û2

 
q�nÒ dezqn�1ÛaÒ z

ezÛaÒ dzÛa
; qÒ q

!


Another interesting special case of (5.7) is the case

d = qaÛbÒ e = qaÛcÒ z = bcxÛq
In this case the well-poised 3û2 on the left-hand side of (5.7) can be transformed by [6,
(III.35)], originally due to Gasper and Rahman. This gives

3û2

 
aÒ bÒ c

qaÛbÒ qaÛc
; qÒ qax

bc

!
=

(qaxÛbÒ qaxÛc; q)1
(qaxÒ qaxÛbc; q)1

(5.9)

ð
1X

n=0

(axÒ qpaxÒ �q
p

axÒ bÒ cÒ bxÒ cx; q)n

(qÒpaxÒ �paxÒ qaxÛbÒ qaxÛcÒ qaÛbÒ qaÛc; q)n
qn(n�1)Û2

�
�q2a2

b2c2

�n

ð 3û2

 
q�nÒ axqnÒ bcxÛq

bxÒ cx
; qÒ q

!

=
(ax; q)1
(x; q)1

5û4

 p
aÒ �paÒpqaÒ �pqaÒ qaÛbc

qaÛbÒ qaÛcÒ axÒ qÛx
; qÒ q

!

+
(aÒ qaÛbcÒ qaxÛbÒ qaxÛc; q)1

(qaÛbÒ qaÛcÒ qaxÛbcÒ 1Ûx; q)1

ð 5û4

 
x
p

aÒ �x
p

aÒ xpqaÒ �x
p

qaÒ qaxÛbc
qaxÛbÒ qaxÛcÒ qxÒ ax2 ; qÒ q

!


For completeness we mention the terminating version of (1.7) as a separate theorem.

THEOREM 5.5. We have the following extension of Watson’s transformation formula

mX
n=0

(aÒ qpaÒ �q
p

aÒ bÒ cÒ dÒ eÒ q�m; q)n

(qÒpaÒ �paÒ qaÛbÒ qaÛcÒ qaÛdÒ qaÛeÒ aqm+1; q)n

�q2+ma2

bcde

�n
(5.10)

ð 3û2

 
q�nÒ aqnÒ g

bÒ c ; qÒ q
!

=
(qaÒ qaÛde; q)m

(qaÛdÒ qaÛe; q)m
4û3

 
qagÛbcÒ dÒ eÒ q�m

q�mdeÛaÒ qaÛbÒ qaÛc
; qÒ q

!

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PROOF. Let f = q�m in (1.7) and simplify the result.

6. Integral representations. Our next aim is a generalization of Nassrallah and
Rahman’s extension (1.16) of the Askey-Wilson integral.

It is straightforward to use the Askey-Wilson integral (1.20) and obtain the following
integral representation

Z ô
0

4û3

 
deiíÒ de�iíÒ f Ò u
gÒ hÒ qf d2uÛgh

; qÒ q
!

w(cos í; aÒ bÒ cÒ d) dí(6.1)

=
2ô(abcd; q)1

(qÒ abÒ acÒ adÒ bcÒ bdÒ cd; q)1

ð 5û4

 
f Ò uÒ adÒ bdÒ cd

gÒ hÒ qf d2uÛghÒ abcd
; qÒ q

!


We similarly write a companion identity where the vector (dÒ f Ò uÒ gÒ h) is transformed to
the vector (qaÛgÒ qfÛgÒ quÛgÒ q2ÛgÒ qhÛg). We then transform the combination

2ô(abcd; q)1
(qÒ abÒ acÒ adÒ bcÒ bdÒ cd; q)1

(6.2)

ð 5û4

 
f Ò uÒ adÒ bdÒ cd

gÒ hÒ qf d2uÛghÒ abcd
; qÒ q

!

+
(qÛgÒ f Ò uÒ qhÛgÒ q2d2f uÛg2h; q)1

(gÛqÒ hÒ qfÛgÒ quÛgÒ qf d2uÛgh; q)1

ð 2ô(qabcdÛg; q)1
(qÒ abÒ acÒ qadÛgÒ bcÒ qbdÛgÒ qcdÛg; q)1

ð 5û4

 
qfÛgÒ quÛgÒ qbdÛgÒ qcdÛgÒ qadÛg
q2ÛgÒ qhÛgÒ qabcdÛgÒ q2d2f uÛg2h

; qÒ q
!
Ò

and substitute for the 4û3’s from (6.1) and its companion formula. The result is

(qÛgÒ qd2Ûg; q)1
(quÛgÒ qd2uÛg; q)1

(6.3)

ð Z ô
0

8W7

�d2u
g

;
h
f
Ò qd2u

gh
Ò uÒ deiíÒ de�ií; qÒ q f

g

�

ðw(cos í; aÒ bÒ cÒ d)
(qdueiíÛgÒ qdue�iíÛg; q)1

(qdeiíÛgÒ qde�iíÛg; q)1
dí

This leads to our next result.

THEOREM 6.1. We have

Z ô
0

8W7(dgÛq; hÒ rÒ gÛf Ò deiíÒ de�ií; qÒ gfÛhr)(6.4)

ðw(cos í; aÒ bÒ cÒ d)
(geiíÒ ge�ií; q)1
(f eiíÒ f e�ií; q)1

dí
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=
2ô(abcdÒ dgÒ gÛd; q)1

(qÒ abÒ acÒ adÒ bcÒ bdÒ cdÒ df Ò fÛd; q)1

ð 5û4

 
adÒ bdÒ cdÒ gÛf Ò dgÛhr

abcdÒ qdÛf Ò dgÛhÒ dgÛr
; qÒ q

!

+
2ô(abcf Ò dgÒ gÛf ; q)1

(qÒ abÒ acÒ af Ò bcÒ bf Ò cf Ò df Ò dÛf ; q)1

ð (f gÛhÒ f gÛrÒ dgÛhr; q)1
(dgÛhÒ dgÛrÒ f gÛhr; q)1

ð 5û4

 
af Ò bf Ò cf Ò gÛdÒ gfÛhr

abcf Ò qfÛdÒ gfÛhÒ gfÛr
; qÒ q

!


Now we can use the Nassrallah-Rahman integral to replace the 8û7 in (6.4) by its
integral representation (1.16). This reduces the left-hand side of (6.4) to a double integral
and we have proved the following theorem.

THEOREM 6.2. We have

(q; q)2
1

(2ô)2

Z ô
0

Z ô
0

(dreiûÒ dre�iûÒ f reiíÒ f re�iíÒ greiíÒ gre�ií; q)1
(rei(í+û)Ò rei(í�û)Ò rei(û�í)Ò re�i(í+û)Ò deiíÒ de�ií; q)1

(6.5)

ð (e2iûÒ e�2iû; q)1
(f eiûÒ f e�iûÒ geiûÒ ge�iûÒ heiûÒ he�iû; q)1

ð (e2iíÒ e�2ií; q)1 dí dû
(aeiíÒ ae�iíÒ beiíÒ be�iíÒ ceiíÒ ce�ií; q)1

=
(abchrÒ drÛhÒ f hr2Ò ghr2; q)1

(r2Ò abÒ acÒ bcÒ f hÒ ghÒ ahrÒ bhrÒ chr; q)1

ð 5û4

 
r2Ò ahrÒ bhrÒ chrÒ f ghrÛd
qhrÛdÒ ghr2Ò f hr2Ò abchr

; qÒ q
!

+
(abcdÒ df rÒ dgrÒ f ghrÛd; q)1

(abÒ acÒ adÒ bcÒ bdÒ cdÒ f gÒ f hÒ ghÒ hrÛd; q)1

ð 5û4

 
adÒ bdÒ cdÒ f gÒ drÛh

abcdÒ qdÛhrÒ df rÒ dgr
; qÒ q

!


We next reformulate (6.5) in such a way that the right-hand side is a double series.

THEOREM 6.3. A double series form of (6.5) is

(q; q)2
1

(2ô)2

Z ô
0

Z ô
0

(dreiûÒ dre�iûÒ f reiíÒ f re�iíÒ greiíÒ gre�ií; q)1
(rei(í+û)Ò rei(í�û)Ò rei(û�í)Ò re�i(í+û)Ò deiíÒ de�ií; q)1

(6.6)

ð (e2iûÒ e�2iû; q)1
(f eiûÒ f e�iûÒ geiûÒ ge�iûÒ heiûÒ he�iû; q)1

ð (e2iíÒ e�2ií; q)1 dí dû
(aeiíÒ ae�iíÒ beiíÒ be�iíÒ ceiíÒ ce�ií; q)1

=
(abcdÒ df rÒ dgr; q)1

(abÒ acÒ adÒ bcÒ bdÒ cdÒ f gÒ f hÒ gh; q)1
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ð (f ghrÛdÒ abdhrÒ acdhrÒ bcdhr; q)1
(ahrÒ bhrÒ chrÒ abcd2hr; q)1

ð
1X

n=0

(abcd2hrÛqÒ
q

abcd2hrqÒ �
q

abcd2hrq; q)n

(qÒ
q

abcd2hrÛqÒ �
q

abcd2hrÛq; q)n

ð (adÒ bdÒ cdÒ dhrÒ abcdhÛg; q)n

(bcdhrÒ acdhrÒ abdhrÒ abcdÒ dgr; q)n

�gr
d

�n

ð 4û3

 
q�nÒ abcd2hrqn�1Ò f hÒ drÛg

df rÒ dhrÒ abcdhÛg
; qÒ q

!


Two special cases of Theorem 6.3 are worth noting. First the case dr = h of (6.6) is

(q; q)2
1

(2ô)2

Z ô
0

Z ô
0

(f reiíÒ f re�iíÒ greiíÒ gre�ií; q)1
(rei(í+û)Ò rei(í�û)Ò rei(û�í)Ò re�i(í+û)Ò deiíÒ de�ií; q)1

(6.7)

ð (e2iûÒ e�2iû; q)1
(f eiûÒ f e�iûÒ geiûÒ ge�iû; q)1

ð (e2iíÒ e�2ií; q)1 dí dû
(aeiíÒ ae�iíÒ beiíÒ be�iíÒ ceiíÒ ce�ií; q)1

=
(abcdÒ f gr2; q)1

(abÒ acÒ adÒ bcÒ bdÒ f gÒ r2; q)1


The second case dr = g is

(q; q)2
1

(2ô)2

Z ô
0

Z ô
0

(f reiíÒ f re�iíÒ dr2eiíÒ dr2e�ií; q)1
(rei(í+û)Ò rei(í�û)Ò rei(û�í)Ò re�i(í+û)Ò deiíÒ de�ií; q)1

(6.8)

ð (e2iûÒ e�2iû; q)1
(f eiûÒ f e�iûÒ heiûÒ he�iû; q)1

ð (e2iíÒ e�2ií; q)1 dí dû
(aeiíÒ ae�iíÒ beiíÒ be�iíÒ ceiíÒ ce�ií; q)1

=
(abcdÒ d2r2Ò f hr2; q)1

(abÒ acÒ adÒ bcÒ bdÒ cdÒ f h; q)1

ð (abdhrÒ acdhrÒ bcdhr; q)1
(ahrÒ bhrÒ chrÒ dhrÒ abcd2hr; q)1

ð 8W7(abcd2hrÛq; adÒ bdÒ cdÒ dhrÒ abchÛr; qÒ r2)

=
(adr2Ò bdr2Ò cdr2Ò f hr2; q)1

(abÒ acÒ adÒ bcÒ bdÒ cdÒ f h; q)1

ð (abchrÒ abcd; q)1
(ahrÒ bhrÒ chrÒ abcdr2Ò r2; q)1

ð 8W7(abcdr2Ûq; abÒ acÒ bcÒ drÛhÒ r2; qÒ dhr)

In the limit r ! 1� formulas (6.7) and (6.8) reduce to the Askey-Wilson integral
(1.20).
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Denote the left-hand side of (1.4) by

Φ
�

a; bÒ c; dÒ eÒ f ; gÒ h; qÒ q2a2

bcde

�
Ò(6.9)

(cf. (1.15)). Following the outlines of the proof of Theorem 6.1 we obtain the following
result.

THEOREM 6.4. We have

Z ô
0

Φ(dgÛq; hÒ r; gÛf Ò deiíÒ de�ií;ïÒ ñ; qÒ gfÛhr)(6.10)

ðw(cos í; aÒ bÒ cÒ d)
(geiíÒ ge�ií; q)1
(f eiíÒ f e�ií; q)1

dí

=
2ô(abcdÒ dgÒ gÛd; q)1

(qÒ abÒ acÒ adÒ bcÒ bdÒ cdÒ df Ò fÛd; q)1

ð 6û5

 
adÒ bdÒ cdÒ gÛf Ò dgïÛhrÒ dgñÛhr

abcdÒ qdÛf Ò dgÛhÒ dgÛrÒ dgïñÛhr
; qÒ q

!

+
2ô(abcf Ò dgÒ gÛf ; q)1

(qÒ abÒ acÒ af Ò bcÒ bf Ò cf Ò df Ò dÛf ; q)1

ð (f gÛhÒ f gÛrÒ dgïÛhrÒ dgñÛhrÒ f gïñÛhr; q)1
(dgÛhÒ dgÛrÒ f gïÛhrÒ f gñÛhrÒ dgïñÛhr; q)1

ð 6û5

 
af Ò bf Ò cf Ò gÛdÒ f gïÛhrÒ f gñÛhr

abcf Ò qfÛdÒ f gÛhÒ f gÛrÒ f gïñÛhr
; qÒ q

!


Equation (6.4) is the special case ï = 1 or ñ = 1 of (6.10).
By combining (6.6) and (6.10) we establish our next theorem.

THEOREM 6.5. We have

(q; q)3
1

(2ô)3

Z ô
0

Z ô
0

Z ô
0

(csei†Ò cse�i†Ò dreiûÒ dre�iû; q)1
(sei(í+†)Ò sei(í�†)Ò sei(†�í)Ò se�i(í+†); q)1

(6.11)

ð (f reiíÒ f re�iíÒ greiíÒ gre�ií; q)1
(rei(í+û)Ò rei(í�û)Ò rei(û�í)Ò re�i(í+û); q)1

ð (e2i†Ò e�2i†; q)1
(ãei†Ò ãe�i†Ò åei†Ò åe�i†Ò çei†Ò çe�i†; q)1

ð (e2iûÒ e�2iû; q)1
(f eiûÒ f e�iûÒ geiûÒ ge�iûÒ heiûÒ he�iû; q)1

ð (e2iíÒ e�2ií; q)1 dí dû d†
(ceiíÒ ce�iíÒ deiíÒ de�ií; q)1

=
(ãåçdsÒ cds2Ò df rÒ dgrÒ f ghrÛd; q)1

(ãåÒ ãçÒ åçÒ cdÒ f gÒ f hÒ ghÒ hrÛdÒ ãdsÒ ådsÒ çdsÒ s2 ; q)1

ð 6û5

 ãdsÒ ådsÒ çdsÒ cdÒ f gÒ drÛh
ãåçdsÒ cds2Ò qdÛhrÒ df rÒ dgr

; qÒ q
!
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+
(ãåçhrsÒ chrs2Ò drÛhÒ f hr2Ò ghr2; q)1

(ãåÒ ãçÒ åçÒ f hÒ ghÒ chrÒ ãhrsÒ åhrsÒ çhrsÒ r2Ò s2; q)1

ð 6û5

 ãhrsÒ åhrsÒ çhrsÒ chrÒ f ghrÛdÒ r2

ãåçhrsÒ qhrÛdÒ f hr2Ò ghr2Ò chrs2 ; qÒ q
!


In the same manner, by induction, one can evaluate a similar n-fold integral. We
would like to leave details to the reader.
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