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CARACTERISATIONS SPECTRALES DU RADICAL
ET DU SOCLE D’'UNE PAIRE DE JORDAN-BANACH

ABDELAZIZ MAOUCHE

RESUME. If f and garetwo analytic functionsfromadomain D of the complex plane
into respectively the Banach spaces V* and V—, we prove that A — Sp(f()\),g()\)) is
an analytic multivalued function. From this derivesthe subharmonicity of the functions
A — pv(f(A\),g(\)) and X — log pv(f()), g(N\)) where p denotes the spectral radius.
We apply these results to obtain nice caracterizations of the radical and the socle of a
Banach Jordan pair, and finally we get an algebraic structural theorem.

1. Introduction. Cetravail porte sur lathéorie spectrale dans les paires de Jordan-
Banach. Apres un rappel de quelques résultats de la théorie générale tirés de [6-10],
on démontre une généralisation d’'un théoreme de J. D. Newburgh pour les paires de
Jordan-Banach (Théoreme 3.1), a I’aide duquel on établit par la suite que la fonction
spectre pour les paires de Jordan-Banach est analytique multiforme. Ce résultat est di
a Aupetit-Zraibi [4] dans le cas des algébres de Jordan-Banach. On donne ensuite une
jolie caractérisation spectrale du radical d’une paire de Jordan-Banach (Théoreme 3.3)
généralisant ainsi un résultat obtenu par B. Aupetit dans [2]. Enfin la derniére partie
contient un théoréme de structure pour les paires de Jordan-Banach. On montre d’ abord
gue le socle d' une paire de Jordan-Banach semiprimitive a spectre denombrable est non
nul (Théoreme 4.3). Ce résultat est dii a Barnes [5] pour les algebres associatives et a
Aupetit-Baribeau pour les algebres de Jordan-Banach [3]. En utilisant ce théoreme et
ceux contenus dans [9] on réussit & établir un théoreme de structure algébrique pour une
pairede Jordan-Banach semiprimitive, séparable, aspectredénombrable (Théoréeme4.9).

2. Geénéralités. Soit V une paire de Jordan complexe. On dira que V est une paire
de Jordan-Banach si les espaces V* et V~ sont normés complets et que ||{xyz}| <
IXII ly]l l|z]| pour tousx,z € V* et tout y € V~. Fixonsy € V™ et définissons pour tout
x € V* I'opérateur UY) = QQ et le carré XY = Quy. Alors letriplet (V. UY, (2.y))
est une algebre de Jordan notée Vy et appelée y-homotope de V*.

Maintenant soit (x,y) € V et posonsJ = C x Vy I'agebre de Jordan-Banach avec
unité construite a partir de I’homotope Vy et dont la norme est donnée par ||\ & a| =
|A] + || - ||y]|- On dirague (X, y) est quasi-inversibledansV si et seulement si 1 — x est
inversible dans J. Donc c’est aussi équivalent adire que |’ opérateur de Bergmann (voir
[10]) défini par B(x,y) = 1d —D(x, y) + QxQy est inversible. Comme dans[10] on notera
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par XY le quasi-inversede (x, y). Un &lément x € V* est dit proprement quasi-inversiblesi
et seulement si (x, y) est quasi-inversible pour touty € V~. Aussi on définit leradical de
JacobsondeV par Rad(V) = (RadV*, Rad V™) oliRad V* = {x € V* : x est proprement
quasi-inversible}.

LE SPECTRE. Soit A une algebre de Jordan et Al I'algeébre de Jordan avec unité
construite a partir de A. Pour x € A on définit

SPA(X) = Spa(X) = {\ € C: \.1—xnoninversible dans Al}.
Lorsgue A possede une unité on a

SPA(X) = Spas(x) = Spa(x) U {0}

Maintenant soit V une paire de Jordan-Banach et (x,y) € V. On définit le spectre de la
paire (x, y) par
Spy(x. Y) = Spl; (9 = Spy(3)

ouJ=Cx V;,' est |’ algébre de Jordan-Banach avec unité construite apartir del’ homotope
V;,' . Il suit de cette définition et du résultat correspondant pour les algébres de Jordan-
Banach (voir [6], [13], [15]) que Sp,(x,Yy) est un compact non vide de C et que O
est toujours dans Spy(x.y). De plus, il suit des propriétés du quasi-inverse ([10]) que
0# X € Spy(xy) & (A\1x,y) nest pas quasi-inversible & B(A™1x,y): V" — V' n'est
pas inversible. Ayant défini le spectre de tout élément (x,y) € V on est en mesure de
définir le rayon spectral comme pour les algebres de Jordan en posant

pv(x.Y) = sup{|A| : A € Spy(x.y)}.

REMARQUE 1. Voici un résultat qui nous sera tres utile dans la demonstration du
Théoreme 3.3 et qui caractérise le radical de Jacobson d’une paire de Jordan-Banach V,
asavoir: RadV* = {x e V*: py(x,y) =0Vy e V" }.

En effet, si x € RadV*, alors (x, \y) est quasi-inversible pour touty € V~ et \ € C.
Ainsi, Sp,(x.y) = {0} pour touty € V~, et donc py(x, y) = 0. L'autre inclusion vient du
fait ques py(x.y) < 1 aors(x,y) est quasi-inversible et plus précisément on a

o0
¥ =3 x™ avec XM = Quy™*.
n=1

LE CALCUL FONCTIONNEL HOLOMORPHE. S0itV une pairede Jordan-Banach, (x, y) €
V et G un voisinage ouvert de Sp,(x,y). Notons par H (G) I'algebre des fonctions
holomorphes sur G. Alorsil existe un homomorphisme d’ algebres de Jordan

ey H (G) — Vj tel que 1y gy — 1y; et ldg — x.

Deplus, I'homomorphisme nfy est continu relativement & latopol ogie de laconvergence
uniforme sur les compactsde G. Plus précisément,

nS/(f) =F(0) & F(x.y) € € x 5.
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f(x.y) = %/Mf()\) Res(x.y. A)d\ € V}

ou 9K est la frontiére d'une enveloppe K de Sp,,(x, y) dans G, et ou |’ on désigne par
Res(x.y, A) = A"\ ~1x)Y la résolvante généralisée aux paires de Jordan-Banach. En
procédant comme pour les algebres de Jordan-Banach, mais en tenant compte du fait
que O est toujours dans Spy(X, y), on obtient I'important théoreme suivant (on trouvera
plus de détails dans[8], [9] et [12]).

THEOREME SPECTRAL. S f est une fonction holomorphe de I'algebre H (G) alors
Spy (F(x. ). ¥) = F(Spy(x.)) — (0).

Une paire de Jordan V est dite non dégénérée s'il mexiste aucun x € V* tel que
Qx = 0 et semiprimitive lorsgue son radical de Jacobson RadV est nul. On dira aussi
quee = (e,e ) est unidempotent de V si Qe,e- = e, et Qe e = e_. En particulier
V se décompose en une somme directe de sous-paires V = Vy(€) & Vi(e) & Va(e),
relativement a e; ¢’ est ce qu’ on appelle la decomposition de Peirce. Il est bon de savoir
gu’ on peut toujours construire des idempotents dans une paire de Jordan a partir d'un
élement regulier. En effet, si a € V* est régulier, disons a = Qub, aors (a, Qpa) est
un idempotent. Un idempotent e de V est dit de division si le sous-espace de Peirce
V>(e) est une paire de Jordan de division, chague éément non nul (x,y) de V»(e) est
inversible. Une transformation structurelle entre deux paires de Jordan V et W est une
paire (f, g) d’ applicationslinéairesf: V* — W" et g: W~ — V™ vérifiant Qs = fQyg et
Qqy) = 9Qyf pour tout x € V* et tout y € W~. On indique ceci par (f,g):V = W. On
trouvera plus de détails dans[12].

SOCLE D’ UNE PAIRE DE JORDAN.. Un sous-espaceM C V* est dit idéal quadratique
si et seulement si QuVT C M. Puisqu’ on peut toujours remplacer V par V% = (V—, V)
il suffit de considérer les idéaux quadratiques de V*. Si x € V* alors [x] = Q«V~ est
appeléidéal quadratique principal déterminé par x. L'idéal quadratique engendré par X,
est (X) = Cx + [X]. Un idéal quadratique M est dit trivial s QuV~ = {0}; ce qui revient
adire que tout éément de M est un diviseur absolu de zéro. Un idéal quadratique M est
simples'il n'est pastrivial et s'il est minimal parmi touslesidéaux quadratiquesnon nuls
deV*. Ondiraqu’un élément x € V* est simple si (x) est un idéal quadratique simple.

DEFINITION 2.1 ([11]). Le socle de V est SocV = (SocV*, SocV™) oll SocV* est
la somme de tous les idéaux quadratiques simples et de tous les idéaux quadratiques
triviaux.

THEOREME 2.2 ([11]). Soit V une paire de Jordan non dégénérée.
(a) Un éément simple engendreun idéal simplede V.
(b) SocV est une somme directe d’idéaux simplesde V.

RESULTATS.

3. Caractérisation du radical d’une pairede Jordan-Banach. Oncommence par
généraliser lethéoreme de J. D. Newburgh ([1]) aux paires de Jordan-Banach.
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LEMME. Soit V une paire de Jordan-Banach. Alors la multifonction spectrale
(X, y) — Spy(x,y) est semicontinue supérieurement.

DEMONSTRATION. Supposonsau contrairequ’il existe un ouvert O du plan complexe
contenant Sp,,(Xo. Yo) et deux suites {x,} — Xo dansV* et {yn} — Yo dansV~ tel que
pour chaqueentier positif n, Sp,, (Xn, Yn) N' est pascontenu dansO. Alorsil existe unesuite
bornée de nombres complexes {an} C Spy(Xo. Yo) N (C — O). Sans perte de généraite
on peut supposer que { o, } converge vers un nombre complexe o n’ appartenant pasaO.
Donc o & Spy(Xo, Yo), ce qui revient adire que B(a~1xo. Yo) st un opérateur inversible,
mais B(ar, 1xn, Yn) converge vers B(axo, Yo) par continuité du produit triple, ce qui
contredit oy, € Spy/(Xn. Yn) poUr chague n, ¢ est-a-dire les opérateurs B(a;, 1xq, Yn) N
sont pasinversibles. ]

THEOREME 3.1. Soit V une paire de Jordan-Banach et (Xo, yo) € V. Soient O et U
deux ouverts disioints de C tels que Sp,,(Xo. Yo) € O U U et Spy(x0. Yo) N O # . Alors
il exister > Otel quesi ||x— Xo|| < ret|ly—yol <r,onaSp,(x.y)nO #0.

DEMONSTRATION. Par le Lemme la fonction (x,y) — Spy(X.y) est semicontinue
supérieurement sur V. Supposonslethéoremefaux: aorsil existeunesuite { (X, yn)} C V
qui converge vers (Xo, Yo) tel que Spy (X, Yn) C U pour tout entier positif n. Soit f la
fonction holomorphe définie sur OuUU qui vaut 1 sur O et O sur U. Le Théoréme spectral
pour les paires de Jordan-Banach nous permet d’ écrire f (xo, Yo) = limn_oo f(Xn, Yn), avec
f(Xn, Yn) = 0, cequi est contradictoire puisque Spy, (f (Xo. Yo). Yo) = f (Spv(xo, yo)) contient
1. [

Avant de démontrer le résultat principa de cette section, rappelons un théoreme trés
important d0 a Z. Stodkowski [17], qui donne des conditions équivalentes pour qu’ une
multifonction soit analytique. On considére un domaine D du plan complexe C et on nhote
par K (C) I’ ensemble des compacts non vides de C.

THEOREME (Z. Stopkowski [17]). Soit K: D — K (C) une fonction semi-continue
supérieurement. Dénotons par Q le complémentaire du graphe de K:

Q={(\.2: A eD,z¢ KW)}.

Les propriétés suivantes sont équivalentes:
a) K est analytique.
b) Lafonction (\. 2) — —logdist(z K())) est plurisousharmoniquesur Q.
¢) Q est un ouvert pseudoconvexede C?.

Cethéoreme de Z. Stodkowski est d’ une grande importance puisgu’il permet de rap-
procher la théorie spectrale et la théorie des ouverts pseudoconvexes. Pour une bonne
introduction a ce sujet (cf. [1], Chapitre 7). On démontre maintenant un théoreme fonda-
mental, qui nous permet d appliquer les méthodes analytiques dans les paires de Jordan-
Banach, en prenant pour K lafonction spectre dans le théoréeme de Z. Stodkowski.
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THEOREME 3.2. Soient V une paire de Jordan-Banach complexe, D un ouvert de C
et f. g deux fonctions analytiques sur D & valeurs respectivement dans les espaces de
BanachV* et V~. Alors \ — Sp(f ), g()\)) est une fonction analytique multiforme.

DEMONSTRATION. (i) Par le Lemme on sait d&a que cette multifonction est semi-
continue supérieurement.
(i) Nousalons montrer quel’ ouvert de C?

Q={(\2:AeD.zgSp(f(N).9)}
= {(\,2 : A € D,f(\) — Zl estinversible}

est pseudoconvexe. D’ aprés un critére bien connu (voir [18], p. 96), il suffit pour celade
construire une fonction W plurisousharmonique sur Q telle que

lim W\, 2 =oo.
X\2—0Q
Posons .
(.2 = [(VE) I = [272B(z (). 90) |
et

W\, 2) = DO\, 2) — logdist(), a D),

qui sont deux fonctions plurisousharmoniquessur Q. Supposons maintenant que (An, zn)
convergevers (Ao, 2o) € 0 Q.
(1) Si Ao € 9D dorsonatout de suite

lim W(\n, z,) = ococar lim —logdist(A\g, d D) = oco.
n—oo N—oo
(2) SinononaXp € D et
liminf d(\n, z,) < oo.
n—oo
En effet, si cen’ était pasle cas, il existerait une sous-suite (An, , ,,) € Q €t une constante
positive M tels que
_ _ -1
q)()‘nk‘an) = HanzB(anlf(Ank), g()\nk)) H <M.

Posons
1

$=7%B(%00).900) e S=7B(Z (). 90Mn)) -

En écrivant
=S+ -S=S(1+SHS - ).
ou
ISH S — I <M[IS— S <1
pour k assez grand, on déduit que S est un opérateur inversible, ce qui est contradictoire.
Donc
liminf ®(\n, z,) = 00
n—oo

et encore une fois nous avons
liminf W(\n, z,) = oo. n
n—oo
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APPLICATION. On donne dans ce qui suit une caractérisation du radical d’une paire
de Jordan-Banach similaire & celle donnée par B. Aupetit dans [2] pour les algébres de
Jordan-Banach ou il est démontré qu’un éément a d’ une algébre de Jordan-Banach J
appartient aRadJ si et seulement si sup{p(x +ta) < oo,t € C} quel que soit x € J.

THEOREME 3.3. Soit V = (V*, V™) une paire de Jordan-Banach complexeet (a. b) €
V. Alors(a, b) € Rad(V) si et seulement si sup{py(Xx+ta,y+tb) : t € C} < oo pour tout
(xy) €V.

DEMONSTRATION. Par la Remarque 1 on aRadV* = {x € V* : py(x.y) = OVy €
V~}. D'autre part d aprés[10, 4.18] onaRad V* = My (g Rad V. Soit (a, b) € RadV
et montrons que py(x +ta, y + th) < oo pour tout t € C et quel que soit (x,y) € V. Par
définition (a,b) € RadV si et seulement si a € RadV* et b € RadV~. D’autre part,
pv(X+ta y+tb) = p\/;ﬂb(x +ta). Comme a € RadV* équivaut aa € RadV; pour tout z
non nul de V—, en posant J =V, il suit que Sp(x + ta) = Spx quel que soit a € Rad V]
puisquecerésultat est valide pour lesalgebresde Jordan [2]. En particulier, py(X+ta, 2) =
pv:(X+ta) = p(X) = p(x. 2), quel que soit (x.2) € V. Par conséquent py (X + ta. z) < oo
et comme py(X +ta,2) = pyoe(z X + ta), il suffit de prendre z = y + tb et on obtient
pver(Y+tb, x+ta) = py(x+ta, y+th) = py(X, y+tb) = py(X, y) < oco. Il enrésulteque(a, b) €
RadV entraine py(x+ta, y+tb) = py(X, y) < oo pourtoutt € C et quel quesoit (x.y) € V.
Réciproguement, supposonsque sup{ py(x+ta. y+th) : t € C} < oo pourtout (x,y) € V.
Par le Théoréme 3.2 la fonction \ — Sp(f(/\), g(/\)) est analytique multiforme; ainsi
lesfonctions A — pv(f(A).g(A)) et A — log py(f(X). g())) sont sousharmoniques. Par
conséquent, onat — py(X+ta, y+tb) est unefonction sousharmoniquebornéesur C, quel
guesoit (X, y) € V. Par lethéoréme de Liouville pour les fonctions sousharmoniqueselle
est constante. Autrement dit py(X+ta, y+tb) = py(X, y) pour toute paire (X, y) € V et pour
toutt € C. Enposanty = —tb on obtient 0 = py(X + ta, 0) = py(x, —tb) pour tout x € V™.
Il suit de la Remarque 1 que tb € RadV~, donc b € RadV~. Maintenant, le méme
argument utilisé avec x = —ta donne py(0. y + th) = py(—ta,y) = O pour touty € V~. II
enrésulte queta € RadV* donca € Rad V*. Ce qui termine la démonstration. "

COROLLAIRE 3.4. Soita € V*. Alors(a, 0) € RadV si et seulement si py(X+1ta,y) <
oo pour toutt € C et pour touty € V™.

DEMONSTRATION. Découle directement du Théoréme 3.3 en prenant b = 0. ]

4. Unthéoréemedestructure. Soit V une paire de Jordan-Banach. On suppose que
le spectre de toute paire est dénombrable. Alors on montre quele socle de V est non nul.

LEMME 4.1. Soit V une paire de Jordan-Banach et (x,y) € V. Supposons que
Spy (%, y) est une réunion de deux ensembles non vides fermés et digoints. Alors V
contient un idempotent non nul.
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DEMONSTRATION. PosonsSpy(x,y) = SUS; avec S, S; fermés, disjoints, non vides
et 0 € &. On utilise le caleul fonctionnel holomorphe dans I’ algébre de Jordan-Banach
unitaire J = € x Vy (voir [15]). D’abord la fonction holomorphe définie sur S U S,
qui vaut O sur S et 1 sur Sy, se prolonge en une fonction holomorphe f = 2 dans un
voisinage de Spy(x.y) = Sp;(X). Soit f(X) = « & a € J la projection spectrale associée
a'S; (dans J). On voit facilement que o = f(0) = 0. Il suit dea = a = Qay que a est
régulier et donc on peut construire un idempotent non nul (a, Qya) € V. ]

REMARQUE 2. Enfait, par le lemme qui précede on construit deux idempotents non
nuls qu’on notera par € = as (X.y) = (p. Qyp) et € = 35, (X.y) = (Qxa. q) obtenus par
le calcul fonctionnel holomorphe respectivement dans les algebres de Jordan-Banach
A=CxVyetB=CxVy.Ceci permet d obtenir le résultat qui suit sur |ladécomposition
spectrale de Peirce.

THEOREME 4.2 ([9]). Soient V une paire de Jordan-Banach, (x,y) € V tel que
Spy(X.y) = SUS avec Sy, S des ensembles non vides fermés et disjoints. Considérons
I'idempotent (p, Qyp) €t POSONSX =Xo D X1 B X ety = Yo B Y1 D Yo avecx;, y; € Vj =
Vi(e),j =0,1,2. Alorsxg = 0, y1 = 0 et Spy, (X0, Yo) = Spy(Xo Y) = Spy(X, Yo) = S, €t
Spy, (X2, ¥2) = Spy(X2, Y) = Spy (X, ¥2) = S1U{0}.

Le résultat qui suit est une extension aux paires de Jordan-Banach d’un théoreme
établi dans[5] pour les algebres de Banach associatives et dans[3] pour les algebres de
Jordan-Banach.

THEOREME 4.3. Soit V une paire de Jordan-Banach semiprimitive, et 0 #y € V™ tel
que Spy(x, y) est fini ou denombrable pour chaque x € V*. Alorsle socle de V est non
nul.

DEMONSTRATION. L'algebre locale Vy de V en'y, définie par Vy = Vy / ker(Qy), ou
Vy est le y-homotope de V* et ker(Qy) est un idéal fermé (voir [7, (1.2.4ii)]), est une
algébre de Jordan semiprimitive [7, (3.1ii)]. Il est clair que Sp(x. Vy) C Spy(X.y) pour
tout x € V*. Donc tout &ément de Vy a un spectre fini ou dénombrable. 11 suit de [3,
Théoréme 11] que le socle de Vy, est non nul, et par [7, (2.1.5)] le socle de V est aussi
non nul. ]

On utilisera le théoreme qui précede pour établir un théoréme de structure qui car-
actérise les paires de Jordan-Banach a spectre dénombrable.

DEFINITION 4.4. Soit V une paire de Jordan-Banach semiprimitive. Consi-
dérons le morphisme canonique ¢:V — V/SocV:(x.y) — (X.y). Alors I(V) =
¢~*(Rad(V/SocV)) 2 SocV est un idéal non essentiel.

Ondiraque(x,y) € V est Rieszsi Sp,(x,y) \ {0} est discret. Aussi ondiraqueV est
Riesz si toute paire (x.y) de V est Riesz. Un élément x € V* est dit proprement Riesz si
(X,y) est Riesz pour tout y € V™. Les &léments proprement Riesz de V~ sont définis de
fagon analogue. On désigne par pR V° I’ ensemble des & éments proprement Riesz de V°
etonposepR V = (pR V*. pR V~). Deméme on note par pF V I ensemble des & éments

https://doi.org/10.4153/CMB-1997-058-9 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CMB-1997-058-9

CARACTERISATIONS SPECTRALES 495

de V a spectre proprement fini. On rappelle aussi que si | est un idéal de V, on note par
kh(l) I'intersection de tous les idéaux primitifs qui contiennent I.

THEOREME 4.5 (CARACTERISATION DE (V) [9]). Soit V unepairede Jordan—-Banach,
L un idéal proprement Riesz de V et notons par ¢:V — V/E I homomor phisme
canonique. Posons | = ¢~%(Rad(V/L)) 2 L. Alors| C pRV, et pour (x.y) € | et
A € Spy(xy) \ {0}, lesidempotents oy, (X, y) €t 5,3(x,y) sont dansL.

COROLLAIRE 4.6. Soit V une paire de Jordan-Banach semiprimitive. Alors I (V) est
le plus grand idéal de Riesz dansV et contient tout idéal quadratique constitué par des
éléments proprement Riesz. En fait on a I’ égalité (V) = kh(Soc V) = kh(Soc V).

DEMONSTRATION. Puisque V est semiprimitive on a SocV C pFV en vertu du
Theoréme 3.6 de[12]. Donc SocV C pR V et par le théoreme précédent laméme chose
alieu pour I(V). Le reste vient du Théoreme 2.6 de[9]. ]

DEFINITION 4.7. Un systéme de Jordan-Banach semiprimitif est dit modulaire anni-
hilateur si le quotient V /SocV est radical.

THEOREME 4.8 ([9]). Soit V une paire de Jordan-Banach semiprimitive. AlorsV est
modulaire annihilatrice si et seulement si V est Riesz.

DEMONSTRATION. Par définitiondel(V) onaV/SocV est radicalesi et seulement si
V = I(V). Puisque I (V) est unidéal, ceci alieu si et seulementsi V = pR V. "

On démontre dans ce qui suit un théoreme de structure pour les systémes de Jordan-
Banach a spectre dénombrable. Ce résultat englobe celui obtenu par B. Aupetit dansle
cas des algebres de Banach associatives ainsi que la généralisation de ce dernier au cas
Jordan obtenue par B. Aupetit et L. Baribeau [3].

THEOREME 4.9. Soit V une paire de Jordan-Banach complexe et semiprimitive oll
le spectre de chaque élément (x.y) € V est au plus dénombrable. On suppose aussi
que V est séparable (V* et V~ sont des espaces de Banach séparables). Alorsil existe
un ordinal o de premiére ou deuxieme classe et une suite de compositions (I )e<e,
d'ideaux fermésdeV tellequelo = RadV, |, =V et 1441/ 1, est modulaireannihilatrice
pour o < .

DEMONSTRATION. Par le Corollaire 4.6 1(V) = kh(Soc V) pour toute paire de Jordan-
Banach semiprimitive. Notonstout de suite que puisque | (V) est un idéal alorskh(SocV)
est une paire de Jordan-Banach a spectre avec au plus 0 comme point d’ accumulation.
OnposeVp = V/RadV =V et V; = V/ kh(Soc Vo) = V/ kh(SocV) = V/I(V). Pour
n > 1 on pose Vy = Vh_1/ kh(SocV,-1). Soient ¢1 la projection de V sur V; et T, la
projection de V;, sur V1. Par induction on peut définir pour tout n un homomorphisme
¢ndeV sur V, par ¢n = mn—1 0 ¢n_1 €t on pose I, = ker(¢n). On désigne par Q laclasse
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des ordinaux de premiéere ou deuxieme classe. On peut alors étendre la construction qui
précede atout o € Q comme suit:
- S« n'est pas un ordinal limite, on pose V, = V,_1/kh(SocV,_1) et ¢o =
Ta—10 Pgq—1 OU T,—1 €St le morphisme canoniquedeV,_1 surV,, et 1, = ker ¢(«).
- Si aestunordinal limite, onprend |, = kh(Us<ql3), Vo = V/I1, €t ¢, lemorphisme
canoniqueu:V — V/l,.

Il est anoter que les paires de Jordan ainsi construites sont toutes semiprimitives et a
spectre dénombrable. D’ autre part, les idéaux |, forment une suite croissante d’idéaux
fermés (noyaux de morphismes continus). D’ apréslethéoreme deKuratowski ([1] p. 113)
cette suite sestabiliseapartir d’ un pluspetit ordinal og. Onaalors{(0,0)} = lyg+1/lag =
kh(SocV,,). Par le Théoréme 4.3 on sait que SocV,, est non nul si V,, est non nul. Il suit
aorsqueVy, = {(0.0)}, d'ou |y, = V. Dautre part, lo+1 /1, = kh(SocV,) est une paire
de Jordan-Banach semiprimitive car Rad kh(Soc V,,) = kh(SocV,) " RadV,, = {(0, 0)}.
De plus, le spectre de tout &éément de kh(SocV,,) aau plus 0 comme point limite. Donc
par le Théoreme 4.8, 1,41/ |, est modulaire annihilatrice pour tout o < axo. n

COROLLAIRE 4.10 (B. AUPETIT ET L. BARIBEAU [3]). Soit A une algebre de Banach
associative (ou bien une algébre de Jordan-Banach) & spectre dénombrable. On suppose
deplusque A est séparable. Alorsil existe un ordinal o de premiére ou deuxiéme classe
et une suite de compositions (I 4)a<aq, d' idéaux fermésde Atelle quelp = Rad A, I, = A
et l,+1/ 1, est modulaire annihilatrice pour tout o < a.

DEMONSTRATION. On considerelapaire de Jordan-BanachV = (A, A) et on applique
le théoréme précédent avec les bonnes définitions. ]

REMERCIEMENTS. Jeremerciel’ arbitre pour toutes ses suggestionsqui ont contribué
aaméliorer laprésentation généralede cet article et aussi pour m’ avoir communiquéune
démonstration directe et plus simple du Théoreme 4.3.
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