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SUR LA CONVERGENCE PRESQUE PARTOUT 
DES SUITES DE FONCTIONS MESURABLES 

D. BUCCHIONI ET A. GOLDMAN 

L'objet de cet article est de donner quelques résul tats concernant la s t ructure 
des suites de fonctions mesurables sur un espace mesuré abs t ra i t (X, 2 , /x), 
le théorème principal é tan t le suivant : 

T H É O R È M E (A). Soit (fn) une suite de fonctions mesurables sur un espace 
mesuré (X, 2 , n) dont aucune sous-suite ne converge presque partout. Il existe 
alors un élément Y Ç 2 , M ( F ) > 0, deux nombres r Ç R, ô > 0 et une partie 
infinie M deN tels que, pour tout i Ç 2 , A C F, n(A) > 0 et pour toute partie 
infinie L C P . S . M (c'est-à-dire L\M est fini), on puisse trouver x et y £ A 
vérifiant fn(x) > r + ô et fn{j) < r pour une infinité d'indices n £ L. 

Une fois établi un critère de non mesurabil i té pour les fonctions numériques, 
la méthode utilisée fait appel à des techniques analogues à celles développées 
par Odell et Rosenthal [4; 5; 6] pour l 'é tude des fonctions de la première classe 
de Baire. La théorème (A), dont l 'énoncé est par lui-même assez peu suggestif, 
permet d 'obtenir , en a d m e t t a n t l 'hypothèse du continu, une caractérisation des 
ensembles simplement compacts de fonctions mesurables sous la forme suivante : 

T H É O R È M E (B). Supposons que card 2 ^ 2 N o ; alors, avec l'hypothèse du con­
tinu, tout ensemble A de fonctions mesurables, compact dans R x et séparé pour la 
topologie STm de la convergence en mesure, est compact pour 3^m. 

Des résultats de ce type (et d'ailleurs plus généraux) ont été obtenus par 
une méthode to ta lement différente par D. H. Fremlin [2]. Toutefois, la méthode 
développée par Fremlin ne s 'applique que pour des mesures de Radon et ainsi, 
même dans le cas où la tr ibu 2 est dénombrablement engendrée et la mesure \x 
bornée, elle ne redonne pas le théorème (B) . 

Enfin, par analogie aux t ravaux récents de Odell, Rosenthal [4; 6] et Haydon 
[3] consacrés à l 'étude des espaces de Banach contenant l 'espace llÇN), on 
donne quelques précisions sur les suites de fonctions mesurables qui possèdent 
une sous-suite équivalente (pour la norme de l 'espace Lœ(X, 2 , JU)) à une base 
de ll(N). On retrouve ainsi, sans utiliser la convexité, le théorème (4.2) de 
Haydon [3] suivant lequel un espace de Banach X ne contient pas de sous-
espace isomorphe à / ! (N) si et seulement si tou t élément x" Ç X" est une 
fonction universellement mesurable sur la boule unité K de X', (munie de la 
topologie faible o{X', X)). 

Reçu le 14 mars, 1977. 
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Dans tout ce travail, on désigne par (X, 2, /x) un espace mesuré abstrait; la 
mesure /x est toujours supposée positive et bornée. Lorsque Ton parle de fonc­
tions numériques mesurables, c'est toujours relativement à la tribu 2 et à la 
tribu borélienne 38 de R. Signalons encore que pour deux parties infinies M et 
L de N, la notation L CD.S. M (L inclus presque sûrement dans M) signifie 
que l'ensemble L\M est fini; de plus, pour toute partie A d'un ensemble T, 
on désigne par Ac le complémentaire de A dans l'ensemble T. 

1. Un critère de non mesurabilité. Avant d'aborder l'étude proprement 
dite des suites de fonctions mesurables, nous allons établir un critère parti­
culièrement maniable de non mesurabilité pour les fonctions numériques 
définies sur un espace mesuré (X, 2, xx). On rappelle que la mesure /x est tou­
jours suposée positive et bornée. 

Supposons tout d'abord que la tribu 2 est complète et soit B une partie 
quelconque de X. Il est clair que si B n'appartient pas à 2, il existe F £ 2, 
n(Y) > 0 de sorte que pour tout A C Y, A £ 2, tx(A) > 0 on ait A C\ B ^ 0 
et A Pi (Y\B) ?± 0. Cette propriété se généralise au cas d'une fonction numé­
rique de la manière suivante: 

(1.1) THÉORÈME. Soit (X, 2, /x) un espace mesuré complet et soit f : X —» R 
une fonction numérique non mesurable relativement à la tribu 2 et à la tribu 
borélienne 38 oie R. Alors la propriété suivante est réalisée: 

(P) Il existe Y Ç 2, /x(F) > 0 et deux nombres r Ç R, ô > 0 tels que pour 
tout A Ci Y, A G 2, ii{A) > 0, on puisse trouver x et y G A vérifiant f(x) > 
r + ôetf(y) < r. 

Preuve. En effet, si / est une fonction non mesurable, il existe un réel r tel 
que l'ensemble f~l(\r, +oo )) n'appartienne pas à 2. En vertu de la remarque 
qui précède le théorème, il existe Z G 2, xx(Z) > 0 tel que pour tout A C. Z, 
A Ç 2, n(A) > 0, on ait deux points x et y dans A tels que/(x) > r etf(y) ^ 
r. Nous affirmons qu'il existe F G 2, Y C Z, /x(F) > 0 et un réel ô > 0 tels 
que la condition (P) soit vérifiée avec (F, r, ô). En effet, dans le cas contraire, 
pour tout e > 0 et tout A C Z, il existe B Ç 2, B C A, y.{B) > 0 vérifiant 
f(x) < r + e pour tout x G B. Fixons e = 1/p et considérons les familles 
38 = {^îPj d'éléments de 2 inclus dans Z, de mesure non nulle, deux à deux 
disjoints et tels que/(x) < r + 1/p, pour tout x Ç ^,p . Ordonnons les familles 
«â? par inclusion; il est facile de voir qu'il existe un élément maximal 38m. 
La mesure \x étant bornée, la famille 38m est dénombrable et le caractère maxi­
mal de 38m assure que Nv = Z\{JBne@mBn est négligeable. Soit N = UP NP\ 
pour tout x Ç Z\xV, on a/(x) < r + 1/p, quel que soit p ^ 1, donc/(x) ^ r; 
ceci est absurde puisque /x(Z\xV) > 0. 

Inversement, que la tribu 2 soit complète ou non, le critère (P) est une 
condition suffisante pour qu'une fonction numérique définie sur l'espace mesuré 
(X, 2, /x) soit non mesurable relativement à la tribu 2 et à la tribu borélienne 
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Se de R. Ce point est tout à fait évident s i / est une fonction indicatrice d 'en­
sembles. Dans le cas général, il nécessite toutefois une démonstra t ion. 

(1.2) T H É O R È M E . Pour qu'une jonction numérique f définie sur un espace 
mesuré quelconque (X, 2 , JU) soit non mesurable relativement à la tribu 2 et à la 
tribu borélienne 38 de R, il suffit qu'elle vérifie la condition (P) du théorème (1.1). 

Preuve. Supposons tout d 'abord q u e / soit de la forme ^J[ak lEk, où les Ek 

forment une part i t ion de X; il est facile de voir qu'il existe un indice k tel que 
Ek d 2 , donc / n 'est pas mesurable. Considérons ma in tenan t une fonction / 
quelconque vérifiant le critère ( P ) . Si on s u p p o s e / mesurable, il existe une suite 
(fn) de fonctions étagées mesurables qui converge presque uniformément v e r s / . 
Fixons e > 0 tel que n(Y) > e; on peut t rouver Yt £ 2 , JJL(Y\Y() ^ e/2 et un 
entier n ^ 1 tel que | | / — /w | | rÉ ^ 5/4. On en dédui t que la fonction /„ vérifie 
également le critère (P) avec (Y C\ Yt, r + 5/4, ô/2) , d 'où la contradict ion. 

Remarquons que lorsque la mesure /x est intér ieurement régulière relative­
ment à une classe *$ d 'éléments de 2 , c'est-à-dire lorsqu'on a: 

n(A) = Sup {n(B);B CA,B £ V} 

pour tout A G 2 , alors, aussi bien dans l 'énoncé du théorème (1.1) que dans 
celui du théorème (1.2), on peut supposer que Y appar t i en t à ^ et que les 
ensembles A C Y, n(A) > 0 sont aussi choisis dans fâ. En particulier, lorsque 
}JL est une mesure de Radon sur un espace topologique T, on a le résul ta t su ivant : 

(1.3) COROLLAIRE. Soit JU une mesure de Radon sur un espace topologique T. 
Pour qu'une application / : T —» R ne soit pas ^-mesurable il faut et il suffit 
qu'elle vérifie le critère suivant: 

(PR) Il existe un compact KQ de T, n(K0) > 0, et deux nombres r G R, à > 0 
tels que, pour tout compact K C K0, n(K) > 0, on puisse trouver x et y G K 
vérifiant f{x) > r + ô etf(y) < r. 

2. Sur les va leurs d ' a d h é r e n c e d ' u n e s u i t e de f o n c t i o n s m e s u r a b l e s . 
On se propose d'utiliser une technique, inspirée par les t r avaux de Odell et 

Rosenthal [4; 5 et 6], pour étudier les suites de fonctions réelles mesurables 
a d m e t t a n t des valeurs d 'adhérence (pour la topologie de la convergence simple) 
non mesurables. D 'une manière générale, lorsqu'on désire construire des fonc­
tions non mesurables, on se ramène nécessairement soit à une construction du 
" t y p e Vi ta l i" (utilisant l ' invariance de la mesure par t rans la t ion) , soit à une 
construction du " t y p e Bernste in" (c'est-à-dire par récurrence ordinale) . Une 
étude des suites de fonctions mesurables par la "méthode Vita l i" est effectuée 
par Fremlin dans [2] qui obt ient comme résul tat principal le théorème suivant : 

(2.1) T H É O R È M E (Fremlin) . Soit (X, 2 , JLI) un espace mesuré parfait et soit 
(fn) une suite de fonctions mesurables. Alors, l'une des deux conditions suivantes 
est réalisée: 
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(a) II existe une sous-suite (fnje) qui converge presque partout. 
(b) II existe une sous-suite (fnk) dont aucune valeur d'adhérence (pour la 

topologie de la convergence simple sur X) n'est mesurable. 

La "méthode Vital i" a l ' inconvénient d 'être basée sur les propriétés de la 
mesure de Haar , et de ce fait, son domaine d'efficacité est limité au cas topologi­
que. D'ailleurs, à part ir du moment où l'on suppose que l'espace mesuré 
(X, 2 , jit) est parfait, il est aisé de t ransporter le problème envisagé dans le 
théorème (2.1), dans le cadre d 'un espace du type (RN , 38 v, v), où v est une 
mesure de Radon sur l'espace RN , et où 38 v désigne la tribu borélienne com­
plétée pour v. Ce point de vue ne nous semble pas être clairement explicité dans 
[2] ; établissons-le. Fixons une suite (fn) de fonctions mesurables et considérons 
l 'application / : X —• R N définie par I(X) = (fn(x))', I est évidemment 
mesurable relativement à la tribu 2 et à la tribu borélienne 38 de RN . On 
n o t e r a ^ # l'ensemble des parties A de RN telles que I~l(A) appar t ienne à 2 
et on désignera par v la mesure image du /x par l 'application / . Il est clair que 
les applications fn se factorisent à t ravers RN sous la forme fn = pn° o / avec 
Pn — Pn X l/(x)> (Pn est la projection sur R relative à l'indice n ^ 0) . De 
même, s i / est une valeur d'adhérence de la suite (/„) pour la topologie de la 
convergence simple sur X,f peut se met t re sour la forme g o I, où g : RN —> R 
est une valeur d'adhérence de la suite (pn°). Le résultat suivant justifie nos 
affirmations: 

(2.2) PROPOSITION. Lorsque l'espace mesuré (X, 2 , /x) est parfait, les condi­
tions suivantes sont réalisées : 

(a) La tribut coïncide exactement avec la tribu complétée 38 v; 
(b) La fonction f_est mesurable relativement à 2 si et seulement si la fonction g 

est mesurable pour 38 v; 
(c) Pour qu'une sous-suite (f„k) converge presque partout il faut il suffit que la 

sous-suite (Pnk°) correspondante converge v-presque partout. 

Preuve, (a) Désignons par ([/„) une base d 'ouverts de RN , la fonction boré­
lienne h = XI 3~n lc/n permet de plonger l'espace measurable (RN , 38) dans 
l'espace (R, 38$), où 38\ est la tribu borélienne de R. L'espace (X, 2 , JJL) é tan t 
parfait, pour tout A £ *Jt, il existe deux boréliens B C A et B' C R N \ / l = 
Ac de sorte que l'on ait ^(I~l{B)) = n(I-*(A)) = v(B) et ix(I-l{Bf)) = 
tx(I-l(Ac)) = v(B'); a i n s i ^ # = 38v. 

(b) C'est une conséquence immédiate de (a). 
(c) Soit D l 'ensemble des points de X où la suite (f7lk) converge; on a alors 

D = I~l(I{D)) et de même R\D = Dc = I~l{I(Dc)) = I-'(I{D)C). Il en 
résulte que les ensembles 1(D) et I(D)C appar t iennent à 38v, ce qui suffit. 

Passons main tenant à l 'étude des suites (fn) en utilisant le procédé ordinal. 
L'espace (X, 2 , /x) est un espace mesuré abstrai t quelconque, néanmoins la 
mesure /x est toujours supposée positive et bornée. Commençons par faire la 
remarque élémentaire suivante, qui sera essentielle pour la compréhension de 
ce qui suit: 
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(2.3) PROPOSITION. Supposons que Vespace mesuré (X, 2 , /x) soit complet et 
soit} une valeur d'adhérence non mesurable de la suite (fn). Il existe alors Y G 2 , 
jn(F) > 0 et deux nombres r G R, 8 > 0 tels que, pour tout A C Y, A G S, 
M 04 ) > 0 on puisse trouver deux points xety G 4̂ vérifiant: 

fnipc) > r -\- ô pour une infinité d'indices n G N , et 

fp(y) < r pour une infinité d'indices p G N . 

Preuve. C'est une conséquence immédiate du critère (P ) énoncé dans le 
théorème (1.1). 

Or, il s 'avère que si la suite (fn) de fonctions mesurables n 'a aucune sous-suite 
convergeant presque par tout , la condition énoncée dans la proposition (2.3) 
est précisément réalisée (on obt ient en fait une condition un peu plus forte). 
Ce point est loin d 'être trivial et, avan t de l 'établir, nous allons donner quel­
ques résultats intermédiaires. Donnons tou t d 'abord un résul tat de mesurabi-
lité basé sur les propriétés de l 'opération (A) de Souslin. 

(2.4) PROPOSITION. Soit (fn) une suite de fonctions mesurables et soit M une 
partie infinie de N . Alors pour tout r G R et tout ô > 0, l'ensemble KM des points 
x G X pour lesquels il existe deux parties infinies P et P' de M telles que fn(x) > 
r + ô pour tout n G P et fn(x) < r pour tout n G P', appartient à la tribu 
complétée S. 

Preuve. Qui t te à renuméroter les points, on peut supposer que M = N. 
Pour toute suite finie d 'entiers 5 = (nu • . . , nk), on pose 

Hs= {x£ X;fnj(x) > r + ôj = 1, . . . , * } . 

Il est clair que si l'on a 5 < sf (s est une section commençante de s') alors 
H S' C H s- Ainsi, l 'application 5 —> Hs est un système dé te rminan t sur S. 
Pour toute suite infinie a G (N*)N* = / , posons 

Hff=HHs et Ki = U H9. 
s<o- aÇ, I 

On construit de manière identique un ensemble K\ à par t i r des ensembles 
H s' = {̂  G X; fnj(x) < r, j = 1, . . . , k}. Les ensembles Kx et K\ résul tent 
de l 'opération (A) appliquée à des éléments de S; or on a K^ — K\ C\ K\ , 
d 'où le résultat . 

Supposons de plus que la suite (fn) n 'a aucune sous-suite qui converge pres­
que pa r tou t ; on a alors la précision supplémentaire suivante : 

(2.5) PROPOSITION. Soit (fn) une suite de fonctions mesurables dont aucune 
sous-suite ne converge presque partout. Il existe une partie infinie M' de N et deux 
nombres r G R, à > 0 tels que pour toute partie M Cp.s. M', l'ensemble KM soit 
de mesure extérieure IJL*(KM) non nulle. 

Preuve. La démonstra t ion suit à quelques var iantes près une idée de Dor [1]. 
En numéro tan t les couples de rationnels, on peut écrire O X Q + = { (rn, àn)}n. 
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En raisonnant par l 'absurde, on fabrique par récurrence une suite (Mn) de 
parties infinies de N telle que Mn+i Cp.s. Mn et telle que, pour chaque n, on 
a i t iJL*(KMn) = 0. (L'ensemble KMn est associé au couple (rn, ôn)). Avec le 
procédé diagonal, on peut trouver une partie infinie M de N telle que M Cp.s. 
Mn, pour tout n. On va montrer que la suite (fn), n £ M, converge presque 
par tout , d'où la contradiction. En effet, dans le cas contraire, désignons par A 
l 'ensemble des points x £ X pour lesquels la suite ( / n (#) ) , n £ -M, ne converge 
pas; c'est un élément de 2 de mesure non nulle, donc on peut trouver un point 
x0 £ A\{Jn KMn. Comme la suite (fn(xo)) ne converge pas, il existe (r, <5) £ 
0 X 0 + tel que: 

Hm_/fc(x0) < r < r + 8 < limfk(x0). 

Soit n tel que (r, ô) = (rn, ôn). Le point x0 n 'appar t ient pas à KMn et on a 
M Cp.s. ^n> donc l 'une au moins des inégalités suivantes est vérifiée: 

lim/,fc(xo) S r + à ou lim/ fc(x0) è r 

ce qui est absurde. 

Donnons finalement le résultat essentiel de ce paragraphe qui n'est pas, 
bien-sûr, sans évoquer le résultat analogue de [6]. 

(2.6) T H É O R È M E . Soit (fn) une suite de fonctions mesurables dont aucune sous-
suite ne converge presque partout. Il existe alors une partie infinie M de N et 
deux nombres r £ R, <5 > 0 tels que pour toute partie infinie L Cp.s. M, on ait 

n*(KM) = f(KL) > 0. 

Preuve. En raisonnant par l 'absurde, on construit par récurrence transfinie 
une famille (Ma), a £ [0, coi[, de parties infinies de N telles que, pour a < /3 < 
wi on ait ^ Cp.s. Ma et M* (KMa\KM0) > 0. La famille (KM^KM^), 
a £ [0, coi[, est alors formée d 'une infinité non dénombrable d'ensembles deux 
à deux disjoints de mesure str ictement positive; comme la mesure /x est bornée, 
on a une contradiction. Reste à construire la famille (Ma) ; supposons la con­
struction réalisée pour tout ordinal 0 < a: 

Premier cas: a est de la forme 0 + 1; comme la partie M$ ne convient pas, 
il existe une partie infinie de N, notée Ma, telle que Ma Cp.s. Mp et telle que 
V*(KMfl\KMa) > 0. 

Deuxième cas: a est un ordinal limite; la famille (Mp), 0 < a, é t an t dé­
nombrable et telle que My Cp.s. M& pour 0 < y < a, le procédé diagonal per­
met de trouver une partie infinie Ma Cp.s. M$, pour tout 0 < a. 

Par ailleurs, si a et 0 sont deux ordinaux quelconques tels que a < 0 < coi, 
on a de façon évidente KMa\KMa+1 C KMa\KMf3, donc M * ( ^ / a V ^ a + 1 ) ^ 
id*(KMa\KMf3); or, par construction, il est clair que p*(KMa\KMa+1) > 0, ce 
qui suffit. 
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Le théorème (2.6) permet enfin d 'obtenir le résul tat annoncé un peu plus 
tôt , à la suite de la proposition (2.3). 

(2.7) COROLLAIRE. Soit (fn) une suite de fonctions mesurables dont aucune 
sous-suite ne converge presque partout. Il existe F G 2 , n(Y) > 0, deux nombres 
r G R, à > 0 et une partie infinie M de N tels que, pour toute partie infinie 
L Cp.s. M et pour tout A G 2 , A C Y, n(A) > 0, on puisse trouver x et y G A 
vérifiant fn(x) > r + d et fn(y) < r pour une infinité d'indices n G L. 

Preuve. Il suffit de prendre pour Y un élément de 2 contenant KM et de 
même mesure. En effet, soit L une part ie infinie telle que L Cp.s. M et soit A 
un élément de 2 inclus dans Y tel que 11(A) > 0. Comme on a /!*(KL) = JU( Y), 
il est clair que l 'ensemble 4̂ P\ KL n 'est pas vide, donc il existe un point x G A 
et une part ie infinie IJ C £ tels q u e / n ( x ) > r + ô pour tou t n G L' . Pour les 
mêmes raisons, l 'ensemble A C\ KL> n 'est pas vide, ce qui prouve l 'existence 
d 'un point y G A et d 'une part ie infinie L" de L' tels que/n(;y) < r (etfn(x) > 
r + <5), pour tou t n G L"'. 

Remarque 1. Associons à tou te fonction fn les ensembles 

A + = {x G X ; / „ ( * ) > r + 0} et 4 n - = {x G -Y; / n ( s ) < r} , 

et supposons que la suite (fn) n 'a i t aucune sous-suite qui converge presque 
par tout . Si M désigne la part ie infinie de N obtenue avec le théorème (2.6), 
il est facile de voir qu 'aucune sous-suite de (l^n+), n G M, (resp. ( l ^ n - ) , 
n G M), ne converge presque par tou t . 

3. E n s e m b l e s s i m p l e m e n t c o m p a c t s de f o n c t i o n s m e s u r a b l e s e t 
l ' h y p o t h è s e d u c o n t i n u . Dans ce paragraphe nous allons donner, moyennan t 
l 'hypothèse du continu, quelques applications du théorème (2.6) à des résul tats 
de compacité dans les ensembles de fonctions mesurables. On suppose que 
l'espace mesuré (X, 2 , /x) vérifie la condition de cardinali té card S ^ 2K o , où 
2 désigne l 'ensemble des part ies A G 2 de mesure non nulle; c'est par exemple 
le cas lorsque la tribu S est dénombrablement engendrée. 

(3.1) T H É O R È M E . Soit (fn) une suite simplement bornée de fonctions mesurables 
dont aucune sous-suite ne converge presque partout. Alors, avec Vhypothèse du 
continu, il existe une fonction non mesurable f qui est valeur d'adhérence de la 
suite (fn) pour la topologie de la convergence simple. 

Preuve. On considère la sous-suite (fn), n G M, où M est la part ie de N 
obtenue avec le théorème (2.6), et on désigne par F u n élément de 2 con tenan t 
KM et de même mesure. Moyennan t la condition de cardinali té sur Z et avec 
l 'hypothèse du continu, on peut indexer les parties A G S, A C Y, n(A) > 0, 
par les ordinaux a G [0, a>i[. On construi t alors par récurrence transfinie une 
famille (Ma) de part ies infinies de M telle que Ma Cp.s. Mp si /3 < a, et une 
famille (xa, ya) de points de Aa vérifiant fn(xa) > r + ô etfn(ya) < r pour tou t 
n G Ma. En effet, supposons la construction réalisée pour tou t ordinal p < a. 
La famille (Mp), 0 < a, est dénombrable et telle que My Cp.s. Mp si /3 < y < a, 
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donc avec le procédé diagonal, on peut trouver une partie infinie M' de M telle 
que M' Cp.s. Mp pour tout fi < a. Avec le théorème (2.6), on a IJL*(KM>) = 
H*(KM) = n(Y), donc il est clair que l'ensemble Aa D KM> n 'est pas vide. 
Soit xa Ç Aar\KM>\ il existe alors une partie infinie M" C M' telle que 
fniXct) > r + 5 pour tout n £ M r / . Mais on a encore ^ « D KM., ^ 0, ce qui 
prouve l'existence d 'un point ya Ç -4 et d 'une partie infinie Afa C M " vérifiant 
Inija) < r pour tou t n £ Afa, d'où le résultat . Pour tout ordinal a £ [0, coi[, 
(resp. pour tout entier k G N ) , désignons par Z>a, (resp. ZV) , l 'adhérence de la 
suite (/„.), n (E Ma (resp. n ^ k), dans l'espace R x . La famille de compacts 
{Da, D/} est filtrante décroissante, donc il existe une fonc t ion / £ (fia D) ^ 
(Dk Dk

f). Il est clair q u e / est valeur d 'adhérence de la suite (/„) dans l'espace 
R x et que / vérifie le critère (P) relat ivement au triplet (Y, r, 8); par consé­
q u e n t / n'est pas mesurable en vertu du théorème (1.2).f 

Ce résultat va permet t re de donner des précisions intéressantes sur certains 
ensembles A de fonctions mesurables qui sont compacts dans R x . On obt ient 
ainsi le théorème suivant qui répond, dans notre cas particulier, à une question 
posée par A. Ionescu-Tulcea (et évoquée dans [2]). 

(3.2) T H É O R È M E , (a) Tout ensemble A de fonctions mesurables, compact dans 
Kx, est précompact pour la topologie de la convergence en mesure. 

(b) Si de plus A est séparé pour la topologie^m de la convergence en mesure, 
alors A est compact pour 37~m et sur A ces deux topologies compactes coïncident. 

Preuve, (a) Sinon il existe e > 0 et une suite (fn) d 'éléments de A vérifiant: 

n{x G X;\fn(x) -fm(x)\ > e} > e 

pour tout n 9e m. La compacité de l'ensemble A dans R x assure que toutes les 
valeurs d 'adhérence de la suite (fn), pour la convergence simple, sont des 
éléments de A, donc sont mesurables. Par ailleurs, la suite (fn) est simplement 
bornée, donc du théorème (3.1) on déduit qu'elle possède nécessairement une 
sous-suite (f„k) qui converge presque par tout . La suite (fnk) converge alors en 
mesure, donc elle est de Cauchy en mesure, ce qui est absurde. 

(b) Il suffit de montrer que A est séquentiellement compacte pour ^ m . 
Soit (fn) une suite d'éléments de A; comme en (a), le théorème (3.1) montre 
qu'il existe une sous-suite (fnfc), une fonction mesurable / et une part ie né­
gligeable N de X telles que la suite (fnk) converge simplement v e r s / sur l'en­
semble X = X\N. Désignons par -K la surjection canonique de R x dans R x 

qui à toute fonction h Ç R x associe sa restriction h à X. L'ensemble A = TT(A) 
est évidemment compact dans Rx et il est clair que T est un homéomorphisme 
de A sur À. Ainsi, comme la suite (fn/c) converge simplement vers / Ç À, 
il existe g G A telle que g/X = / et la suite (fnje) converge simplement vers g; 
a fortiori, la suite (fnjc) converge vers g pour la topologie 3ï~m. Pour terminer, 

|Le théorème (3.2) a été obtenu indépendamment par M. Talagrand avec l'axiome de Martin 
et sans hypothèse de cardinalité sur la tribu S. 
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il suffit de prouver que sur A, la t o p o l o g i e j ^ induite par Kx est moins fine 
que la topologieJ^~m. Soit B une part ie de A, fermée pourJ^~6.; alors B est com­
pacte dans RY , évidemment B est séparée pour J?^m, donc B est compacte pour 
3Tm, avec ce qui précède. A fortiori, B est fermée pour la topologieJ7"™, ce qui 
suffit. 

Notons que même dans le cas où la tr ibu 2 est dénombrablement engendrée 
et où la mesure \i est bornée, l 'espace mesuré (X, S, n) n 'est pas pour a u t a n t 
parfait (voir par exemple Sazonov [7]). Ainsi, comme nous l 'avons déjà dit 
dans l ' introduction, le théorème (3.1) ne peut pas se déduire du résul tat 
correspondant obtenu par D . H. Fremlin [2] pour les espaces parfaits. Tou te ­
fois, notre méthode ne possède pas que des avantages ; ainsi par exemple nous 
n 'avons pu retrouver les résultats de D. H. Fremlin pour les mesures de Radon. 
On peut se demander également s'il est indispensable de faire appel à l 'hypo­
thèse du continu pour démontrer le théorème (3.1) ; remarquons cependant que, 
en ver tu d 'un exemple de [8], le résultat obtenu dans (3.1) n 'est pas valable 
pour un espace mesuré quelconque. 

4. Q u e l q u e s r e m a r q u e s c o m p l é m e n t a i r e s . Les résul tats de H. P . Rosen­
thal [6] sur les fonctions de la première classe de Baire pe rme t t en t de donner 
des conditions nécessaires et suffisantes pour qu 'un espace de Banach separable 
E contienne un sous-espace isomorphe à ll(N). Dans le même ordre d' idée, 
R. Haydon [3] a obtenu des conditions nécessaires et suffisantes, s 'exprimant 
en termes de mesurabili té, pour qu 'un espace de Banach, non nécessairement 
separable, contienne ^ ( N ) . Examinons le lien qui existe entre ces t r avaux et les 
résultats de cet article. T o u t d 'abord, dans le cas où \x est une mesure de Radon 
sur un espace compact K, on a le lemme suivant , très proche d 'un résul tat de 
Rosenthal (voir [6, proposition 2]). 

(4.1) L E M M E . Soient K un espace compact, /x une mesure de Radon sur K et 
soit A une famille uniformément bornée de fonctions continues sur K. S'il existe 
une fonction non ^-mesurable f qui est valeur d'adhérence de A dans l'espace R K , 
alors A contient une suite (fn) équivalente, pour la norme de l'espace Lœ(K, n), 
à une base de l'espace l1 (N) . 

Preuve. Notons tou t d 'abord qu 'une suite (fn) uniformément bornée sur K, 
satisfait à la conclusion du lemme dès que, pour toute suite finie (ai, . . . , an) 
de scalaires, on a: 

(*) JV°°( Ç akfkJ è C x Ç k l avec C > 0. 

Par ailleurs, si K' est un compact inclus dans K et si l ' inégalité (*) est satisfaite 
pour la norme de l'espace Lœ(K', /x), elle est a fortiori satisfaite pour celle de 
l'espace Lœ(K, AX). En restreignant au besoin le compact K, on peut donc 
supposer que K est le support de la mesure tx. Comme la fonction / n 'est pas 

https://doi.org/10.4153/CJM-1978-055-1 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1978-055-1


FONCTIONS MESURABLES 647 

ju-mesurable, elle vérifie le critère (P) associé à un triplet ( F , r, 8). En procé­
dan t comme dans [6], on construit par récurrence une suite (fn) d 'éléments de 
A telle que, pour tout entier n ^ 0 et tout e = (ei, . . . , en) (où ek = z b l ) , 
l 'ensemble B£

n = H ï ckAk soit un ouvert non vide F, où, comme dans la re­
marque 1, ekAk désigne l 'ensemble des points x Ç F tels que fk(x) > r + ô 
(resp. fir.(x) < r) si eA = + 1 (resp. si ek = — 1). Pour tout entier n ^ 0 et 
pour tout e = (ei, . . . , en), on a alors ^{Bt

n) > 0, et, en suivant à nouveau [6] 
on déduit aisément de là que la suite (fn) ainsi construite vérifie l'inégalité (*) 
avec C = 5/2. 

Remarque 2. Il est à noter que dans l'énoncé du lemme (4.1) il n 'est pas 
indispensable de prendre pour /x une mesure de Radon. Il suffit en fait que_/x 
soit une mesure borélienne sur K pour laquelle il existe un élément A £ ^ M 

(tribu complétée de Siï relat ivement à \x) tel que i*(A) > 0 et tel que A soit 
le support de n/A, restriction de la mesure /x à la part ie A (c'est-à-dire que 
pour tout ouvert non vide U de A, on a IJL(U) ^ 0 ) . On peut remarquer par 
ailleurs qu 'une mesure (JL vérifiant cette propriété n 'est pas nécessairement de 
Radon. En effet, si l'on prend pour K l'espace compact (non radonien) 
{0, l } K l , on peut construire sur K une mesure borélienne \x qui satisfait à la 
condition énoncée ci-dessus et qui n 'est pas de Radon. 

Le lemme (4.1) redonne comme corollaire (et sans utiliser la convexité) le 
résultat suivant de R. Haydon [3]: 

(4.2) COROLLAIRE (R. Haydon) . Pour un espace de Banach E, les assertions 
suivantes sont équivalentes: 

(a) E ne contient aucun sous-espace isomorphe à Vespace l1 (N). 
(b) Tout élément x" £ E" est (Lusin-) mesurable sur la boule unité K de Ef, 

munie de la topologie faible a(E', E). 

Preuve, (a) =$ (b). En effet, dans le cas contraire, il existe un élément 
x" Ç E" et une mesure de Radon /x sur K telle que x" ne soit pas /x-mesurable. 
Or, si B désigne la boule unité de E, on peut identifier B à une famille uniformé­
ment bornée de fonctions continues sur K, et x" est valeur d 'adhérence de B 
pour la topologie de la convergence simple sur K. Du lemme (4.1), on déduit 
alors que B contient une suite (xn) équivalente, pour la norme de l'espace de 
Banach C(K) c'est-à-dire pour la norme de E, à une base de l'espace /UN) , 
ce qui contredit l 'assertion (a). 

(b) =» (a). La démonstrat ion de cette implication est classique et due à 
Sierpinski (voir par exemple Haydon [3]). 

Du lemme (4.1), on déduit également le résultat suivant: 

(4.3) PROPOSITION. Soient K un espace compact, \x une mesure de Radon sur K 
et soit (/„,) une suite bornée dans Vespace Lœ(K, ix). Considérons les assertions 
suivantes: 
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(a) La suite (fn) possède une valeur d'adhérence, pour la topologie induite par 
KK, qui est une fonction non \x-mesurable. 

(b) La suite (fn) possède une sous-suite (fnk) dont aucune sous-suite ne con­
verge (ji-presque partout. 

(c) La suite (fn) possède une sous-suite (fnjc) qui est équivalente, pour la norme 
de Vespace Lœ(K, /*), à une base de Vespace lx(N). 

On a alors les implications: (a) «=> (b) =» (c). 

Preuve, (b) => (a) . C'est une conséquence du théorème (2 — F) de Fremlin 
[2]; c'est également une conséquence du théorème (3.1), mais celui-ci n 'est 
valable qu 'en a d m e t t a n t l 'hypothèse du continu, ce qui est inutile dans ce cas 
particulier. 

(a) => (c) et (a) =» (b). On démontre ces deux implications s imul tanément . 
Comme la suite (/w) est constituée de fonctions /x-mesurables, on peut t rouver 
un compact K' C K tel que ix(K') > 0 et tel que chaque fonction fn soit 
continue sur K'. Du lemme (4.1) on déduit alors que la suite (/n) possède une 
sous-suite (fnk) équivalente, pour la norme de l'espace U°(Kf, /x) et a fortiori 
pour celle de l'espace Lœ(K, /x), à une base de l'espace ^ ( N ) , d 'où l ' implication 
(a) => (c). Mont rons main tenan t que cette suite (fnjc) n 'a aucune sous-suite 
qui converge ^-presque pa r tou t sur K, ce qui terminera tout . Pour simplifier, 
désignons par gk la restriction de l 'application fnk au compact K'. Il est clair 
que la suite (gk) est aussi équivalente à une base de ll(N) dans l 'espace de 
Banach C(K') des fonctions continues sur K''. On dédui t de là que la suite 
(gk) n 'a aucune sous-suite qui converge /i-presque pa r tou t sur K', ce qui 
suffit. En effet dans le cas contraire, le théorème de convergence dominée de 
Lebesgue joint au fait que tou t élément â de /°°(N) se prolonge en une mesure 
de Radon sur K', permet aisément d 'obtenir une contradict ion. 

On peut se demander ce que devient la proposition 4.3 dans le cas d 'un espace 
mesuré abst ra i t (X, S, /x). Il est clair que l ' implication (b) => (a) est encore 
vérifiée. On peut également noter que si l'on veu t démontrer les implications 
(a) => (c) et (a) => (b) en uti l isant le critère (F) de non mesurabil i té, on doit 
supposer que la tr ibu 2 est complète. Mais, même si c'est le cas, on ne sait pas 
faire dans le cas abst ra i t une démont ra t ion analogue à celle du cas compact . 
T o u t ce que nous somme en mesure de dire, c'est qu 'en a d a p t a n t une au t re 
technique de Rosenthal (voir [5]), on peut établir l ' implication (b) =» (c) 
pour des espaces mesurés abs t ra i t s quelconques. Notons pour terminer que 
nous ignorons, même dans le cas compact , si l ' implication (c) =5 (b) est 
toujours vérifiée (c'est bien entendu le cas si la suite (fn) est formée de fonc­
tions continues sur K). 
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