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DEFINITION DES PSEUDOGROUPES INFINITESIMAUX

DE LIE INTRANSITIFS

THEOREME FUNDAMENTAL DE REALISATION

EN DIMENSION DEUX

NGO VAN QUE ET VO VAN THO

Introduction

Soit G un groupe de Lie operant de maniere localement effective sur

une variete differentiate M. Pour tout sous-groupe a un parametre

{gt, teR} de G, on a le champ de vecteurs associe X dit de Killing sur Mi

X, =
at

e TX(M), espace tangent en x de M

Le faisceau correspondant de tous les champs de vecteurs de Killing du

groupe de transformations G sera note par θ; il est demontre [7] qu'il

existe un ouvert ^ partout dense dans M, dit de regularite tel que:

1) Pour tout entier k, Γensemble Ek = Jk(θ) des A-jets des champa

de vecteurs de Killing est un fibre vectoriel sur Φ. Ek est done un systeme

diίferentiel regulier completement integrable sur % dans le fibre vectoriel

tangent T(M).

2) De plus, il existe un entier k0 tel que θ soit exactement dans ^ί

le faisceau des germes des solutions du systeme Eko = Jko(θ).

Cependant en etudiant les groupes de transformations laissant in-

variant un systeme differentiel (Theorie de Lie), on est amene a generaliser

la notion des groupes de Lie de transformation: considerer les groupes

infinis au sens de E. Cartan, e.g. le pseudo-groupe de transformations

holomorphes, laissant invariant le systeme differentiel de Cauchy-Riemann

sur R2n. Plus precisement, du point de vue infinitesimal i.e. considerer

le faisceau des champs de vecteurs de Killing d'un groupe de Lie de trans-

formations, on a la notion des Pseudo-Groupes Infinitesimaux de Lie

(P. G. I. L.) dont la definition suivante est bien connue dans le cas transitif:
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212 NGO VAN QUE ET VO VAN THO

DEFINITION I. Un sous faisceau d'algebres de Lie Θ du faisceau T(M)
des germes de champs de vecteurs sur une variete differentiate M est
un P. G. I. L. transίtif si les conditions suivantes sont verifiees:
(P.I) Pour tout entier k, Γensemble Ek = J\θ) de tous les &-jets des sec-

tions locales X de θ est un fibre vectoriel, sous-fibre vectoriel du
fibre vectoriel Jk(T(M)) sur M.

(P.2) II existe un k0 tel que θ soit exactement le faisceau des solutions
du systeme differentiel regulier Jko(θ).

(T) Condition de transitivite: J°(θ) = T(M), le fibre vectoriel tangent
de Af.

Ce sont evidemment les conditions que verifie le faisceau θ des champs
de vecteurs de Killing d'un groupe de Lie qui opere de maniere localement
transitive sur M. L'etude des P. G. I. L. transitifs est maintenant bien
etablie. En particulier, a tout P. G. I. L. transitif, il correspond une algebre
de Lie filtree transitive qui le caracterise; on a en effet le troisieme
theoreme fundamental de Cartan qui realise comme dans le cas des groupes
de Lie toute algebre de Lie filtree transitive comme celle d'un P. G. I. L.
transitif.

Cependant la theorie des Pseudo-groupes de Lie dans le cas intransitif
est encore a faire. Notre travail est de donner ici une definition des
P. G. I. L. intransitifs, une definition qui est naturelle, sans etre pourtant
connue, dans le sens que le faisceau des champs de vecteurs de Killing
β d'un groupe de Lie de transformations la verifie certainement sur Γouvert
partout dense de regularite. Et a un P. G. I. L. intransitif, il correspond
aussi une algebre de Lie filtree intransitive, dont nous donnerons aussi
la definition precise. Evidemment, il y aura le probleme de realisation
i.e. le troisieme theoreme fundamental de Lie-Cartan. Nous le demont-
rerons seulement dans le cas de dimension deux, i.e. des P. G. I. L.
intransitifs sur R2, pour cela, nous avons en effet classifie toutes les
algebres de Lie filtrees intransitives en dimension deux et nous avons
fait la realisation respective de chacune de ces algebres comme celle d'un
P. G. I. L. intransitif. Nous retrouvons d'ailleurs a meme la liste qu'a
donnee E. Cartan des Pseudo-groupes de Lie intransitifs sur R2[Π],

I. Definition des P. G. I. L. intransitifs

Soit done θ un sous-faisceau de iϊ-algebres de Lie du faisceau T(M),
le faisceau des germes de champs de vecteurs sur une variete differentiate
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PSEUDOGROUPS INFINITESIMAUX 213

M. Nous supposerons que Θ verifie seulement les deux conditions (P, 1)
et (P, 2) de la definition I. En particulier, J°(θ) est un sous-espace fibre
vectoriel strict de T(M), le fibre tangent de M. Si p est le rang de J°(θ),
celui-ci definit une distribution de p-plans sur M; comme θ est un sous
faisceau de i?-algebres de Lie de T(M), c'est evidemment une distribution
integrable dont les feuilles integrates F seront dites les feuilles trajectoires
de θ. Et pour toute feuille trajectoire F de θ, nous denoterons simplement
par Θ\F, le sous-faisceau de i?-algebres de Lie de T(F) defini par la re-
striction de θ sur F au sens que les germes de θ \ F sont la valuation des
germes de θ sur F.

DEFINITION II. Un sous-faisceau θ de iϋ-algebres de Lie de T(M) est
un P. G. I.L. intransitif sur la variete differentiate M s'il verifie les con-
ditions (P, 1) et (P, 2) de la definition I, avec J\θ) φ T(M), et les condi-
tions supplementaires suivantes:
(P, 3) pour toute feuille trajectoire F de 0, la restriction Θ\F est un

P. G. I. L. transitif sur F
(P, 4) la reunion U (J\θ \ F), F e <F), & etant Γespace des feuilles trajec-

toires de θ, est naturellement pour tout entier k un fibre vectoriel
(differentiable) sur M.

Comme nous avons dit, on voit facilement que le faisceau θ des champs
de vecteurs de Killing d'un groupe de Lie de transformations d'un variete
M verifie les conditions precedentes de P. G. I. L. intransitif dans un ouvert
partout dense de regularite. En ce sens, la definition precedente est done
naturelle.

II. Definition de Γalgebre de Lie filtree intransitive

A tout P. G. I. L. transitif, on associe comme c'est bien connu une
algebre de Lie filtree transitive. Nous allons de meme associer a un
P. G. I. L. intransitif une algebre de Lie filtree intransitive. Precisons
toutefois que la notion de Γalgebre de Lie filtree transitive est un notion
abstraite independante de sa representation comme une sous-algebre de
Lie de Γalgebre de Lie des champs de vecteurs formels d'un espace
vectoriel numerique Rn. Notre definition de Γalgebre de Lie filtree
intransitive suppose au prealable, par la condition meme d'intransitivite,
que Γalgebre consideree est deja une sous-algebre de Lie filtree de Γalgebre
de Lie des champs de vecteurs formels d'un espace vectoriel numerique Rn.
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214 NGO VAN QUE ET VO VAN THO

Rappelons d'abord que pour Γespace vectoriel numerique Rn, on note
par

D(Rn) = Rn ® R[[Rn]]

Γalgebre de Lie des champs de vecteurs formels sur Rn. Si Rn est a co-
ordonnees (x\ , x% tout XeD(Rn) est de la forme X = f\x\ --,xn) d\dxι

(avec convention habituelle de sommation) oύ fk(x\ , xn) eR[[Rn]]9 i.e.
une serie formelle en (x\ , xn). On sait que D(Rn) est une algebre de
Lie avec le crochet habituel de Lie des champs de vecteurs formels. C'est
une algebre filtree complete avec la filtration:

D(Rn) = D . 1 D f l 0 D ΰ 1 ^ θ D ί D . . .

oύ Dk est Γensemble des vecteurs formels X = /*(#*, , x^djdx* avec les
series formelles /* ont des termes homogenes non nuls de degre total en
(x\ - , xn) au minimum egal a k + 1.

Nous noterons par Gr (D) Γalgebre graduee associee a Γalgebre filtree
D(Rn):

Gr (D) = G1 Θ G° Θ G1 Θ Θ Gk Θ -

oύ un element X de Gk est : Z = p%x\ --,xn)djdx* p%x\ --,xn) e tant u n

polynόme homogene de degre total k + 1 en (x\ , xn).
Ceci etant, soit ^ un P. G. I. L. intransitif sur une variete differentiable

M. Comme le probleme est local, nous pouvons supposer M etre Γespace
numerique Rn avec les coordonnees (x\ , xp,y\ -,yn~p) telles que les
plaques: yί = constant, 1 < i < n — p, soient les feuilles trajectoires du
P. G. I. L. θ dans Rn.

Considerons alors Γensemble

j^X etant, rappelons-le, le jet d'ordre infini a Γorigine 0 e Rn du champ
de vecteurs X, i.e. son developpement de Taylor

jo-X = p(χ\ - , χp, y , , yn~p) dldx*

oύ le coefficient f\x\ , xp, y\ - , yn~p) est une serie formelle en x* et yL
Posons Rn = V® W, V et W etant respectivement des sous-espaces

vectoriels de Rn a coordonnees (x\ •• ,xp) et (y\ -,yn~~p). On a
evidemment
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PSEUDOGROUPS INFINITESIMAUX 215

oύ D(V)(8) R[[W]] est le sous-espace de D{Rn) forme de tous les vecteurs

formels de la forme

D(V)®R[[W]] est un sous-espace ferme de D(Rn) muni de la topologie

definie par la filtration precedemment indiquee. Nous noterons aussi par

la meme lettre L la fermeture de L dans D(Rn) avec cette topologie. Ceci

etant, on a sur L la filtration induite:

avec Lk = L ΓΊ Dfc. D'oύ la graduee associee

Gr(L) = ®H\ -l<k

qui est une sous-algebre graduee de Gr (D), avec H*

HkaG« = {p\x\ , y )dldx* + qj(x\ , y •)

et les elements de Hk sont des vecteurs tels que: qj = 0, 1 < j < n — p.

Ceci etant, nous avons le morphisme canonique surjectif d'algebres

de Lie filtrees defini par revaluation:

v: D(V) ® R[[W]] > D(V)

f%x\ ...,χ'9 ?,..., y*-p) d\dx' > f\x\ , x>, 0, , 0) 3/3x* .

A toute sous-algebre filtree L de D(V) (x) i?[[V7]], nous denoterons par L(o>

Γimage directe par ce morphisme de L dans D(V). Dans le cas oύ L est

Γalgebre de Lie associee a un P. G. I. L. intransitif θ dans Rn = V Θ W,

tel que les feuilles trajectoires sont les plaques: y% = constant, 1 < i < n

— /?, Γalgebre de Lie associee au P. G. I. L. transitif θ \ V X {0} n'est autre

que L(o). La graduee associee a L(o) sera notee correspondamment:

Gr (L(o)) = Θ flft, - 1 < Λ

sous-algebre graduee de Gr(D(F)).

D'autre part, designons par R((W)) le corps de quotient de Γanneau

]> anneau des series formelles en (y\ -,yn~p). On a

ΰ(V) (x) JB[[W1] C D(V) (

le second etant une algebre de Lie filtree transitive sur le corps R((W))>

precisement les elements de DW(V) sont des vecteurs formels
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216 NGO VAN QUE ET VO VAN THO

avec fι une serie formelle en (JC^ , xp) a coefficients dans le corps R(( W)).
A toute sous-algebre de Lie filtree L de D(V) ® R[[W]], on a Lw comme
sous-espace vectoriel de DW(V) engendre par L sur le corps R((W)). Lw

est naturellement une sous-algebre de Lie filtree de DW(V); nous noterons
aussi correspondamment son algebre de Lie graduee associee:

Toutes ces notations etant donnees, nous allons donner la definition
de Γalgebre de Lie filtree intransitive dans Rn.

DEFINITION III. Une sous-algebre de Lie fermee de D(Rn) est une
algebre de Lie filtree intransitive L sur Rn, de rang p, si et seulement si,
Rn admettant un decomposition en somme directe:

fl = V® We(x\ ., x») + (y\ .,y»-')

on a

LaD(V)®R[[W]]

tel que:

a) H-1 = V
b) pour tout entier j , 1 < j < n — p

H« >Hk~1

Pyi etant la derivee partielle de pι en yj.
2) pour les graduees des algebres de Lie filtrees L(o) c D(V) et

C D ^ y ) = D(V) <S) B((W)), definies par L,

) = Θiϊfo) et G r ( L J - Θ ^

on a Γegalite de dimensions pour tout entier k, — 1 < k

dim^ iίfo) = dimΛ(0F)) ίί^ .

C'est un simple exercice de prouver que si L est Γalgebre de Lie filtree
associee a un P. G. I. L. intransitive θ sur Rn, tel que les plaques {yj =
constant, 1 < j < n — p} sont les feuilles trajectoires de θ, L est une
algebre de Lie filtree intransitive sur Rn verifiant notre definition IΠ.

Evidemment, un des problemes fondamentaux de la theorie est de
prouver le theoreme fondamental de realisation de Cartan: etant donnee
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une algebre de Lie filtree intransitive sur Rn, il existe un P. G. I. L. in-
transitif Θ sur Rn tel que L soit son algebra de Lie associee ([III] pour
le cas transitif). Cependant, comme nous Γavons indique dans Γintroduc-
tion, nous avons seulement Γintention de le prouver dans le cas des
algebres filtrees intransitives sur R2, ces algebres etant automatiquement
de rang 1. Notre methode se fera par la classification de ces algebres,
la generalisation paraissant etre toutefois difficile.

Remarque. Pour une algebre de Lie filtree intransitive sur Rn, il nous
sera utile d'introduire une double filtration sur cette algebre. Precisement
pour F = D(V) (x) R[[W]] , Rn = V Θ We (x\ --,xv) + (y\ , yn~p) on a
dans F cette filtration naturelle induite par celle de D(Rn)

F = F.x ID Fo Z) . . z> Fk z> •

et il y a dans F une nouvelle filtration plus fine:

Fk = Fk,o ̂  Fk-\,\ 3 Z) jP_i,fc+i 3 Fk+1

oύ Fqfk_q est forme des vecteurs formels

tels que si le terme homogene non nul de plus bas degre total de /* est
de degre total k + 1 en xί et yj, ce terme est de degre total seulement en
xι plus petit ou egal h q + 1.

Nous noterons par convention F_P)JC+P = F-lιk+u pour p > 1. Alors,
munie de cette filtration, Γalgebre F est encore une algebre filtree complete
avec la proprietor

Y*1 q,k> &r,h\ ^— -Γq + r,k + h

De cette filtration, nous avons Γalgebre bigraduee associee

Gr2 (F) = Θ Gq>k , q > - 1 , k > 0 avec [G^\ G r 'Λ] c Gq+r>k+h

et G9)fc = 0, pour q < — 2, G?)fc etant Γensemble des elements

oύ p^ est un polynόme homogene de degre q + 1 en xι et de degre £ en
y, done de degre total q + £ + 1 en xι et y .

Ceci etant, une algebre de Lie filtree intransitive L sur Rn est aussi
une algebre fermee contenue dans une telle algebre F avec cette nouvelle
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218 NGO VAN QUE ET VO VAN THO

filtration. De cette nouvelle filtration, nous avons aussi Γalgebre bi-
graduee associee a L:

Gr2 (L) = Θ Hqk , q > - 1 , k > 0 avec Hqk c Gq>k .

Les conditions suivantes sont des consequences des conditions imposees
a L par la definition III:

1) H'10 = G-1'0 = V = {a1 djdx, a1 des constants reels}
2) pour tout j , 1 < < n — p,

> pUx\ - , y, ) 3/3**

autrement dit, djdyj est une derivation de degree (0, —1) dans Γalgebre
bigraduee Gr2 (L).

Remarquons que: Θ Hq0,q > —1, est une algebre graduee. Nous
avons naturellement Γinclusion d'algebre graduee: Θ Hq0 c Θ H?o)9 Γal-
gebre graduee associee a L(o). Nous ne savons pas si cette inclusion peut
etre stricte.

III. Classification algebrique

Considerons done le cas oύ n = 2, R2 = V® W = R® R e (x, y)
L'algebre consideree F — D(V) (x) i?[[W ]̂] n'est autre que Γalgebre des vec-
teurs formels:

X = f(x,y)d/dx

oύ f{x,y) est une serie formelle en x et y. L'algebre bigraduee de Fes t :

G r 2 (F) = Θ Gq>k, q>-l e t k>0

a v e c G 9 ' f c = R xq+1yk djdx.

Le probleme est de trouver en premier lieu les sous-algebres bigraduees
Gr2(L) de Gr2(F):

Gr2 (L) = Θ Hqk

avec Hqk a Gq'k verifiant des conditions 1) et 2) de la derniere remarque,
precisement

1) IT-1'0 - G-1'0 = R-djdx
2) d/θy: Hqk -* Hqkl (Hqk = 0 si k < - 1 )

Considerons d'abord la sous-algebre graduee:
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c Θ G ? ' ° = ®R'Xq+1dldx, q > - 1 .

Le lemme suivant est immediat:

LEMME 1. L'algebre graduέe H*>° doit etre Γune des quatre sous-

algebres:

1) H*>° = ΘG ? '° = ®R xq+1dldx, q> - 1

2) H^° = G~^Q = R-djdx

3) iϊ*>0 = G-1'0 θ G°>° = R-djdx®R-xdjdx

4) H* ° = G-1*0® σ>°® &>° = R.d/dx® R xdldx® R x* dfix.

PROPOSITION 1. Soiί L ime algebre de Lie filtree intransitive sur i?2,

de rang 1. Lα bίgraduέe Gr2 (L) doiί eίre wne de ees algebres:

1-i) 0 R'Xq+1yk d/dx, q> -1, k>0 1-ii) θ i? x?+1 a/ax, g > - 1

2-i) θ i? / a/ax, fe > 0 2-ii) θ R y* d/dx, 0<k<n

3-i) θ i? y* djdx ®R yhx djdx, k > 0 e t h > 0

3-ii) θ i? •/ d/dx ®R-yhx d/3x, k>θetθ<h<n

3-iii) θ R-yk d/dx®R x 3/dx, 0<k<n

4-i) θ i? yk dldx ®R-ykx d/dx θ R ^ fcx2 d/dx, k>0

4-ii) θ J? a/ax 0 i? x a/ax 0 i? x2 d/dx.

Preuυe. Le raisonnement se fait suivant les differentes possibilites

de ff* °

1) ίί* ' 0 = 0 Rxq+1 djdx, q > - 1 .

1) Si ίί"1 '1 = R yd/dx Φ 0, on a le cas 1-i) comme Γalgebre bigraduee

Gr2 (F) est engendree par G*'° et G0'1 = R yd/dx .

ii) Si H11 = 0, par la propriete 2), on a fl""1'* - 0, pour tout k > 1.

Et alors 0 = H~lk = [iϊ"1'0, fΓ *], done #°' fc = 0, Jfe > 1. DΌύ on a le cas

1-ii).

2) iί*'° = R-d/dx. Par la propriete 2), on a #«'* = 0, q >0. D'oύ

immediatement les possibiltes 2-i) et 2-ii).

3) H*>° = R'd/dxΦR-xd/dx. Par le meme argument on a if*'* = 0,

<7>1.
D'autre part, si Hlk = 0 pour k>n+l, et i/"1'71 ^ 0, on doit avoir H01

= 0 (done Hok = 0, A > 1), car sinon

Dans ce cas, on a la possibilte 3-iii). Sinon, on a 3-i) ou 3-ii).

4) H*>° = R-d/dx®R-xdldx®R'X2dldx.
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On doit avoir d'abord Hqk = 0 pour tout q > 2. D'autre part si H~ul Φ 0

on a if0'1 = [H-11, Hί0] Φ 0 et H11 = [H01, H10] Φ 0. De meme alors par

recurrence Hqk Φ 0 pour tout q < 1.

D'oύ les possibiltes 4-i) et 4-ii) . /.

Nous allons voir dans la section suivante que cette proposition permet

de classifier tous les P. G. I. L. intransitifs sur R2.

Dans ce but, nous faisons aussi les remarques suivantes. Precisement

avec les notations deja introduites, rappelons que nous avons note par

L(o) Γimage directe de Γalgebre ίiltree intransitive L C F= R[[x, y]] djdx

par le morphisme d'evaluation canonique

v: R[[x, y]] d/dx > R[[x]] d/dx = D(R),

f(x,y)d/dx >f(x,0)d/dx.

Et nous avons note: Gr (L(o)) = Θ Hf0) c Θ Gα'° = Θ RxQ+ί d/dx.

PROPOSITION 2. Pour une algebre filtree intransitive L sur R2, on a

Θ f f « ' 0 = Θ H ? 0 ) , q> - 1 .

Preuve. Par definition, on a

H-ί0 = HQ} = R-d/dx et i/°'° = ff(°0) .

La proposition est alors evidente dans les deux cas suivants:

1) Θ Hq>° = Θ Rxq+1 d/dx (cas maximal).

2) i/°'° = H°(0) = 0, car alors, par prolongement, on a aussi

Hq>° = H% = 0 pour q > 0 .

II reste les deux cas:

3) Θ Hq0 = R-d/dx ΘR xd/dx.

Dans ce cas, si H^ Φ 0, il existe dans L un vecteur formel

X= (a y + x2)d/dx + y(c-x + d-y)djdx + (termes de degre >3)

et de meme comme ϋ " M = if(°0) Φ 0, il existe dans L un vecteur formel

Y = (r y + χ)d/dx + (termes de degre >2) .

DΌύ dans L, on a le vecteur formel

Z= [X, Y] = {a y - x2)d/dx + y-(crx + ά1-y)djdx + (termes de degre >3)

et par suite aussi le vecteur formel
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X - Z = 2'X2 d/dx + y(c2x + d2y) djdx + (termes de degre >3) .

Ce qui implique: 2 x2 d/dx e H1»° ψ 0.
Contrairement a Γhypothese. On doit done avoir: H\Q) = 0 et par

prolongement, H?Q) = 0 pour tout q > 1.
4) Θ Hq* = R-d/dx® R-xdldx® R x2dldx.
Alors si Hfo) Φ 0, on aurait dans L un vecteur formel:

X= (a y + b-yx + c y2 + x*)d/dx + y(a x2 + β yx + Γx
2)dldx

+ (termes de degre >4)

avec les coefficients α, b, c non tous nuls, car sinon ce vecteur definira
un element dans H20, qui ne sera pas nul, contrairement a Γhypothese.
Done ce vecteur X definit un element non nul de H'11 Θ HOί Θ H~12; il
est immediat de voir que dans ce cas on a

Gr2 (L) = {p(y) djdx + q{y)x dldx + r{y)x2 dldx\p, q, r e R[y]} .

En particulier, on devrait avoir dans L un vecteur formel

Y = xd/dx + (termes de degre >3) .

D'oύ, dans L, il y a le vecteur

Z= [X, Y] = (a y + cy2 - 2.χ*)d/dx + yia^x2 + βx.yx + r^y^d/dx

+ (termes de degre >4)

et le vecteur formel

Z, = [Z, Y] = (a y + c y2 + 4 x')d/dx + y(a2 x2 + β2 yx + r2-y2)d/dx

+ (termes de degre >4) .

Done aussi le vecteur formel

Z, - Z= 6-x'd/dx + y(a,-χ2 + βs xy + γz'f)dldχ

+ (termes de degre >4) .

Ce qui veut dire justement que

6-xsdldxeH2>° Φ0

contrairement a Γhypothese. On doit avoir aussi Hf0) = 0 et de meme
par prolongement H?o) = 0, q > 2 . /.
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IV. Les groupes de Lie de transformation intransitifs sur R2

Pour equilibrer notre expose, nous classifierons d'abord les groupes
de Lie de transformation intransitifs sur R2. Alors, dans un certain ouvert
de regularity, le faisceau de champs de vecteurs de Killing de ces groupes
est un P. G. I. L. de type fini, dont Γalgebre filtree intransitive L est du
cas 2-ii), 3-iii) ou 4-ii) de la proposition 1.

Cas 2-ii) Gr2 (L) = ® Ryk 9/9*, 0<k<n.
Soit X = d/dx + /(#, y) d/dx, f etant une serie formelle sans terme con-

stant, un vecteur formel de L. Par un automorphisme formel de D(R2),
ou plus exactement le jet d'ordre oo d'un diffeomorphisme local de R2

en 0:

R2 >R2:(x,y) >(Φ(x,y),y) avec φeR[[x,y]],

on peut se ramener au cas oύ 1 = djdx est dans L. On voit facilement
alors que L est Γalgebre filtree intransitive commutative, engendree comme
espace vectoriel par les vecteurs formels

X=d/dx X=fk(y)d/dx, l<k<n

avec fjc(y) = yk + (termes de degre >k + 1).
La realisation est dans ce cas-ci evidente: le P. G. I. L. intransitif cor-

respondant θ est faisceau des champs de vecteurs

X=f(y)dldx

avec f(y) est une solution (locale au vosinage de 0 de R2) d'une certaine
equation differentielle ordinaire reguliere homogene d'ordre n + 1 en y.
Le groupe de Lie de transformations correspondant est le groupe abelien
Rn+1 qui opere par translations sur R2 de cette maniere:

R2 >R2

(χ,y) —>(χ + Σ t%(y\y), 0 < k < n

(ί°, t\ - - , tk) e Rn+ί et {fk} forme une base de Γespace vectoriel des solutions
de Γequation differentielle consideree en y.

Cas 3-iii) Gr2 (L) = Rx 3/dx + Ryk dβx, 0 < k < n.
De meme on peut toujours se ramener au cas oύ Γalgebre L contient

le vecteur X — d\dx.
Dans L, on a le vecteur formel

https://doi.org/10.1017/S0027763000019863 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000019863


PSEUDOGROUPS INFINITESIMAUX 223

Y = 2 ak(y)xk d/dx , k > 0 , avec aA(^), des series

formelles en j>, ao(y) pouvant etre choisi egal a: yn+ί + (termes de degre
>n + 2) et αj(y) tel que α̂ O) = 1.

Alors, Γalgebre filtree L contient aussi:

Z = [ X , Y ] = Σ kak(y)xk-> d/dx , k>l.

On sait que: dim^ Jf7(°0) = 1. La condition 2) de la definition III de Γalgebre
filtree intransitive implique: dans Γalgebre Lv, Γalgebre filtree engendree
par L sur le corps R(y)), corps quotient de Γanneau des series formelles

on doit avoir

dx), avec f(y)eR((y)).

On voit immediatement que

f(y) = 2 (h{y)lax{y) et kak(y) = f(y) • ak _ ,(y) .

DΌύ,

Y = αo(y) a/ax + ( α M M ^ 1 - i) 3/3^.

Alors par des transformations formelles, jet d'ordre oo des diffeomorphismes
locaux de R2 en 0, successives suivantes:

R2—>R2:(x,y) — • (ί = (l//(y))(l - e-'™%y)

(t,y) >(u= tlax(y\y)

(u, y) > (v = (a^y) - ao(y)f(y))u, y)

(v, y) — > (s = v + αoO0/αi(:y)> y)

les vecteurs Z et Y sont transformes en

z=£(j>)a/a* e t y = ^ ( j ) xa/ax

avec

g(y) = a,{y) - aϋ(y)f(y) , ^(0) = 1 .

Ceci etant, par la forme meme de Gr (L), on doit aussi avoir dans L le

vecteur formel

T=yn-r(y)dldx + s(y)xdldx

avec r(0) = 1, r{y) et s(y) etant des series formelles en y. Dans L, on a
done
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[T,Y] = yng(y)r(y)dldx

qui doit etre egal a T:

yng(y)r(y) = ynr{y) + s(y)x .

DΌύ: s(y) = 0 et g(y) = 1.

II en resulte que L contient les vecteurs

d/dx, x d/dx et ynr(y) d/dx avec r(0) = 1 .

II y a aussi dans L le vecteur formel

V = [y^rάy) + s,(y)x] d/dx

le meme argument montre que s^y) = 0.

Ainsi de suite, on montre que L contient les vecteurs

d/dx, xdjdx , fk(y)djdx , l<k<n

et la serie formelle fk(y) est telle que fk(y) = yk + (termes de degre >k + 1).
Autrement dit, Γalgebre ίiltree L est Γespace vectoriel engendre par ces
vecteurs. Le P. G. I. L. intransitif θ correspondant est evidemment au
voisinage de 0 de R2 Γalgebre des champs de vecteurs

X=f(y)d/dx+ ax d/dx

avec a un nombre reel et f(y)9 une solution d'une equation differentielle
lineaire ordinaire reguliere homogene d'ordre n + 1 en y. Et le groupe
de Lie est le groupe resoluble de dimension n + 2 de matrices

M) 0 0

operant ainsi sur R2:

R2 >R2

(x, y) — > (eέχ + Σ hUy\ y), o<k<n

avec {fk(y)} une base de Γespace de solutions de Γequation diίferentielle
consideree en y.

Cas 4-ii) Gr2 (L) = R d\dx ®R-xdjdx θ f i x2 djdx.
Comme avant, par des arguments identiques, nous pouvons nous

ramener dans ce cas a la situation oύ L contient les vecteurs formels
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3/3*, x d/dx et x2 d/dx .

Autrement dit, L est Γespace vectoriel engendre par ces vecteurs. Le

P. G. I. L. intransitifs θ est exactement le faisceau des champs de vecteurs

X= a d/dx+ b-xdjdx + c-x2djdx .

Et le groupe de Lie est alors le groupe SL(2, JR), espace des matrices

(a β\
aδ - βγ = 1

v -•

operant sur R2, independamment de y:

R2 >R2

(x, y) — > ((ax + β)(γχ + δ)'\ y).

En conclusion, nous avons done prouve le theoreme

THEOREME I. Les groupes de Lie de transformations localement in-

transitifs sur R2 sont

1) le groupe abelien Rn+1.

2) le groupe resoluble de dimension n + 2 forme des matrices

3) le groupe SL(2, R).

V. Les P. G. I. L. intransitifs de type infini sur R2

C'est le cas oύ Γalgebre bigraduee Gr2 (L) de Γalgebre filtree intransi-

tive L est de dimension infinie, i.e. du cas 1-i), 1-ii), 2-i), 3-i), 3-ii) ou 4-i)

de la proposition 1.

Effectivement, modulo une transformation formelle de R2, i.e. un jet

d'order co d'un diffeomorphisme local de R2 en 0, il correspond a ces

algebres bigraduees les algebres filtrees intransitives suivantes:

Cas 1-i) Gr2 (L) = Θ R-xQ+1yk d/dx, q> - 1 et k>0

On a: L= R[[x,y]]dldx

Cas 1-ii) Gr2 (L) = R-xq+ί 3/3, q > - 1

On a: L= R[[x]]d/dx
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Cas 2-i) Gr2 (L) = Θ Ryk 3/9*, k > 0

On a: L= R[[y]]d/dx

Cas 3-i) Gr2 (L) = 0 R.y* djdx © R yhxd/dx, & > 0, h>0

On a: L = R[[y]] 3/dx © B[[y]]* d/dx

Cas 3-ii) Gr2 (L) = © i? •/ a/^x Θ R x a/ax, A > 0

On a: L = 22[[y]] djdx ®R xdjdx

Cas 4-i) Gr2 (L) = i? •/ a/ax ® i? yfcx a/ax Θ i? y«x2 d/dx, k>0

On a: L = R[[y]] d\dx Θ R[[y]]x d/3x 0 i?[[^]]x2 3/Sx.

Pour prouver ces assertions, on utilise des arguments assez identiques
a ceux deja utilises dans la section precedente. Pour les illustrer, nous
donnons cependant la preuve complete du dernier cas (par exemple):

Preuve du cas 4-i). Par la proposition 2, on a

Gr(L(0)) = R'd/dx® R'Xdldx® Rx2 d/dx .

Done aussi, par la deuxieme condition de la definition III des algebres
filtrees intransitives:

Gr (Ly) = R((y)) 3/dx © R((y)) x 3/3x 0 R((y)) x2 djdx

oλi nous avons note comme avant par Lv, Γalgebre filtree sur le corps
R((y)) engendree par Γalgebre L.

Ceci etant, par definition meme de Γalgebre bigraduee Gr2 (L), dans
L il y a des vecteurs formels:

X = djdx + Σ an(y)xn djdx , n > 3

Y = x djdx + J] bn{y)xn d/dx , n > 3

Z = x2 3/dx + Σ cn(y)xn djdx , n>3

oύ les coefficients an(y), bn(y) et cn(y) sont des series formelles en y. Nous
pouvons resoudre Γequation suivante:

t\x> y) (x + Σ bn(y)xn) = t(xy y)

oύ t(x, y) = x + Σ hn{y)xn, n>2, hn(y) etant serie formelle en 3/ et £r(x, ̂ )
= 1 + Σ nh>n(y)xn~\ n>2 (derivee partielle de t{x,y) en x). Alors la
transformation formelle de R2:

R2 >R2

(x,y) >(Kx,y),y)

transformera L en une algebre, avec la meme bigraduee, contenant les
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vecteurs X et Z de meme forme qu'avant, avec seulement le vecteur Y,
apres la transformation formelle consideree, devant etre de la forme:

Y = x djdx .

Considerons alors

[ Y, X] = d/dx +Σ(n- l)an(y)xn dldx , n>3

[Y, Z] = x2 dldx + Σ(n- Dcn(y)xn dldx , n>3.

Pour que Gr (Ly) soit de la forme indiquee, il faut que dans Ly, on a

[Y,X] = X et [Y,Z] = Z.

D'oύ necessairement: an(y) Ξ O et cn(y) = 0, TZ > 3.
Autrement dit, par une transformation formelle de R2, nous pouvons

supposer que Γalgebre filtree L contient les vecteurs

X = djdx , Y = x djdx et Z = x2 d/dx .

II est alors immediat de conclure que Γalgebre filtree L doit etre:

L = R[[y]] dldx Θ R[[y]]x djdx Θ R[[y]]χ2 dldx. /.

La liste d'algebre filtree intransitive de type infini etant faite, leur
realisation comme Γalgebre associee a un P. G. I. L. intransitif sur i?2Jest
evidente. D'oύ le theoreme

THEOREME II. Les P. G. J. L. intransitif de type infini sur R2 sont, [a

un dίffeomorphisme local pres de R2, d'une de ces formes:

1-i) le faίsceau de tous les champs de vecteurs

X = f(χ, y) dldx

ou f{x, y) est une fonction diffέrentiable quelconque de (x, y).

1-ii) le faίsceau des champs de vecteurs

X=f(x)dldx

ou f(x) est une fonction differentiate quelconque de x.

2-i) le faίsceau des champs de vecteurs

X=f(y)d/dx

ou f(y) est une fonction diffέrentiable quelconque de y.

3-i) le faίsceau des champs de vecteurs

X=f{y) dldx+ g{y)x dldx
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f(y) et §(y) etant des functions dίffέrentiables quelconques de y.

3-ii) le faisceau des champs de vecteurs

X=f(y)d/dx+ a xd/dx,

a etant un constant reel quelconque et f(y) etant une fonctίon

differentiable quelconque de y.

4-i) le faisceau des champs de vecteurs

X = f(y) djdx + g(y) x d/dx + h(y) x2 d/dx

f(y),g(y) et h(y) etant des functions differentiates quelconques

de y.
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