SUR LES REPRESENTATIONS UNITAIRES DES
GROUPES DE LIE NILPOTENTS. IV

JACQUES DIXMIER

Soit # un entier > 1. On notera M, I'’ensemble des matrices carrées d’ordre
n A éléments réels, et G, le groupe des x = (£,;,) € M, tels que £, = 0 pour
1<j<k<n ¢ =1pourl <j< n Le groupe G, est un groupe de Lie
nilpotent simplement connexe, dont l'algébre de Lie s'identifie & 'ensemble
g, des x = (£;) € M, tels que £ =0 pour 1 < j <k < n Nous allons
déterminer:

(1°) le centre de 'algébre enveloppante de g,;

(2°) la série “‘principale’” de représentations unitaires irréductibles de G,;
(la recherche de toutes les représentations unitaires irréductibles de G, ne
semble pas facile);

(3°) la formule de Plancherel pour G,;

(4°) les caractéres globaux (au sens de (5)) des représentations de la série
principale.

Pour 7 impair, I'étude est un peu plus compliquée que pour z pair. On
exposera les démonstrations en détail pour # pair. Pour # impair, on insistera
seulement sur les différences de calcul.

On emploiera les notations suivantes. La matrice (£z) € M, telle que
£, = 1letéy = 0pourj == rouk 5 s sera notée e,,. L'ensemble des matrices
(¢,1) € M, telles que &4 = 0 pour j + k # n + 1 sera noté E,. Pour toute
matrice x = (¢£4) € M,, on posera:

gll 512 e Eln
Al(x) — 521' $22 LR g?n
Enl grﬂ o .. gnn

£12 13 ... &
Ax(x) = |22 T R P

En—l,Z En—l,:i .. En-—l"n

i1 Ein
Api(x) = '
" 1( ) 52,7;—1 E?n
An(x) = ¢n
Appr(x) = L.
Regu le 15 aofit, 1958.
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L’algébre enveloppante d'une algébre de Lie g sera notée U(g). L’algébre
symétrique d'un espace vectoriel V sera notée S(V). Sur le groupe G,, la
mesure définie par la forme différentielle ici<j<adéjx, qui est une mesure de
Haar, sera appelée mesure de Haar canonique, et sera la seule utilisée. De
méme, sur le groupe additif des matrices () a4 n lignes et #’ colonnes, la
seule mesure utilisée sera la mesure Ilig,<n,1<k<n’dN -

Les lemmes 1 et 3 se trouvent dans (3, pp. 8-10 et 12-14). Toutefois, comme
la situation est ici légérement différente a certains égards, on a explicité les
calculs pour la commodité du lecteur.

1. Cas ou 7 est pair. Centre de l(g,). Nous poserons n = 2m. Tout
x € G, se met sous la forme
-9
w oz

01\1 y E G"LY 2 E GIILV w 6 Mﬂlr‘ Si

"0
= (30’ z'>
r_ (Y 0
W= (wy’ + 2w’ zz’)
d’ou facilement

—1 r —1
_ - 0
X 1=< y—l 1 0_1> xx' x ' = (yy y , _1>
—2z wy 2 ¢ 22 2

avec t = (wy' + zw’ — 2z’z7'w)y~!. On voit que 'ensemble A, des x € Gan
tels que y = 2 =1 est un sous-groupe distingué abélien de G,,. L’idéal
abélien as, de gs, correspondant & 4., est 'ensemble des matrices

< )
w 0
ou w C Jum.

LEMME 1. Soit N,, I'ensemble des w € M, tels que Ax(w)Az(w) . .. A,(w) # 0.
Si w € N, il existe des éléments y € Gp, 2 € G, € € E,, uniques tels que
w = zey. Si e = (e;x), on a

on a

A;(w)
A (w)
Démonstration. Posant z~! = 2, il revient au méme de prouver qu’il existe

des éléments y € G,, 7’ € G, ¢ € E, uniques tels que z'w = ey. Soient
w= (wn), y= (na), 3 = (£x), ¢ = (e;x). On doit avoir:

(1) €m—j+1,5 = (_]»)m~j
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@) Zlnrwrk=0 G+E>m+1)
(3) 21 $Cir Wrom—gb1 = €5,m—j+1
) 21 $ir Ork = €j,m—j4+1 Mm—s41,k G+k<m4+1).

Pour j fixé, les équations (2), qui s’écrivent

j—1

Zl Cprom=—wp (k=m—7j+2,m—j+3,...,m)
forment un systéme de j — 1 équations 4 j — 1 inconnues, dont le déterminant
est Ap—si2(w). Ce déterminant est non nul puisque w € N,. D’ot 'existence
et 'unicité des ¢ satisfaisant a (2). Les équations (3) donnent alors les
€j,m—j+1. D’ailleurs, en éliminant ¢q, ..., ¢, ;-1 entre les j équations (2)-(3)
qui contiennent ces inconnues,il vient

W1, m—j+1 Wi,m—j4+2 ... Wi,m
W2, m—j+1 W2, m—j42 .+« W2 m

= 0.
Wjm—j+l = €jm—j+1l  Wjm—jt2 ... Wjim

D’ot les formules (1).
Comme w € N,, on voit que €, Z0, €n1#0,...,€s120. Les
formules (4) prouvent alors 'existence et l'unicité des 7.

LEMME 2. Soit w = (wj) — f(w) une fonction polynéme sur M,,. Pour qu'on
ait f(zwy) = f(w) quels que soient w € My, ¥y € Gp, 3 € Gy, il faut et il suffit
que f soit dans 'algébre engendrée par les fonctions Ay, As, ..., Ap.

Démonstration. Posant w = (wy), ¥ = (), 2= (), 2wy = (wz'), on a

’
Wjg = Z g-jr Wrs Nk = Z .{jr Wrs Nk
1<r<m, 1< s<m 1<7< 7, k<s<m

Donc

(“’9k)l<j<t,m-t+l<k<m
= (E ) 1<it 1<n<t (@) 1<5< tom— 14 1<k<m (M ji)me i+ 1< 5m, m— 14 1<k<m

et par suite
det (wjk) 1<i< tm—t+1<kcm = det (@) 1<j< 1.me t+1<k<m-

Ceci prouve que la condition de 1'énoncé est suffisante.

Maintenant, soit w = (wj) — f(w) = f((wx)) un polynéme tel que f(z w y)
= f(w) quels que soient w € M, ¥ € Gn, 2 € G,. Si on remplace les wy; tels
que j + k # m + 1 par 0 dans f((w)), on obtient un polynéme par rapport
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A Wml, Wp—1,2, ..., W, qUe Nous noterons g(wpi, ..., wn). Conservons la
notation N, du Lemme 1. Siw € N, ilexiste y € Gp, 2 € G, € = () € Ep,
tels que w = zey. On a f(w) = f(e) = g(ems, - - ., €1m). D’aprés les formules

(1),

‘ _ m+1 Al(w) Am—l(w>
(5) f'\(w]'k)) = g((_l) * AQ(‘ZU) y e ey T Am(w) y Am(w)> .

Considérons maintenant les matrices w de la forme

w11 w12 ... W1,m—1 Wim

0 0 e 0 1

0 0 1 0

0 0 S 0 0

0 1 o 0 0
Quand on restreint f & 'ensemble de ces matrices, on obtient un polynéme
h(wi, ..., win) et la formule (5) devient

= @11 D1m-1
(6) k(wu, ey wlm) g(i @12 y e ey ©1m , w1m>
valable pour w2 # 0, w13 # 0, . . ., w1, &= 0. Les égalités (5) et (6) entrainent
f((wﬂc» = h(j:Al(w)v sy _Am—l(w>v Am(w))v

égalité valable pour w € N,, et par suite pour toute w € M,, d’aprés le prin-
cipe d'inconséquence des inégalités algébriques. D’otl le lemme.

TaEOREME 1. Le centre de U(gan) est engendré par les éléments algébriquement
indépendants

*
€2m—1,1 €2m—1,2 Cm+1,1+ -+« Emtl,m
€am,1y P

€am 1 €252 €am,1 .. €2mm

Démonstration. Nous allons d’abord chercher les éléments de &(g2,) in-
variants pour la représentation adjointe de ga,. Un élément de S(gs,) est de
la forme f((e;x) ;»x), oU f est un polyndme en $n(n — 1) variables & coefficients
réels. Les seuls crochets non nuls des e; entre eux sont données par les for-
mules

les, exi]l = e = — lexs, el G>k>1D.

La condition que f((e;)) soit invariant pour la représentation adjointe se
traduit par les égalités

*Les ej, qui figurent dans ces déterminants appartiennent a (2m, donc sont deux a deux
permutables; ainsi, il n'y a pas d’ambiguité sur la signification de ces déterminants.
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Z lers, €5l fej = 0 (r>s)
>k
c’'est-a-dire
™ Z e fea — Z ejsféjr =0 (r > s).
k<s >r

Cette égalité se réduit 40 = O pourr =nets=1. Pourr =n —1,s = 1,
elle donne

enlfén.n_l = 01
de sorte que f est indépendant de e, ,_1. Pour r = n, s = 2, elle donne
enlfgn = Oy
de sorte que f est indépendant de es;. Soit p un entier < m, et supposons
démontré que f est indépendant des e, pour j < p d’une part, pour & > #
— p + 1 d’autre part. Ecrivons la condition (7) pour r =n — p, s = 1, 2,
., p (ce qui est possible car p < n — p). Nous obtenons

Z e]'lféjm—p =0

j>n—p

E ejzféjm—p = en—P‘lfézl

j>n—p

Z ejpfe’z,-,n—p = en—p.1f£p1 + 3n~p,2ﬂpz + ...+ en—p.p—lf;y.p—x'

j>n—p

D’aprés 'hypothése de récurrence, les deuxiémes membres sont nuls. Ces
égalités entrainent alors que

f‘/

€5 n—p

=0

pour j > n — p, c'est-d-dire que f est indépendant des e;; pour & = n — p.
Ecrivant maintenant la condition (7) pour s=p+1, r=n —p + 1,
n—p+2,...,n (ce qui est possible car » — p + 1 > p 4+ 1), on trouve
de méme que f est indépendant des e, pour j = p + 1.

Ainsi, f est indépendant des e;; pour j < m d’'une part, pour £ > m + 1
d’autre part, de sorte que f € S(as2,). Cherchons donc les éléments de & (asy,)
invariants pour la représentation adjointe de g2, Ou, ce qui revient au méme,
pour la représentation adjointe p de Gs,. Identifions as, & M, par 'application

0 0 —w
w 0 ’
X = <y/ O> E GZm;
w 2
on a

pl) - w = p(o) . (?v 8) - <i’ 2)(2} 8) <‘2}U' (z):>—1 - <2 wy g) =swy .

Alors, si
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Notons 4, 'automorphisme de l'algébre &(M,,) qui prolonge I'automor-
phisme w — zw y~! de I'espace vectoriel M,. Il s'agit donc de trouver les
éléments de ©(M,,) qui sont invariants pour les automorphismes 4,,.

Grice a la forme bilinéaire (w, ') — tr(w w') sur M,, nous identifierons
I'espace vectoriel M,, & son dual. Dans cette identification, e; s’identifie &
la forme linéaire (w,;) — wi; sur M,. Alors, S(M,) s'identifie & 'algébre des
fonctions polyndmes sur M,,: & I'élément

ks - - - Cipkp
de &(M,,) correspond la fonction polyndéme
(@jk) = @iygy - - - Okyipe
Pour vy € G, 2 € G, on a
tr(w(4, w")) = tr(wzw y ") = tr(y ' wzw)
= tr((4,-1,-1 w)w").

Donc le transposé de -,,, s'identifie & 4,_, , ;. Alors, d’apres les propriétés
élémentaires des algébres symétriques, pour qu'un élément de &(M,) soit
invariant par les 4, ,, il fautetil sutht que la fonction polyndme correspondante
soit invariante par les 4, ,, c’est-a-dire par I'application w — zw y~—! de M,
sur M,,. Donc (Lemme 2) les éléments de &(M,,) invariants pour les 4, ,
constituent l'algébre engendrée par les éléments

ellLAl,l emhl,Q €11 Y €im
€m,1y Y e ey

€m 1 €n .2 €m1 ... €mm

Compte tenu de I'identification adoptée de as, & M, on voit que les éléments
de &(gsn) invariants pour la représentation adjointe constituent l'algébre
engendrée par les éléments

€om—1,1 €2p—1.2 €n+1,1 -+« €mil,m
€2m,1y y ee ey c e e e e e

e:‘.m,l €2, 2 €2m1 - .. eim,m

Enfin, le centre de 1(gs,) est U'image, par I'application canonique ¢ de
&(gom) sur U(gsy,), de l'algébre précédente. Comme a,, est abélien, la restric-
tion de ¢ & S(as,) est un isomorphisme de S(as,) sur W(as,) C U(g2n). Dol
le théoréme.

2. Cas ou n est pair. Formule de Plancherel. Nous conservons les
notations précédentes. Tout élément e € E, défnit la forme linéaire
w — tr(e w) sur M,, donc la forme linéaire

0 viw
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sur @z, D'autre part, I'application exponentielle de as, sur A,,, c'est-a-dire

est un isomorphisme du groupe additif as, sur le groupe abélien 4,,, de sorte
que l'application

1 . -
( O) —expitr(ew) = exXpi 2, €;m_ji1 Om_sits
w 1 j=1

(ot ¢ = (e) et w = (wy)) est un caractére £, de 4s,. Nous noterons U, la
représentation unitaire de G, induite par £,.
Tout élément de Ga, se met de maniére unique sous la forme

L6 -0

avec ¥y € G, 2 € G, w € M,. Ainsi, Gs, est produit semi-direct de A4,, et
d’'un groupe canoniquement isomorphe a G, X G,. En outre

o G0Y-620) - (o DE2)
02/\w 2 2w 3'z Fwy 'yt 1/\0  2z/

Par suite, l'espace hilbertien ol opére U, s'identifie canoniquement a L?
(Gn X Gn), Gn X G, étant muni de sa mesure de Haar canonique et C désig-
nant le corps complexe; et, si (', 2’) — f(3’, 2’) est un élément de L ¢*(Gn X Gn),
la formule (8) prouve que, pour

w 2

on a
' ’ ’ 1 0
Ux)N)B'2") =f('y, 3 2) &((z,wy_l - 1))
ou encore
) (Uex)f) (¢, 2") = f(9'y, 2" 2) expitr(ez’ wy 'y ™).

La formule (9) définit explicitement la représentation U,.

THEOREME 2. Pour e = (e;) € En, pPOSONS €1 = €1, € = €n—1,2, ...,

€n = €1,m-
(1) La représentation U, admet le caractére infinitésimal x, (au sens de (2))

défins par
-2
>=’L €En—1€my o+ oy

€m+1,1. - €mtlm
-m
Xl |co0 oo e =1 € €...¢€En

€2m—1,1 €2m—1,2

Xe(e2m.1) = 1 €m, Xe<
€am,1  €2m,2

€2m,1 .. Cmm
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(i) Si on se limite aux e € E,, tels que €3, €3, . . . , e # 0, les représentations
U, sont wrréductibles et deux & deux inéquivalentes.
(iii) St F est une fonction intégrable sur Gon, on a

f |F(x)|2dx = (211')—'"2 f .. ftr(Ue(F)*Ue(F))egeg ™ Vede, . . . den.
Gm

X = (1 0) E A2m;
w 1
la formule (9) devient

(U@, 2") = f(', &) expitr(es wy' ™).

Donc l'opérateur différentiel correspondant & 1'élément

(o)

de as, est 'opérateur de multiplication par la fonction

Démonstration. Si

0, 2) >itr(ed wy 1) =i tr((y e )w).

Pour o' et 2’ fixés, la valeur de cette fonction divisée par 7 est la forme linéaire
sur s, définie par y'~'ez’. Cette forme linéaire se prolonge en un homo-
morphisme ¢ de S(as,) = U(as,) dans le corps complexe. La valeur de ¢
pour un élément invariant de &(a,,) est indépendante de ¥’ et 2’. Ainsi, I'opéra-
teur différentiel correspondant & un élément du centre de U(gsn) est un
opérateur scalaire. Donc la représentation U, admet un caractére infinitésimal

Xe, €t On a
€om— 41,1 -+« €am—ji1,) ttr(e em—jr11) - - . L trie enjr1,;)
Xe =
€m.1 C €, itr(eemn1) c.o.ttr(een, ;)
0 0 [P 0 1€, m—j+1 )
—_ ; — 27
= [0 0 oo T€j—1,m—j+2 0 =1 €p—j+1 €m—j4+2 . - « Ep.
‘Z.G]'m 0 . e 0 0

Ceci prouve (i).

Soit

w 2z

alors l'automorphisme intérieur de G, correspondant & x définit un auto-
morphisme de 4., donc de son dual. Nous allons montrer que, si e, €3, . . .,
en # 0, x ne peut laisser fixe £, que si x € Ay, I en résultera ((7); cf. aussi
(1)) que U, est irréductible. Or, dire que x laisse fixe £, signifie que x laisse
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fixe la forme linéaire @’ — tr(e w’) sur M,,. Comme p(x) . w' = zw' y~!, cela
signifie encore que tr(ew’) = tr(ezw’ y™!) = tr(ylezw') quel que soit
w' € M,, donc que e = y~legz donc que y = z = 1 (Lemme 1). Ceci établit
notre assertion.

Soit ¢’ = (e'x) € En, avec €' €3’ ... €,/ # 0 (00 ¢; = €,_j11,5). Si e % ¢,
(i) prouve que x. # x., donc que les représentations U,, U, sont inéquiva-
lentes. Ainsi, (ii) est démontré.

Soit

x = (':Lyv (Z)>—>F(x) = Fi(y, 2, w)

une fonction intégrable sur Gs,. Pour f, f' € L¢? (G, X Gp), on a
AR = |, WA P do

= [ Fwa[f e T epitrlestyy ™) dy ds.
Gam GmXGm
La fonction

(,9,2) = Fx) f(y' 5,2 2) f'(y/, &) expitr(ez wy ' y' ™)
sur Gop X Gn X G, est mesurable pour dx dy’ d2’, et
I |F@) f&' 3,2 2) (5, &) expitr(e 2 wy ™' y'™")| du dy’ do’
= [*|F@) | dx [[* | 3,2 )| |F' (5, 2)| dy' d2’ < + .
On peut donc appliquer le théoréme de Lebesgue-Fubini qui donne

(10)  (URIf") =[] Fr(y, 2, w)f(o'y, £'a)f (&', &) exp i tr(ezwy™'y'™)

dydzdwdy'ds’
=[] Fi0' Yy, 272, w)f (3, 2)f (¢, &) exp i tr(es'wy™")
dydzdwdy'dz’
= [[[{ f&, 2)f' (', ) [[Fa(y' ™"y, 2 '3, w) exp i tr(y ez’ w)
dwldydzdy'ds'.

Donc ((2), Lemme 35)
tr (U (F)*U.(F)) = ffff |f Fi(y' ™y, 2" s, w) exp s tr(y_lez'w)dw|2 dydzdy' ds’

Comme on a identifié canoniquement l'espace vectoriel M, A son dual, la
transformée de Fourier de (v, z, w) — Fi(y, 2, w) par rapport 4 la variable w
est encore une fonction (y, z, w) — F(y, 2, w) sur G X Gn X M, et on a

A1) o UF)*UF) = [[[[ |F&' 7y, 27 2,57 e " dy dzdy’ d2’
=[[IJ |F(y, 2,57y e2)|"dy dzdy’ dz’
=[[[f |F(y, 2,9 e2)| dy dzdy’ d2’
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Pour achever la démonstration, nous aurons besoin d’'un lemme. Adoptons
la notation N,, du Lemme 1. Soit F,, = E,, N\ N, c’est-a-dire '’ensemble des
e= (e) € My telsqueey = Opourj+k#Zm+ 1, e1m €2.m1. .. €n_1,2 # 0.
Posons €,,1 = €1,..., ¢1.m = €,. Tout w € N, s’écrit de maniére unique sous
laformew = zey,avecy € Gp, 2 € Gp, e € F, (Lemme 1), d’ ol une bijection
¢ de N, sur G, X G, X F,. Alors :

LEMME 3. La bijection ¢ transforme la mesure dw sur N, en la mesure dy dz
de, ol

24 2(m—1
de = ese3...6y" >d€1 des . . . dey

Démonstration. Posonsw = (wu),y = (), e = (e),2 = ({p).Slw =zey

on a

m m m

Wix = Z Z {jr €rs Nsk — E §jr €rom—r+1 NMm—r+1,k
r=1 s§=1 r=1
= g‘jr €m—r+1 Mm—r+1,k-
r<Inf(j, m—k+1)

Dot
dwjk = Z (EmAH—l NMm—r+1,% dg‘jr + §j7 Nm—r+1,k d€m77+1

1<r< nf (., m—k+1)
+ fjr €m—r+1 dnm‘r+1,k)'

On a en particulier dwy, = de,. Supposons démontré que

(12) H dwj, = &+ e,i:;va an~p+3 R f?n(p_l)( H dfjk)( H dfj)

I<p, k>2m—p+1 1<k<j<p m—p+1<j<m

( H dﬂjk) .
m—p+1<e<j<m

On a alors

( H dwjk) dwi,m—p

J<p, k2m—p+1

= b 2 Empis e e E?,ff’ﬂ)(KH di’jk) ("H)H dej)( 11 dn]-k)

k< j<p +1<j<m m—p+1<k< j<m

(nm,m—p dém + €m d"lm,m—p)

2 4 2(p—-1)
= =+ €n—p+2 €m—p+3 « o« 6mn ( H d.(]k)( H df]’)( H dnjk)
m—p+1<k< j<m

1<k< ji<p m—p+1<j<m n
6mdnm m—p-
Supposons démontré, pour un entier g tel que 1 < ¢ < p, que

(13) ( I dwjk) Aoy ey dosmep  « - d0g—1.mp

J<p k2m—p+1

= 4+ 672,1.‘p+2 674”_>p+3 . e?,l(p_l)( H dg‘jk)( H dej) (m#p H dn]-k)

1<k<j<p m—p+1<j<m +1<k<j<m
€m €m—1 -« o o Ep_gt2 d"lm m—p dnmfl.lrk—p .. dnmﬁq+2.mfp-

Alors
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(14) ( dwjk) A1y Q22 m1p - - - dgmyp
i<p, k>m—p+1

= o g2 Empid - - - éfn(p_l)( I1 di‘jk)( [1 dfj)( I1 d"l:‘k)

1<k<j<p m—p+1<ji<m m—p+1<k< j<m
€n€mn—1 . . - 5m—q+2d77m,m—p .. dnm—q+2.m—p(em—q+ldﬂm—q+1,m—g)

Le passage de (13) & (14) prouve, par récurrence sur ¢, que

( H dw,-k) dwimyp - - - Aoy, m—p
I<p, k>m—p+1

2 2(p—1)
=t €ppt2. .. €n  Empil- - em< 11 din ( 11 de )( dnjk) .
1<k< j<p m—p+1<j<m m—p<k<j<m
On passe de méme de 13, par récurrence, a la formule

( H dwjk)dw;'m_,, e AWy Qi1 - - - A0t m—pt1
i<p. k>m—p+1

2 4 2p
= £+ €m—p+1€m—p+2 - - - €Em ( I I dfjk)( )( d'ﬂjk) .
1<k< j<p+1 m—p+1<j<m m—p<k<j<m

Enfin, en multipliant par dwps1.m—p, il vient

(15) [1 dop=4epir...e? ( dgjk) (m_KKmde )

J<p+1,k>2m—p 1<k<j<p+1
( H dn jk) .
m—p<k<j<m

Le passage de (12) a (15) prouve, par récurrence sur p, le Lemme 3.
Ceci posé, revenons a la formule (11). Elle entraine

f tr (U (F)* U(F)) de = f f f |F(y, 2, y'e2")|* dy dz dy' dz' de
Gm¥Y GmY GmY Gm¥Y Fm

=f f f |F(y,z,w)l2dydzdw=f f f |F(y, 2, w)|” dy dz dw.
Gm' 'mYNm GmY Gm¥Y Mm

D’o, utilisant la formule de Plancherel sur le groupe abélien M,

(27r)'"2f f f }Fl(y,x,w)|2dydzdw
Gm¥Y Gm¥Y Mm

2m)™ fm |F(x)|” dx.

Ceci acheéve la démonstration du Théoréme 2.

L tr (U (F)* U.(F)) de

3. Cas oul # est pair. Caracteres globaux des représentations U.,.

LemMME 4. Soient Py (x1,...,%,),..., Ps(x1,...,%,) des polynémes &
coeﬁicients réels. Soit ¢ Uapplication de R’ dans R® définie par les égalités
=Py (%1, ...,%0), ..., ¥s =Py (x1,...,%,). On suppose qu'tl existe des
constantes A > 0,6 >0, telles que ||o(x)|| > Allx||® pour x € R', ||x|| > 1 (on
pose |lx]l = lwaf + ...+ oo, [yl = [yl + ...+ |y] powr x = (x1,. .., %))
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ER,y=(y1,...,9s) € R"). Alors, si f € L (R*) (avec les notations de (8)),
on a fop € S (R"), et Vapplication f — foe de S (R?) dans S (R") est continue.

Démonstration. Soit f une fonction numérique quelconque sur R°. On a,
pour tout a > 0,

SUDzerr, 121151 (fo ) () | [1x]|¥< 47" sup,err, 121151l (0 (@) ] || @ (x)]*°
< A7 supyens [F) ] [y]]""

Supposons maintenant que f € Z(R?). Alors, fo est indéfiniment dérivable
sur R7. Toute dérivée partielle D(fop) de foe est somme de termes de
la forme Q. ((D'f)oe) ot Q est un polynébme et ol D’ est une dérivation
partielle (on le voit aussitdt par récurrence sur I'ordre de D). Il existe des
constantes B > 0, ¢ > 0 telles que ||Q(x)|| < Bl|x||¢ pour ||x|| > 1. Alors

SUPzerr. 11211>1|Q(®) (Do) ()| |[]|* < B supserr. 121151/ (Do) ()] |x|[*"
< BA™ supye | (D) ()| [ly||*+"

D’autre part,

Supzerr. 12111 Q () (Do) (¥)| ||x]|* < (Supserr.iiz11<1|Q(x) )
SupueR'l(D,f) (y)]

Ceci prouve le lemme, en utilisant la définition de la topologie de & (R") et
Z(R*) par semi-normes.

Soit maintenant x = (£4) — F(x) = F((£%)) une fonction sur G,. (Rappel-
ons que £; = 0 pour j < ket que §; = 1six € G,). Dire que F est indéfini-
ment dérivable sur G, revient 2 dire que F est une fonction indéfiniment
dérivable des £, (7 > k). Si de plus F est une fonction indéfiniment dérivable
A décroissance rapide des £,, (7 > k), on dira que F est indéfiniment dérivable
A décroissance rapide sur G,. Il revient au méme de dire que F, transportée
sur ¢, griace & l'application exponentielle (qui est un isomorphisme de la
variété différentiable g, sur la variété différentiable G,), devient une fonction
indéfiniment dérivable 4 décroissance rapide au sens usuel sur 1'espace vectoriel

On-

THEOREME 3. Soite = (e;) € Eun; POSONS €1 = €nty v+ -y €m = €1.m; SUDPOSONS
€2 €3... 6y # 0.
(1) Sout

x = (’3;0 g>—>F(x) = Fi(y, 3, w)

une fonction indéfiniment dérivable & décroissance rapide sur Gay. Alors, 'opéra-
teur U,(F) est un opérateur a trace.
(i) II existe une distribution tempérée T, sur M, telle que

te(U.(F) = [F:1(1, 1, w)dT . (w).

(iii) Swur Pensemble N,, des w € M,, tels que Ay(w)As(w) ... An(w) # 0, T,
coincide avec la fonction
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w— 2m)" " PG L e
. C Aea(@) | Ans(w) oy Al(w>]
exp L[elAm(w) € A, () + e A, @) + (—1D)" e, As(2)

182 (@) As(w) . .. An(w)]

Démonstration. Comme dans la démonstration du Théoréme 2, introduisons
la fonction (y, 2z, w) — F(y, 2, w) sur Gp X Gn X M,, transformée de Fourier
de la fonction (v, z, w) — Fi(y, 2, w) par rapport a la variable w. La formule
(10) prouve que U,(F) est défini par un noyau (y, 3 v, 2) > K(y, 3, 9,2
sur (G, X Gn) X (G, X Gp), ce noyau étant donné par la formule

K(y,2,9,2) = F(y'"ly, 2=z, y~ez).
Nous allons montrer qu'il existe des constantes 4 > 0 et § > 0 telles que

(16) |y =l + Nl 8] 4 lly~"ez'|| > Ayl + llzll + [ly'I] + [|2]])?

(ot l'on pose ||y]| = Z,5x/n pour un élément y = (n;) de G, et ||w|] = Z|wi]
pour un élément w = (wy) de M,,). Il est immédiat qu'il existe des constantes
A1 >0, 4. >0, 81 > 0, 62 > 0 telles que

7' < Aally 1™ Hlvall < Ao(|1y]] + [1s)™

quels que soient y € Gy, 2z € G, avec ||yll > 1, ||z|| > 1. D’autre part, la
démonstration du Lemme 1 prouve qu'il existe des constantes 43 > 0, §3 > 0
telles que

Iyl < Asllyes' ||

quels que soient y € G, 2’ € G,. (Rappelons que ¢ € E, est fixé et que

€2...¢€, % 0; on tiendra compte aussi du fait que [|[y7ez’|| > |en] > 0).
Prenant les transposés, on en déduit l'existence de constantes A4 > 0, 84 > 0
telles que

[I2']] < Aullyes’ ||

quels que soient y € Gu, 2 € Gn. D'oll Uexistence de constantes 45 > 0
85 > 0 telles que
1= 11y < As(ly ™l + [y e D,
llll = 11G' &) < (|57 5] + [y ez’[[)
quels que soient ¥, y’, z, 3’ € G,. On en déduit enfin 'existence de constantes
Aeg >0, 66 > 0 avec
I+ Tl + 1171+ 12"l < As(ly 7l + [1278]] + |67 |])™
quels que soient y, y', 3, 2" € G,. Dot (16).
Comme F est une fonction indéfiniment dérivable & décroissance rapide

sur G, X Gn X My, le Lemme 4 prouve alors que K est une fonction indéfini-
ment dérivable & décroissance rapide sur (G, X Gn) X (Gn X Gr). L'opérateur
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U.(F), défini par le noyau K, est donc un opérateur d'Hilbert-Schmidt.
Posons X = G, X G, de sorte que K € y(X X X) avec les notations de
(8). L'application canonique de - (X) dans L*(X) (il s'agit de l'espace L*
pour la mesure de Haar canonique de G, X G,) définit une application
canonique de < (X) @ 4 (X) dans L*(X) & L*(X) (cf. (6) pour les notations
utilisées ici concernant les produits tensoriels topologiques). Or, comme & (X)
est un espace nucléaire, on a ¥ (X) ® L (X) = (X X X), d’ott une appli-
cation canonique X\ : ¥ (X X X) — L*(X) ® L*(X); d'autre part L(X)
® L2(X) s'identifie & I'ensemble des opérateurs 2 trace dans L(X), et il est
immédiat que A(K) n’est autre que l'opérateur défini par K, c’est-a-dire
U.(F). Dot (i). Par ailleurs, si K; € (X X X), on a

tr(\(Ky) = [Ki(§ &) dE;

c’est évident si K; est un noyau élémentaire de la forme (£, &) — o (§)¢' (¢),
ol ¢ € L(X), ¢ € L(X); et le cas général se déduit de 12 par linéarité et
continuité. Donc

(7 tr(U,(F) = [[K(y, 2,9, 2) dydz = [[F(1, 1, yez) dy da.
Or l'application (y, 2) — yez de G, X G, dans M, transforme la mesure
dy dz en une distribution tempérée sur M,, (& cause du Lemme 4 et des
inégalités
vl < Asllyes||™, lla]] < Aally eal|™);
soit 7', la transformée de Fourier de cette distribution, qui est aussi une
distribution tempérée; on a
tr(UF(F\/) = fﬁ‘l(ly 11 w) dTE(w)‘
D’ou (ii).
On a
F(1, 1, yez) = fFl(l, 1, w) exp 1 tr(wyez) dw
= fFl(l, 1, wy™!) exp ¢ tr(wez) dw.
Posons z = 1 + 2°, de sorte que z° parcourt I'espace vectoriel g,.. On a alors
F(,1, yez) = fFl(l, 1, wy~!) exp ¢ tr(we) . exp ¢ tr(wez®) dw
= [®(w) exp i tr(wesz®) dw

en posant ®(w) = Fi(1, 1, wy~!) exp ¢ tr(we). La fonction w — ®(w) est
indéfiniment dérivable a décroissance rapide sur M,. Soient w = (wy),

g = (g‘jk)- On a
0
tr(wez’) = D @i €omori1 Cmokit,s
JHk<m+1
= D @ €nitt Cmkir g
JHE<m+1
Donc
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F(1,Lyes) =[...[ ‘I’((wjk)1<j<m.1<k<m)(expi 2 wjkém—k+1§'m—k+1.j)

J+Hk<m+1

dwn “ e dwmm

=[ .. (@) srecmi) (exp 1

Wik €Em—k+1 fm—k+1, j)

H dwjk

J+k<m+1

j+e<m+1

avec

‘I’((wjk)1+k<m+1) =J. fq’((w;k)KKm 1<k<m) H dw,k

>m+1

La fonction ¥ est indéfiniment dérivable a décroissance rapide, et l'on a

f (1, 1, yez)dz
= f f H dfm k41, ]f f‘I’((ka)j+k<m+1)(eXp i' Z Wk 6m—k+1§m—k+1,j)
J+k<m+ JHk<m+1
d(.djk
J+k<mt1

=le'a’ . e[ T d{,,, wrng) oo U((@5) jrrcmtr)

JHk<m
(expi > wjkfmvku.j) [1 dws

jHk<m+1 JHk<m+1
= (21r)m(m—l)/2|eg_le§2 e W (0)
= @m) "™ G e [ B(t)dt
ol l'on fait varier ¢ dans l'ensemble b,, des matrices (75) € M, telles que

7 = 0 pour j + & < m + 1, et ot df désigne la mesure définie par la forme
différentielle

delc
J+E>m+1
Ainsi
[ F1,1,ye2)dz = o) " Pla'a”. . e [ Fu(L, 1, ty Dexp i tr(te) dt.

Toute matrice t = (7;;) € hn telle que 71 72 m—1. . . 7.1 5% 0 se met de maniére

unique sous la forme z¢’, ol ¢ = (ey') € E,, et o0 2 = ({j) € G,. Posant
/ ! ’ !

G:n._j.'.]'j = €;, ONn a 7 = g‘j,mfk+l €y d Oﬁ € = Tm—k+1,k- DOHC

’
tr(te) = D Tim—js1 € = 2, €n_jr1€s
j 7
2 —1
dt = leses ... en | der...de, dz
ou, compte tenu du Lemme 3,

1 -2 —mtl
dt = |5l et | de'dz.

Par suite
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[ F(1,1, ye)dz = @m)" " Vit e [ R, 1, zey™Y
(exp'i > e ej) e delde.
j
Soit F, la fonction w — F; (1, 1, w) sur M,. Supposons maintenant que le
support de F. soit compact et contenu dans N,. Alors, la fonction

w — Fy(w)|As(w) 1A (w) L. .. Ay (w)~Y est intégrable pour dw. Donc la
fonction

=1 =2 r—m+1|

(z,¢,9) > Falze'y)|eh e~ ... e

est intégrable pour la mesure dy de’ dz. Donc
[[FQ, 1, yez) dydz = @m)" " PlG'a™ . . e [[[Fi(1, 1, ze'y)
(exp’i D e e,-) el e;,l_mﬂl dyde'dz
7
= 2o VglGt e B, 1, w)

€Xp i[elAm(w) T @A () + .+ (D)™, %;_E%]
[Az(w)As(w) . .. Ap(w)] dw

ce qui prouve (iii).

Remarque. Sauf dans le cas trivial o0 m = 1, la fonction w — Ay(w)~1. ..
A, (w)~! est non localement intégrable pour dw, de sorte que T°, n’est pas une
mesure.

4. Cas ou n est impair. Centre de 1(g,). Nous poserons alors # = 2m+1.
Tout élément x de Gay,y1 se met sous la forme

ylojo
e = | wltlo
w|v|z
ol y € Gp, 2 € Gy, w € M, et ol u (resp.v) est une matrice & 1 ligne et m
colonnes (resp. 1 colonne et m lignes). Si

3y 00
x=\u"10
w v 2
on a
vy 0 0
xx' =\uy +u 1 0

wy +ou +zw v4z0  zd

D’ou facilement
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y7! 0 0
s = —uy! 1 0
] -1 —1 1
z (ou — w)y —z v 3
et ,
yy'y™! 0 0
(18) xx'x = (wy +Fu —u)y "t 1 0
) v+ 20 —z2' 5 'y 355

avect = (wy +ou' +zw —ovu —zvu+ 22 2'vu —z3 7 w)y~L. On
voit que I'ensemble A1 des x € Gopyr tels que y =2 =1, u = v = 0 est
un sous-groupe distingué abélien de Gany1. L'idéal abélien asmi: de gomsr
correspondant & A.,y1 est I'ensemble des matrices de la forme

0 0O
0 0O
w 0 0

THEOREME 4. Le centre de U(Qomt1) est engendré par les éléments algébrique-
ment indépendants

€am,1  €2m,2 €m+21 - .. Emt2m
€2m+1,1, O
€2m+1,1 €2m41,2 €am+1,1 « -+ €2mtiom |

Démonstration. Comme dans la démonstration du Théoréme 1, on prouve
d’abord qu’un élément de &(gont1) invariant pour la représentation adjointe
est dans S(asmr1). Soit p la représentation adjointe de Gopt: dans Gepyr.
Identifions asny1 & M, par 'application

0 00O
0 0 0)]—-w.
w 0 0
Alors, si
y 0 0
x={u 1 0] € Gy,
w v oz
on a
00 0 y 0 0\/0 0 0\/y 0 0\
p(x) . w=pkx).{0 0 O)J={z 1 0)JO O OJfz 1 O
w 0 0 w v zg/\w 0 0/\w v 2z
0 00
=\{0 0 O0)=zwy!
zwy 1 0 0O

Le raisonnement s’achéve alors exactement comme pour le Théoréme 1.
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5. Cas ou 7 est impair. Formule de Plancherel. Nous noterons 441’
I'ensemble des x € Gapyy tels que ¥y = z = 1, v = 0. La formule (18) montre
que Asmy1’ est un sous-groupe distingué abélien de G, y1. Soit as,,. U'algébre
de Lie de 4,4/, c’est-a-dire I'ensemble des matrices

0 0 O
u 0 0
w 0 0

L’application exponentielle de asyy1’ sur 42,.," est un isomorphisme. Donc,
pour e € E,, 'application

1 00
u 1 0)—>expitr(ew)
w 0 1

est un caractére £, de As,11". Nous noterons U, la représentation unitaire de
Gomy1 induite par £,.
Tout élément de Gapy1 se met de maniére unique sous la forme

1 0 0\/y 0 O y 0 0
w1 Of0 1 O)={uy 1 O
w 0 1/\0 v 2 wy v 3

Ainsi, Gan41 est produit semi-direct de 42,41’ et d’un groupe canoniquement
isomorphe & G,, X Gn,+1. En outre

¥y 0 0\/y 0 O vy 0 0
(19) 01 Oz 1 O0)=1{u 1 0
0 ¢ g/\w v =z vut+Zw vV+2v sz
1 0 O0\/yy O 0
=|uyty-t 1 0J){0 1 0

@ u+dwy 1yt 0 1/\0 v +3v 23

Par suite, U, opére dans L¢? (G X Guy1), Gu X G,p1 étant muni de la
mesure de Haar canonique; et, si (y/,2',7") — f(y/, 2/, v") est un élément de
L2(Gr X Gp), la formule (19) prouve que, pour

y 0 O
x={u 1 0]€ Gy
w v 2

on a
(20) (U.()N (2, 0") =f(" v, 8" 2,0 + 2’ v) exp i tr(e(’ u + 2" w)y= y' 7).
La formule (20) définit explicitement la représentation U.,.

THEOREME 5. Pour e = (e,,) € E,, POSONS €1 = €n1y vy €n = €1me
(i) La représentation U, admet le caractére infinitésimal x, défint par
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— .2
= T €p—1€my + + «

Cm+2,1 - -+ Cmi2,m

€2m,1 eém,?

Xe(62m+1,1) = 1€p, Xe(
€2m+1,1 €2m41,2

_— ym
Xe = 1 €1€2 ... €p.
€2m+1,1+ - - €C2m+1,m
(i1) S7 on se limite aux e € E,, tels que €1 €. .. €, #= 0, les représentations

U, sont irréductibles et deux & deux inéquivalentes.
(iii) St F est une fonction intégrable sur Gopnyr, on a

f |[F(x) | dx = @m)y™ ™ f e ftr(Ug(F)*Ue(F))\eleg el
Gam+1
dey des . . . dey.

Démonstration. Si
0 0

X = 0 1 O 6 ‘4 2m+1y
01

la formule (20) devient
(Ue)) ', 2, 0") = f(y',2',9') expi tr(e 2’ wy' ).

La démonstration de (i) s’achéve alors exactement comme pour le Théoréme 2.
Pour prouver (ii), on raisonne aussi comme pour le Théoréme 2. Il s’agit
de prouver que, si € €2 . . . €, # 0, un élément

y 0 0
x={n 1 0 e G2m+1
w v 2

qui laisse fixe £, appartient & As,y41’. Or la condition que x laisse fixe £, se
traduit, en vertu de (18), par la condition

(21) tr(ew’) = tr(e(vu’ + zw")y™Y)

quels que soient w' € M,, et la matrice #’ & 1 ligne et m colonnes. Faisant
u' = 0, ceci impose d’abord tr(ew’) = tr(y~!ezw’) quel que soit w’ € M,,
donc ¢ = y~lez, donc (Lemme 1) y = z = 1. La condition (21) se réduit
alors a tr(evu’) = 0 quel que soit u'. Posant

g1
v=| . u = (d1...0n)

on a

v = (o, o), evu = (€5, m—j+1 Om—jt1 ox'),

tr(ev ') = D €myi1 Omji105,
7
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d’ol la condition €y—j410m—s41 =0 (j=1,...,m); comme les ¢; sont tous
# 0, on en conclut que v = 0, d'oll x € Agpit.

Soit x — F(x) = Fi(y, 3,9, %, w) une fonction intégrable sur Gan,y1. Pour
frf/ € LCZ(Gm X Gm+l)r on a

(22) (UAFSIf) =
SIS P, 20,0, @) (3" 3, 2" 20" + 2" 0) (Y, 4, 0')
expitr(e(®® u + 2w)y 'y dy dz dv du dw dy' dz' dv'
=[. . ROy, 0,0, w) f(y, 2,0 + 2" 0) f (Y, 2, 0)
expitr(e(® u + 2" w)y ™) dy dz dv du dw dy' dz’ dv’
= f .. f Fi(y" 'y, 27 2, 2w — o), u, w) (9, 3, 0) _?I—(m
expitr(e(@’ u + 2’ w)y™") dy dz dv du dw dy' dz' &'
Donc
tr(U,(F)*U(F) = [ ... [IfFi(y'"Yy, 5", 2'~1(v — v'), u, w)
expitr(e(@u + 2'w)y™!) du dw|? dy dz dv dy’ dz’ dv'.

Comme plus haut, nous identifions I'espace vectoriel M,, & son dual grice
a la forme bilinéaire (w1, w2) — tr(w; we). D’autre part, l'espace vectoriel
M, 1 des matrices # a1 ligne et m colonnes admet un dual que nous identifions
a l'espace vectoriel M, des matrices v & m lignes et 1 colonne, en posant

<u,v> = tr(vu).
Alors, la fonction
(3’, 2,0, U, w) - Fl(yy 3,0, U, w)

définie sur G, X G, X My X M, 1 X My, admet, par rapport aux variables
# et w, une transformée de Fourier, que nous noterons F, définie sur
Gm X Gm X Ml,m X Ml,m X Mm; et I'On a

tr (U (F)*U,(F)) = f . .f]F(y"ly, 2z, 2/ 1(v — '), ylev’, y~leg’)|?
dy dz dv dy' dz’ dv’

=[.. [IF(, 22 (v — ), y~ly'"ler/, y~ly'"lez’) |2
dy dz dv dy' dz’ dv’

=[..[|F(y, 22 (v —v), ye', y'ez)|? dy dz dv dy'dz’ dv'
= [.. [IF(y,2,0,9 e, ye)*dydz dvdy dz' dv'.
Pour €1 €;...€¢, # 0, on a det(y’' e) = dete ¥ 0. Donc
tr(UF)*U(F) = [.. JIF(y,2,09,¢, y'ez")|?Idet e|~! dy dz dv dy’ dz’ dv'.

Alors, en utilisant le Lemme 3,
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f .. f tr (U, (F)* U(F))|eses . . . en* M derdes . . . dep,
= f .. f |F(y,2,v,9", y'e) |2e§e§. .. efn'"—Qdy dzdvdy’ dz' dv' de des . . . dey,
=[...[|F(, 200, w)| dydzdvdv dw
= (21r)"”2+'"f S IF(, 80,4, w)|* dy dz dv du dw
= @m)" " [|F(x) [ d.

Ceci achéve la démonstration du Théoréme 5.

6. Cas ol z est impair. Caracteres globaux des représentations U..

THEOREME 6. Sotte = (€;5) € Ep; POSONS €1 = €1y -« -y €n = €1,m; SUPPOSONS
€162 . .. €y #Z 0.
(1) Sout
y 0 0
x=\u 1 0)—>Fkx) = Fi1(y,39,u,w)
w v oz

une fonction indéfiniment dérivable & décroissance rapide sur Gomyy. Alors,
Uopérateur U,(F) est un opérateur @ trace.
(ii) i exuiste une distribution tempérée T, sur M, telle que

te(U,(F) = [Fi(1,1,0,0, w) dT.(w).

(iii) Sur U'ensemble N,, des w € M, tels que As(w)As(w) ... A(w) # 0, T,
coincide avec la fonction

‘n_)im(m+1) l€-1—162—2 —m

w— (2 . m
exp 4 e1dn(w) — e 'AX_;E%l o D :E;U;]

[As(w)As(w) . .. An(w)]

Démonstration. Comme dans la démonstration du Théoréme 5, introduisons
la fonction (v, 2z, v, u, w) — F (y, 2,9, u, w) sur G, X Gp X My X My X M,
transformée de Fourier de la fonction (y, s, v, u, w) — Fi(y, 3,9, u, w) par
rapport aux variables # et w. La formule (22) prouve que U,(F) est défini
par le noyau

Ky, z,0v,9,2,9) = F(y'"ly, 2713, 2'"1(v — o), y~lev, y~lez’).

Comme dans la démonstration du Théoréme 3, nous introduisons les notations
[lyll, ||| pour les éléments de G,, M,, et nous posons |[v|| = Z,|r; si
2 = (r;) € M1, On a vu qu'il existe des constantes A1 > 0, &; > 0 telles
que :

7l + 11272l + [y’ [| > Au(lly ]|+ [lal] + ']+ 1)
d’autre part, il existe des constantes 4, > 0, §; > 0 telles que

1] = ey O] < Aa(lly]] + [y e’ |)*

https://doi.org/10.4153/CJM-1959-034-8 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1959-034-8

342 JACQUES DIXMIER

et des constantes A; > 0, §; > 0 telles que
]l = 1l'@" (0 = o) + o' I< Aa([[2']] + |o']] + |12 = 2’|
Finalement, il existe des constantes 4 > 0, § > 0, telles que
Y =yl 4+ [l el + 2w = )i + [y el + [ly~led|]
> A (ly [+ 11+ el + 121+ o]l + 112

D’aprés le Lemme 4, K est donc une fonction indéfiniment dérivable 4 décrois-
sance rapide. Par suite, U,(F) est un opérateur a trace, et

tr(U(F) = [[[F(1,1,0, yev, yez) dy dz do.

L’application (v, z,9) — (vev, yez) de G, X G, X My, dans M, X M,
transforme la mesure dy dz dv en une distribution tempérée sur My, X M,
d’aprés le Lemme 4 et les inégalités obtenues plus haut; soit T, la transformée
de Fourier de cette distribution, qui est aussi une distribution tempérée;
alors

tr(U,(F)) = [ F(1,1,0, u, w) dT"(u, w).
On a

F(1,1,0, vev, yez) = ffFl(l, 1,0, u, w) exp 7 tr (yevu + yezw) du dw
JF (1,1,0, yev, yez) dv
= fdvffF, (1, 1,0, u, w) exp ¢ tr(yevu + yvesw) du dw
= [|det ;=" dv [[Fi(1, 1,0, u, w) exp i tr(vu + yezw) du dw
= f!det e, 1dv ffFl(l, 1,0, u, we='y~1) exp 7 tr (vu + zw)|det e ™ du dw
= |det e|=*"[dof[ F1(1,1,0, u, we='y=") (exp i tr w)
(exp i tr(vu + 2°w)) du dw
en posant z = 1 4 z° D’ou
[F(1,1,0, yev, yes) dv = (2m)"det ¢, =" [F1 (1, 1,0, 0, we~ly~1)
(exp i tr w) (exp i tr 2° w) duw.
Puis, raisonnant comme pour le Théoréme 3
[f F(1,1,0, yev, yez)dzdv = (27)" det ¢| """ (2m)" "V
f F1(1,1,0,0, te 'y ) (exp i tr t) dt

ou ¢ parcourt I'ensemble des matrices (r;;) telles que 7, = 0 pour j < k et
ol dt est définie par II,5:d7 ;. Posons fe™! = ze/, 0tz € G ete = (ex') € En,
et e, ;+1,, = €;. 11 vient

trt = tr(ze’e) = tr(e'e) = E €m—j+1,€;

dt = lex. .. e,nl|(ele;n)m—l(626,'n__1)m—2 o (enr€d) |del . . . dey dz
= | e,,lHe.'g_le,{;.Q . f,',,_m+1ide'(1’,z.
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D’od
[[F(1,1,0, yev, yez) dadv
= (2”)%7"'(7"‘{'1)‘6_1_16-2_2 PR e’;ml J‘J‘ F1(1, 1’ 0, 0’ zely-—l)(exp ’i Z e’,n_j+1 ej)
: J
et 6:,,_'"“[ de'dz.

Supposons maintenant le support de la fonction w — F; (1, 1,0, 0, w) com-
pact et contenu dans N,. On a

fff F(l, 1’ 0) yev;yez) dy dz dv
= @0 Pla’a’. & [ F1(1,1,0,0,2y7) (expi D sl ej)
J

r—1 r—m+1 ’
€& ...en | dydedz
= @m)" "Vt e [ R, 1,0,0, w)

exp i[exAm(w) oo (D) :EZ;]
[A2(@) . . . An(w)]

Remarques. 1. Sauf dans le cas m = 1 (cas qui est étudié dans (4)), on voit
que la distribution 7", du théoréme n’est pas une mesure.

2. Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe. La conjecture
suivante parait vraisemblable : les caractéres globaux des représentations
unitaires irréductibles de G sont des distributions tempérées sur G (la notion
de distribution tempérée se définissant grace a I'application exponentielle).

dw.

Errata 4 un article antérieur :*

(1) P. 322, 1.4, la conjecture que 3(g) est de type fini est inexacte : on le
voit en utilisant le contre-exemple au 14° probléme de Hilbert que vient
d’obtenir Nagata.

(2) Les algébres de Lie définies pp. 322-3 sont, pour les groupes de Lie
définis pp. 330-1, les algébres des champs de vecteurs invariants a droite. Or,
dans l'article précédent de cette série, on a toujours utilisé les champs de
vecteurs invariants a gauche. Il en résulte qu’il faut changer M; en — M, et
M, en — M, dans les formules (9), (12), (15), (18), (21), (24), (27), (30),
(33) et dans leurs démonstrations.

(3) Dans la formule (25), les 4 derniers termes du crochet doivent étre :
— (N + 1Nof — wp1pd — I hulpi — p2)8 — TN+ 17) (up1 — Np2)6”.

P. 341, 1.17, le dernier terme doit étre : IAu(p12 — p2?). Dans la formule
(33), il faut :

Un(xs) = — iAMs+ 2 AM;  Ux(xs) = — iAM,

*Sur les représentations unitaires des groupes de Lie nilpotents. I11, Can. J. Math., 10 (1958),
pp. 321-48.
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Dans la formule (34), il faut

. 1
€xp 1)\<P5 — p4by + !2 P§91 -+ % Psef - 6»020% — psfls + P20102> .
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