
SUR LES REPRESENTATIONS UNITAIRES DES 
GROUPES DE LIE NILPOTENTS. IV 

JACQUES DIXMIER 

Soit n un entier > 1. On notera Mn l 'ensemble des matrices carrées d 'ordre 
n à éléments réels, e t Gn le groupe des x = (%Jk) G Mn tels que £jk = 0 pour 
1 < j < k < n, %j]; = 1 pour 1 < j < n. Le groupe Gn est un groupe de Lie 
nilpotent simplement connexe, dont l 'algèbre de Lie s'identifie à l 'ensemble 
Qn des x = (%jk) G Mn tels que %Jk = 0 pour 1 < j < k < w. Nous allons 
déterminer: 

(1°) le centre de l'algèbre enveloppante de g„; 
(2°) la série "principale" de représentations unitaires irréductibles de Gn; 

(la recherche de toutes les représentations unitaires irréductibles de Gn ne 
semble pas facile) ; 

(3°) la formule de Plancherel pour Gn ; 
(4°) les caractères globaux (au sens de (5)) des représentations de la série 

principale. 
Pour n impair, l 'étude est un peu plus compliquée que pour n pair. On 

exposera les démonstrat ions en détail pour n pair. Pour n impair, on insistera 
seulement sur les différences de calcul. 

On emploiera les notat ions suivantes. La matrice (£^) Ç Mn telle que 
Çrs = 1 et %Jk = 0 pour j ^ r ou k 9e s sera notée eTS. L'ensemble des matrices 
(£;*:) Ç Mn telles que %jk = 0 pour j + k 9e n + 1 sera noté En. Pour toute 
matrice x = (f^) G Mn, on posera: 

Ai(x) = 

A2(x) = 

f i l { » . . •E l* 

fcl f 22 • • • ?2n 

£nl £w2 • • snn 

£l2 fc» • ?lw 

?22 ^23 • %2n 

in- çn—1,3 • • • fn-l.n 

An_i(x) £l,tt-l £l/l 

I ?2,n-l ?2n 

A»(z) = £1* 

An+i(x) = 1. 

Reçu le 15 août, 1958. 
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322 JACQUES D1XMIER 

L'algèbre enveloppante d'une algèbre de Lie g sera notée U(g). L'algèbre 
symétrique d'un espace vectoriel V sera notée ©(F) . Sur le groupe Gny la 
mesure définie par la forme différentielle Ui<k<j<nd^Jkl qui est une mesure de 
Haar, sera appelée mesure de Haar canonique, et sera la seule utilisée. De 
même, sur le groupe additif des matrices (rjjk) à n lignes et nr colonnes, la 
seule mesure utilisée sera la mesure I I K ^ ^ K ^ ^ I J ^ , 

Les lemmes 1 et 3 se trouvent dans (3, pp. 8-10 et 12-14). Toutefois, comme 
la situation est ici légèrement différente à certains égards, on a explicité les 
calculs pour la commodité du lecteur. 

1. Cas où n est pair. Centre de U(fl„). NOUS poserons n = 2m. Tout 
x € Gn se met sous la forme 

où y G Gm, z G Gm, w G Mm. Si 

\w z/ 

= (y' °) 

\wy' + zw' zz' ) 

d'où facilement 

x x = ( _i _i _i ) x x' x * = P y y , _i ) 
\ — z w y z / \t zz z J 

avec t = {wyr + zw' — zzfz~1w)y~1. On voit que l'ensemble A2m des x Ç G2m 

tels que y = z = 1 est un sous-groupe distingué abélien de G2m. L'idéal 
abélien ct2m de g2m correspondant à A2m est l'ensemble des matrices 

( o o \ 
\w 0 / ' 

où w G Mm. 

LEMME 1. Soit Nm l1 ensemble des w <E Mm tels que A2(w)A^(w) . . . Am(w) ^ 0. 
Si w G Nm, H existe des éléments y G Gmi z Ç Grn, e G Em uniques tels que 
w = zey. Si e = (e^-), on a 

(1) « m ^ + l . i - ( 1) A^{w). 

Démonstration. Posant z"1 = sr, il revient au même de prouver qu'il existe 
des éléments y G Gm, z' Ç Gm, e G £ m uniques tels que z'w = «y. Soient 
w = («#), y = (Vjk), z' = (f #), e = (ejk). On doit avoir: 
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(2) Ë l>«r* = 0 (j + k>m + l) 
r= l 

m 

( 3 ) Z-é tjr Ur,m-j+l = *j,m-j-\-l 
r~ l 

m 

(4) ]C f̂ r corfc = €iiTO-.i+i i?m_>+if]fc 0 + fe < m + 1). 

Pour J fixé, les équations (2), qui s'écrivent 

S f *r wrfc = — «# (fe = m - j + 2, w - j + 3, . . . , m) 

forment un système de j — 1 équations à j — 1 inconnues, dont le déterminant 
est Am-j+2(w). Ce déterminant est non nul puisque co Ç iVm. D'où l'existence 
et l'unicité des f̂  satisfaisant à (2). Les équations (3) donnent alors les 
€jtm-j+i. D'ailleurs, en éliminant f;i, . . . , Çjtj-i entre les j équations (2)-(3) 
qui contiennent ces inconnues,il vient 

c °2 ,m- i+ l 0)2,m-j+2 • • • <^2,m 

œj,m-j+l "~ ej,m-j+l Wj,m-j+2 • • • ^ j , m 

= 0. 

D'où les formules (1). 
Comme w Ç Nm, on voit que elm ^ 0, e2,m_i ^ 0, . . . , ew_i|2 ^ 0. Les 

formules (4) prouvent alors l'existence et l'unicité des rjjk. 

LEMME 2. Soit w = (a)jk) —>/(w) une fonction polynôme sur Mm. Pour qu'on 
ait f{z wy) = /(w) çwe/s gwe soient w G Afm, 3/ G Gm, s Ç Gm, il faut et il suffit 
que f soit dans Valgèbre engendrée par les fonctions Ai, A2, . . . , Am. 

Démonstration. Posant w = (co^), y = (rç^), 2 = (Çjk), 2 ^ 3 ^ = (co^/), on a 

2Li $JT Mrs Vsk — 2^/ Çjr Mrs Vsk-

Donc 

1< r< m, 1< s<ra 1< r< j, A;< s<m 

1< J< «, m— J+ Kft<7n. 
= ( f j * ) l < j < M < K « (WjA;)l<K«.»ra-«+l<*<m (V jk)m-t+l<j<m,m-t+l<k<m 

et par suite 

det(cojfc) Kj<t,m— t+l<k<m — 

det(co^) 
Kj<t,m-t+l<k<m' 

Ceci prouve que la condition de l'énoncé est suffisante. 
Maintenant, soit w = (œjk) -*f(w) = /((o>#)) un polynôme tel que/ (s w y) 

= /(w) quels que soient w G Mmy y G GOT, 2 G Gw. Si on remplace les œjk tels 
que j + k 9^ m + 1 par 0 dans /((co^)), on obtient un polynôme par rapport 
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324 JACQUES DIXMIER 

à comi, com_ii2, . . . , coi7n, que nous noterons g(o)mh . . . , coim). Conservons la 
notation 7Vm du Lemme 1. Si w Ç A^, il existe y Ç Gm, z £ Gm, g = (e#) G Ew 

tels que w = z ey. On a/ (w) = /(e) = g(ewi, . . . , eim). D'après les formules 
(1), 

(5) /((^)) - « ( ( - i r + 1 | ^ . - - - . - % 7 ^ 
\ A2{w) àm{w) 

Considérons maintenant les matrices w de la forme 

, A m ( » 
) • 

/ W l i 0)12 

0 0 
0 0 

0 

\° 

l.TO-1 k > l m \ 

1 
0 

0 
0 

/ 

Quand on restreint / à l'ensemble de ces matrices, on obtient un polynôme 
h(p)uj . . . , wim) et la formule (5) devient 

(6) 
7 / \ ( . w l l W i t T O _ i \ 
Atcoii, . . . , « i m ) = gl ± , • • • , , wiro J 

\ CO12 OJi,m / 

valable pour coi2 9
e 0, coi3 5̂  0, . . . , o?iTO' 9e 0. Les égalités (5) et (6) entraînent 

/((co,*)) = A(±Ai(w), . . . , -AOT_i(w), Aro(w)), 

égalité valable pour w £ iVm et par suite pour toute w Ç M"m d'après le prin
cipe d'inconséquence des inégalités algébriques. D'où le lemme. 

THÉORÈME 1. Le centre de U(g2m) est engendré par les éléments algébriquement 
indépendants 

Vim, 1> 

0 2 m - l > l 6 2 T O - 1 , 2 

^2m,l ^2w>2 
, . . . , 

^m+1,1 • • • ^m+l .w 

^ 2 m , l • • • ^2m,i 

Démonstration. Nous allons d'abord chercher les éléments de ©(92m) in
variants pour la représentation adjointe de g2m- Un élément de ©(92m) est de 
la îormef((ejk)J>k), o ù / e s t un polynôme en \n{yi — 1) variables à coefficients 
réels. Les seuls crochets non nuls des ejk entre eux sont données par les for
mules 

[ejk, ejci] = eji = — [ekh ejk] (j > k > l). 

La condition que f((ejk)) soit invariant pour la représentation adjointe se 
traduit par les égalités 

*Les ejk qui figurent dans ces déterminants appartiennent à 0,2m, donc sont deux à deux 
permutables; ainsi, il n'y a pas d'ambiguïté sur la signification de ces déterminants. 
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12 [er8,ejk]fejk = 0 (r > s) 

c'est-à-dire 

(7) E erkfeak - E ejsfejr = 0 (r > 5). 
k< s j> r 

Cette égalité se réduit à 0 = 0 pour r = n et s = 1. Pour r = n — 1, 5 = 1, 
elle donne 

enlJen,n-i ~ "y 

de sorte q u e / est indépendant de en,w_i. Pour r = w, s = 2, elle donne 

de sorte que / est indépendant de e2i. Soit £ un entier < m, et supposons 
démontré que / est indépendant des ejk pour j < p d'une part, pour & > w 
— p -{- 1 d'autre part. Ecrivons la condition (7) pour r — n — p, s — 1,2, 
. . . , p (ce qui est possible car p < n — p). Nous obtenons 

j>n—p 

2s eJ2Jej,n-p — en-p,lJe2i 
j>n—p 

2s e3PJej,n-p ~ en-p,ljepi \ €n-p,2jep2 ' * • * ' en-p,p-lJep,p-V j>n—p 

D'après l'hypothèse de récurrence, les deuxièmes membres sont nuls. Ces 
égalités entraînent alors que 

f = 0 

pour j > n — p, c'est-à-dire que / est indépendant des ejJc pour k = n — p. 
Ecrivant maintenant la condition (7) pour s = p + 1, r — n — p + 1, 
n — p + 2, . . . , n (ce qui est possible car n — p + 1 > p -{- 1), on trouve 
de même q u e / est indépendant des ejjc pour j = p + 1. 

Ainsi, / est indépendant des ejk pour j < m d'une part, pour k > m + 1 
d'autre part, de sorte q u e / Ç ©(ct2m). Cherchons donc les éléments de ®(a2m) 
invariants pour la représentation adjointe de §im, ou, ce qui revient au même, 
pour la représentation adjointe p de Gim. Identifions ct2m à Mm par l'application 

(0 o\ 
\w 0 / 

• w . 

Alors, si 
A, n\ 

6 G2 \w' z) 

on a 

, , , . (0 o\ (y 0V0 oVy 0V1 f° <A 
p(x) . w = p(x) . I ft/ = V , il n / V / / = V - i n = 2 « ' 3 ' 
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Notons AVtz Tautomorphisme de l'algèbre ®(Mm) qui prolonge l 'automor-
phisme w —> z w y'1 de l'espace vectoriel Mm. Il s 'agit donc de t rouver les 
éléments de @(Afm) qui sont invar iants pour les automorphismes AVtZ. 

Grâce a la forme bilinéaire (wyw
/) —>tr(ww') sur Mm nous identifierons 

l 'espace vectoriel Mm à son dual . Dans cet te identification, ejk s'identifie à 
la forme linéaire (coJk) —•> œkj sur Mm. Alors, ® ( M m ) s'identifie à l 'algèbre des 
fonctions polynômes sur Mm: à l 'élément 

tjiki • . e jpkp 

œk pjp' 

de ®(AfTO) correspond la fonction polynôme 

(œjk) -> o)klh 

Pour y G £ w , z G Gm, on a 

tr(tt/(i4y,2ze;')) = t r (w z w ' ;y_1) = tr{y~l w zw') 

=•• tr((Az-itV-i w)w'). 

Donc le transposé de AVtZ s'identifie à Az^lyy_l. Alors, d 'après les propriétés 
élémentaires des algèbres symétr iques, pour qu 'un élément de @(Mm) soit 
invar iant par les AVtZ, il faut et il suffit que la fonction polynôme correspondante 
soit invar iante par les AVtZ1 c 'est-à-dire par l 'application w —» z w y~l de Mm 

sur Mm. Donc (Lemme 2) les éléments de ©(Afm) invar iants pour les AVtZ 

const i tuent l 'algèbre engendrée par les éléments 

^m,lj 

^m—1,1 ^m—1,2 

em,i 

en 

emi 

eu, 

Compte tenu de l'identification adoptée de ct2m à Mmj on voit que les éléments 
de @(ô2m) invar iants pour la représentat ion adjointe const i tuent l 'algèbre 
engendrée par les éléments 

02m,1» 

e2m,l 

em+\,\ em-\-l ,m 

e-im.i 

Enfin, le centre de U(çj2m) est l ' image, par l 'application canonique </> de 
®(02m) sur \l(o>2m)y de l'algèbre précédente. Comme a2m est abélien, la restric
tion de </> à ©(û2m) est un isomorphisme de @(a2m) sur U(ct2m) C U((j2m). D 'où 
le théorème. 

2. Cas o ù n e s t pair . F o r m u l e de P l a n c h e r e l . Nous conservons les 
notat ions précédentes. Tou t élément e G Em définit la forme linéaire 
w—>tr(ew) sur M.mf donc la forme linéaire 

( 0 0 ) 
\w 0 / 

tr(ew) 
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sur û2m- D'autre part, l'application exponentielle de ct2m sur A2m, c'est-à-dire 
l'application 

\w 0/ \w 1/ 

est un isomorphisme du groupe additif a2m sur le groupe abélien A2m, de sorte 
que l'application 

(1 (A m 

) -> exp i tr(e w) = exp i X «y.m-i+i «m-j+i.* 
zo 1 / ; =i 

(où e = (eJk) et w = (œ3k)) est un caractère £e de ^42m. Nous noterons Ue la 
représentation unitaire de G2m induite par £„. 

Tout élément de G2m se met de manière unique sous la forme 

A 0Vy û\ = /y (A 
\w 1/\0 z) \wy z) wy 

avec y G G™, s Ç Gm, ze> Ç Mm. Ainsi, G2m est produit semi-direct de A2m et 
d'un groupe canoniquement isomorphe à Gm X Gm. En outre 

™ /V °\(y °) = /V? ° ̂  = (l °"\(y'y ° ^ 
w \0 s'/Vw «/ \z'w z'z) Kz'wy-'y'-1 l / \ 0 s V * 
Par suite, l'espace hilbertien où opère Ue s'identifie canoniquement à Lc

2 

(Gm X Gm), Gm X Gm étant muni de sa mesure de Haar canonique et C désig
nant le corps complexe ; et, si (y', zf) —>/(>'', z') est un élément de Lc

2{GmXGm), 
la formule (8) prouve que, pour 

e G2 

on a 

ou encore 

x = (y °) 
\w z) 

(9) (f/eW/) ( / , z') = /(y ' y, s' s) exp i tr(e z' w y'1 y'"1). 

La formule (9) définit explicitement la représentation Ue-

THÉORÈME 2. Pour e = (ejk) G Em, posons ei = €m,i, e2 = €m_if2, . . . , 

(i) La représentation Ue admet le caractère infinitésimal Xe ip,u sens de (2)) 
défini par 

Xe(«2m.l) = i € m i Xe 

Xel 

^2m- l , l ^2m-l,2 

02m, 1 ^2m,2 

^ra-fl.l • • • €m+l,m 

&2m, 1 • • • 62m,m 

J ^ ^m—1 ^mi • • • » 

= i €i e2 . 
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(ii) Si on se limite aux e G Em tels que e2, e3, . . . , e 
Ue sont irréductibles et deux à deux inéquivalentes. 

(iii) Si F est une fonction intégrable sur C72w, on a 

9e 0, les représentations 

f \F(x)\*dx = Çir)-™2 f. . . ftr{U.(F)*U.{F)) 

\w 1 / 

2 4 
€2^3 

2 ( O T - 1 ) 
deide2 

Démonstration. Si 

€ ^4 2m, 
Vtf J- / 

la formule (9) devient 

( ^ ( * ) / ) ( / , *') = / ( / , *') exp i t r (e s' w y'-1). 

Donc l 'opérateur différentiel correspondant à l 'élément 

(0 0) 
\w o/ 

de Û2w est l 'opérateur de multiplication par la fonction 

(3/, z') —> i t r (e zf w y'"1) = i t r ( ( y _ 1 e zf)w). 

Pour y et zf fixés, la valeur de cet te fonction divisée par i est la forme linéaire 
sur a2m définie par yf~l e zr. Cet te forme linéaire se prolonge en un homo-
morphisme \[/ de ®(ct2W) = ll(ct2m) dans le corps complexe. La valeur de \p 
pour un élément invar iant de ©(a2 w) est indépendante de y1 e t z''. Ainsi, l 'opéra
teur différentiel correspondant à un élément du centre de U(g2m) est un 
opérateur scalaire. Donc la représentat ion Ue a d m e t un caractère infinitésimal 
Xe, e t on a 

e2m-j+l,l 

62m, 1 

e 2m-3+1,3 

e2n, 

Vm—j+1, 

i) . . . itr(eem-j+itj) 

itr(e em,i) . . . itr(e em<j) 0 

0 

te j,m—j+l 

0 

0 

— I € m _ ; 4 - i €m_y-j_2 

Ceci prouve (i). 

Soit 

\w z/ e G2 

alors l 'automorphisme intérieur de G2w correspondant à x définit un au to -
morphisme de .42 m donc de son dual . Nous allons montrer que, si e2, e3, . . . , 
em 9^ 0, x ne peut laisser fixe £e que si x Ç ^42m- Il en résultera ( (7 ) ; cf. aussi 
(1)) que Ue est irréductible. Or, dire que x laisse fixe %e signifie que x laisse 
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fixe la forme linéaire w' —> tr(e w') sur Mm. Comme p(x) . w' = z w' y~l, cela 
signifie encore que tr(ew') = tr (ezw' y~l) = tr (y~l ezwf) quel que soit 
w' G M"m, donc que e = y - 1 e s, donc que y = z = 1 (Lemme 1). Ceci établit 
notre assertion. 

Soit e' = (e'j]c) 6 Em, avec e2' e3' . . . em' ^ 0 (où e'7 = e'^-^+i^). Si e ^ e', 
(i) prouve que Xe ^ Xe'> donc que les représentations Ue, Ue> sont inéquiva
lentes. Ainsi, (ii) est démontré. 

Soit 

* \w s/ ""* F ^ = Fl("y' z' W^ 

une fonction intégrable sur G2m. Pour / , / ' Ç L c
2 (GTO X Gm), on a 

( t f . ( W ) = f (Ue(x)f\f) F(x) dx 

= f F(x) dx f i f(y'y, z' z) f'(y'', z') exp i tr(e z'w y~ly'~l) dy' dz'. 

La fonction 

(x, y , s') —> F(x)f(y'y, z'z)f(y', z') exp i tr (e z' w y x y' *) 

sur G2m X Gm X Gm est mesurable pour dx dy' dz', et 

JfS* \^(x)f(yf y,z' z) fiy'y z') expitr(ez' wy l y' x)\dxdy'dz' 

= J* |F(x) | dx J/* \f(y' y, z' z) \ \f'(y', z') \ dy' dz' < + « . 

On peut donc appliquer le théorème de Lebesgue-Fubini qui donne 

(10) (Ue(F)f\f) = Jlflf F.iy, z, w)f(y'y, z'z)f(y', z') exp i tr (ez'wy-'y'-1) 

dydzdwdy'dz' 

= JÏÏJÏ W~lJ, z'~\ «0/(y, z)7777?7 exp i tr («s'wy"1) 
dydzdwdy'dz' 

= JJIf/Cy» z)f(y'> z') Lff iC/""1?» s'_1*> w) exp i t r (y"W w) 

Donc ((2), Lemme 35) 

tr(C/e(F)*Z7e(F)) = / J / J | J* T W V z'~\ w) exp i tr(y"Ww)dze;|2 dydzdy'dz' 

Comme on a identifié canoniquement l'espace vectoriel Mm à son dual, la 
transformée de Fourier de (y, z, w) —> Fi(y, z, w) par rapport à la variable w 
est encore une fonction (y, z, w) —> F(y, z, w) sur Gm X Gm X Mm, et on a 

(11) tr(Ue(F)* Uê(F)) = JSJj [Fiy'-1 y, z'~l z, y~l e z')\2 dy dz dy' dz' 

= JJIf I^Cy. *> y'1 y''1 e z ' ) \ 2 dy dz dy'dz' 

= jjJS \F(y, z, y' e z')\2 dy dz dy' dz' 
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Pour achever la démonstration, nous aurons besoin d'un lemme. Adoptons 
la notation Nm du Lemme 1. Soit Fm = Em P\ Nm, c'est-à-dire l'ensemble des 
e = (€#) € -ftfm tels que €# = 0 pour j + k 5* m + 1, tlm e2,m-i . . . em_i,2 ^ 0. 
Posons eOTfi = €i, . . . , ei,TO = ew. Tout w Ç iVw s'écrit de manière unique sous 
la forme w = z e y, avec y Ç Gm, z Ç Gm, e £ Fm (Lemme 1), d'où une bijection 
<j> de iVw sur Gm X Gm X Fm. Alors : 

LEMME 3. La bijection <t> transforme la mesure dw sur Nm en la mesure dy dz 
de, où 

7 2 4 2 ( W - 1 ) 7 7 7 

tfe = e2€3 . . . €m aei ae2 . . . aem 

Démonstration. Posons w = (wj]C),y = (yjk),e = (ejk),z = (Çjk).Siw = zey 

on a 
m m m 

^jk = JL^I 2-J f Jr ers Vsk — 2-J f J> € r , m - r + l Vm-r+l,k 
r= l s=l r= l 

= : / > Sjr era—r+l ?7m— r+l.A* 

D'où 

K r < infO'.wi—fc+1) 

+ r dl?m-r+l,*). 
On a en particulier dooim = dem. Supposons démontré que 

(12) f i dwjk = ± €w-p+2 el-p-f.s • . • e2mv~l){ I l ^ f ^ ) ( FI de A 
j<p,k>m—p+l \l<k<j<p / \ffl-p+l<;'<w / 

( n ^̂ *) • 
On a alors 

( I l dW) dœhm-p 

z t €^—^4-2 Ém__.p-|-3 . . . 6m 

\Vm,m—p &€m i ^m aï]m m—p ) 

= z t 6m_p-f2 Cr/i_^-f3 . . . €m 

_i)( n # ,*H n de M n <̂ *) 
\ 1 < K K / ) / \m-p+l<j<m ' \m-p+l<k<j<m / 

tmay]m m—p' 

Supposons démontré, pour un entier g tel que 1 < g < p, que 
(13) ( I l dœjAdu! 

\j<P,k>m-p+l / 

= =1= €„_P+2€TO-2»+3 • • • €TOP_I)( n ^r^)( n ^e;)( n ^ A ) 
\l<k<j<p / \ m - p + K i < m / \ O T - Î } + 1 < K ; ' < W / 

^m m̂— 1 • • • ^m—g+2 O'Vm m—p &Tlm—l,m—p • • • a/Vm—ç+2,m—p' 

Alors 
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(14) ( i l dœjk\ do>itm-p du2,m-p • • • dwQtm-p 
^ j^P, k>m—p+1 / 

= =fc ei-^eîn-p+z • • • tmV~l)( I l dÇj]c)( Yl &*)[ Yl drjjk\ 

^m^m—1 • • • €m—q-\-2U''tfm,m—p • • • ^Vm—q-{-2,m—p\^rn—q-\-l^Vm—Q-\'l,'m—p) 

Le passage de (13) à (14) prouve, par récurrence sur g, que 

( i l da)jk) dœi,m-p . . . dœPiTn-p 

= db €^_p+2 . . . em*'1 em-p+i . . . em( Yl dÇjk)( Yl de Al Yl drjjk) . 
\l<k<j<p / \m—p+l<j<m ' \m-p<k<j<?n ' 

On passe de même de là, par récurrence, à la formule 

( 11 dojjjc )dœitm-p . . . dœPim-pdœp+itm . . . dœp+i , m—p+1 j<p,k>m—p+1 / 

= =t 4»r-p+i4^p+2... €„ f r i ^fi*)( n ^€i)( n *?#) • 
\ l</c<;<p+l / \m-2)+l<i<m / \m—p<ft<j'<m / 

Enfin, en multipliant par dcop+iim_P, il vient 

(15) f i dcoiA; = dz em-p+i . . . €„ ( Yl dÇjk\( Yl de A 

( n •<*»*)• 
Le passage de (12) à (15) prouve, par récurrence sur p, le Lemme 3. 

Ceci posé, revenons à la formule (11). Elle entraîne 

f tr(Ue(F)* Ue(F)) de = f f f f f \F(y,z,y'ez')\2dy dzdy'dz'de 
*)Fm J GmJ Gm*J GmJ GmJ Fm 

= 1 1 1 \F(y, z, w)\2 dy dzdw = I I I \F(y, z,w)\2dy dzdw. 

D'où, utilisant la formule de Plancherel sur le groupe abélien Mm, 

f tr (Ue(F)* Ue(F))de = (2*)™* f f f ^ ( 3 / , x, w)\2dydzdw 
*JEm *SGmJ GmJ Mm 

= (2ir)m2 f |F(x)|2^x. 

Ceci achève la démonstration du Théorème 2. 

3. Cas où n est pair. Caractères globaux des représentations Ue. 

LEMME 4. Soient Pi (xi, . . . , xr), . . . , Ps (xi, . . . , xr) des polynômes à 
coefficients réels. Soit (p l'application de Rr dans Rs définie par les égalités 
3'i = Pi (xi, • • • 1 xr), • . • , ys = Ps (xi, . • • , xr). On suppose qu'il existe des 
constantes A > 0, 8 > 0, telles que \\<p(x)\\ > yll|x||5 pour x Ç Rr

y \\x\\ > 1 (on 
pose ||*|| = |xi| + . . . + \xr\, \\y\\ = \yi\ + . . . + \ys\ pour x = (xu . . . , xr) 
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6 Rr, y = (yu . • • , y s) G Rs). Alors, si f Ç ^(Rs) (avec les notations de (8)), 
on afocp G ^(RT), et l'application f —> fo<p de ^(Rs) dans ^(RT) est continue. 

Démonstration. Soit / une fonction numérique quelconque sur Rs. On a, 
pour tout a > 0, 

SUpzeflr, | | * | |>l| (/O0) (X)\ | |tf| T < A~a/Ô S\ipxeRrt | | z | {>11/( <£> ( x ) ) | | | <£>(x) | | " / Ô 

<^-a/8sup,«a.|f(y)|||y|r /a-

Supposons maintenant que / Ç ^(Rs). Alors, fo<p est indéfiniment derivable 
sur Rr. Toute dérivée partielle D(fçxp) de fo(p est somme de termes de 
la forme Q . ((D'f)o<p) où Q est un polynôme et où D' est une dérivation 
partielle (on le voit aussitôt par récurrence sur l'ordre de D). Il existe des 
constantes B > 0, e > 0 telles que \\Q(x)\\ < B\\x\\€ pour \\x\\ > 1. Alors 

supxeBr.|\x\\>i\Q(x)((D'f)o<t))(x)\\\x\\a < B supz^r,|\x\\>i\((Dj)o(j>)(x)| |\x\\a+t 

<BA-^supyiRt\(DJ)(y)\\\y\\^)/8 

D'autre part, 

supXeRrt\\x\\<i\Q(x)((Dff)o(p)(x)\ \\x\\a < (supX€BrAlxU<1\Q(x)\) 

supytB.\(D'f)(y)\. 

Ceci prouve le lemme, en utilisant la définition de la topologie de <^(Rr) et 
^(Rs) par semi-normes. 

Soit maintenant x = (£Jfc) —» F(x) = F((Çjk)) une fonction sur Gn. (Rappel
ons que £jk = 0 pour j < k et que £^ = 1 si x Ç Gn). Dire que T7 est indéfini
ment derivable sur Gn revient à dire que F est une fonction indéfiniment 
derivable des £^ (J > k). Si de plus F est une fonction indéfiniment derivable 
à décroissance rapide des %JJc (j > k), on dira que F est indéfiniment derivable 
à décroissance rapide sur Gn. Il revient au même de dire que F, transportée 
sur çu grâce à l'application exponentielle (qui est un isomorphisme de la 
variété différentiable §n sur la variété differentiate Gn), devient une fonction 
indéfiniment derivable a décroissance rapide au sens usuel sur l'espace vectoriel 
fl«. 

THÉORÈME 3. Soit e = (ejk) Ç Em; posons ei = em>i, . . . , em = ei,m; supposons 
€2 e3 . . . em ?£ 0 . 

(i) 5^ï 

ff = v ) —» ^0*0 = FAy, z, w) \w z/ 

une fonction indéfiniment derivable à décroissance rapide sur Gim. Alors, Vopéra
teur Ue(F) est un opérateur à trace. 

(ii) / / existe une distribution tempérée Te sur Mm telle que 

tr(Ue(F)) =JF1(l1l1w)dTe(w). 

(iii) Sur Vensemble Nm des w G Mm tels que A2(w)Az(w) . . . Am(w) ^ 0, Te 

coïncide avec la fonction 
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r-m+l\ 
-m I 

Am-i(w) Am-2(w) _ 1 / INW+1 ÀiQ)1 

\A2{w)A^(w) . . . Am(w)\ 

Démonstration. Comme dans la démonstration du Théorème 2, introduisons 
la fonction (y, z, w) —> F(y, z, w) sur Gm X Gm X Mm, transformée de Fourier 
de la fonction (3/, z, w) -̂» F\(y, z, w) par rapport à la variable w. La formule 
(10) prouve que Ue(F) est défini par un noyau (y, 2, y', z') —> K(y, z, y', z') 
sur (Gm X Gm) X (Gm X Gm), ce noyau étant donné par la formule 

K(y, z, y\ zf) = F{y'-ly, z'^z, y~lez'). 

Nous allons montrer qu'il existe des constantes A > 0 et ô > 0 telles que 

(16) ||y-^|l + \W~lz\\ + lly-WH >A(\\y\\ + \\z\\ + \\y'\\ + \\z'\\Y 

(où l'on pose ||y|| = 2i>k\vJk\ pour un élément y = (r)jk) de Gm, et ||w|| = 2|co#| 
pour un élément w = (œjk) de Mm). Il est immédiat qu'il existe des constantes 
At > 0, A2 > 0, ôi > 0, Ô2 > 0 telles que 

lly-'IK^illyll11, | b , | | < ^ 2 ( | b | | + ||,||)a2 

quels que soient y Ç Gm, 2 f Gm avec ||y|| > 1, ||z|| > 1. D'autre part, la 
démonstration du Lemme 1 prouve qu'il existe des constantes A3 > 0, <53 > 0 
telles que 

| | y | | < ^ 8 | b " W | | " 

quels que soient y Ç Gm, z' G Gm. (Rappelons que e G Em est fixé et que 
62 . . . em 7̂  0; on tiendra compte aussi du fait que | | ;y_W|| > \em\ > 0). 
Prenant les transposés, on en déduit l'existence de constantes A4 > 0, <$4 > 0 
telles que 

quels que soient y Ç Gm, 2' G Gm. D'où l'existence de constantes A$ > 0> 
Ô5 > 0 telles que 

Il/Il = IK^-toT1)-1!! <^(liy_1:y|| + lly-WH)'», 
IHI = ||(2 '(2'^))II<^5(||Z '-1

2|| + ||3f-V||),« 

quels que soient y, y', z, z' (E Gm. On en déduit enfin l'existence de constantes 
A 6 > 0, <56 > 0 avec 

Ibll + 11*11 + Il/Il + 11*11 < AeiWy'-'yW + II*'-1*!! + \\(y"l^\\)ê% 

quels que soient y, y'\ z, z' G Gm. D'où (16). 
Comme F est une fonction indéfiniment derivable à décroissance rapide 

sur Gm X Gm X Mm} le Lemme 4 prouve alors que K est une fonction indéfini
ment derivable à décroissance rapide sur (Gm X Gm) X (Gm X Gm). L'opérateur 

v fO \§m(m—i)\ —1 - 2 
W —> (Z7T) |€2 63 . . 

exp % €iATO(w) 
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Ue(F), défini par le noyau K, est donc un opérateur d'Hilbert-Schmidt. 
Posons X = Gm X Gm, de sorte que K £ y(X X X) avec les notations de 
(8). L'application canonique de <^(X) dans L2(X) (il s'agit de l'espace L2 

pour la mesure de Haar canonique de Gm X Gm) définit une application 
canonique de ^(X) ® S/(X) dans L2(X) ® L2(X) (cf. (6) pour les notations 
utilisées ici concernant les produits tensoriels topologiques). Or, comme ^ {X) 
est un espace nucléaire, on a ^ {X) ® ^ {X) = &*(X X X), d'où une appli
cation canonique X : Sf{X X X) -> L2(X) ® L2(X) ; d'autre part L2(Z) 
® L2(X) s'identifie à l'ensemble des opérateurs à trace dans L2(X), et il est 
immédiat que \(K) n'est autre que l'opérateur défini par K, c'est-à-dire 
Ue(F). D'où (i). Par ailleurs, si Kx 6 ^{X X X), on a 

c'est évident si i£i est un noyau élémentaire de la forme (£, £') —> <£>(£)</(£')> 
où <p G J^(X), <pf (: ^ ( X ) ; et le cas général se déduit de là par linéarité et 
continuité. Donc 

(17) tr(Ue(F)) = jJK(y, z, y, z) dy dz = j j F ( l , 1, yez) dy dz. 

Or l'application (y, z) —> 3>e3 de Gm X Gw dans Mm transforme la mesure 
dy dz en une distribution tempérée sur Mm (à cause du Lemme 4 et des 
inégalités 

ibll < AzWy-'ezW13, \\z\\ < AtWy-'ezW**); 

soit Te la transformée de Fourier de cette distribution, qui est aussi une 
distribution tempérée; on a 

tr(Ue(F)) = fF1(l,l,w)dTe(w). 

D'où (ii). 
On a 

F(l, 1, yez) = JFi(ly 1, w) exp i tr(wyez) dw 

= j F i ( l , 1, wy~~l) exp i tr(u>es) dw. 

Posons z = 1 + 3°, de sorte que s° parcourt l'espace vectoriel $m. On a alors 

F( l , 1, 3>ez) = jFi(l} 1, wy-1) exp i tr(we) . exp i tr (wez°) dw 

= J <ï> (w) exp i tr (wez°) dw 

en posant $(w) = Fi(l, l,wy~l) exp i tr(we). La fonction w —> <&(w) est 
indéfiniment derivable à décroissance rapide sur Mm. Soient w = (ujfc), 
z = (f^). On a 

j + / c < r a + l 

,H-A;<m+1 

Donc 
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^ ( 1 , 1, yez) = / . . . / $((uj*)i<j<TOii<*<ro)(exp i ^ o)jkem-k+iÇm-k+itj) 
\ j+k<m+l / 

do)n . . . dœmm 

= / . . . / ^ ( (co^) ; + f c < w + i ) (exp i 22 °>jk em-k+l fm_fc+i,;) 
\ j+k<m+l / 

I l d<ajk 
j+k<m+l 

^((^jk)j+k<m+l) = J • • • / ^ ( ( W ; J l < K m , K K j I I da>jk. 
j+k>m+l 

La fonction ^ est indéfiniment derivable à décroissance rapide, et l'on a 

J F(l, 1, yez)dz 

= / • • • / E l ^fm-A+l,;/ • • • J" ^((^jA;) j+fc<m+l)( exp i J j w# 
i+/c<m+l \ ;+£<m+l / 

Et dœJk 
j+k<m+l 

— C2 €3 . . . €OT m-ÀH- l , ; 
j+k<m+l 

(exp i 2 «y* f 
\ j+k<m+l / ;+A;<m+l 

= ( 2 7 r r ( m - 1 ) / 2 | e ^ 2 . . . e - m + 2 | ^ ( 0 ) 

= ( 2 7 r ) w ( m - 1 ) / 2 | ^ 1 6 3 ~ 2 . • • e'm+1\ j *(t)dt 

où Ton fait varier t dans l 'ensemble t)m des matrices (r/A) G Mm telles que 
r;fc = 0 pour j + k < m + 1, et où dt désigne la mesure définie par la forme 
différentielle 

I l drjk 

Ainsi 

J F(l, 1, ye z)dz = (27r) è m ( m~ 1 )[e^^ 2 . . . e ^ + 1 | / 7^(1, 1, ^ e x p i tr(te) d*. 

Tou te matrice £ = (rifc) G ï)m telle que ri)Wr2)W_i . . . Tm,i 9e 0 se met de manière 
unique sous la forme zer, où e' = (ejk) G £ w et où 2 = (Çjk) G Gm. Posant 
6m-j+ij = e / , on a r ^ = f j,OT_fc+i e / , d'où e / = rm-k+itk. Donc 

tr(/e) = 2-J rjm-j+l £j = Z^i em-j+l £j 
j j 

dt = |e2e3
2 . . . e'™~1 | de[ . . . de™ dz 

ou, compte tenu du Lemme 3, 

7. 1 f—1 ;—2 ;—m+1 I JJJ„ 

ar = |€2 €3 . . . em j ae as. 

Par suite 

https://doi.org/10.4153/CJM-1959-034-8 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1959-034-8


336 JACQUES DIXMIER 

J F(l, 1, yez)dz = {2^fm^%2\f . . . e^ + 1 | JJ ^ ( 1 , 1, ze'y'1) 

(exp i Y^ e!n-j+i ej) |€2~V3~
2 • • • <Cm+1| de'dz. 

Soit F2 la fonction w —» F\ (1, 1, w) sur M"m. Supposons maintenant que le 
support de F2 soit compact et contenu dans Nm. Alors, la fonction 
w —> F2{w)\ A2(w)_1 A3 (w)"1 . . . Am(w)~1\ est intégrable pour dw. Donc la 
fonction 

{z,e',y)^Fi{ze'y)\t'f1e'i-\..C
m+1\ 

est intégrable pour la mesure dy de' dz. Donc 

J jF ( l , 1, yez) dydz = (2^m(m-1)\e2
1eJ2 . . . e~m+1\///^(l, 1, ^ y " 1 ) 

(exp i X) e™_m ê J |€2"V3""
2. . . e~m+1\ dyde'dz 

= (27r)2 |e2 e3 . . . em I J /*i(l, 1, W) 

exp 1. elAm{w) - e2 - r T - r + . . . + ( - 1 ) em j—rj 
ATO_i(w) 

|A2(w)A3(w) . . . ATO(w)| 

ce qui prouve (iii). 

Remarque. Sauf dans le cas trivial où m = 1, la fonction w —> A2(w)~l . . . 
Am(w)_1 est non localement intégrable pour dw, de sorte que Te n'est pas une 
mesure. 

4. Cas où « est impair. Centre de U(Q„). NOUS poserons alors n = 2 r a + l . 
Tout élément x de G2w+i se met sous la forme 

/y|Q|o\ 
x = I u\l\0 1 

w I z; | zl 

où 3/ G Gm, 2; £ Gw, w Ç ikTTO, et où w (resp. p) est une matrice à 1 ligne et m 
colonnes (resp. 1 colonne et m lignes). Si 

[y 0 o\ 
x' = lu' 1 0 

on a 

A y 0 0 N 

xx' = \uy' + u' 1 0 
\w y' -\-v u' -\-z w' v-\-zv' zz'l 

D'où facilement 
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y 
—uy 

z~x(vu 

0 
1 

w)y - i -z v 

et 

(18) 
0 0 

u)y-x 1 0 
v + z vf — z z' z~ v zi 

avec t = (w y' + v u' + z wf vu — zv' u + zz' z~l v u — zz' z - 1 w)y~1. On 
voit que l'ensemble A2m+i des x £ G2w+i tels que y = z=l, u = v = 0 est 
un sous-groupe distingué abélien de G2m+i. L'idéal abélien ct2m+i de §2m+i 
correspondant à A2m+i est l'ensemble des matrices de la forme 

THÉORÈME 4. Le centre de U(g2m+i) est engendré par les éléments algébrique
ment indépendants 

02m+l,l> 

€2m,1 62m,2 

02w+l, l C2m+1,2 

^ra+2,1 ^m+2,i 

^2m+l, l • • • ^2m+l,i 

Démonstration. Comme dans la démonstration du Théorème 1, on prouve 
d'abord qu'un élément de @(g2m+i) invariant pour la représentation adjointe 
est dans ©(chm+i). Soit p la représentation adjointe de G2m+i dans Ct2m+i-
Identifions Û2m+i à M"m par l'application 

• w. 

Alors, si 

on a 
/ 0 0 

p(x) . ai = p(x) . 0 0 
\ze/ 0 

2m+l> 

3> 0 0 \ / 0 0 0 
u 1 OHO 0 0 
w' v z/\w 0 0 

to 0 0\ 
0 0 0 J = 0 w y-1. 

\zwy~1 0 0/ 

Le raisonnement s'achève alors exactement comme pour le Théorème 1. 

https://doi.org/10.4153/CJM-1959-034-8 Published online by Cambridge University Press

file:///zwy~1
https://doi.org/10.4153/CJM-1959-034-8


338 JACQUES DIXMIER 

5. Cas où n est impair. Formule de Plancherel. Nous noterons A<im+Î 
l'ensemble des x G G2m+i tels que y = z = 1, v = 0. La formule (18) montre 
que A2m+i est un sous-groupe distingué abélien de G2m+i. Soit a2w+i' l'algèbre 
de Lie de A2m+i , c'est-à-dire l'ensemble des matrices 

L'application exponentielle de a2m+i' sur A2m+i est un isomorphisms Donc, 
pour e Ç Em, l'application 

exp i tv(e w) 

est un caractère £e de A2m+i. Nous noterons Ue la représentation unitaire de 
G2m+i induite par £«. 

Tout élément de G2m+i se met de manière unique sous la forme 

Ainsi, G2m+i est produit semi-direct de A2m+i et d'un groupe canoniquement 
isomorphe à Gm X Gm+\. En outre 

/ / 0 0\(y 0 0\ (y'y 0 0 \ 
(19) ( b l O ] ( w l O j = (t t 1 0 I 

\0 y' z'/\w v zj W w + z' iv v' + zr v z' z J 

0 °\ (y'y 0 0 v 

u y~l y'~l 1 0 10 1 0 
Xv' u + z' w)y~l y'~l 0 1/ \0 «/ + s' y z' zt 

Par suite, £/g opère dans Lc
2 (Gm X Gm+i), Gm X Gw+i étant muni de la 

mesure de Haar canonique; et, si (y', z', v') —>f(y\ z', z/) est un élément de 
Lc

2(Gm X Gm), la formule (19) prouve que, pour 

(y o o\ 
x = ( w i o i e G2™+I 

\w v z) 

on a 

(20) (Ue(x)f)(y',z',v') = f(y' y,z' z,v' + z' v) exp itr(e(v'u + z' w)y~l y'~l). 

La formule (20) définit explicitement la représentation Ue. 

THÉORÈME 5. Pour e = (e3k) (E Emi posons ei = emtU . . . , em = ei>m. 
(i) La représentation Ue admet le caractère infinitésimal Xe défini par 
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Xe(*2m+l,l) = î*m Xe[ 
^ 2 m , l 02m, 2 

) -
^ e •m—l cm> 

tfro+2,1 • ^W+2,Î 

^ 2 m + l , 1 • • • ^2m+l.', 

I e i € 2 . . . €TO. 

(ii) Si 0^ se limite aux e G £ w £e/s g^e ei e2 . . . em 9^ 0, /es représentations 
Ue sont irréductibles et deux à deux inéquivalentes. 

(iii) Si F est une fonction integrable sur G2m+ii on a 

f \F(x)\* dx = (2Tr)-m2-m f ... (tr(Ue(F)*Ue(F))\^t. . . 4 
«'G^ro + i */ •/ 

<iei G^2 . . . <ie^,. 

Démonstration. Si 

/ l 0 0\ 
x = o i o ) e A i m + l , 

\w 0 1/ 

la formule (20) devient 

(Ue(x)f) (y', z', v') = / ( / , s', O exp * tr(« «' a; / - ' ) • 

La démonstration de (i) s'achève alors exactement comme pour le Théorème 2. 
Pour prouver (ii), on raisonne aussi comme pour le Théorème 2. Il s'agit 

de prouver que, si ei e2 . . . em T^ 0, un élément 

(y o o\ 
x = [ u 1 0 1 G G2m+i 

\w v z) 

qui laisse fixe £<, appartient à y42w+i'. Or la condition que x laisse fixe £e se 
traduit, en vertu de (18), par la condition 

(21) tr(e w') = tr(e(fl u' + z wf)y~l) 

quels que soient w' G Afm et la matrice u' à 1 ligne et m colonnes. Faisant 
w' = 0, ceci impose d'abord tv{ewr) = t r (^ _ 1 e s w') quel que soit ze/ G Mm, 
donc e = ;y-1e s, donc (Lemme 1) y = z = 1. La condition (21) se réduit 
alors à tr(evu') = 0 quel que soit u'. Posant 

c i 

uf = (ai . . . <r'm) 

on a 
v u' = (o-; o*'), ev ur = (eji7n-j+i <rm-j+i o-/), 

t r ( e VU') = X ) e m - j + l 0-/n-;+l c / , 
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d'où la condition em-j+i(rm-j+i = 0 (j = 1, . . . , m); comme les ej sont tous 
9e 0, on en conclut que v — 0, d'où x G A2m+i-

Soit x —> F(x) = Fi(y,z,v,utw) une fonction intégrable sur G^m+i- Pour 
/ , / ' Ç Lc

2(Gm X GOT+i), on a 

(22) ( 1 7 , ( / W ) = 

/ / / / / / / / ^(y, *, », *<> «0/(y':v, *'*, »' + «Wù',* ' , * ' ) 
exp i tr(e(z/ w + zrw)y" y'~ ) dy dz dv du dw dyf dzf dv' 

= / . . . / Fi(y'~x y, z'~lz, v, u, w)f(y, z, vf + zf v) f'(y', z', v') 

exp i tr(e(V u + z' w)y~ ) dy dz dv du dw dyf dz1 dvf 

= J . . . / F1(y
,'1yt s'""1 s, z'~\v - v')y u,w) f(y, z,v) f(y', z',v') 

exp i tr(e(V w + z' w)y~~1) dy dz dv du dw dyf dzr dv'. 

Donc 

tv{Ue(F)*Ue{F)) = j . . . J ï / W - 1 ? , s'"1*, s 7 - ^ - A *, w) 
exp i tr(e(v'u + s'^);y_1) dw dw\2 dy dz dv dy' dz' dv'. 

Comme plus haut, nous identifions l'espace vectoriel Mm à son dual grâce 
à la forme bilinéaire (wi, w2)—> tr(wiw2). D'autre part, l'espace vectoriel 
Mm,i des matrices u kl ligne et m colonnes admet un dual que nous identifions 
à l'espace vectoriel Mi,m des matrices v à m lignes et 1 colonne, en posant 

<u,v> = tr(z/ u). 

Alors, la fonction 

(y, z, vy u, w) —> Fi(y, z, v, u, w) 

définie sur Gm X Gm X M\tWl X Mmt\ X Mm, admet, par rapport aux variables 
u et w, une transformée de Fourier, que nous noterons F, définie sur 
Gm X Gm X Mltm X Mltm X Mm; et l'on a 

tr(Ue(F)*Ue(F)) = J\ . .S\F(y'-iy, z'~% z'-^v - v'), y~W, y~W)\2 

dy dz dv dy' dz' dv' 

= J. . .j\F(y, z, z'~l{v - v'), y-'y'-W, y-ly'-xez')\2 

dy dz dv dy' dz' dv' 

= J. . .f\F(y, z} z'~l(v - v'), y'ev'y y'ez')\2 dy dz dv dy'dz' dv' 

— J. . .§\F(y,z,v,y'ev',y'ez')\2 dy dzdvdy' dz' dv'. 

Pour €1 €2 . . . em 9e 0, on a de t (y e) = det e 9^ 0. Donc 

tr (Ue(F)*Ue(F)) = J. . .Jï/fy, s, v, v', ;yW)l2ldet e\~l dy dz dv dy' dz' dv'. 

Alors, en utilisant le Lemme 3, 
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J . . . J tr(Ue(F)* Ut{F))\ei*l • • • ^ de&t • • • dem 

= / . . . / \F(y, z, v, v', y'ez') \2etet. . . e%"~2 dy dz dv dy' dz' dv' dt\ du . . . dtm 

= j .. . j |F(y, z,v,v',w)\2dydz dv dv' dw 

= {2ir)m%+m J" . . . J" \F(y, z, v, u, w)\2dy dz dv du dw 

= (2^m2+mj\F(x)\2dx. 

Ceci achève la démonstration du Théorème 5. 

6. Cas où n est impair. Caractères globaux des représentations Ue. 

THÉORÈME 6. Soit e — (e^) G Em; posons ei = €m,i, . . . , em = ei>m; supposons 
€l€ 2 . . . 6m ?* 0. 

(i) Soit 

(y o o\ 
x = I w 1 0 J —> F(x) = Fi (3/, z, v, u, w) 

\w v zj 

une jonction indéfiniment derivable à décroissance rapide sur G^m+i- Alors, 
Vopérateur Ue(F) est un opérateur à trace. 

(ii) / / existe une distribution tempérée Te sur Mm telle que 

tr(Ue(F)) = JF1(11 1, 0, 0, w) dTe(w). 

(iii) Sur l'ensemble Nm des w G Mm tels que A2(w)A3(w) . . . Am(w) 5* 0, Te 

coïncide avec la fonction 
v /O \ 4 » » ( T O + 1 ) | —1 —2 - m i 

w—> (27r)^ |ei e2 . . . em I 

exp ^le1Am(w) - e2 - ^ - + • . . + ( - ! ) c, ^ j 

|A2(w)A3(w) . . • A m O)| 

Démonstration. Comme dans la démonstration du Théorème 5, introduisons 
la fonction (y, z, v} u, w) —> F (y, z, v, u, w) sur Gm X Gm X -Mi,m X ikfi,wXMw, 
transformée de Fourier de la fonction (y, z,v, u, w) —» Fi(y, z,v, u, w) par 
rapport aux variables u et w. La formule (22) prouve que Ue(F) est défini 
par le noyau 

K(y, z, v, y , s', z/') = F(yf~ly, z'~xz, z'~x{v — z;')» y - 1 ^ ' , y~lezf). 

Comme dans la démonstration du Théorème 3, nous introduisons les notations 
|iy|, ||w|| pour les éléments de Gm, Mm, et nous posons \\v\\ = 2J\TJ\ si 
v = (TJ) G Mifm. On a vu qu'il existe des constantes Ai > 0, ôi > 0 telles 
que 

I b ' ^ l l + II*'-1*!! + Wy-'ez'W > A1(\\y\\ + \\z\\ + \\y'\\ + | | 2 ' | | ) S l ; 
d'autre part, il existe des constantes Ai > 0, 52 > 0 telles que 

IKII = lk"V(3-~V)||<^2(|b|| + lly-Vii)'* 
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et des constantes Ai > 0, 53 > 0 telles que 

IMI = \\z'(z'-\v - v')) + v'\\< A,(\\z'\\ + | K | | + \\z'~\v - V'\\)*% 

Finalement, il existe des constantes A > 0, 8 > 0, telles que 

| | / - ' y | | + ||8'-»*|| + Hz'-'C» - v')ï\ + \\y-W\\ + \\y-W\\ 
>A (||y| + ||y|| + ||z|| + ||g'|| + ||p|| + i!l,'||)«. 

D'après le Lemme 4, K est donc une fonction indéfiniment derivable à décrois
sance rapide. Par suite, Ue(F) est un opérateur à trace, et 

tr(Ue(F)) = jjJP (1, 1, 0, yev, yez) dy dz dv. 

L'application (y, z, v) -» (yev, yez) de Gm X Gm X Mi,m dans MltTn X Mm 

transforme la mesure dy dz dv en une distribution tempérée sur M\y1Yl X Mm 

d'après le Lemme 4 et les inégalités obtenues plus haut; soit TJ la transformée 
de Fourier de cette distribution, qui est aussi une distribution tempérée; 
alors 

tr(Ue(F)) = J F(l , 1, 0, u, w) dT'e(u, w). 

On a 

£(1 , 1, 0, yev, yez) = JJFi(l, 1, 0, w, w) exp i tr(yez;« + yezw) du dw 

JF (1, 1,0, yez;, yez) dz; 
= JdvjjFi (1, 1, 0, w, w) exp i tr(yez;# + yezw) du dw 

= J|det e\~l dv fJFi(l, 1, 0, w, w) exp i tr(z/# + yezw) du dw 

= J|det e j - 1 dv JJFi(l, 1, 0, w, ^e_ 1y_ 1) exp i tr(»w + zw)\det e\~mdu dw 

= |det ^|-1~mJ(iz;//JFi(l, 1, 0, w, wéT^y-1) (exp i tr w) 

(exp i tr (u# + s0?*;) ) du dw 

en posant 2 = 1 + s°. D'où 

J £ ( l , 1, 0, yev, yez) dv = (27r)mkiet ej-1~ ro/Fi (1, 1, 0, 0, we^y"1) 
(exp i tr w) (exp i tr z° w) dw. 

Puis, raisonnant comme pour le Théorème 3 

JJ £ (1 ,1 , 0, yev, yez)dzdv = (2*)m|det *r1-m(2ir)* , , ,(w-1) 

J Fx(l, 1, 0, 0, ^_ 1y_ 1) (exp i tr /) d/ 

où / parcourt l'ensemble des matrices (TJJC) telles que rjk = 0 pour j < k et 
où d/ est définie par Uj^kdTjk. Posons te~l = ze'', où s G C7m et e' = (e;A') € £m , 
et €'n_ ;+i, ; = e/. Il vient 

t r / = tr(se'e) = tr(e'e) = ^ em-j+i,tj 

dt = |ei . . . em | | (eie^)m__ ( e 2 e^_ i ) m _ . . . (em_ie2) \de[ . . . dem dz 

i m m—\ M r—1 /—2 f—m+l| 7 / 7 
= €i€2 . . . e m | | € 2 e3 . . . em \deaz. 
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D'où 

J J f ( l , 1, 0, yev, yez) dzdv 

= ( 2 T ) * " ( , , , + 1 ) | « Ï V • • • e~m\ JJ ^ ( 1 , 1, 0, 0, ^ ^ ( e x p i £ C-j+i e,) 

|e2 . . . em I aeaz. 

Supposons maintenant le support de la fonction w —> Fi (1, 1, 0, 0, w) com
pact et contenu dans Nm. On a 

JJJ F(l, 1, 0, ^e^, yez) d;y dz ^ 

= (2T)^(m+1) |er1eF2 • . . e-m| J / J Fx(l, 1, 0, 0, « ' ^ ( e x p i £ 4_ J + i «,) 

= (2xym(M+1) hr1 . . . c i ; Fi(i, i, o, o, «o 

expt[É1Am(W) + . . . + ( - D - ^ l l j g ] 
|A2(w) . . . Aro(w)| 

Remarques. 1. Sauf dans le cas m — \ (cas qui est étudié dans (4)), on voit 
que la distribution Te du théorème n'est pas une mesure. 

2. Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe. La conjecture 
suivante paraît vraisemblable : les caractères globaux des représentations 
unitaires irréductibles de G sont des distributions tempérées sur G (la notion 
de distribution tempérée se définissant grâce à l'application exponentielle). 

Errata à un article antérieur :* 

(1) P. 322, 1.4, la conjecture que 3(g) e s t de type fini est inexacte : on le 
voit en utilisant le contre-exemple au 14e problème de Hilbert que vient 
d'obtenir Nagata. 

(2) Les algèbres de Lie définies pp. 322-3 sont, pour les groupes de Lie 
définis pp. 330-1, les algèbres des champs de vecteurs invariants à droite. Or, 
dans l'article précédent de cette série, on a toujours utilisé les champs de 
vecteurs invariants à gauche. Il en résulte qu'il faut changer M\ en — M\ et 
M% en - M2 dans les formules (9), (12), (15), (18), (21), (24), (27), (30), 
(33) et dans leurs démonstrations. 

(3) Dans la formule (25), les 4 derniers termes du crochet doivent être : 

— (X + /x )p30 — ix pip26 — \ X/x(pi — pi)Q — i(X + M )(jupi — Xp2)0 . 

P. 341, 1.17, le dernier terme doit être : ^X/x(pi2 — p2
2). Dans la formule 

(33), il faut : 

Ux(xz) = - i\M2 + h &Ml U*(xA) = - i\Mx 

*Sur les représentations unitaires des groupes de Lie nilpotents. Ill, Can. J. Math., 10 (1958), 
pp. 321-48. 
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Dans la formule (34), il faut 

exp i\\ p5 - p40i + \ P2O1 + \ p30Î - - P261 - pzd2 + P2O1O2) 
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