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UNE CARACTERISATION DU FIBRE COTANGENT

TONG VAN Due

We prove that the Lie algebra of infinitesimal automorphisms of the cotangent structure
on the total space of the cotangent bundle of a manifold is isomorphic to the semi-direct
product of the Lie algebra of the vector fields on the manifold by the space of closed
1-forms, the vector fields operating on the forms by Lie derivation. The derivations of this
algebra Lie are completely determined and we prove that it characterises the cotangent
bundle.

DEFINITION: On appellera groupe cotangent, le sous-groupe de
GL(2n,R) dont les elements sont de la forme :

A 0
_B 'A'1

o U e GL{n,R) et lAB = lBA .

DEFINITION: Une structure presque-cotangente sur une variete est une G-
structure dont le groupe structural est le groupe cotangent. Une structure cotangente
est une structure presque cotangente integrable.

Soit N une variete differentiable munie d'une structure presque-cotangente et soit
{9X,92,... ,02n) une cobase adaptee a cette G-structure. II existe sur N deux exten-
sions de cette structure : la premiere est la structure presque-symplectique definie par

n
la 2-forme fl = £] 9l D 9l+n et la deuxieme est determinee par la distribution definie

t=i

par 91 = c t e , . . . ,9n= cte [2].
Soit M une variete differentiable connexe, paracompacte de dimension n . Tous

les objets considered sont supposes de classe C°° .
Soit (T*M,p, M) le fibre cotangent de la variete M . Si (U, x*) (i,j,... = 1, . . . ,n)

est une carte locale de M , on designe par (a1, j/«) les coordonnees canoniques de T*M

dans l'ouvert p-1(f/) . Si (if, xl j est une autre carte locale de M telle que UC\U' ^ 0 ,

alors la matrice jacobienne des changements de coordonnees est de la forme (1) ou

A =
dx{ et B = dxi'dxi'Vi~dx1'
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466 T.V. Due [2]

Ainsi, l'espace total du fibre cotangent est muni d'une structure cotangente.
Gette structure est subordonnee a la structure symplectique definie par la differentielle

n

exterieure de la forme de Lionville 0 = ^2 yidx* et a la G-structure definie par le
t=i

feuilletage lagrangien dont les feuilles sont les fibres du fibre cotangent. La structure
cotangente est 1'intersection de ces deux structures.

Soient X un champ de vecteurs sur M , [ft) son groupe local a un parametre,
alors '(y?^1) est un groupe local a un parametre sur T*M dont le champ de vecteurs

associe X est appele relevement de X .
d —

Si X = X1 r , X a pour expression locale :
ox1

Puisque le fibre vertical VT"M de T*M est isomorphe a T*M x T*M , toute

section w de T*M induit une section uiv de VT*M , appelee relevement vertical de
w .

Si w = didx1 , on a u>" = ai—— .
oyi

Soit C le champ canonique sur T*M ; C a pour expression locale C = yi—— .
oyi

PROPOSITION 1. On a .-

{w\u'v] = O, [C,X)=0, [CiU"] = -w'

VX,Y e X(M) et Vw,w' e X*(M) .

PREUVE: Utiliser, par exemple, les expressions locales de X, X',w et « ' . |

Soit L l'algebre de Lie des automorphismes infinitesimaux de la structure cotan-

gente sur T*M .
f) ft

Soit A = A'——7 + Ai—— un element de L . Le fait que A est un champ symplec-
axl oyi

tique se traduit par

dx* ' dy~ ~ dy~ ' ~dy ~ ~dxT '

D'autre part, comme A est un automorphisme infinitesimal du feuilletage defini
dA*

par les fibres du fibre cotangent, on a —— = 0 . On en deduit que les elements de L

sont de la forme :
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[3] Caracterisation du fibre cotangent 467

ou les Wj sont souinises a la condition

duii duij
dxx

Autrement dit, u>i —— est le relevement vertical d'une 1-forme fermee sur M .
oyi

Ainsi les elements de L sont projetables sur M et on a un morphisme surjectif

d'algebres de Lie q de L sur X(M) defini par q{A) = lp+A 1 VA £ L . D'ou la suite

exacte scindee :
0 —> Z\M)V —^L-?-> X(M) —» 0

oil Z1(M)V designe le relevement vertical de l'espace Z1(M) des 1-formes fermees sur

M .

TH^OREME 1 . 1 = X[M) © Z1(M)V .

On deduit de la proposition 1 et du theoreme 1 le :

THEOREME 2. L est isomorphe au produit semi-direct de I'algebre de Lie X(M)

par l'espace vectoriel Z1(M) des 1-formes fermees, les champs de vecteurs operant sur

les 1-formes par derivations de Lie.

On rappelle que le crochet dans X(M.) X Z*(M) est defini de la fac,on suivante :

),{Xl,w1)] = {[X,X'),Lxu,' - Lxw)

\/X,X' e X{M) et Vw.w1 e Z\M) .

On va maintenant etudier les derivations de I'algebre de Lie L .

Soit D une derivation de L identifiee a X(M) x Z1(M) . Alors, il existe des
applications R-lineaires P,Q,R,S telles que :

D{{X,u)) = {P{X) + Q(w),R{X) + 5(«))

pour tout couple (X,w) G X(M) x Z1(M) .

Le fait que D est une derivation implique que P,Q,R,S sont des solutions des
equations suivantes :

1) P([X,Y)) = [P(X),Y] + [X,P(Y)];

2) Q{Lxu,) = [X,Q(")]\
3) £Q(U,)W' = LQ(WI)W\

4) R([X,Y]) = LX{R{Y))-LY(R(X));

5) S(Lxu) = Lp{X)w + Lx(S(w)) .
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devient : Ql>-^ = -Qil—, ; d'ou Qli = 0 si j< ± I et Q" = -Q" Vt ; par suite
OX1 OX

468 T.V. Due [4]

L'equation 1) montre que P est une derivation de X(M) . II existe done un champ
de vecteurs Xo sur M tel que P(X) = [X0,X] WX € X(M) ([8]).

Les equations 2), 4) et 5) montrent que Q,R,S sont des operateurs locaux.

Si l'on pose Q(dxf) = Q*3-^— et si 1'on choisit X = ——^ et w = dxl , l'equation
OX j OX

2) montre que Ql* sont des constantes ; pour X = *'^—j , u> = dx' , l'equation 3)
ox

devient : Ql>

Q(dxi) = 0 .

Si Ton pose Q(xjdxi + xldxj) = Qjih-^-r , pour X = —-. , w= x>dxl + x'dx' ,
oxn ox'

dQiih . . . .
puisque Q(dxl) = 0 , l'equation 2) implique que ; = 0 . Pour u> = xJdx' + xldx3

et to' = xkdxl + xldxk l'equation 3) devient :

Qjikdxl + Qiildxk = Qklidxl + Q^dx' .

Si l'on choisit i = j = k ^ I , on trouve QHi = 0 et <?"' = 2C?'zi . Pour
i = j jd k = I , on trouve Q"k — 0 , par suite Qtkl = 0 . Si i = k =£ I = j , on trouve
Q-'" = 0 et Qiji = 0 . Done Qijk = 0 , si deux des trois indices sont egaux. Enfin,
pour i ^ j ^ k = I , on trouve Qitk — 0 . De meme, si l'on considere des 1-formes
fermees de type u» = Sx*1 .. .xlldxll+1 (I > 1) oil <S designe la sommation portant sur
les permutations circulaires de » i , . . . ,i|+i , un raisonnement par recurrence montre
que Q = 0 sur Z1(M) .

L'operateur differentiel R est une application R—lineaire de X(M) dans Z'(.M)
verifiant l'equation :

(4) R([X,Y}) = LX(R(Y)) - LY(R(X)) .

Puisque R est local, on va se restreindre a des cartes locales (U,xl) ou U est
contractile.

Si l'on pose R(-^—:) = dfi oil ft sont des fonctions difFerentiables definies sur U ,
ox1

on a : Ckj = —Cjk • Si l'on pose a = fidx' + Cijx'dx3 , alors a est une 1-forme
fermee.

Soit H: X(M) -> Z1{M) definie par :

Alors ff verifie la meme equation que R :
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[5] Caracterisation du fibre cotangent 469

(6) H([X, Y]) = LX(H(Y)) - LY(H(X)) .

O l J
/ • a \ • o o (oji \

si l'on pose HI xl—— I = df) , pour X = a:7—-r , Y = ——r , on trouve d( —-y I =
V OXj/ OX OX1 \OX1/

df*
0 , done -rr-y sont des const antes.

ox1

Pour X = x'—— , Y = xkjr-i J l'equation 6) devient :
ox j ox

dfi df*
Pour i = j = k ^ I , on trouve - ' = 0 si m ^ t et -^-7 = 0 . Ainsi,

oxm ox'

\/l , - ^ - = 0 si m / i . Pour i = I , j £ k , on obtient -pr = J^ • S o i t c\i l a

oxm ox1 ox* }J

df* n / • 0 \
valeur commune des 5-i et soit f3 = Y) C\idxl . Alors ff (»*——r) = £ ; e (/3) .

" x i = i V OX3 / TUmj

Soit G l'operateur defini par G(-X") = H(X) — Lx/3 . Alors G verifie la meme

equation que H :

(7) G([X, Y]) = LX(G(Y)) - LY(G(X)) .

De plus, on a : ^ ( ^ 7 ) = G u 1 - — r j = 0 . Un raisonnement par recurrence

montre encore que G = 0 .

II resulte de ce qui precede que, si l'on pose u>o = —(« + /?) , alors R(X) =

Puisque P(X) — [X0,X] , l'application S de Z1(M) dans lui-meme verifie

l'equation :

(8) S(Lxu>) = L[XoiX]u + Lx(S(u>)) .

Si l'on pose S(dx'j = dg' et XQ = -^o~5—r > P o u r X = ——r et u = dxl on trouve

, -r-^ TT-^I — 0 ! P a r s u i t e S(dx') = dXl + Cjdxi oh C\ sont des constantes ;
^ dxi ox1 I 3 J

pour X = xk——r , w = dxl , l'equation 8) devient :
ox]

•f- Oj ax J = OJ(IA.Q -+• KJjdx
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Ainsi C\ = 0 si I ̂  i et C\ = C\ . Soit k la valeur comrnune des C\ et soit T

1'application de Z1(M) dans lui-meine definie par :

T(«) = 5(w) -

Alors T verifie l'equation :

(9) T(Lxu) = Lx(T(w)) .

T est un operateur local et on a T(dx') = 0 .

Si Ton pose T(xidxj + xjdx') = dhij , on a hij = h^ . Pour u = xidxi + xjdxl

et X = -T-r , on trouve d(-—r) = 0 . Pour w = xldxj + xjdx' , X = xk-—j ,
ox* \ ox") ox1

l'equation 9) devient :

T (xk8\dxj

dh" dhk*
En faisant i = j = I , on trouve Adhk = . dxk . Ainsi si m ^ k , = 0

ox1 axm

dhki dh" dhki , . . . . .
et 2-77—7- = -z-T- ; par suite —-r- = 0 et T(x*dx3 + x3dx') = 0 . En procedant de

ox" ox' ox"
nouveau comine pour Q , on trouve T = 0 . Done S(u>) = Lxo<*> + ^u; .

Conune P, Q, R, S sont des operateurs locaux, il en est de meme de D et on vient
de niontrer que, pour tout domaine contractile U d'une carte locale, il existe une forme
wofj et une constante ku telles que pour tout couple (X,u») £ X(M) x Z1(M) , la
restriction Dy de D a U soit doniiee par :

On en deduit que sur U f~l V ^ 0 ou V est le domaine d'une autre carte locale :

wOc/ - wOv) - (ku - kv)wUnV = 0

pour tout couple (X, u>) 6 X(M) x Z1(M) , ce qui montre que u>0[/ = u>Ov et ku = ky •

Ainsi, pour toute derivation D de X(M) x Z1(M) , il existe (X0,u>0) £ X(M) x

Z1(M) et une constante k telle que :

D(X,w) = ([Xn,X),LxQu - Lxwo + ku) .

II est facile de voir que le triplet ainsi determine est unique.

En vertu de la proposition 1 et du theoreme 1, on a le :
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THEOREME 3. Pour toute derivation D de L , il existe un element unique Ao de

L et une constante unique k telle que, VA € L , D(A) = [AQ + kC, A] ; le premier

espace de cohomologie de Chevalley Hi(L;L) de L a pour dimension un.

On va designer par Dk les derivations de L de la forme :

Dk - ad(

Si 1'on cherche les derivations Dk telles que Dk ° Dk — IDk , alors :

1) si I = 0 , il vient : Xo = 0 et k = 0 ; d'oii Do = arf(wj) ;
2) si I ^ 0 , il vient : Xo = 0 et I = ~k ; d'ou Dk = ad(u>^ + kC) .

Les derivations a<£(u>J + kC) ont pour valeur propre 0 et —k . L'espace propre
associe a la valeur propre —k est Z1(M)V .

Soient L et V les algebres de Lie des autoinorphismes infinitesimaux des struc-
tures cotangentes sur les fibres cotangents de deux varietes M et M' et soit <p un
isomorphisme de L sur V . D'apres l'etude faite sur les espaces propres des derivations
de L , ip induit un isomorphisme de Z1(M)V sur Z1(M')V et par suite un isomor-
phisme de L/Z1{M)V = X{M) sur L'/Z^M')" = xjM1) . Done les varietes M et
M' sont diffeomorphes [1] ; d'ou le :

TH^OREME 4. Si les algebres de Lie des autoinorphismes infinitesi-
maux des structures cotangentes sur les Gbres cotangents de deux varietes sont iso-
morphes, les deux fibres cotangents sont isomorphes.

On peut demontrer le theoreme 4 d'une autre fason. D'apres la proposition 1,
Z1(M)V est un ideal abelien de L . De plus, e'est le plus grand ideal abelien de L .
En effet, soit J un ideal abelien quelconque de L . L'image de J par le morphisme
q : L -> X{M) est un ideal abelien de X{M) qui est isomorphe a X(M) . Or X(M)
n'a pas d'ideal abelien. Si (p est un isomorphe de L sur V , alors <p envoie Z1(M)V

sur Z1(M')V et on conclut comme precedemment.
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