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Abstract

Soit D l'operateur de Laplace-Beltrami sur le bi-disque. On demontre que les fonctions £ —•
t̂(C> ") provenant du noyau de Poisson associe au bi-disque sont les seules solutions reelles

normalisees du systeme

DF = 0, F(F2) = 2cF2 (oil c € R)

qui satisfont une certaine hypothese.

1991 Mathematics subject classification (Amer. Math. Soc.): 43-02, 43 A 75.

1. Introduction

Soit U le disque unite de C, ensemble des z e C tels que \z\2 = z • ~z < 1,
et soit dU = {z e C : \z\ = 1} le cercle unite, sa frontiere.

Soit X = U x U le bi-disque, muni du produit des metriques de Poincare
(qui n'est autre que sa metrique de Bergman), et soit F = dU x dU sa
frontiere maximale de Furstenberg (cf: [6]).

Notons par Go le groupe SU(l ,1) des matrices {jt.) e GL{2, C) qui
sont de determinant 1 et par Ko — S{U{1) x f/(l)) son sous groupe compact
forme des matrices (" ° ) .

Consideronsle groupe produit G = GoxGo qu'on identifie au sous groupe

de GL(4, C), forme des matrices g = ( ^ ) ou gx, g2 e Go, et K son
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sous groupe forme des matrices p = (^' ) ou p{, p2e Ko.
Le groupe G est un groupe de Lie reel, semi-simple, de centre fini et de

rang 2. II opere transitivement sur X et T par la formule:

8 ' Q = ' " s

L'operateur de Laplace-Beltrami dans X, invariant par cette action est
donne par:

D = (i - |c,|2)2 d - + (l - |C,|2)2 d -ISl1 d^dtt "2 l ac2ac2

ou
a . a \ d 1 \ a . d

- i - ^ — et - ^ = T 7T- + I:
9 _ 1

dCp ~ 2 [dxp 'dyp\ ^ 9{p ~ 2 [dxp ' 'dyt

s i ZP = XP
 + % 0 = 1. 2) •

Le noyau de Poisson dans le cas du bi-disque est le produit />(£,, u{)P(C2, u2)
des noyaux correspondant au cas du disque:

"») = - T-ZTT7 pour /»=l ,2 .

Ici, un phenomene interessant se produit. En effet, si X = (A,, A2) est un
point du cercle ^"(0, A/2/2) (i.e. \\ + l\= 1/2) et si M = (ul, M2) e T, la
fonction Px definie dans X par:

PX(C, b) =

est harmonique au sens DPX — 0 .
II est egalement connu que, pour tout exposant complexe fi, tout X e

, \/2/2) et tout M e T fixes, la fonction sur X

verifie Pequation

(1) Z>(Pf(., u)) = fi(/i ~ 1)(1 +Xl+X2)Px
a(-, u)

L'objet de ce papier est de donner une reciproque de cette derniere pro-
priete.

Des problemes analogues a celui-ci ont fait l'objet d'etudes dans [1], [8],
[5] et [4] sur des espaces symetriques de rang 1 et dans [2] sur les varietes
riemannienne de dimension superieure ou egal a 2.

Dans ce present travail, on demontre que les £ —> P^(C, w) sont les
seules fonctions F reelles normalisees qui verifient dans X l'equation (1)
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[3] Fonctions propres de l'operateur de Laplace-Beltrami 185

et dont les derivees secondes a l'origine verifient une hypothese (hypothese
(2d) du theoreme) dont j'ignore si elle est necessaire et qui, meme si elle
apparait compliquees, se simplifie enormement lorsqu'on passe aux coor-
donnees horispheriques et que Ton fait un certain changement de fonction
(voir Phypothese (Id) du lemma 2. Ce resultat est le suivant:

THfiORfeME. Soit F une fonction rielle de classe C2 dans X, telle que
F(0) = 1, et vMfiant dans X les deux equations:

(2a) DF = 0
(2b) D(F2) = 2cF2, oil c e R .

Supposons de plus que, pour j =\ et 2, nous ayons:
2 i

(2d) ( 0 ) - dF
(0)

8F
(0)

Alors il existe u = (w,, u2) dans T et A = (A,, A2) dans f ( 0 , %/2/2) avec
A, + A2 + 1 = c tels que, pour tout f e X, on ait:

^ ( C , u) =

2. Simplification du probleme par action du groupe K

Compte-tenu de l'identite:

^ ( F ) = 2F • DF + 2 < (1 — £• )

les hypotheses (2a) et (2b) equivalent a:

(2a) DF = 0, et

( i - |C 2 | 2 ) 2

(2b') ,2,2 dF
(1- |C 2 I 2,2

On peut supposer que c > 0; car si c < 0, Fhypothese (2b') impliquerait
que F = 0, mais ceci contredirait le fait que F(0) = 1.

Comme F vaut 1 a l'origine, on a, d'apres (2b'):

ff<°) = c.

Par consequent, il existe (r,, r2) e R2 et (̂  '" ' , e iei) e T tels que: r2+r2 =
c et

(2c)
dF OFor ... -to or ...
«7"(0) = r{e ' , ^^(0) =
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Pour (a, b) € I = {(0, 0 ) ; (0 , 1); ( 1 , 0 ) ; ( 1 , 1)}, considerons dans K
la matrice:

i(an+e,)/2

P{a,b) ~

0

o\
-i(bn+62)/2

«bx+82)/2 j
ei(bn+62

e

Puisque D est invariant par l'action de G et done par celle de K, la fonction
F

P(a,b) definiepar:

satisfait aux equations (2a) et (2b). De plus, nous avons:

OF ,a b)

L'hypothese (2d) se transforme, pour la fonction F , .,, en:p(a,b)

(2d') r) Re
d2F^

= | r ; | ; p o u r . / = 1 , 2 .

3. Passage aux coordonnees horispheriques

Pour tout ( T , ( ) £ R2 et tout ( f , i | ) e R 2 , considerons dans G les matri-

ces:

ad,t) =

((,*)

ch{x/2) sh{x/2)
_ I sh{x/2) ch{x/2)

\

sh(t/2)
sh(t/2) ch{t 12))

1 + irj/2 -if//2

On calcule que:

(3)
if e'+l + irij
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Cette formule definit les coordonnees horispheriques (T , t£, q) e R4 du

point C = (Ci, C2) =
 n((,r,)a(x,t) • ° variant dans X.

Pour u - ( « , , U2) e F et f = " ( . j , , ) ^ ( ) ' O e I , la fonction Px,
provenant du noyau de Poisson hyperbolique, est donne en coordonnees ho-
rispheriques par la formule:

e"/2

En particulier, pour u = ? = ( l , l ) , o n a l a formule remarquablement
simple:

P(r P\- .(1/2+A,)T+(l/2+A2)/

De plus, l'expression de D en coordonnees horispheriques (cf: [3], pour
le disque) est:

D_d^__d_ iTd?_ d^__d_ it d2

dx2 9x d£2 dt2 dt dr\2'

De l'identite:

D(F2) = IF DF + 2 \(^-\ +e2X(yP) + (ir) + ^ ' '""^

on deduit que, pour tout (a, b) e / , la fonction F . b) satisfait aux rela-
tions:

d Fp(a,b) _ dFp(a,b) + c2xd Fp(a,b) +
 d Fp(a,b) _ dFp(a,b)

.. . dx2 dx Q£2 dt2 dt
(4a) „ , _

(4b)

(dFp(a,b)\2
 ]c2r (dFp(a,b)\\ {dFp(a,b)\2 , Jt (dFp(a,b)\

2 _+€ { dr, ) -c

En utilisant la formule (3), les relations (2c') se transforment en:

De plus, en exploitant les equations (2d'), on obtient le
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LEMME 1. // existe (a0, b0) e / tel que lafonction Fp(a b } satisfait awe
equations:

(4d) = 0, r2
•*>> (0) = 0 .

DEMONSTRATION DU LEMMA 1. Pour une fonction F de classe C dans
X, nous avons:

En utilisant la formule (3), on peut calculer que:

1 / I K

Par consequent, nous avons:

Compte tenu de cette deraiere egalite et des formules (2d') et (2c'), nous
avons pour tout (a, b) e I:

{\-2a)r,-
d1F.P(a,b)

De meme, nous pouvons obtenir:

(4d.2)
d2F.P(a,b)

(0)

(0)

= \r,

Le choix de a0 est quelconque lorsque r{ - 0, de meme que celui de b0

lorsque r2 — 0 .
Si fj / 0, nous avons pour tout (a, b) e I:

d2F.
*a

2'
b)(0) =-2arx ou 2(1 - fl)r,.

De meme, si r2^0, nous avons pour tout {a, b) G / :

ou
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En particulier, pour (a, b) = ( 0 , 0 ) , on voit bien que la fonction F
initiate verifie les formules:

d2F
^ - ( 0 ) = 0 ou 2r,,

82F
—2"(0) = 0 ou 2r2.

Mais, d'apres (2c) et (5), nous pouvons calculer que pour touta {a, b) e / :

9 FP(a-V(Q) 1 +

Dans le cas ou r, ^ 0, on choisit a0 = 0 lorsque (d2.F/d£2)(0) = 0 et

a0 = 1 lorsque (d2i7df2)(0) = 2r,.

De meme, si r2 ^ 0, on prend b0 - 0 lorsque (d2F/dt]2)(0) = 0 et

b0 = 1 lorsque (d2F/dr]2)(0) - 2r2 .
Par ces choix et grace aux formules (6), on a acheve la demonstration du

lemme 1.

4. Changement de fonction

Pour demontrer le theoreme, on est ramene a prouver que la fonction
F , b . n'est autre que exp((l - 2aQ)rxx + (1 - 2bo)r2t), et par consequent
que:

pour tout ({, ,C2)€X.
Faisant un changement de fonction en posant, dans un voisinage V de 0

ou cela a un sens:

G ( T , tt,r,) = log[(Fp{ao>bo)(n{iri)a{^t) • 0)] - (1 - la^r.x - (1 - 2feo)r2i.

Compte-tenu du fait que F ,a b JO) = 1, des equations (4a), (4b), (4c) et

(4d), des formules:

dG 1 dFp(a0,b0) . dG 1 dFp(ao,b0)_

2

I ;... etc.,
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et de l'ananlyticite de F^ b j dans X, on est ramene a prouver le

L E M M E 2. Soit V un voisinage de 0 dans K 4 , et soit G = G{x,t,£,rj)
e fonction rielle 2

V aux hypotheses:
une fonction rielle de classe C2 dans V, nulle a I'origine et qui satisfait dans

d2G dG 2td2G , d2G dG,_ , dG dG 2tdG , dG dG , 2tdG o 2(7a) — T - -£— + e —r- H ~ ^ - + e — T = a + fi -a -
dx2 dx d£

2 dt2 dt dt]2

(7b)

(7d)

G est identiquement nulle dans V.

N.B. Nous avons pose a = (1 - 2ao)r{ et ft = (1 - 2bo)r2 .

5. Demonstration du Lemme 2

Solution de l'equation elliptique (7a) (cf. [7, page 52]), la fonction G est
analytique reelle dans V; elle est done, dans un voisinage convenable W de
0, somme de son developpement de Taylor:

ou, pour k > 0, Gk est un polynome en les variables x, t, £ et n, qui est
soit identiquement nul, soit homogene de degre k.

D'apres (7c) et (7d), on sait deja que Go et G, sont identiquement
nuls. Dans un premier temps, nous allons montrer que G2 = 0; puis, par
recurrence sur k, nous demontrons que Gk = 0 pour tout k > 2.

Dans ce qui suit, on introduit les notations:

d o d _ a2 . d2 . d2 d2 d2 d2

A = a— + 0—, B = a—,+P—5- et A=—=• + —^ + —5- + — ? .
3 T Hdt* d£2 dri2 dx2 dt2 d£2 dr\2

Si E est Fun des trois operateurs venant d'etre cites et p un entier
superieur ou egal 1, on note par Ep l'operateur E o E o • o E (p fois).
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Si F et G sont des fonctions de class C1 dans un voisinage V de 0 dans
4M4, on pose

+ + + et
dx dx + at at + d$ at dr\ an

En prenant les composantes homogenes d'order 0 et 1 dans l'equation
(7a), puis les composantes homogenes d'order 1 et 2 dans l'equation (7b), on
obtient:
(8) 2 2

( ) 3 ^ + ^ ^
3 dx dt d? dr}2

(10) AG2 = 0,

(11) |

Si on applique l'operateur A a (9) et A a (11), on obtient:

ce qui, d'apres (7d), vaut zero. Le polynome G2 a done toutes ses derivees
secondes nulls, il est par consequent.

Avant de poursuivre la demonstration, remarquons tout d'abord que,
compte- tenu de (8) et du fait que G2 = 0, nous avons:

a + fi = a2 + ft2.
Done, lorsque a = /?, le couple (a, fi) est soit egale a ( 0 , 0 ) , soit egal

a (1 , 1). Mais dans le cas ou (a, /?) = (0, 0), il est clair que G est nulle.
Plus tard, nous distinguerons alors deux cas: (a, fi) — (1 , 1); a ^ 0 .

Par hypothese de recurrence, supposons que, pour un entier k > 2, on ait
Go = Gl = G2 = • •• = Gk = 0 et montrons que Gk+l = 0 .

En prenant les composantes homogenes d'ordre m — 1 (ou m est un
entier < 2k), 2k, 2k + 1 et 2k + 2 respectivement dans l'equation (7b),
nous obtenons
(12) AGm = 0

pour tout m <2k (mais puisque k > 2 et done k + 2 <2k, nous avons en
particulier:

(12a)

(13)

(14) AG2k+2 = -VGk+lVGk+2 - x ( ^ i ) - t
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i II2
11- !" K ai "1 8"

Si on applique Poperateur A aux deux membres de l'egalite (14), puis
Poperateur A2 a ceux de (15), il vient, grace a (13), que:

(16) A2G2k+l=0,

(17) A'

D'autre part, en prenant les composantes homogenes d'ordre m - 2 dans
Pequation (7a), on obtient:

(18a) AGk+i = ° (lorsque m = k + 1),
(18b)

(1orSque m =

m-k-l
11 \ i . f # i r

(18) m n ,
m dz at ^

P=I

d2Gm_p {ltf d2Gm_p

d£2 Py- dr,2

pour m > k + 2.

En appliquant Poperateur A a Pequation (18b) et en tenant compte de
(12a), il vient que:

(19) B{Gk+l) = 0

Maintentant, si on donne a m les valeurs Ik et 2k + 1 respectivement
dans Pequation (18), on obtient:

(20)

(21)

(2t)"d2G2k_p

Si, pour q un entier compris entre 1 et k - 1, nous appliquons les
operateurs A9 et A9+l respectivement a ces deux dernieres equations; nous
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obtenons:

(22) h(kt^ld\A

\p=q

n ft f~\2. ,

dr,2

(23) A[A w 7 t , i l = —2 <a+ I
<-p

Or, puisque q > 1, nous avons d'apres (12) et (16):

A«G2k=A'+iG2k+l=0.

Par consequent, si a / /?, les equation (22) et (23) impliquent que:

pour tous 1 < ^ < k - 1.
En donnant a q les valeurs k - 1, puis fc - 2, . . . , puis 1 dans Pequation

(24), il vient que:

(25) f f
at]2 drj1

En reportant ceci dans (20) et (21), on obtient les relations:

(26)

(27)
ox at ft£l fin

En appliquant l'operateur A o ^ a l'equation (26), il vient que:

A2(AG2k+l) = A[BlG2k).

Or, d'apres (25) et (26), nous avons:
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II s'en suit alors que:

(28) A2(AG2k+l) = 0.

Mais, en appliquant l'operateur A2 a l'equation (13), on obtient:

(29) 2 l 2 2

Vu l'equation (18a) et les deux egalites (28) et (29), le polynome homogene
Gk+i Qu ' o n avait suppose ou nul ou de degre k + 1 > 3 a toutes ses derivees
troisiemes nulles, par consequent il est nul.

Desormais, nous supposons que a = /? = 1. Dans ce cas l'operateur A
vaut d/dx + d/dt et B est egal a 02/d£2 + d2/dri2.

En appliquant l'operateur A o A a l'equation (14) puis l'operateur A o A1

a l'equation (15), on obtient:

et

Mais

dtf )

= [a?
d'apres(13)et(19).

Par consequent, nous avons:

(30) S[a3g2M] = 2S[a2g2k+2] = 4b(ag2lc+l).

D'autre part, si on donne a m les valeurs 2k + 2 puis 2^ + 3 dans
l'equation (18), on obtient:

- E f < ^
k^\(2r)"d2G2k+3_p jitf d2G2M_

Maintenant, on va appliquer les operateurs A2 et A* respectivement a
ces deux dernieres equations.
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Nous obtenons pour la premiere:

2- ^-fllx-"

°-2d2c^,.,,+ {2tr
2 d2G2k+2_;

-2)1 dr,2

,

Mais, si on applique l'operateur A a l'equation (21), on obtient:

= - 2 > ^ ^ T 7 ^ ^ +

II s'ensuit alors que:

(31) ^2G2k+2) = -4B(AG2k+l) + 2A(AG2k+l).

Pour la deuxieme, nous avons:

, 2! drf

+
-W Or,2

-6B(A2G2k+2)-l2B(AG2k+l)

o^\(2r)p-ld2G2k+l_p < (2t)p-1 02G2k+l_p

+ 4A(AG2k+l)

ce qui, compte-tenu de l'equation (31), devient:

(32) HA3G2k+3) = -6B(A2G2k+2) + 2A(A2G2k+2) - 4B(AG2k+l).
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Les equations (31) et (32), jointes a l'equation (30), nous donnent:

(33) 2A(AG2k+l) = 6B(AG2k+l),

(34) 2B(AGa2k+l) = -3B(A2G2k+2).

En appliquant Poperateur B a (33) et l'operateur A a (34) puis en faisant
de nouveau appel a l'equation (30), on obtient:

2A[B(AG2k+l)] = 6B2[AG2k+l] = -6B2(AG2k+l).

Ceci implique que A[B(AG2k+l)] = 0, c'est a dire, d'apres (13), que

A[2*(l|VGfc+1||
2)] = 0.

Mais, compte-tenu de (18a) et (19), on a:

4 ' - « - » ^

+

ou l'on a pose (x,, x2, x3, x4) = (T, t, «*, t}).
Done dGk+l/d£ et dGk+l/drj sont des polynomes homogenes, nuls ou

de degre k > 2, dont toutes les derivees secondes par rapport aux vari-
ables (T , t, £, t}) sont nulles, par consequent ils sont identiquement nuls.
Autrement dit, Gk+l est un polynome en les seules variables T et / , nul ou
de degre k + 1 > 3 , or nous avons

AGk+l - BGk+l = tSp<±L + £_5|±1 = o (d'apres (18a) et (19)),
or at

et

d \ p = d^Gj^ = _ f ! ^ ± L d u fait q u e AG soit nul.
dT2 dt2 dxdt M *+1

II s'ensuit alors que Gk+l = 0, ce qui acheve la demonstration du Lemme
2 et done du theoreme.
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