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APPROXIMATION POLYNOMIALE GENERALISEE
DANS CERTAINS ESPACES SEMI-NORMES

PAR
MARIO LAVOIE

Dans cet article, nous nous intéressons a trouver des conditions suffisantes au
probléme d’approximation polyndmiale généralisée dans certains espaces semi-
normés. Notre résultat principal est basé sur un théoréme d’unicité de Malliavin
et sur la théorie de la représentation de Choquet.

Avant de I’énoncer, donnons quelques définitions et notations. Tout au long de
ce texte nous noterons A une suite réguliére de nombres positifs i.e. 4,.,—24,>
h>0 et nous définirons sa fonction caractéristique comme suit: A(r)=Y,_, 2/4,
pourvu que r>24y;=0, lorsque 0<r<4,. Nous noterons £, (X) I’espace vectoriel
engendré par la famille {x*:X< R*=]0, wo[>R; t—>t*:1€ A} et €,(X) I'espace
vectoriel des fonctions f continues sur X vérifiant

|f()] £ CT; (1), pour tout t € X,

pour un C>0et des 4, A’ €A, avec I, ;. (f)=max{t*, +—*}. Sur % ,(X) nous
considérerons une semi-norme croissante II ie. |f|<|g|=>II(f)<II(g), pour
tout f,ge® A(X). De plus, pour une suite (#,) de nombres positifs, nous
parlerons de sa fonction de trace, a savoir:

M(s) = sup{ns—log M,:n € N}.
Enongons maintenant notre théoréme principal.

THEOREME A. Soient A une suite réguliére de nombres positifs et X un sous-
groupe localement compact de R’;. Pour que 2 ,(X) soit dense dans (€ ,(X), I)oix
IT est une semi-norme croissante sur € ,(X), il suffit que la condition U(M,,, A(r))
soit satisfaite i.e. pour tout a € R, (¥ M(A(r)—a) dr[r*=+ 0, ou A est la fonction
caractéristique de A et M est la fonction de trace de la suite (M), avec M,=II(x"),
pour les n>2, (le premier élément de M) et un nombre positif quelconque autrement.

Norte: Il est bien connu que les sous-groupes localement compacts de R sont
{1}, R* et exp(bZ) pour tout b € RY, ce qui nous donne pour des semi-normes
particulieres des théorémes déja prouvés par Fuch [8], Lavoie [10] et Malliavin
[11], puisque dans tous ces cas, la semi-norme engendrée par la fonction poids
est croissante et que C, (X) est dense dans I’espace pondéré.
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Nous prouverons le théoréme 4 en nous servant de la caractérisation du dual
de (%, (X), I1). Donnons donc quelques propriétés de %, (X). Disons d’abord qu’il
est clair que %, (X) est un espace de Riesz (voir Choquet [4]) par rapport & 'ordre
canonique et que tout L € (%, (X), II) est relativement borné, (voir Bourbaki [3]).
On a de plus:

PROPRIETE 1. Si X est fermé de R, €(X) est un espace adapté de fonctions
continues.

Preuve. 1l est clair que %, (X)=F1(X)—F{(X) et que pour tout x € X, il existe
un fe CL(X) tel que f(x)>0, puisque Zj(x)<=Ex(X). Il ne reste plus & montrer
que chaque g € €5 (X) est dominé par un fe %} (X). Pour ce faire, prenons un
g€ A(X); & cause de la définition de %, (X) et parce que max{['; ;,, I', ,, }=
L paxit. uy, maxqrr, wy, il €Xiste un @>0 et un I'; , vérifiant g<al'; ,. Comme A
est une suite strictement croissante, on a g<al'; ,<al'; , avec A'>A, u'>u.
Pour £>0 quelconque, considérons

K ={xeX:g(x) >eal'y (x)} < {x € X:T, (X)/Ty (%) > e} = K,

Comme I', ,/T;, ,, € €o(R) et que X est un fermé de R}, K est un compact de X.
Mais comme X est un localement compact dénombrable a I'infini, K< O un ouvert
relativement compact de X et la normalité de X entraine I’existence d’un s € £ +(X)
(espace des fonctions positives continues a support compact) vérifiant
h=sup{g(x):x € K} sur K et h/=0 sur X—0. On a donc que pour tout £>0, il
existe un 4 € " +(X) pour lequel g<ef+h, ol f=al'y, .. O

REMARQUE. Comme %, (X) est un espace adapté de fonctions continues, pourvu
que X soit un fermé de R, alors tout L € (%, (X)*)* est donné par une mesure de
Radon positive u (voir Choquet [5] p. 276); comme d’autre part, tout L € (%, (X),
IT)’ est relativement bornée, elle se décompose donc en une différence d’éléments
de (F,(X)*)* et ainsi tout L € (% ,(X),II)" est représentée par une mesure de
Radon u sur X et chaque '€ €, (X) est u-intégrable.

Avant de démontrer une premiére condition suffisante, rappelons les définitions
des problémes de Watson et de Mandelbrojt-Weiner.

PROBLEME DE WATSON. Pour une suite (M,) de nombres positifs et pour une
fonction k:R,—R ., nous noterons W(M,, k(r)) 'existence d’une fonction gs£0,
holomorphe dans le demi-plan x>0 qui vérifie

18@)| < M, r = |z],n = [x], z = x+iy.

PROBLEME DE MANDELBROJT-WEINER. Pour une suite (3/,) de nombres positifs
et pour A une suite réguliére de nombres positifs, nous noterons M— W(M,, A)
Pexistence d’un f#0, holomorphe dans le demi-plan x>0 satisfaisant f(A)=0;
LfDI<M,, n=[x], z=x+iy.
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On sait (voir Malliavin [11] p. 183 et 207) les relations qui existent entre ces
deux problémes lorsque k=1 la fonction caractéristique de A. En effet,

non W(M,, A(r))<>U(M,, A(r))<>non M—W(M,, A);
ceci nous permet de remplacer dans I'un ou l'autre de ces problémes la suite (44,,)

par la suite (max{M,, M,,}) ou par la suite (3,,,;) ou de remplacer A par A+«
sans perte de généralité.

THEOREME B. Soient A une suite réguliere de nombres positifs et X un sous-groupe
localement compact de R’ Si le probléme de Watson W(M,,, A(r)), avec M, =11 (x")
pour les n>2, le premier élément de A et n’importe lequel nombre positif pour les
0<n< 4y, n’admet comme seule solution que la fonction 0, alors & ,(X) est dense
dans (€ ,(X), II), out I1 est une semi-norme croissante.

Preuve. Etant donné un L € (%, (X), IT)" tel que L(p)=0 pour tout p € €, (X),
montrons que L=0. On sait par la remarque de la propriété 1 qu’il existe une mesure
de Radon u telle que chaque f'€ %, (X) est u-intégrable et L(f)=pu(f). Considé-
rons, pour Zez> 4,

h(z) =th”c cos(y log 1) dy(t)+ith“ sin(y log 1) du(t).

h est bien défini puisque les fonctions #—sin(y log t) ou cos(y log t) appartiennent
a4 €,(X) lespace des fonctions continues et bornées sur X, que la fonction t—
* € €, (X) et que clairement ¥, (x) + €,(X)<= % ,(X). De plus, A est holomorphe
dans Zez> Ay, continue dans Zez> A, et vérifie

[h(2)] < |L(t" cos(y log 1))|+|L(#” sin(y log )|
< 2|L) ()
< 2 | L)y D(max{t", ")), 4y < n = [x]
<4 |L|ymax{M,, M, ,}.
Notons 7, le plus petit entier plus grand ou égal a 4, alors /,(z)=h(z+n,) est une
solutions au probléme de Mandelbrojt-Wiener M— W(N,, A—n;), ou N,=
max{M, n > Mpin1}, qui est équivalent au probleéme de Watson W(M,, A(r)),

avec M,=I11(t"), n>n, et M, quelconque pour 0<n<n,. Mais comme ce dernier
probléme n’a par hypothése, qu’une solution identiquement nulle, #=0. Donc

0= h(/lo+iy) =f thotiy dy(t) =f eiwg).or d‘u(er)

X log X

et comme log X est un sous-groupe localement compact de R, il est fermé et tout
caractére continue de log X est prolongeable en un caractére continue de R
(voir Rudin [14] page 36).
On a alors

P(y) = f y() dv(r) = 0, pour tout y € I'(log X)
log X
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i.e. pour tout caractére continue y du groupe log X, avec dv(7)=exp(4,) du(e’);
d’ot »=0, par la théoréme de la dualité et par le théoréme de I'unicité des trans-
formées de Fourier-Stieltjes (voir Rudin [14] page 29). Ceci entraine que #=0i.e.
L=0 et alors Z,(X) est dense dans (%, (X), II). O

REMARQUE. Le théoréme A4 est une conséquence du théoréme B, puisque la
condition U(M,, A(r)) est équivalente & imposer au probléme W(M,, A(r)) la
fonction zéro comme seule solution (voir Malliavin [11] page 207). Montrons
maintenant comment notre théoréme généralise des théorémes de Fuchs et Mallia-
vin.

DErINITION. Nous dirons que la fonction w:X—R est un A-poids au sens £
ol X est un sous-espace localement compact de R} si elle est mesurable et si pour
tout 4, A eA, T, ,, e Zo(X, L, w)=L2(X, L, wP du) (tesp. € ,(X)={fe €(X):
Jw € €y(X)}. Nous noterons [ f| .=l fwll 5

COROLLAIRE 1. Soient A une suite réguliére de nombres positifs, X un sous-
groupe localement compact de R et pour p fini (X, £, n) Pespace mesuré formé
de la tribu de Lebesgue et d’une mesure borélienne réguliére (compléte). Si w:X—R

est un A-poids au sens £ et si la condition U(M,, A(r)) est vérifiée avec Il=||-|, ,,,
la famille {x*:). € A} est totale et topologiquement dépendante dans € ,(X) (resp.
ZoX, &L, w)).

Preave.. A cause du théoréme 4, il suffit de montrer que €, (X) est dense dans
% »(X) (resp. Lo(X, &, ) par rapport & |- ||, ,,- Pour p fini on a Z(X, &, )=
EA(X)2 A (X) I'espace des fonctions continues & support compact et comme la
mesure w® du est compléte et que w? est localement intégrable on a que J (X) est
dense dans £ (X, &£, u), par rapport & |-, ,,. Pour p infini, tout f€ F,,(X) est
tel que f- w e Fy(X) et il existe g € " (X) pour lequel [ f* w—gll o= —g/W| w.w
est aussi petit que ’on veut. Comme g/w € A (X)= %, (X), f € € ,(X) par rapport
3w O

COROLLAIRE 2. Soient A une suite réguliére de nombres positifs et (RX, £, m)
Pespace mesuré de Legesque. Si F:R¥—R¥ est une fonction telle que 1|F est un
A-poids au sens L et si la condition de Malliavin M(F, A(r)) est satisfaite i.e. pour
toutae R, [* O(A(r)—a) dr[r*=+ o0, o1t D est la régularisée convexe de la fonction
log o F o exp, alors la famille {x*:1 € A} est totale et topologiquement linéairement
dépendante dans €y,7(R3) (resp. L1 7(RY)).

Preuve. Ceci découle du corollaite 1 et du fait que dans ce cas précis la condition
M(F, A(r)) entraine la condition U(M,,, A(r)). En effet on démontre, qu’il existe un
a>0 pour lequel

M(s) > O(s)—3s—log 2, s > a,
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en se servant I'inégalité

M, < exp p(n)+exp p(n+2), n=0,1,2,...
ou y(t)=sup{st—log F(e’):se R}. [

REMARQUE. Le corollaire 2 correspond aux parties suffisantes du théoréme
8.3 de Malliavin [11] pour p infini et du théoréme 4.2 de Lavoie [10] pour p fini.
C’est donc une généralisation de la partie suffisante du théoréme principal de
Fuchs [8].
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