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SUR UN PROBLÈME PÉRIODIQUE 

ZINE E. A. GUENNOUN 

RÉSUMÉ. Dans cet article, nous considérons le problème d'existence d'une solution 
périodique du problème de la forme: y" = fit, y,y'\0^ t ^ 1 où/: [0,1 ] X R x R —• R 
est une fonction continue qui n'est pas nécessairement périodique et sans condition de 
croissance sur la variable/. Nous obtenons certaines extensions d'un théorème du type 
Nirenberg ainsi que de l'équation de Liénard. 

0. Introduction. Le but de cet article est de démontrer un théorème d'existence 
d'une solution périodique pour le problème: 

(*) y"(t)=f{t,y{t\yXt)) O^tûl. 

THÉORÈME 1. Supposons quef: [0,1 ] x R2 —> R est une fonction continue qui vérifie 
les hypothèses suivantes: 
(HI) L'une des conditions suivantes est satisfaite: 

(1) Il existe M > 0 tel que yf(t,y, 0) > 0 pour tout \y\ > M; 
(2) Il existe M > 0, f(t, M, 0) ^ 0 etf(U -M, 0 ) ^ 0 dans [0,1 ]; 

(H2) L'une des conditions suivantes est satisfaite: 
(3) (i)my,p)=f(l,y,p); 

(ii) Il existe Mx > 0 tel que inf{ \f(t,y,p)\ | (t,y) G [0,1] x [—M,M] et \p\ > 
Mi} > 0; 

(4) (i) Il existe M\ > 0 tel que ûgn(f(0,y,p)) = sign(/*(l,;y,/?)) où sign(r) = 1 si 
r> 0 et sign(r) = — 1 si r < 0; 
(ii) f(t,y,p) ^ 0pour tout (t,y) G [0,1] x [-M,M] et \p\ > M{; 

(5) (i) Il existe M\ > 0 tel que pour tout y G [—M, M] et \p\ > M\ il existe un 
voisinage U de (0,_y,/?) et un voisinage V de (l,y,p) tels que: sign(f(t, u, q)) — 
signes, v, z)), pour tout (t, u,q) G U et (s, v, z) G V; 
(ii) f(t,y,p) ^ 0 pour tout (t, y) G (0,1) X (-M,M) et \p\ > M\; 

(6) (i)f(t,y,p) vérifie la condition (i) de (5); 
(ii) Pour tout (t, y) G (0,1) x (-M,M),|p| > M\ qui vérifie fit, y,p) = 0, // 
existe un voisinage U X V de (t, (y,p)) tel que l'une des alternatives est toujours 
vérifiée: 

(a) f(u, v, q) > Opour tout u G U\ {t} et (v,q) G V ou bien 
(b) f(u,v,q) < Opour tout u G U\ {t} et(v,q) G V. 
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Alors le problème périodique: 

y"(t)=f(t,y(t),y'(t)) Oûtûl; 

y(0) = y(l), / (0) = / ( l ) 

admet au moins une solution y dans C2 telle que —M fk y(t) ^ M pour tout t £ [0,1]. 

Notons qu'on a la relation suivante entre les conditions du théorème 1 : 

(1) =* (2) 

(3) =» (4) =*• (5) =» (6). 

Exemples: 
La fonction f(t,y,p) — y3 + e~^y + sin(7rr) vérifie (1) et (4) mais ne vérifie pas (3); 

la fonction f(t,y,p) = t2y + t2p5 + t3 vérifie (2) et (5) mais ne vérifie pas (1) , (3) et 
(4); la fonction f(t,y,p) = (t — 1/ 2)4(v +p2 + el) vérifie (2) et (6) mais ne vérifie pas 
(1), (3), (4) et (5). Remarquons aussi que les deux dernières fonctions ne vérifient pas 
la condition de périodicité f(0,y,p) — / ( l , y,p). La condition (6) permet à la fonction 
f(t,y,p) de s'annuler sans changer de signe. 

Si f(t, y,p) est une fonction continue qui vérifie (1) et (3), on retrouve un théorème 
d'existence dû à Granas-Guenther-Lee, voir [8]. 

Dans le cas d'un problème périodique de type Nirenberg où la fonction f(t,y,p) — 
ya(t,y,p) — (3(t,y,p), nous obtenons le résultat suivant: 

THÉORÈME 2. Soient a,/3 : [0,1] x R2 —> R deux fonctions continues qui vérifient 
les hypothèses: 

(i) Il existe M > 0 tel que /3 (f, M, 0)/M ^ a(ï,M,0) et /3(f,-M,0)/ - M ^ 
a(f , -M,0) ; 

(ii) Il existe M\ > 0 tel que V équation ya (t, y, p) — (3(t,y,p) = 0 n'admet pas de 
solution pour tout (t, y) dans [0,1] x [—M, M] et \p\ > M\; 

(iii) sign(va(0,y,/?)-/3(0,y,/7)) = sign(ya(l,y,p)-l3(l,y9p))pourtout\y\ ^ M, 
\p\ > Mx. 

Alors le problème périodique: 

y"(t) = y{t)cc{t,y{t),y\t)) - p(t,y(t\y'{t)) 0 û t £ V, 

y(0) = y(l), / (0) = y'(l), 

admet au moins une solution y dans C2 telle que —M ̂  y(t) ^ M pour tout t £ [0,1]. 

Le théorème 2 généralise un résultat d'existence démontré par Nirenberg voir [8], [ 11] 
et une formulation plus générale établie par Granas-Guenther-Lee, voir [8]. 

Dans la dernière partie de ce travail nous donnons quelques exemples et conséquences 
du théorème d'existence principal, notamment pour une équation de Liénard, voir [10], 
[12] 

y"(t) =f(t,y(t),y'(t))y'(t) + g(t,y(t)) dans [0, T}; 

y(0) = y(r), y'(0) = y'(T). 
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Ainsi que d'autres exemples en mécanique voir [13]. Par exemple le problème pério
dique: 

y"{t) = a(t)y3(t) + b(t)y(t) - c(t)y\t) - \y\t)\y\t) + d(t) dans [0,71; 

y(0) = y(n y'(0) = yf(T). 

Notons qu'on peut remplacer l'intervalle [0,1] par n'importe quel intervalle [a,b] dans 
les théorèmes 1 et 2. 

1. Notations et démonstration du théorème 1. Dans la suite, Ck dénotera 
l'ensemble des fonctions u: [0,1] —-»• R continûment différentiables jusqu'à l'ordre k, 
muni de la norme ||u\\k = max{ ||w||o, llw'llo»---» ||w(&)||o}> où ||w||o = sup{|«(f)|f G 
[0,1]}. L'ensemble des fonctions continues C° est noté C; C° = { u G C I w(0) = 0} . 

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 1. Soit f une fonction continue qui vérifie (Hl), 
(H2). Pour À G [0,1], on définit la famille de fonctions continues f\ (t,y,p) par: 

(\f(t,M,p)-M siM<y 
f\(t,y9p) = < \f(t,y,p)-y si -M ^ y é M 

[ \f(t, -M9p) + M si y < -M. 

Considérons la famille des problèmes: 

At) = \f(U y(t\ y (0) dans [0,1]; 
A )<0) = v(l), / (0) = / ( l ) , 

et la famille des problèmes associés: 

At) ~ y(t) =fx(t,y(t),At)) dans [0,1]; 
1A y(0) = y(ll / (0) = / ( l ) . 

(1.1) LEMME. (i) Pour tout À G [0,1 ] et toute solution y de (P) \\ , on a la majoration 

Ibllo = M; 
(U) Toute solution y de (P)\\ est une solution y de (P)\. De plus, on a la majoration 

H/Ho ^ Mi pour tout X G [0,1]. 

PREUVE DU LEMME. (i) Soit y une solution de (P)\ A, nous allons montrer que ||_y||0 ^ 
M. En effet, soit b G [0,1], tel que la fonction t —-» y(t) atteint son maximum positif en b. 
Supposons que y(b) > M et que b G (0,1), d'après la définition def\ on a/'(£)—y(b) ^ 
—M. Par conséquent, 0 ^ / '(£) > 0 et on obtient une contradiction. 

Supposons maintenant que b — 1 et quej(l) > M, il existe alors a < 1 tel que y(t) > 
M pour tout t G [a, 1]. Par suite y"(t) > 0 dans [a, 1] et / ( l ) - /(f) = Jf y"(s)ds > 0 
pour tout t G [a, 1]; puisque / ( l ) = 0 on a y/(t) < 0 et on obtient v(l) < y(a), ce qui 
est une contradiction avec le fait que y atteint son maximum en 1. La démonstration est 
analogue si on suppose que b — 0 et y(0) > M. 
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Dans le cas où la fonction t —* y(t) atteint son minimum négatif en b telle que y(b) < 
—M et b G (0,1), d'après la définition de f\ on a: y'(fr) — y(b) ^ M. Par conséquent, 
0 ^ y'(b) < 0 on obtient une contradiction. Les autres cas se traitent d'une façon 
analogue et on obtient —M ̂  y(t) ^ M pour tout te [0,1]. 

(ii) Soit v une solution de (P)\\, À G (0,1] d'après la définition de/A et (i) on a: 

y ;(0 = A/(r,3<0,y(0) dans [0,1], 

et donc y est une solution du problème (P)\. Soit maintenant b G [0,1 ], tel que la fonction 
t ~~* y(0 atteint son maximum positif en b. Supposons que y/{b) > Mu b G (0,1), alors 
|X^)| < ^ ' sinon y(b) atteindra son extrémum en b ce qui implique que y'(b) = 0. Si 

f(b,y(b),y/(b)) ^ 0, on obtient la contradiction 0 = f(b) = \f(b,y{b),y/(b)) ^ 0; sinon 
d'après (H2) et la continuité de la fonction (t, y(t), y (f)), il existe un voisinage (b—d, b+d) 
de b dans (0,1) tel que l'une des alternatives suivantes soit vérifiée: 

(a) y'O) > 0 dans (b, b + d) et qui implique la contradiction yf{b + d)> yf{b)\ 
ou bien 

(b) y"(t) < 0 dans (b — d, b) ce qui implique la contradiction y (b — d) > yf(b). 
Maintenant, si b = 0 alors yf atteint également son maximum en 1, d'après (H2) et la 

continuité de la fonction (t,y(t),y(t)), il existe deux intervalles (0, d), (1 — d, 1) tels que 
l'une des alternatives suivantes soit vérifiée: 

(a) yf\t) > 0 dans (0, d) ce qui implique la contradiction y/(d) > )/(0); 
ou bien 

(b) yf'{i) < 0 dans (1 — d, 1) ce qui implique la contradictiony(l — d)> yf{\). 
Les autres cas se traitent d'une façon similaire. Si À = 0 alors les seules solutions 

sont les fonctions constantes comprises entre —M et M, et la démonstration du lemme 
est complète. 

FIN DE LA DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 1. Considérons C\ = { u G C\ \ u(0) = 
w(l),i/(0) = w'(l)},Co = {u G C\u(0) = 0} , l'opérateur linéaire bijectif continu 
L: C\ —> C0 et l'opérateur Nf\ : C\ —+ Co définis par: 

L[u](t) = u(t) - i/(0) - /" M(J)& et Nfx [u](t) = f f\ (s, u(s\ u'(s))ds, 

pour tout u G Cl, t G [0,1] et À G [0,1]. L'opérateur Nf\ est continu et complètement 
continu pour tout À G [0,1]. De plus, le problème (P)\\ est équivalent au problème 
de point fixe de l'opérateur complètement continu L~l o N/\ : Cl

b —> Cl
b. Posons alors 

r = 1 + max {M, Mi} où M et M\ sont les constantes de (Hl) et (H2) respectivement 
et Kr — {u G Cx

b I ||w||i ^ r} . Par le choix de r et (ii) du lemme (1.1), la famille 
d'opérateurs L~l o Nf\ est sans point fixe sur la frontière de Kr pour tout A G [0,1]. Par 
conséquent L - 1 o N/\ : [0,1] x Kr —-> C£ est une homotopie compacte sans point fixe sur 
la frontière de Kr entre L_1 o A^ et L - 1 o A 0̂- De plus, fL_1 o N/o : [0,1] x Kr —• C£ 
est une homotopie compacte sans point fixe sur la frontière de Kr entre L - 1 o A 0̂ et la 
fonction constante nulle qui est dans Kr. Par le théorème de transversalité topologique 
(voir [2],[3]) L~l oN/\ a un point fixe qui est solution du problème (P) et la démonstration 
du théorème est complète. 
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2. Existence de solutions positives. 

THÉORÈME 3. Soient a, (3 : [0,1 ] x R+ x R —> R deux fonctions continues qui vérifient 

les hypothèses : 

(i) Il existe M > 0 tel que (3(t,M,0)/M è a(t,M,0); 

(ii) a(t,y,0) > 0et(3(t,y,0) ^ 0 pour tout (t, y) G (0,1) x (0,M); 

(iii) Il existe M\ > 0 tel que V équation y a (t,y, p) — (3(t,y,p) = 0 n'admet pas de 

solution dans [0,1] x [0,M] x [—M\,M\Y; 

(iv) sign(ya(0,y,p) - f3(0,y,p)) = s ign(va(l , v,/?) - /3(l,y,p))poury û M,\p\ > 

M{. 

Alors le problème périodique: 

y"(t) = y(t)a(Uy(tly'(t)) - (3(Uy(t),y'(t))0 £tûV, 

y(0) = v(l), y(0) = y(l) 

admet au moins une solution y positive. 

DÉMONSTRATION . Définissons a *, /3 * : [0, l]x Rx R—>R par: 

a*(t,y,p) = a(t,\y\,p) et (3\t,y,p) = /3(t,\y\,p) 

f(t,y,p) = ya*(t,y9p) — (3*(t,y,p) vérifie les hypothèses du théorème 2, par conséquent 

le problème périodique: 

At) = f{Uy(t\y\t)) dans [0,1]; 

v(0) = v(l), y(0) = y ( l ) 

admet une solution y. De plus y è 0, en effet, d'après les conditions au bord, y atteint son 

minimum en t0 G (0, l ^ P a r l a s u i t e ^ n a y ' O o ) = y(to)a*(t0, v(^0),0)—/3*(fo,y(fo),0) à 

0. On en déduit que y est une solution positive de (P). 

3. Quelques remarques et conséquences. 

(3.1). Supposons quef est une fonction continue qui vérifie les hypothèses (Hl), 

(i) il existe M\ > 0 et une fonction q: [M], oo) —>• (0, oo) continue telle que: 

| / (f ,v,p) | > q(\p\)t G [0,1], pourtouty G ( - M , M ) e t \p\ > M\. 

Alors le problème périodique: 

(P) y"it) = /(*, v(0 ,y(0) dans [0,1], y(0) = y(l) , yf(0) = y ( l ) , 

admet au moins une solution y dans C2,1 telle que —M ^ y(t) ^ M pour tout 

f G[0,1] . 

C'est une conséquence du théorème (2.1). 
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Il est intéressant de remarquer que dans plusieurs travaux précédents (voir par exem
ple [4], [5], [6], [7]), l'hypothèse (i) est remplacée par une condition de croissance du 
type: il existe une fonction q: [0, oo) -—• (0, oo) continue telle que: 

/*oo 

\f(t,y,p)\ ^ q(\p\)t G [0,1], pour tout v G [~M,Ml et J [x/q(x)] dx > 2M. 

(3.2). Considérons l'équation de Liénard: 
y"(t) +f(t,y(t),y'(t))y'(t) - g(t,y(t)) = 0 dans [0,1] 

3<o) = >(i), y<o) = ycu 
ouf, g sont deux fonctions continues . Si g vérifie (HI) etf vérifie l'hypothèse suivante: 

(ii) il existe Mi > 0 tel que inf{ \f(t9y9p)\ \(t9y) G [0,1] x [-M,M] et \p\ > 
Mi} > 0. 

Alors F équation de Linéard admet au moins une solution périodique. 

(3.3). Soient a(t,y,p) et /3(t,y,p) deux fonctions continues qui vérifient les 
hypothèses: 

(i) Il existe M > 0 tel que (J3 (t, y, 0)/ ya (t, y, 0) ^ 1 et oc (t, v, 0) > 0) si \ y\ = M, 
(ii) Il existe M\ > 0 telle que oc(t,y,p) ^ 0 dans [0, l],y G [—M,M] et \p\ > M\y 

(iii) (3(t,y,p)/ oc(t,y,p) —> C quand \p\ —» oo uniformément pour tout t dans [0,1] 
et pour tout y G [—M, M]. 

Si \C\ > M alors le problème de type Nirenberg admet une solution périodique: 

DÉMONSTRATION. Il est facile de voir que la condition (i) implique l'hypothèse (2). 
Il suffit maintenant de vérifier (H2). En effet, supposons que C > 0, il existe e > 0 tel 
queM< C — e. D'après (iii), il existe M2 tel que C — e < f3(t, y,p)/ oc (t, y,p) pour tout 
t£ [0, l],y G (-M,M)et |p| > M2. Donc,y-/3(t9y9p)/a(t9y9p) < M-(C-e) < 0 
pour tout (t,y) G [0,1] x [—M,M] et \p\ > M2. Si on prend M3 = max(Mi,M2), la 
fonction/^,y,p) = ya(t,y,p)-/3(t,y9p) > 0 dans [0, l],y G (-M,M)et \p\ > M3. Si 
C < 0 la démonstration est similaire, et la démonstration est complète. 

EXEMPLES. ( 1 ) Considérons le problème: 

n m 

y"(t) = £ at(Uy(0,/(0)/(0 + E bj(Uy(t\y\t))j(t) dans [0,1]; 
i=0 7=0 

3<o) = 3<i), y(0) = y(i). 

Supposons que les fonctions at, bj sont des fonctions continues pour tout 0 ^ i ^ n et 
0 ^ 7 ^ m telles que : 

(i) Il existe M > 0 tel que mî{bm(t,y9V) | t G [0,1], \y\ > M} > 0, 

sup{ \bj(t,y90)\ I \y\ > M} < oo, pourtoutO ^ j ^ m; 

(ii) il existe M! > 0 tel que inf{an(t9y9p) | f G [0,1],y G [-M9M]9\p\ > Mx] ^ 

0, sup{\ai(t9y,p)\ I y G [—M,M],|/?| > Mi} < oo, pourtoutO ^ i < n. 
Alors le problème (1) admet au moins une solution périodique si m est impair. 
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Par exemple le problème périodique: 

At) = a(t)y\t) + b(t)y(t) - c(t)y'(t) - 1/(01/(0 + d(t) dans [0,1]; 

3<0) = 3<D, / (0 ) = / ( l ) ; 

admet une solution pour toutes les fonctions continues a, b, c et d si a(t) > 0. 
(2) Soit h(t) une fonction continue, alors le problème périodique: 

At) = cos(0/6(0 + 2 e W ( 0 + y(t) + h(t) dans [0,1]; 

y(0)=y{\), /(0) = y(l) 

admet au moins une solution périodique. 
(3) Soit h(t) une fonction continue positive, le problème périodique: 

At) = \[y(t)y\t) - y'\t) - h{t) dans [0,1]; 

j(0) = v(l), y(0) = / ( l ) , 

admet au moins une solution y positive. En effet, si on pose a(t,y,p) = (1 + y/y y), 
P(t,y,p) = y+p3- h{t) alors f(t) = y(t)a{Uy(t),y'(t)) - P(Uy(t),y/(t)) dans [0,1], et 
a(t,y,p), f3(t,y,p) vérifient les hypothèses du théorème 3. 
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