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RECOUVREMENTS PONCTUELLEMENTS DÉNOMBRABLES 
PAR DES ENSEMBLES NÉGLIGEABLES 

PAR 

MAXIM R. BURKE 

RÉSUMÉ. NOUS allons démontrer la consistance avec la théorie 
des ensembles ZFC de l'existence d'un recouvrement de R par une 
collection d'ensembles négligeables, J ^ telle que pour tout ^ c j ^ 
U& est mesurable. 

ZFC est la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel avec l'axiome du 
choix. Nous dénoterons par [i la mesure de Lebesgue sur l'ensemble R des 
réels. 

DÉFINITION. Une collection {Et:i e / } de parties de R est disjointe (resp. 
ponctuellement finie (pf ), ponctuellement dénombrable (pd) ) si pour tout x G R, 
Card( {/ G I:x e Et) ) â 1 (resp. < S 0 , â « 0 ) . 

Soit 0>(P) l'affirmation suivante à propos d'une propriété P: 
4>(P): Pour toute collection {Ef.i e / } d'ensembles négligeables ( = dont la 

mesure de Lebesgue est zéro) telle que R = U {Et\i e / } et qui est "P" , il existe 
un F c / tel que U{Et:i e / '} n'est pas mesurable. 

Alors <ï> (disjointe) et O (pf) sont des théorèmes de ZFC (voir [1], [2] ). Dans 
[4], D. Fremlin démontre que 0 (pd) est consistant avec ZFC (par exemple, 
$ (pd) est une conséquence de l'axiome de Martin). 

Nous allons établir ici les théorèmes suivants; le théorème 2 résout le 
problème posé par Fremlin à la fin de [5]: 

THÉORÈME 1. Si 0 (pd) est fausse, alors il existe un contrexemple {Ef.i G / } où 
Card(/) < 2>V 

DÉFINITION. Une partie L de R est un ensemble de Lusin si Card(L) = 2S° et 
pour toute partie maigre E c R, L n E est dénombrable. 

THÉORÈME 2. S'il existe un ensemble de Lusin L c R de puissance 2 \ O (pd) 
est fausse. 

Notons que l'hypothèse du Théorème 2 entraîne l'égalité 2 ° = 2 ] et est 
valable par exemple dans tout modèle de ZFC obtenu par l'addition d'au 
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moins 2 1 réels de Cohen (voir par exemple [6], Théorème 3.18). 
Avant de démontrer ces deux théorèmes, il nous faut le lemme suivant: 

LEMME. S'il existe une collection pd {Et:i G 1} de parties négligeables de R 
telle que W c I, U {Et:i G / ' } est mesurable et /A(U {E(:i G / } ) > 0 , alors il existe 
une telle collection satisfaisant U{Et:i G / } = R, c.-à-d. $ (pd) est fausse. 

DÉMONSTRATION. Soit {Et:i G / } tel que dans l'hypothèse. Soit s/ = 
[Et + f j £ / , } G Q } ( Q = les rationnels). Alors 

( l ) j ^ e s t p d : 
Autrement il existe x G R qui appartient à un nombre non-dénombrable 

d'éléments de se. Par conséquent, il existe un q tel que {/' G I.X G Et 4- q} = 
{i G I:x — q ^ Et} est non-dénombrable. 

(2)\fâ8 c j < u J> est mesurable: 
Pour chaque q G Q, soit / (#) = {/ G / :£• + g G ^ } . Alors Uâ? = 

U { U { ^ + #:/ G I(q)}:q G Q} est une réunion dénombrable d'ensembles 
mesurables. 

(3) E = R \ U J ^ est négligeable: 
Suit immédiatement de JU(UJ^) > 0, et du fait que se demeure invariant sous 

toute translation rationnelle. 
De (1), (2), et (3) il suit que la collection se U {E} possède toutes les 

propriétés désirées. 

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 1. Cette preuve généralise celle dans [3] 
que tout sous-espace topologique de R, dont toute partie est une intersec
tion dénombrable d'ouverts (dans le sous-espace), est négligeable (cf. égale
ment [7] ). 

Supposons que <$ (pd) soit fausse, et soit X la plus petite puissance pour 
laquelle il existe une collection pd{Ea:a < X} d'ensembles négligeables telle 
que VA c À, u{Ea:a G A} est mesurable, et E = U{Ea:a < X} n'est pas 
négligeable. 

Nous montrerons que X < 2 °. 
Sinon X = 2S°. (X ^ 2*° puisque {Ea:a < X} est pd.) Soit {Ky:y < X) une 

enumeration des compacts de mesure positive qui sont inclus dans E. Sup
posons que {Una:n G <o} sont des ouverts vérifiant (**): 

n{Una:n G co} est négligeable et contient Up<a Ep (**). 

(Bien sûr il est toujours possible de trouver de tels ouverts. Nous imposerons 
plus loin des conditions supplémentaires sur les Una.) 

Alors C = [C)n U {Ea X Una:a < X} ] fï E X E est une partie mesurable du 
plan. (Démonstration: Pour tout n, V{Ea X Una:a < X} = U, U{Ea\Bi c 
Una} X Bt où {Bt:i G co} est une base pour la topologie de R.) C a la propriété 
que la mesure de toutes ses sections horizontales est \LE, car si y G E alors pour 
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un certain a0, y G Ea , d'où \/n Va > a0 y G Una, d'où (x, y) G C lorsque 
x G U{iia:a > a0}, et la mesure de ce dernier est /x/s. 

Par le théorème de Fubini, presque toutes les sections verticales Cx = 
{y G E:(x, y) G C} de C ont mesure fiE également. Pour chaque x G E, 
I(x) = {a < X:x G Ea) est dénombrable et Cx c u{UQa:a G I(X) }. Ainsi il 
suffira, pour compléter la démonstration, de montrer qu'il est possible de 
choisir les Una dans (**) de telle sorte que l'ensemble des x pour lesquels 

tiV{U0a:a Œl(x)))<iŒ (***) 

soit non-négligeable. 
À cette fin, on définit par récurrence des points xy G E et des ensembles 

d'ouverts {U0a:a G I(xy) } pour y < À comme suit: 
À l'étape y, on prend pour xy un point quelconque de 

* y \ U { 2 v 3 y ' < y ( a € = / ( * , ) ) } ; 

il existe un tel point car Card U{/(.xy,):y' < y} =̂ Card(y) • S0 < X donc 
U{£ a :3y' < y a G I(xy)} est négligeable. Par le choix de xy9 aucun des 
U0a, a G I(xy) n'a encore été défini. On prend pour £/0a, a G I(xy) des ouverts 
satisfaisant 

U Efi c f/0a et 2 ixU0a < ILE. 

Les Una pour /? > 0 sont définis de façon arbitraire (pourvu que (**) soit 
vérifié). 

Alors ii*{xy:y < X} = pE, et (***) est vérifié par chaque xy. Ceci complète la 
démonstration du théorème 1. 

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 2. Soit H un partie négligeable de R dont 
le complément est maigre. Soit L un ensemble de Lusin de puissance 2 *. Soit 

K = 2*° = 2*1. Et soient {£a :a < K} une enumeration de [H 4- t\t G L} et 
{La:a < K} une enumeration de {J c wf.CardC/) = S J . Nous allons définir 
une collection pd Jf = {iV îri < coj} telle que VTJ < œl NV C: EV et qui sera un 
contrexemple à $ (pd). 

Pour tout x G R, ^4(JC) = {a < /c:x £ 2ia} U {0} est dénombrable (dém. 
[cf 8]: Si x £ U{£ a :a G S} et Card(S) = Nj, soient 4 G L tels que 
Ea = H + £a. Alors Va Œ S x £ H + fa d'où {<,:« G 5} c R\(JC - if) est 
maigre, ce qui n'est pas possible puisque L est un ensemble de Lusin.) Main
tenant pour chaque x G R et pour tout a G A(x), choisissons un TJ = TJ(JC, a) G 
La tel que x G Er Ceci est possible puisque {ÏJ G La:x £ £^} c A(x) est 
dénombrable et La est non-dénombrable. 

Prenons iV = {je G R:3a G A(x), i\ = T](JC, a) }. 

Alors: 
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(1) N^ c £ : Par le choix des TJ(X, a). 
(2) {A^ITJ < coj est pd: Fixons un x £= R. Alors {TJ < ci)j'..x €E N^} — 

{TJ < cojiBa e yl(x) T] = r^(x, a) } est dénombrable puisque A(x) est dénom-
brable. 

(3) U{Nv:r) G La} D R \ £ a (donc est mesurable): Si x <£ Ea alors 
a e ^4(x) et par conséquent 77 = T/(X, a) G La et x e £ ce qui entraîne 
x G 7V? c U { ^ : T ] G L a } . 

Ainsi *yT = {A^'.TJ < <àx) a toutes les propriétés désirées. Ceci complète la 
démonstration du théorème 2. 

REMARQUES. 

1. Le Théorème 1 reste valable pour une collection {Et:i e / } où pour tout 
x e R, Card{/ e I:X G £•} < 2S° (même démonstration). 

2. Nous ignorons si €> (pd) peut être fausse lorsque 2 ° < 2 '. 
3. D. Fremlin nous a informé qu'il a démontré indépendamment et précé

demment le théorème 2. 
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