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Plucker's First Equation.

A curve and its first polar meet in general in n(n - 1) points ;
hence n(n — 1) tangents can in general be drawn from a given point
to the curve. But in each double point of K" two of the points of
intersection of K" and P""1 coincide; and, moreover, this point is
no longer a point of contact in the usual sense; hence, for every
double point of Kn two of the possible tangents from P disappear.
Similarly, for every cusp three points of contact disappear. Hence
we get Plucker's first equation for a curve which does not contain
singularities of a higher order :—k = n(n - 1) - 2d- 3s (k being the
" class " of the curve, d the number of its nodes, and s of its cusps).

Dual Treatment of Curves as Envelopes.

Again, we might prove that a curve K" could equally be de-
veloped as an envelope by means of ranges and point-involutions,
and we could then dualize all the results obtained. For example,
in Plucker's equation n becomes k, d becomes t (the number of double
tangents), and s becomes w (the number of points of inflection), and
we get n = k(k-l)-2t- 3iv.

The above may serve as illustrations of the application of Dr
Kb'tter's methods to the theory of curves.

Eighth Meeting, June lith, 1889.

GEORGE A. GIBSON, Esq., M.A., President in the Chair.

Sur une pxopriete protective des sections coniques.

Par M. PAUL AUBEKT.

Theoreme.—On considere tons les cercles a- passant par deux points
fixes, dont Vun c est sur la circon/erence d'un cercle donnd s, et
Vautre d sur une droite donnie I. Ghacun des cercles a- rencontre la
droite I en un second point d\ et la drconfeWence s en un second point
c': La droite c'd' passe par un point fixe i de la circon/erence s, quel
que soit le cercle <r considere.
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Nous pouvoas en effet deiinir tous les cercles <r an moyen d'un
troiaieme point qui decrirait la circonference s. Or, quelle que soit
la position c' de ce point, la droite indennie c'cH forme avec cc' un
angle qui, compte' a partir de cc' dans un sens determine, celui des
aiguilles d'une montre par exemple a toujours la menie valeur: c'est
l'angle cdd si le point d est exterieur au cercle s, c'est son supple-
ment si le point d eat interieur a ce cercle. D'ailleurs le sommet
c de cet angle eat sur la circonference «, et son cdtê  e'c passe par un
point fixe de cette circonference. Done l'autre cdte c'd' rencontre
bien la circonfeVence en un point fixe i.

Si l'on mene par le point ou la droite cd rencontre la circonf £rence
8 une parallele a la droite J, elle passcra imaoiifestement par le point
t, car on peut considerer la droite inde'finie cd comme la circonference
de rayon infini a laquelle correspond un point a" infiniment eloigne'
sur la droite Ij gi eat done une position particuliere de la droite
mobile c'tP.

Cela pose, soumettons la figure 4 une transformation projective.
Le cercle a deviendra une conique S; les cercles a- donneront le
f aisceau des coniques "2 pasisant par quatre points fixes A, B, 0, D
dont les trois premiers sont sur la conique S, la droite AB provenant
de la droite de I'infini de la premiere figure. La droite I donnera
une droite L passant par le point D. La proprie'te' demontree
preeedemment &ant projective subsistera: la droite C?D' qui joint
le second point d1 intersection: de cliaque antique 2 avec la droite L au
quatrieme point commun auto deux coniques S et 2 coupera la conique
S en un point fixe I.

Yoyons ce que devient la construction qui donnait le point t.
A la droite gi parallele a I correspondra une droite rencontrant L sur
la droite AB. fi suffira done de joindre le point d' intersection de
L avee AB au point G oil Is droite CD coupe la conique S, pour
obtenir le point I de cette conique.

Actuellement, rien ne distingue le point C des points A et B.
On pourrait par une nouvelle transformation homographique pro-
jeter la conique S suivant un cercle, en rejetant a 1' infini soit AB,
soit BC, soit CA. Si chaque fois on determine la position du point
i aur chaque circonf^rence comme on l'a indique' plus haut, puis
qu'on fasse la transformation inverse, on obtiendra necessairement
lemfeme point I de la conique S, au moyen des constructions trans-
formees. On est ainsi conduit au resultat suivant:
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On, donne Irois points A, B, C sur une conique S, et un point D
sur une droite L. Soient a, /3, y lea points d'intersection des droites
BC, CA et AB avec la droite L, et A', B', C les seconds points de
rencontre des droites AD, BD, CD avec la conique S. Les trois
droites oA', #B', yC se coupent en un memt point I situi sur la
conique S.

Nous voyons ainsl qu' a un systeme de quatre points definis,
comme nous l'avons fait, par rapport a une conique S, et a
une droite L, correspond un point -I parfaitement determine1 de
la conique. Si done inversement au lieu de se dormer la droite L,
on se donne le point I, la droite L sera parfaitement de'terminle, et
passera par les quatre points a, /?, y et D.

On pent done £noncer le theoreme suivant:
Theoreme: Par un point D du plan d'une conique, on mene Irois

sicantes AA', BB', CC, et Von prend un point I sur la courbe. Si
Von prolongs chacun des cotis du triangle ABC jusqu' a son inter-
section avec la droite qui joint le point I a la deuxieme extrimiti de
la sicanU aboutissant au tommet opposi, on obtient trots points, siiuis
sur une ligne droite qui passe par le point D.

Ce theoreme conduit a de nombreuses consequences. Tout
d'abord il 'donne une construction par points d'une conique de'iinie
par cinq points, cette construction determinant chaque fois deux
nouveaux points de la courbe.

ConsideYons par exemple la conique definie par les cinq points
I, A, B, A', B ' ; joignons A A' et BB' qui se coupent au point D, puis
menons par le point I une droite quelconque 1C, elle rencontre la
courbe en un second point inconnu C. Soit y le point d'intersection
de IC avec A'B': la droite Dy est la droite L. Si done nous pro-
longeons IA et IB jusqu'aux points o et f} ou ces droites rencontrent
L, il suffira de joindre aB' et /3A' pour obtenir a leur intersection le
point C ; le point C sera par suite sur la droite CD.

On a ainsi autant de couples de points que l'on veut.
H est facile d'avoir la tangente a la conique en l'un des cinq

points donne's. Tour cela, il suffit d'imaginev que deux points de la
courbe sont confondus en ce point, que nous designerons pour cette
raison par (A', B'). Associons lui l'un des autres points donnas, oil
nous supposerons aussi deux points confondus, soit (A, B). Les
droites (A, B) (A', B') et CC se coupent en D ; I (A, B) et C
(A', B') se coupent au point (a, /?). La droite L est determined par
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les point D et (a, /J). Si Ton joint le point y, oil IC rencontre
cette droite, au point (A', B') on obtient la tangente a la conique
en ce point.

Avant de signaler d'autres applications, remarquons que le
theoreme de Pascal sur l'hexagone inscrit a une conique est une
consequence directe du theoreme precedent. .Considerons en effet
l'hexagone inscrit dont les sommets consecutifs sont A', C, 0 ,1 , B, B'.
Les cdtes opposes se coupent anx points D, f$ et y situes sur la
droite L.

II est assez naturel de chercher si, inversement, le theoreme de
Pascal pourrait conduire au theoreme que nous venons d'e'tablir.

Les travaux de Pliicker, Cayley, Kirkman et autres geometres
contemporains ont 6tabli un tres grand nombre de resultats relatifs
aux hexagones obtenus en joignant de toutes les manieres possibles
six points d'une conique, et en construisant les droites de Pascal
correspondantes. La plupart sont enonces dans une note qui termine
l'ouvrage de Salmon sur les sections coniques. Mais toutes ces
recherches ont pour point de depart la figure formee par six points
diterminis de la courbe et six settlement. Nous n'y voyons pas de
consequences, au moins immediates, relatives a ce septieme point de
la conique, dont l'introduction constitue en quelque sorte le caractere
du theoreme precedent.

Toutefois, il est facile d'obtenir ce th&>reme par l'application
repettfe du th£oreme de Pascal a differents hexagones ayant pour
sommets six des septs points considers. Yoici l'une des manieres
les plus simples d'y arriver i considerons les trois hexagones

(1) IA'ABCC
(2) IB'BOAA'
(3) IC'OABB'

ayant un sommet commun I, chacun des autres se d^duisant de ceux
de l'hexagone pr^c^dent par une permutation circulaire effectuee sur
les lettres. Les trois Pascals correspondants sont, en prenant la
notation connue

flA' A'A A B \ / I B ' B'B B 0 \ / I C CO CA\
\ B 0 CO' I C ' / \CA AA' IA ' / \ A B BB' IB ' /
~~i D y /3 D a y D /3

Chacune des trois droites a deux points communs aveu chacune
des deux autres; elles coincident done—les quatres points a, j8, y, D
sont done en ligne droite.
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Reprenons maintenant le raisonnement qui nous a conduit du
theoreme primitif au theoreme de Pascal; il va nous permettre de
donner a celui-ci une extension remarquable.

Nous avons fait abstraction ici de la droite AA' qui joint le
point D au sommet de l'hexagone compris entre B' et C. Mais ri,en
ne distingue, au point de vue projectif, ce sommet du sommet 1
compris entre B et C. Si done on mene la droite DI, qui rencontre
la conique en un second point I', la droite IA' et la droite BC iront
aussi se couper sur la droite Da/3y.

Remarquons maintenant que le point D peut simplement fitre
d^fini comme le point de rencontre de deux c6tes opposes de
l'hexagone inscrit a la conique. On peut done appliquer sans modi-
fication le r^sultat precedent aux deux autres points /? et C, ce qui
donnera quatre nouveaux points situ^s sur la droite L. En resume1

nous obtenons neuf points en ligne droite, parmi lesquels se trouvent
les trois points du thforfeme de Pascal, et l'on peut 6noncer:

Si Von inscrit un hexagons a une conique, les cotis opposes se
coupent deux a deux en trois points en ligne droite. La droite qui
joint le point de concours de deux cotis a Vun des deux sommets non
situis sur ces cotis rencontre la courbe en un autre point. ISi Von
joint ce point au sommet opposi au premier, la droite qui joint les
deux sommets voisins de celui-ci rencontre la pricidente en un point
de la droite de Pascal. On obtient ainsi trois systemes de trois points
situis sur cette droite.

H suffit de particulariser les conditions du theoreme pr&s&lent
pour en de'duire l'e'nonce' d'autant de proprie'te's particulieres.

Conside'rons par exemple une parabole, deux cordes paralleles a
la tangente au sommet, AA' et BB'; si l'on mene les droites By3, Ao
parallele a l'axe Sy, elles rencontrent respectivement les cordes A'S,
B'S en des points /3 et a situes sur la perpendiculaire a l'axe au
point d'intersection y de celui-ci avec la corde B'A'.

Prenons maintenant une hyperbole, et supposons que le point I
du th^oreme soit a Finfini sur la courbe ainsi que le point A, le point
D e'tant lui-meme infiniment floign6 dans une direction de'termin^e;
la droite AI devient une asymptcte de la courbe, et AA' est rejete'e
a l'infini. On est alors conduit a la proprie'te' suivante: Soient
deux se'eantes paralleles rencontrant l'hyperbole aux points BB' et
CO'. Les cordes BO et B'C rencontrent les asymptotes de la courbes
en des points situes deux a deux sur deux droites paralleles aux
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secantes donnees. Chaoune de ces droites passe aussi par nn des
points d'intersection des paralleles aux asymptotes menees par les
extremites de chacune des cordes CB' et BC.

On peut appliquer cette propriety a la construction des
hyperboles.

La meihode de transformation des figures par polaires reciproques
permet de decluire des theoremes precedents autant de theoremes
correlatifs sur les tangentes aux coniques.

Note on the regular solids.

By Professor STEOGALL.

The usual methods of proving the existence of regular polyhedra,
as given in Wilson and in Todhunter, appear to most students some-
what difficult. I t seemed worth while trying, therefore, whether a
simpler or more direct proof could not be obtained. The following
note shows how this may be done.

The problem is to distribute p points uniformly on a sphere.
Suppose that they are arranged in »-sided polygons, and that each
angle is 2irjm, then the number of polygons —pmjn, and their total
area is pm{2mrjm + 2ir — nir)ln = 4ir, the radius of the sphere being
unity.

Hence ± + JL. 1 = - L
m n pm

of which the only admissible solutions are ro = n = 3 ; in —3, n = 4
or 5 ; m «= 4 or 5, w = 3 ; giving all the five figures.

A certain cubic connected with the triangle.

By Professor STEGGALL.

In examining some of the lines that occur in connection with
the recent geometry of the triangle, the cubic whose equation in
trilinear co-ordinates is
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