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APPROXIMATION PAR DES FONCTIONS 
LIPSCHITZIENNES ET CRITERE DE CONVERGENCE 

ETROITE D'UNE SUITE DE PROBABILITES 

PAR 

I. R I H A O U I 

ABSTRACT. In this paper, we prove that a real valued bounded 
function, defined on a metric space and uniformly continuous is the 
uniform limit of a sequence of Lipschitzian bounded functions. 

As a consequence, a new criterion for the weak convergence of 
probabilities is given. 

Le résultat principal de cet article est un théorème d'approximation uni
forme des fonctions uniformément continues et bornées par des fonctions 
lipschitziennes et bornées. On en déduit un nouveau critère de convergence 
étroite d'une suite de probabilités. 

Notations et définition. Dans ce qui suit, (E, d) désigne un espace métrique. 
On note 8(E) = sup(xy)GE2 d(x, y) et, pour xeE et p > 0 , B(x, p) = 
{y e E : d(x, y) < p}. Une fonction g : E —* M est dite lipschitzienne de rapport fc 
si l'on a, pour tout couple (x, y.)eE2, |g(x) —g(y)|<kd(x, y). 

Le résultat annoncé repose sur les deux lemmes suivants: 

LEMME 1. Soit (E, d) un espace métrique. Alors, pour tout p > 0 tel que 
p<ô(E), il existe une partie D<=J3 vérifiant les deux propriétés suivantes: 

1. d{x, y ) ^ p pour tout couple (x, y) d'éléments distincts de D. 
2. E = \JXGDB(X,P). 

Preuve. Soit 2 ={A^E telle que A vérifie la propriété 1}. Il est évident 
que la famille 2 n'est pas vide et qu'elle est inductive quand elle est ordonnée 
par inclusion. D'après le lemme de Zorn ([2]), elle admet un élément maximal 
D qui vérifie bien sûr la propriété 1. En vertu de sa maximalité, D possède 
aussi la propriété 2. D 

LEMME 2. Soit (E, d) un espace métrique et DciE. Si g : D —> M est une 
fonction lipschitzienne de rapport k, il existe un prolongement g de g à E, 
lipschitzien de même rapport. 

Preuve. Pour tout y eD, soit gy : E —> IR telle que gy (x) = g (y) + kd(x, y). On 
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pose g = infyeD gy. Si y, z e D, on a 

gy(x)-gz(x) = g(y)-~g(z) + kd(x,y)-kd(x,z)>-2kd(x, z). 

D'où, pour tout z e D e t tout xeE, g(x)>g z(x)-2kd(x, z). En particulier, si 
x = zeD, g(x) = g x (x)>g(x)>g x (x)-2kd(x, x) = g(x). g est donc un pro
longement de g. D'autre part, pour tous x, z 6 E et y G D, on a 

gy(x)- gy(z) = kd(x, y ) - kd{z, y) < kd(x, z). 

D'où g(x) -g(z )<kd(x , z) et, par symétrie, |g(x)-g(z) |<kd(x, z). D 

THÉORÈME 3. Soit (E, d) un espace métrique. Alors, toute fonction f bornée et 
uniformément continue sur E est limite uniforme d'une suite de fonctions 
lipschitziennes sur E. 

Preuve. Posons M = supx e E | /(x) | et soit e > 0 . Il existe ô > 0 tel que 
d (x ,y )<ô implique | / (x ) - / (y ) |<e /2 . Soit 0 < p <inf{8, sô/4M, 8(E)}, D une 
partie de E associée à p comme dans le lemme 1 et g = /1 D. 

Montrons que g : D —» M est lipschitzienne de rapport k = max{2M/ô, e/2p}. 
Soit x, y eD tels que x ^ y. On sait que d(x, y ) ^ p . 
Si d(x, y )<ô , alors | / (x ) - / (y ) |<e /2=e /2p p<kd(x, y). 
Si d(x, y)>Ô, alors | / ( x ) - / ( y ) | ^ 2 M = 2M/ô 8<kd(x, y). 
Considérons maintenant le prolongement g associé à g comme dans le 

lemme 2. 
g est lipschitzienne de rapport k et coïncide avec / sur D. Remarquons que 

kp < e/2. 
Soit maintenant xsE. Il existe yeD tel que d(x, y ) < p < 6 . Alors 

| g ( x ) - / ( x ) | < | g ( x ) - g ( y ^ 

<kd(x,y) + | < k p + ̂ <e. 

Ainsi supX G E |g(x)- / (x) |<8. D 

COROLLAIRE 4. Soit (E, d) un espace métrique, £ft la tribu borélienne de E, Pn 

et P des probabilités sur (E, â8). Pour que la suite (Pn) converge étroitement vers P 
il faut et il suffit que Von ait 

J/dP-lim |/dPn 

pour toute fonction f bornée et lipschitzienne sur E. 

Preuve. Cela découle immédiatement du théorème 3 et du théorème 2.1 de 

tu. • 
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