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CLASSIFICATION DE MAHLER ET DISTANCES LOCALES

PATRICE PRILIPPON

We consider the classifying set, denoted C/~ below, introduced by Mahler and
we show that it can be endowed with non-discrete, Hausdorff topologies (even
local distances) based on diophantine approximation properties of (complex) num-
bers. We then establish several results on the pointed topological space obtained,
which could be dubbed Mahler’s space (of first degree). We recover an analogue of
Mahler’s original classification by considering local distances to the special point
(that is the class of all algebraic numbers). The main ingredients used here are
diophantine properties in dimension zero over Q) and non-standard analysis.

1. INTRODUCTION ET NOTATIONS

Mabhler a donné, a quarante ans d’intervalle, deux approches pour classifier les nom-
bres (complexes) selon leurs propriétés d’approximation par les nombres algébriques,
nous nous intéressons ici & la seconde, introduite dans [8]. La premiére, qu'on trou-
vera détaillée dans {10, Chapter III] ou [2, Chapter 8] (voir aussi [11, Chapter II}),
s’y retrouve partiellement, elle est moins riche mais plus subtile en ce qu’elle sépare
systématiquement degrés et hauteurs des nombres algébriques dans la quantification
des approximations. Nous reviendrons sur cet aspect ainsi que sur les généralisations
aux familles de nombres [5, 13] dans un travail ultérieur.

Nous considérons sur C la relation
a~ f & (a est algébrique sur Q(B) et B est algébrique sur Q(a))

dont on vérifie aisément que c’est une relation d’équivalence. L’ensemble quotient C/~
classifie donc les nombres complexes du point de vue de leur dépendance algébrique:
deux nombres d’une méme classe dépendent algébriquement I'un de 1’autre, les nombres
algébriques forment une seule et méme classe et deux nombres transcendants de classes
distinctes sont algébriquement indépendants. Autrement-dit, C/ ~ est en bijection
avec P'ensemble des sous-corps algébriquement clos de degrés de transcendance <1 de
C. Partant de la, on souhaiterait caractériser chaque classe de C/~ en fonction des
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propriétés d’approximation des nombres qui la composent. Mahler [8] introduit & cet
effet une fonction ordre pour chaque nombre transcendant et une relation d’équivalence
sur ces fonctions. Ceci conduit a une partition de CA en une infinité non-dénombrable
de sous-ensembles (voir [1], [4, Section 3}), ol 'on retrouve en particulier les familles
de nombres de type de transcendance (fini) fixé. Nous nous proposons ici d’élargir
substantiellement cette démarche en munissant C/~ d’une topologie séparée déduite
d’une distance locale non standard, notée dam (voir Théoréme, Section 4 ci-dessous pour
les définitions). Remarquons que nous nous restreignons, ici, aux nombres complexes,
mais que notre approche est susceptible de généralisations de ce point de vue également.
En particulier, les considérations du présent texte se transposent telles quelles de C a
Co.

Pour fixer les notations nous adopterons la mesure de Mahler des polyndmes a
coefficients complexes. Soit P € C[X;, ..., Xi], la mesure de Mahler M(P) est définie
par M(0) =0 et,si P #0,

1 1
logM(P):/o /o log |P(e*™®, ..., e**%)| db, ... db).

Nous noterons #(P) = e.((log M(P))/(log2) +d°P) (o d° désigne le degré d’un
polyndéme) la taille du polynéme P # 0, on peut varier cette définition en remplagant la
mesure de Mahler par d’autres quantités équivalentes. Il est donc commode d’introduire
la classe 7 des fonctions sur les polynémes (& coefficients complexes) telles que pour
tout t' € T et tout k € N* il existe un réel c(k) > 1 satisfaisant

(k)™ 4'(P) < (P) < e(k).t'(P)

pour tout polynéme P € C[X;, ..., Xx]\{0}. On remarquera qu’avec notre taille ¢
on a {(PQ) =t(P) + t(Q) pour P,Q € Z[X,, .., Xx]\ {0} et t(P) > e si P #0,+1.
Pour a,f€C et P € Z[X,Y]\ {0} nous posons

1P(a, B) = |P(a, B)] /e.M(P).(1 + laf + 1B)FF,

on vérifie (voir [9, Lemme 1.13] par Exemple) ||P(e, B)|| < 1/e, et aussi |[|[PQ(a, B)|| =
I1P(a, B - 11Q(e, B)||]- Si P € Z[X]\ {0} nous définissons pareillement ||P(a)||,
vérifiant les mémes propriétés.

Nous notons C ’ensemble des fonctions sur N & valeurs dans R} =: {z € R; z > 0}
tendant vers 'infini 4 I'infini. Nous posons également R4 =: {z € R; z > 0} = R;uU{0}
et Ry =: Ry U {+o0}.

DEFINITIONS: Soient a, 8 € C et p €C.
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Nous appelons fonction ordre d’approzimation mutuelle (logarithmique) relative d
¢ de (a, B), et nous notons Oy(. | @, B): N - R, la fonction croissante définie par

0y(i | @ 8) = max{loglog (|[P(e, A)I ™) - logt(P)}

otl le maximum est pris sur tous les polynémes P € Z[X, Y]\ {0} sans facteur dans
Z[X] et Z[Y], satisfaisant log¢(P) < ¢(j).

De méme nous appelons fonction ordre d’approzimation algébrigque (logarithmique)
relative 3 ¢ de «, et nous notons Oy(. | @): N — Ry, la fonction croissante définie par

0,(j | &) = max{loglog (||P(a)l| ") —log ()}

ou le maximum est pris sur tous les polynémes P € Z[X] non constants, satisfaisant
log t(P) < ¢(4).

REMARQUE 1. On vérifie, grice aux propriétés de multiplicativité de ||P(a, B)|| (res-
pectivement ||P(a)||) et d’additivité de ¢(P), que les maximums dans les définitions
ci-dessus sont atteints pour des polynémes irréductibles. Et en prenant une puissance
convenable d’un de ces polyndmes irréductibles, on vérifie tout aussi bien que ces maxi-
mums sont atteints par des polyndmes satisfaisants p(j) — log2 < log #(P) < (7).

REMARQUE 2. Dans la notation O, on pourra omettre I'indice ¢ lorsqu'il n’y aura
pas d’ambiguité sur le choix de cette fonction.

En guise de Lien avec [8] et [4] rappelons que la fonction ordre d’un nombre tran-
scendant a introduite par Mahler [8] peut s’écrire

OMahler(t | @) = max{log || P(a)]| ™"}

ol le maximum est pris sur P € Z[X]\ {0} de taille <logu (u € N*).

Soit ¢ € C, la limite supérieure dans R, de la suite (1 + (Oy(j | «, B)/e(3)));en
ne dépend pas du choix de a et B dans leurs classes respectives & et E dans C/~,
notons la ﬁ(&, ﬁ) . L’ordre de transcendance de a n’est autre que la limite supérieure

de Ia suite (1+ (04(j | @)/%());en-
On définit une fonction dam: (C/~)* — R, par la formule

m(&, E) = 2/3(5, E).

Cette fonction est symétrique et satisfait dam(a, @) = 0, mais il existe des classes
a, E distinctes de C/~ telles que da.m(&', E) = 0 (par exemple la classe des nombres

algébriques et la classe d’un nombre de Liouville).
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Nous n’étudierons pas dans ce texte la fonction dam introduite dans I’alinéa
précédent. Notre propos est plutdt de la modifier de fagon & obtenir une distance locale
sur C/ ~ (voir Section 4, Théoréme). Pour ce faire nous devrons entre autre étoffer
Pensemble des valeurs prises autour de 0, et nous utiliserons les hyperréels infiniment
voisins de 0. La notation “dam” rappelle qu’il s’agit d’une distance d’approximation
mutuelle (locale, non standard).

Indiquons pour conclure cette introduction que la construction des hyperréels
nécessite ’axiome du choix et que leur unicité (& isomorphisme prés) dépend de
Phypothése du continu, dans la suite de ce texte nous admettons ’axiome du choix.

NoOTA BENE: Pour éviter 'inflation des indices nous renuméroterons & partir de 1

dans chaque démonstration les réels ¢, c3, .

Je remercie les arbitres pour leurs lectures minutieuses de ce texte.

2. HYPER- ET DIHYPERREELS

Décrivons briévement pour R la notion non-standard de corps d’hypernombres
(voir [7] ou [6]).

On se fixe une fois pour toutes un ultrafiltre & sur N plus fin que le filtre de Fréchet
des complémentaires des parties finies (voir [3, Sections 2.1-2.3]), I’existence d’un tel
ultrafiltre résulte du “théoréme” de Zorn (voir [3, Section 2.7]). On montre facilement
que si U est un filtre alors U est un ultrafiltre si et seulement si pour toute partie E
de N on a ou bien E € U, ou bien N\ E € U (cette propriété caractéristique est prise
comme définition des ultrafilires dans [7, Appendice]). En particulier, ultrafiltre &
que nous nous sommes fixé étant plus fin que le filire de Fréchet ne contient aucune
partie finie, il n’est pas trivial.

On définit sur RN la relation de U-équivalence suivante:
a~ub e {jeNa(j)=0b()}eu.

C’est bien une relation d’équivalence et I'ensemble quotient *R =: RN/~ est appelé
ensemble des hyperréels. On vérifie facilement que les opérations et relations naturelles
sur RN induisent une structure de corps commutatif totalement ordonné sur *R dans
lequel on injecte canoniquement R en envoyant un réel z sur la classe de I’application
constante z(j) = z (j € N). On étend la valeur absolue de R & *R en notant |a]
Phyperréel > O représenté par la suite |a(j)| (5 € N) si a est représenté par a € RN.
En toute rigueur il faut noter que *R (= RN/~u) dépend & prioni de l'ultrafiltre &
choisi. On peut montrer, & 'aide de I’hypothése du continu, que *R ne dépend en
fait pas, & isomophisme prés, de ce choix (mais ce résultat n’est pas indispensable &
notre exposition). En revanche, 'application RN — *R qui, & une application associe
sa classe dépend essentiellement de U.
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On peut généraliser la construction des hyperréels (voir [7]). Plus précisément,
la relation d’équivalence ~y s’étend a tout ensemble de la forme SN (o S désigne
un ensemble non vide), et on note *S P’ensemble quotient SN/ ~y. En particulier,
en prenant S = *R on obtient un ensemble **R que nous appelons ensemble des di-
hyperréels. Comme pour *R on vérifie que **R est un corps commutatif totalement
ordonné dans lequel *R s’injecte canoniquement. Si a € RN notons a € "R I'hyperréel
représenté par a, puisque R C "R on peut aussi considérer a comme un élément de
("R)N et noter a' € **R le dihyperréel défini par a. Il convient de remarquer qu'en
général 'image de a dans **R n’est pas a'. Par contre il n’y a pas d’ambiguité & noter
d’une méme lettre un réel et ses images dans *R et **R (respectivement un hyperréel
et son image dans **R ) pour les injections canoniques.

On dit qu’un dihyperréel a est infiniment petit (respectivement infiniment grand)
si et seulement si |a| est plus petit (respectivement grand) que tout réel, on note M
I’ensemble des dihyperréels infiniment petits et M2 'ensemble des infiniments petits
> 0. Deux dihyperréels sont dits infiniment voisins si leur différence est infiniment
petite. Toute fonction ¢ € C détermine un hyperréel, que nous notons aussi ¢, et un
dihyperréel ¢' tels que ¢, ¢’ et /¢’ sont infiniment grands.

On dit qu’un dihyperréel est limité (par un réel z) s’il est borné en valeur absolue
par z. L’ensemble £ des dihyperréels limités est un anneau dont M est un idéal
maximal. En fait, tout dihyperréels limité est infiniment voisin d’un réel, ce qui se
traduit par 'isomorphisme £/M ~ R, on a également LN R/ MN*R~R.Sia€ L
le réel dont il est infiniment voisin est appelé la partie standard de a, notée °a. Sile
dihyperréel a est infiniment grand positif on posera °a = +00.

D’un autre c6té 1 + M est un sous-groupe du groupe multiplicatif (**R); des
dihyperréels > 0, et nous notons I'* le groupe quotient (**R)3 /(1 + M). On remarque
que T} =: ("R)}/(1 + M N*R) s’identifie & un sous-groupe de I'*. On adjoint 3 I'*
les symboles 0 et +oo, 'ensemble I' = I'* U {0} (respectivement T = I'* U {0, +o0})
s’écrit alors comme la réunion disjointe de R4 (respectivement R, ), M%/(1+ M)
et (M-‘r)_l /(1 + M), et se trouve naturellement muni d’une relation d’ordre total.
Notons s: (“IR);_ — T* la surjection canonique, nous étendons s & *R; =:{a €
*R;a > 0} U {400} en posant s(0) = 0 et s(+o0) = +o0. Cette application s peut-
étre identifiée 4 'application standard pour les dihyperréels limités d’inverses également
limités, mais elle en différe précisément sur les infiniment petits et les infiniment grands.

Soient v,v' € I'*, par définition I'* est un groupe commutatif dont on notera v.y'
lopération. Remarquons que si a,a' € (**R)} satisfont s(a) = v, s(a') = 7' alors
s(a + a') ne dépend pas du choix de a et a', mais seulement de «y et 4', on posera
7+7' =s(a+a')eT*, ona v+ =9"+7. Siy'/yeM/(1+ M)onay+7' =17,
etsin =74+ et v'/y ¢ ML/(1+ M) on notera aussi 73 —y = 7'. Nous ferons
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encore les conventions naturelles suivantes (7, 70, 71 €T, 70 # 0, 71 # +00):

71.0=0m =0 (+90)70 = 70.(+00) = +oc0 Y% —0=17
Y+0=0+7=7 (+0)+7=7+(+0)=40  (+00) -7 = +oo.

Ainsi, lorsque v,7,7" €T et y<9y' onav+9" <7 +79".

On vérifie aisément que si a,a' € (("R):_)N satisfont s(a(j)) = s(a'(j)) (j € N)
alors les dihyperréels définis par a et a' ont méme image dans I', autrement-dit *I'; C T
ou I'y =: T U {0}.

Nous allons tirer parti de la présence d’infiniment petits dans I' pour modifier notre
fonction dam en une distance (locale) & valeurs dans I'. Terminons ce paragraphe par
un lemme technique qui nous sera bien utile au paragraphe suivant. Soit f une fonction
croissante de (*R)} & valeurs dans T'1, pour j € N nous noterons Ej(f) =: {f(a);a €
"R, s(a) = 27} et, si ces ensembles admettent des bornes supérieures, pour n € N nous
poserons a.(f) la suite (sup Ej'*‘"(f)/zj)jeN d’éléments de T, et a,(f) ’élément de
I’ associé. Comme f est croissante on a clairement a(f) =: ao(f) < an(f), plus
généralement si f < f' on a a(f) < a(f').

LEMME 1. Soit f une fonction croissante de (‘R);_ dans I'y . Supposons d’une
part f(a) > s(a), et d’autre part qu'il existe £ € N, ¢ € R}, ¢ > 1 tels que, si
ag < a; <...< a alors:

(f(ao) € c.s(ag)) ou (FheN;1<h <Y, flan) € flan—1) + c.8(az)).

Sous ces hypothéses, les ensembles Ej(f) admettent des bornes supérieures dans
Iy et, slil existe y € R, y 2 1 tel que f(y) ¢ s(L), on a a,(f) = a(f) pour tout
n € N.

DEMONSTRATION: D’aprés 'hypothése il existe au plus £ (0 < £’ < €) éléments
ap €27.(1+ M) (h=1,...,¢) tels que

flay) > c.s(ay) et f(an) > (c+1).f(an—1)(h > 2).

Si £ = 0 alors s(a) < f(a) < c.8(a) pour a € ("R)}, dans ce cas on pose 4 = 27 et
sinon 4 = f(ap). Ainsi, pour a € 27.(1 + M) on a f(a)/A < c+1 et 'ensemble

E;={f(a)/A21;a€2 (1+ M)}

s’identifie 4 un sous ensemble non vide, borné (par ¢+ 1) de R} . Il admet donc une
borne supérieure et A.sup E} est une borne supérieure de E;(f).

S’il existe y € R, y > 1 tel que f(y) ¢ s(L) alors pour tout b€ *R, b > y on
a f(b) ¢ s(L) et 'hypothése sur f entraine I’existence d’au plus €' +1 (0 < €& <€)
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éléments ap de RN L tels que ap > ... > a9 >y et f(ar) > f(ap—1). On a donc
f(b) = f(ap) pour tout b € RNL, b > ay, et donc a,(f) = f(ay)/s(2*) pour tout
n € N et oit w désigne le dihyperréel déterminé par 'application identique de N.

Rappelons que nous utiliserons les infiniments grands (respectivement petits) de T
pour affiner les notions d’ordres de transcendance et d’approximation (respectivement
la fonction E) pour les nombres tels que ﬁ(&', E) = +o00. Nous utiliserons le Lemme
1 et les dihyperréels pour surmonter une difficulté technique (voir Remarque 3 ci-aprés),
a savoir qu’un sous-ensemble borné de *R n’a pas nécessairement de borne supérieure
dans *R. Grosso modo, avec les notations du Lemme 1, les dihyperréels a,(f) jouent
le role de borne supérieure des hyperréels f(a)/s(a).

3. ORDRES D’APPROXIMATION

(A) APPROXIMATION ALGEBRIQUE. On peut maintenant associer & chaque application
O,(. | @) 'hyperréel qu’elle détermine, via ~y, dans *R. En fait, nous remarquons qu'il
existe jo € N tel que O4(7 | @) = 400 pour j > jo si et seulement si a est algébrique,
et que cette propriété ne dépend pas de la fonction ¢ choisie. Ceci dit nous écrivons
Oy(@) = +oo pour tout ¢ lorsque & = 0, et nous notons Oy(a) € (*R), I’hyperréel
déterminé par O,(. | &) dés que a # 0 dans C/~.

Remarquons d’une part que si ¢ < ¢’ alors Oy,(a) < Oy (@) pour tout a € C, et
d’autre part que O,(a) ne dépend en fait que de la classe de ¢ modulo ~y. On peut
considérer I'indice ¢ dans la notation O,(a) comme désignant I'hyperréel associé a la
fonction ¢, plutét que la fonction ¢ elle-méme.

LEMME 2. Soit a € C et v, ' € C telles que p < p'. Alors

() 5(Op(a)) > s(¢);
(i)  Oy(a) = Oy(a) ou s(0y(a)) < s(¢')-

DEMONSTRATION: (i) Soient a € C, j € N, le principe des tiroirs montre qu’il
existe P € Z[X]\ {0} tel que log ||P(a)|| < —ca2.exp(2¢(j)) et logt(P) < (j) avec
c2 = cz(a) € Ri. D’olt Oy(j|a) > ¢(j) +logez, car P est nécessairement non
constant, et donc s(Oy(a)) = s(yp).

(i1) Si « est algébrique alors Oy(a) = Oy (a) = +00, sinon on a Oy(a) < Oy(a)
et posons

E={i €N 0,(jla)=0u(|a)}

Si E € U alors Oy(a) = Oy (a), sinon le complémentaire E de E dans N appar-
tient a U. Soient j € E et P,Q € Z[X] des polynomes irréductibles, réalisant
les maximums des définitions de O,(j | a) et Ou(j|a) respectivement. Comme
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Ou(jla)<Op(jla),ona P#Q et

< (1ogI1P(a)I™*) /4P) < (1og 1Q(a)]*) /4(Q)
©'(7) > log (Q) > w(5) > log t(P).

Le résultant » de P et @Q est un entier non nul satisfisant

< logr| < log || P(a)l| + c1.4(P).¢(Q)

ol ¢; = ¢;(a@) € R}, car log||@(a)|| < log||P(a)||. On en déduit
04(j | @) = log ((log [|P(a)[|™*) /(P)) < logex + log #(Q) < log 1 + ¢'(3).

Onadonc,si E ¢ U, O,(j | @) loger +¢'(j) pour j € E, ce qui entraine Oy,(a)/¢’
limité et s(O,(a)) < s(¢').

Le Lemme 2 permet de contréler le comportement de s(O,(a)/p) lorsqu’on fait
varier ¢ dans C, on a par exemple:

COROLLAIRE. Soient a € C et ¢,¢' € C, si min{s(Oy(a));s(Op(a))} > 5(p)
et s(¢) = s(¢') alors Oy(a) = Oy(a). Si Oy a)/y est infiniment grand alors
Oz4(a) = Oy(a) pour tout z € R, > 1. En tout cas il existe z € R, 2 > 1
tel que Oy,(a)/Oz4(a) soit limité pour tout ye R,y >1

DEMONSTRATION: Supposons par exemple ¢ < ¢'. D’aprés le Lemme 2(ii), si
Op(a) < Op(a) on a s(O,(a)) < s(¢') = s(p). On applique ensuite le Lemme 2(ii)
avec @' = zp et, comme O,(a)/p est infiniment grand, on ne peut avoir 8(0O,(a)) <
s(¢'). Enfin, s'il existe z € R, 2 > 1 tel que Ozy(a)/p soit infiniment grand on a,
d’aprés ce qui précéde, Ow,(a) = Oy(a) pour tout y € R, y > z, et donc Oyp(a) <

O.p(a) pour tout y € R, ¥y 2> 1. Sinon on a s(Oy(a)) 2> s(p) et Oyp(a)/p est
limité pour tout y € R, y > 1, on prend z = 1 et on vérifie que 3(O0y,(a)/04(a)) <
3(Oyp(a)/p) est Limité pour tout ye R,y > 1

REMARQUE 3. On pourrait de cette facon définir ’ordre de transcendance de a par
rapport a ¢ € C comme 2si s(O,1(a)) = s(p) pour toute ¢' € C telle que s(¢') = 5(¢p),
et 1+ 3(0p(a)/¢’) si o' €C, s(¢') = s(p) et s(0Oy(a)) > s(p). On obtient ainsi
une notion qui ne dépend pas du choix de ¢ dans sa classe modulo 1 + M, mais peut
beaucoup varier si on multiplie ¢ par 2 par exemple. Afin de pallier ce défaut nous allons
sophistiquer notre définition d’ordre de transcendance. La principale difficulté technique
de notre démarche est qu’un sous-ensemble borné de *R n’a pas nécessairement de borne
supérieure dans *R, c’est 14 qu’intervient le Lemme 1.
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REMARQUE 4. L’ordre de transcendance décrit dans la Remarque 3 conduit & une clas-
sification des nombres complexes proche de celle de [8], mais néanmoins plus grossiére.
Cette classification a toutefois I’avantage que deux nombres y sont toujours compara-
bles. L'ordre de transcendance que nous allons introduire ci-aprés conduit, lui, & une
classification moins fine que les précédentes.

Soit @ € C, le Lemme 2 montre que, si @ # 0, la fonction f définie par
f(a) =: 8(Oay(a)/p) si a € ("R);, e > 1 (et f(a) =1 pour a < 1, par exemple)
satisfait les hypothéses du Lemme 1 avec £ = ¢ = 1. Les ensembles E;(f) (f € N)
admettent donc des bornes supérieures dans Ty et la suite (sup E;(f)/2’ )j ey définit
bien un dihyperréel a(f) € I'. Nous noterons p,(a) = a(f) + 1 si & # 0 et poserons
pela) = +oo si @a=0.

DEFINITION: Pour a € C, ¢ € C, on appelera ordre de transcendance (relatif d
¢(U) de a, élément p,(a) de T défini ci-dessus.

NoTA BENE: Cette notion d’ordre de transcendance différe sensiblement des no-
tions habituellement utilisées aussi appelées “types de transcendance” (voir Remarque
9 4 la fin du Section 4). On remarquera, par exemple, que notre notion dépend aussi
du choix de l'ultrafiltre &/ fixé. Nous n’avons pas fait figurer cette dépendance dans la
notation p,(a) et on pourra aussi oublier 'indice ¢ lorsqu’il n'y aura pas risque de
confusion.

PROPOSITION 1. Soient a,a' €C, p,p'€C,z€R,z>1etacT}. Ona:

(0) pyla) 22;
(i) s’ilexiste y €R,y > 1 tel que Oy, (a)/¢ ¢ L, alors

pzo(a) — 1 < (1/2).(pp(a) — 1);

(1) si 8(Opp(a)/e) < a.5(Oppr(a')/¢') pour b€ R, b>1 alors
pe(@) —1 < a.(pyi(ea’) — 1);

(i) si a(p) = o(¢") alors py(a) = pi(a);
(iv) DPordre de transcendance p,(a) € T ne dépend que de la classe de a dans
C/~, et ne dépend pas du choix de la taille t dans T .

DEMONSTRATION: (o) On a, d’aprés le Lemme 2(i), s(Os,(a)/bp) > 1 pour tout
be "R, b2 1, et donc, par définition, p,(a) 2> a(f)+1 > 2 avec f(b) =: 8(Osp(a)/y).
(1) On a py(a) =1 = a(f) et pzo(a) =1 = a(f') o f et f' sont définies par
f(5) = 8(Osp(a)/p) et f'(b) = 8(Obzp(a)/zp). Soit n € N tel que 2™ > z, on a
a(f') € (1/z).an(f), d’ol1 le résultat avec le Lemme 1 car il existe y € R, ¥y > 1 tel que

fy) ¢ s(L).
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(i) Soit () = s(Osp(a)/ip) et F(B) = s(Oup(a)/s'), comme f < af' par
hypothése on a, par définition, a(f) < a.a(f'), c’est-a-dire p,(a)—1 < a. (p‘p:(a') - 1) .

(i) Avec les notations ci-dessus, si s(¢) = s(¢') et a = o', les ensembles E;(f)
et E;(f') coincident, on a donc, encore par définition, py(a) = pyi(a).

(iv) Si a et o' sont dans la méme classe de C/~ il existe Q € Z[X, X']\ {0},
irréducible tel que Q(a, a') = 0. Solent j € N, b€ R, b > 1 et P € Z[X]|\ Z
réalisant le maximum dans la définition de O, (j | @) et satisfaisant bp(j) ~log2 <
logt(P) < by(j), prenant le résultant par rapport 4 X de P et () on obtient un
polynéme P' € Z[X'|\Z satisfaisant

logt(P') < bp(j) +e1 et log||P'(a')]| <log||P(a)ll + c2.t(P)

ou ¢;, ¢z sont des réels > 1 ne dépendant pas de @ et j. On en déduit, pour j € N
assez grand,

Obpte (7 | @') 2 Obp(7 | @) — c3
car log||P(a)| < —cst(P)p(j) < —2¢c;.4(P). D'ou avec le Lemme 2(i)
5(Op(p+e)(@')) = 5(Obyp(a)) pour tout b € R, b > 1. On montre une inégalité
inverse de la méme facon, et ensuite avec (ii), (iii) et s(¢ + ¢1) = s(¢) on obtient

Po(@) < pote; (@) = po(@') < pote, (@) = py(a).
Si on remplace la taille ¢ par une taille ¢' satisfaisant
cligt et

avec ¢ € R, ¢ > 1, on vérifie sans peine, pour tout b € R, b > 1, Op,(j | a) <
Ob(pt1og y(d | @) +loge et Oy (5 | &) < Oppt1og)(J | @) +logc. On en déduit py(a) <
pu(a) et py(a) < py(a) comme précédemment avec (ii), (iii) et s(p + logc) = s(y). O

REMARQUE 5. L’ordre de transcendance de a € C ne dépendant que de la classe & de
a dans C/~ sera aussi noté p,(a). Si v € C/~ on aura p,(u) = p,(a) pour tout
a € C tel que a=u.

(B) APPROXIMATION MUTUELLE. On associe maintenant a chaque application
Oyu(.'| &, B) P’hyperréel qu’elle détermine, via ~y, dans *R. Comme en (A), nous
remarquons qu’il existe jo € N tel que O (j | @, B) = +00 pour j 2 jo si et seulement
si a et B dépendent algébriquement I'un de I’autre, et que cette propriété ne dépend pas
de la fonction ¢ choisie. Ceci dit nous écrivons O,(a, §) = +o0o pour tout ¢ lorsque
& = B, et nous notons Oy(e, B) € (”R)fl_ Ihyperréel déterminé par Ou(. | a, B) dés
que a #,5 dans C/~.

Remarquons & nouveau que si ¢ < ¢' alors Oy(a, 8) < Oy(a, B) pour tout
a, B € C, et que O,(a, B) ne dépend que de I’hyperréel déterminé par la fonction ¢.
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LEMME 3. Soient a,B € C et ¢, o', ¢" € C telles que p < o' < ¢". Alors
(i)  s(Op+21082(a; B)) 2 s(min{Oy(a); O,(8)}) = s(#);
(i) Ogn(a, B) = Oy(a, B) ou s(Ou(a, B)) < s(Op(a, B)+¢+¢") ou
3(Op(a, B)) < s(¢' + ¢").

DEMONSTRATION: (i) Soient a, # € C, si P et @ sont des polynémes réalisant les
maximums dans les définitions de Oy, (5 | @) et O,(j | B) respectivement, satisfaisant
¢(7) = logt(P), logt(Q) 2 ¢(j) — log 2, alors le polynéme P + @Q € Z[X, Y] est sans
facteur dans Z[X]U Z[Y] (car P et Q sont non constants) et satisfait

logt(P + Q) < max{log t(P);logt(Q)} + 2.1og 2 < ¢(5) + 2.10g 2,
log [|(P + Q)(e, B)|| < max{log || P(a)||;log |Q(B)II} + 1-exp (#(5))-

D’ou

log ||(P + @)(a, B)I| > l.min{log P log le)”’ }— e,
{(P+Q) 8 t(P) 4Q)

par suite Ogpy210g2(e, B) 2 min{Oy,(a); Ox(B)}.(1 + €) avec € € M. Et on compléte

la démonstration de (i) avec le Lemme 2(i).

(1) Si a et B sont algébriquement dépendants alors Oy(a, ) = Oy(a, B) =
O,r(e, B) = +o0, sinon on a Oy(a, B) < Oy (a, B) < Oyn(a, B) et nous considérons
Pensemble

E= {.7 € N;Ov”(j | a,ﬂ) < Otp’(j l aaﬂ)
ou Oyi(j | a,B) < Oyl | & B8) + 0(5) + ¢"(3) + ¢}

ol ¢ est un réel > 0 indépendant de j qui pourrait-étre explicité. Si E € U
alors Oyn(a, B) = Oy(a, B) ou s(Oy(a, B)) < 5(Oy(a, B)+ ¢ +¢"), sinon Ec
U. Soient j € E et QR € Z[X,Y] des polynémes irréducibles réalisant les
maximums des définitions de O (7 | @, B) et Oyn(j | @, B) respectivement. Comme
Op(jle, B) <Oupi(j|a,B)ona @ +# R etlidéal I =(Q, R) de Z[X, Y] est de rang
2. Avec [9] et en homogénéisant, on vérifie que I est de taille ¢{(I) < ¢;.4(Q).t(R) <
cr.exp (p'(7) + ¢" (7)) et satisfait

log [l I(e, B)|| < log [[Q(a, B)I| + €2.(Q)-H(R),

car on montre comme dans la preuve du Lemme 2(i) log||R(e, B)| £ log|Q(e, 8)||
(On a noté ici [|I(a, B)|| plutdt que ||I]|,, 4) comme dans [9]). Pour j € Eona

—exp (Op(i | @ ) = %"‘)’—”)” < —cp.exp (9"(§)) < —cat(R),

d’ou

log |I(e, B)l| _ log|iQ@(e, B | €2
t(I) < a1 H(Q)(R) e
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On déduit alors des propriétés d’additivité et de multiplicativité de t(I) et ||I(a, B)|
Pexistence d’un idéal premier p de Z[X, Y] associé & I, de rang 2, de taille ¢{(p) <
c1.t(Q)-t(R) et satisfaisant

log [|p(, B)Il  log Qe B)l | 2

t(p) = Cl.t(Q)t(R) + E = —(cl't(R))_ -€xXp (qu'(J | aaﬁ)) + (Cz/cl).

11 suit du Lemme 2.7 de [9] que p a un zéro dans une boule de C*> de centre (c, A8)
et de rayon cs.exp (—(cl.t(R))_l.exp (0pi (G | a, ﬂ))) . Soit maintenant P € Z{X, Y]

réalisant le maximum de Oy(j | a, 8), si P € p alors P s’annule au zéro de p ci-dessus

et par continuité

log (IlP(a, ﬂ)ll_l) 5 €XP (O | @, B))
(P adPHR) P

exp (0y(7 | @, B)) =

d’ott Oui(j | @, B) € Ouli | @, B)+¢(3)+¢" (i) + c en contradiction avec j € E. Ainsi
P ¢ p et I'idéal (p, P) est de rang 3, et tous ses premiers associés intersectent Z. On

a t((p, P)) < a1.t(p).t(P) et

—ce.t((p, P)) <logl|(p, P)(e, B)
< e7. max{log [|p(a, B)|| ;log || P(e, B)I|} + cs.t(p)-t(P),
On en déduit

log ({lp(e,B)lI ™
exp (O (j | @, B)) < c1.t(R). g( ) )+cz.t(R)<cm.exp(<p(j)+<p"(j))

ou

log (|| P(e, B)|I
exp (Ou(j | e, B)) = = ( i(P) ) < ¢0-t(p) < cro-exp (¢'(3) + " (5))

pour tout j € E. La premiére éventualité est exclue lorsque j € E, et doncsi E € Y
on a 3(O,{a, B)) < s(¢' + ¢"), ce qui achéve de montrer (ii). 0

Soient a,f € C, le Lemme 3 montre que, si a # 5 , la fonction f définie par
f(a) =: 8(Oap(a, B)/p) si a € ("R)}, a 2 1 (et f(a) = 1 si a < 1) satisfait les
hypothéses du Lemme 1 avec £ = ¢ = 2. Les ensembles E;(f) (j € N) admettent donc
des bornes supérieures dans T'; et la suite (sup E;(f)/27 )j ¢y définit bien un dihyperréel
a(f) € T. Nous noterons py(a, 8) = a(f)+1 si & # f et poserons py(a, B) = +oo si
a=4.

DEFINITION: Pour a,8 € C, ¢ € C, on appelera ordre d’approzimation mutuelle
(relatif ¢ p(U)) de (a, B), I’élément p,(e, B) de T défini ci-dessus.
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REMARQUE 6. On a p,(a, ) = +00 si et seulement s’il existe z € R, z > 1 tel que
Ozp(a, B) = +o00, i.e. si et seulement si o et § dépendent algébriquement 1’'un de

lautre (i.e. @ = E) De méme on a py(a) = oo si et seulement si a est algébrique
sur Q (i.e. @ =0).

REMARQUE 7. Comme pour 'ordre de transcendance, notre notion d’ordre d’approxi-
mation dépend du choix de l'ultrafilire U fixé et nous omettrons 'indice ¢ le cas

échéant.
PROPOSITION 2. Soient a,8,0a',8' €C, p,9o' €C,z2€R,z>1 et acTj.
On a:

(0) pole, B) 2 2;
(1) sl existe y € R,y > 1 tel que Oyy(a, B)/¢ ¢ L alors

Pzyp(a, B)—1< (1/z)(pe(e, B) — 1);
(i) si s(Ovp(a, B)/¢) < a.5(Oppe(a’, B')/¢") pour b€ "R, b>1 alors
pola, B) — 1< a.(py(a’, B') — 1);

(i) si s(p) = s(p') alors py(a, B) = py(a, B);

(iv) pola, B) = p_‘f(ﬂ’ a), pela, 0) = py(a) et py(a, B) = +oo si et seule-
ment si a = f;

(v) [Pordre d’approximation mutuelle p,(a, 8) € T ne dépend que des classes
de a et  dans C/~, et ne dépend pas du choix de la taille t dans T .

DEMONSTRATION: Elle recopie celle de la Proposition 1.

(o) On a clairement p,(a, B) > 2 par définition, avec le Lemme 3(i).

(1) On a py(e, B) — 1 = a(f) et pzo(a, B) —1 = a(f') ot f et f' sont définies
par f(b) = s(Osp(a, B)/¢) et f'(b) = 3(Opzp(a, B)/zp). Soit n € N tel que 2™ > z,
on a a(f') < (1/z).an(f), d’ot le résultat avec le Lemme 1 car il existe y € R, y > 1
tel que f(y) ¢ s(L).

(i) Soient f(b) = s(Osy(a, B)/p) et f'(b) = s(Oppi(e’, B')/¢'), comme f <
af' par hypothése on a, par définition, a(f) < a.a(f'), c’est-d-dire py(a, B) — 1 =
a.(py(a’, B')—1).

(1) Avec les notations ci-dessus, si s(¢p) = s(¢') et a =a', B = ', les ensembles
E;(f) et E;(f') coincident, on a donc encore par définition py(a, 8) = p(a, B).

(iv) Pour b € *R, b > 1 on vérifie directement sur les définitions (et avec le Lemme
1.13 de (9], par exemple) Op,(a, B) = Opyp(B, a) et

Oso(@, 0) < Obp(@) < Oy (2, 0).
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D’ou on déduit p, (B, a)—1 = py(a, B) -1 et py(a, 0)—1 = p,(a)—1. Par définition
pola, B) = +oo si et seulement s’il existe y € R, y > 1 tel que Oyy(a, B) = +00, ce
qui est bien équivalent 3 & = § (voir Remarque 8).

(v) Si @ et a' sont dans la méme classe dans C/~ il existe Q € Z[X, X'] \ {0},
irréducible tel que Q(a, ') = 0. Soit b€ *R, b > 1 et j € N, prenant le résultant
par rapport 3 X de Q et d’un polyndme P € Z[X, Y] réalisant le maximum dans la
définition de Ogy(j | @, B) on obtient un polynéme P' € Z[X', Y]\ {0} satisfaisant:

logt(P') < bp(j)+e1 et log|P'(a’, B)ll <log| P(a, B)l| + c2.2(P).
On en déduit Oy(ptc,)(7 | @5 B) 2 Oby(j | @, B).(1 + €(3)) ot € € M. 1l suit
3(Ob(qp+c1)(a': ﬂ)) 2 s(Obv(a, .B))

pour tout b€ "R, b > 1. Et avec (ii), (iii) et s(¢ + 1) = 3(p) on obtient p,(a, B) <
Po+ec, (@'y B) = pp(a’, B). L’inégalité inverse se montre de la méme fagon.

Si on remplace la taille ¢ par une taille #' satisfaisant
it e,
pour c€ R, ¢ 2> 1 on vérifie, pour b€ "R, b>1et j €N,
Oso(j | @, B) < Og(v-}-log c)(j | @, B) +logec.

On en déduit p,(a, B) < p'(a, B) grice & (ii) et (iii), car s(p +loge) = s(p).
L’inégalité inverse se démontre pareillement. 0

REMARQUE 8. Si ¢ € C, I'ordre d’approximation mutuelle p,(a, 8) de a et 8 est bien
défini et ne dépend donc que des classes de a et 8 dans C/~, nous le noterons encore

Po (&', E) Lorsque 8 =0 on a p,(a, 0) = py(a).

REMARQUE 9. Si ﬁ(&, E) # +oo alors Oy(a, B)/¢ est limité pour tout ¢ € C et

4. DISTANCE LOCALE ET TOPOLOGIE

Dans tout ce paragraphe nous fixons une fonction ¢ € C, nous omettrons l'indice
correspondant dans les notations p,(a), p (a, B).

On définit la fonction dam: (C/~)?> > I par dam(u,u) =0 et si u # v,

dam (u, v) = 2/p(u, v).
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THEOREME. La fonction dam est bien définie et ne dépend pas du choix de la
taille t dans 7. Elle induit une distance locale non standard sur C/ ~, c’est-a-dire
vérifie, pour tous u,v,w € C/~:

(i) dam(u,v)=0&u=v
(ii) dam(u, v) = dam/(v, u)
(i) dam(u,w) < max{dam(u,v);dam(v, w)} dés que dam(u,v) et
dam (v, w) sont plus petits qu’un infiniment petit de Ty .
On a de plus dam (u, v) < 1.

La démonstration du théoréme repose en partie sur le lemme suivant.

LEMME 4. Soient o,8,7 € C et p,¢' € C, alors

s (Ov+v’+los sla,7)+e+ ‘P')

gty
> (min{_2_ Q@A) te, ¥ _Ow(ﬂ,v)+so’}).
‘P+(P' " ‘P+‘P' ¢,

En particulier, s’il existe y € R, y > 1 tel que Oyp(a, B)/v et Oyo(B,v)/9 ¢ £L ona
pe(a, v) 2 min{py(a, B); pu(B, 7)}-

DEMONSTRATION: Soient j € N et P € Z[X, Y], Q € Z[Y, Z] réalisant les maxi-
mums des définitions de O,(j | a, B) et O (j | B, v) respectivement et satisfaisant

p(j) —log2 <logt(P) < p(j) et ¢'(j) —log2 <logt(Q) < ¢'(4)-

Prenant le résultant de P et Q par rapport & Y on obtient un polynéme R € Z[X, Z],
sans facteur dans Z[X]U Z[Z] et satisfaisant

" log#(R) <log {P) +1og(Q) +log6 < ¢(3) + ¢'(j) +log$,
log || R(a, 7)|l < max{log | P(a, B ; 1og Q(8, 1)II} + 1. exp ((3) + #'(3))-
On en déduit
Optprtiogsli | @, 7) = min{0,(i | @ B) — ¢'(3); Op(i | B, 7) - 9(i)} - cz.

11 suit, avec le Lemme 3(i),

s (Olp+(p'+1056(a1 7) +o+ 90' +10g2)
¢+ ¢ +logb
'
> (min{ogp(ayﬂ)"'ﬂo; Ov’(ﬂ’ 7)+‘P }) .
P+ pt+¢
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Soient j € N, a,a’ € 2/.(1 + M), appliquant le résultat précédent avec p remplacé
par a.p et ¢' par a'.p on a s(p/(¢ + ¢')) = s(¢'/(p + ¢')) =1/2 et on montre,

P2p(a, 7) 2 5. min{py(a, B); pe(B, 7)}-

8| =

Mais s’il existe y € R, y > 1 tel que Oyp(a, 8)/¢ et Oyu(B,v) ¢ L, on a donc
O2yp+loge(a, 7)/¢ ¢ L,la Proposition 2(i) entraine pz,(a, v)—1 < 1/2.(pp(a, v) — 1)
etona py(a, v) ¢ 8(L£), d’0l py(a, 7)—1 = py(a, 7)-2 et pay(a, 7) < 1/2.p4(a, 7). 0
DEMONSTRATION DU THEOREME: Il découle immédiatement de la Proposition 2(v)
et (iv) que la fonction dam est bien définie, indépendante du choix de t dans T,

symétrique et qu’on a dam (&, E) =0 si et seulement si & = .

Posons u=a,v=/ et w= ¥, lorsque dam (u, v) et dam (v, w) sont infiniment
petits dans T'; il existe y € R, y 2 1 tel que Oy (e, B)/p et Oyo(B, )/ ¢ L. Le
Lemme 4 entraine alors

dam (u, w) < max{dam (u, v); dam (v, w)}.

On a, d’aprés la Proposition 2(0), p(u, v) > 2, d'ott dam (u, v) < 1. 0

La fonction dam ainsi introduite permet de définir de fagon univoque une topologie
séparée sur C/~. Soient u € C/~ et € € '], posons B(u, €) = {v € C/~; dam(u, v) <
€} et B(u, €) =: {v € C/~; dam(u, v) < ¢}.

D’apreés le théoréme on a C/~= B(0, 1). 1l existe une unique topologie sur C/~
telle que les ensembles B(u, €) (e € I'}) forment un systéme fondamental de voisinages
de u € €/ ~. Les ouverts non vides de cette topologie sont les parties U de C/~
telles que pour tout u € U il existe au moins un e € I'j satisfaisant B(u,e) C U.
En particulier, d’aprés le théoréme, les parties B(u, €), ol € est infiniment petit dans
T';, sont & la fois ouvertes et fermées, de méme pour les parties B(u, €). Il en résulte
que ’espace C/~ muni de cette topologie est totalement discontinu. D’un autre cdté,
I’espace topologique C/~ est séparé car si u # v on a dam (u, v) > 0, il existe ¢ € '},
infiniment petit, tel que € << dam (u, v), et on vérifie alors B(u, €) N B(v, €) = . Ainsi
C/~ est séparé et tous ses points possédent un systéme fondamental de voisinages a la
fois ouverts et fermés, autrement-dit C/~ est un espace éparpillé (au sens de [3]).

La distance locale détermine une structure uniforme sur C/~ (voir [3, Section 3)])
dont un systéme fondamental d’entourage est donné par les parties de (C/~) x (C/~)
de la forme {(u, v); dam(u, v) < €} (¢ € I'}). Muni de la topologie et de la structure
uniforme ci-dessus, C/~ est un espace uniforme, séparé donc complétement régulier
(voir [3, Section 4.4]). En fait, I'inégalité ultramétrique locale permet de montrer que
tout recouvrement ouvert de C/~ admet un recouvrement plus fin par des ensembles
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disjoints de la forme B(u, €). On en déduit que C/~ est un espace paracompact (voir
(3, Section 8.20]), de dimension de recouvrement nulle.

FarTs.

(i) On a dam (&', E) > 1/2 pour tout (a, B) € C* hors d’un sous-ensemble
de C? Lebesgue-négligeable, de dimension de Hausdorff 2.
(ii) L’espace topologique C/~ n’est pas compact.

DEMONSTRATION: (i) On suit les démonstration de [10, Théoréme 23] ou (4,
Théoréme 4]. On sait, d’aprés le théoréme (iii), que dam (&', E) £ 1,si ona
dam (E, E) < 1/2 alors p(a,B) > 4 et il existe une suite infinie de polynémes
P; € Z[X,Y] (j € N), sans facteur dans Z[X] U Z[Y] telle que pour tout j € N
on ait

log | Py(e, B)I| < —j.t(P;)*.
On déduit alors du Lemme 2.7 de [9], qu'il existe (a', B') € C? tel que Pj(a', 8') =0
et log|(a~a', 8 - B')]| < —e1-5.4(F;)" ob
sur C? ("(a', ﬂ')”2 =o' + |ﬂ’|2) . On peut aussi supposer, sans perte de généralité,
li(es B < 1.
Si PeZ[X,Y] et z € R, notons B(Z(P), z) I’ensemble

|.|| désigne la norme hermitienne habituelle

{(al’ ﬂl) € CI, a(all, ﬂ”) € CZ’ P(a", ﬂ") = 0’
(", 8 <2, I(«' — ", B' = B")I| < 2}

et posons encore, pour j,k € N*,

Ejp = UB(Z(P), exp (—cl.j.t(P)s)), E; = U Ejx et E= n E;,
k21 i1

ol la premiére réunion porte sur tous les polynémes P € Z[X, Y], sans facteur dans
Z[X]U Z[Y] et satisfaisant k < t{(P)<k+1. Ona E, DE;D... et (a,08) € E dés

que ||(e, B)]] € 1 et dam (5, E) < 1/2, vérifions que E est de mesure de Lebesgue

p(E) nulle. Le nombre de termes dans la réunion définissant Ej. est majoré par
exp (cz k’) , tandis que la mesure de Lebesgue de chacun des ensembles est majorée par

cs.d’P.exp (—-c; .j.t(P)a) . Ainsi

#(Ejx) < es.(k +1).exp (—(c1j — c2)-k%),

et on en déduit

u(E;j) < E#(Ei.k) < cs. Z (k +1).exp (~(c1j — c2).k*) < cs.exp (—c1.5),

k21 k21
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d’ou u(E) = 0, car u(E) < u(E;) pour tout j € N*. On montre de méme que la
s-mesure de Hausdorff de E est nulle pour s > 2 (voir [1, Section 4]). Mais, d’un autre
c6té, E contenant la diagonale de C? est de dimension de Hausdorff > 2.

(ii) Comme, d’aprés (i), dam (E, E) 2 1/2 pour (a, 8) hors d’un ensemble

Lebesgue-négligeable de C?, on construit une suite ug =0, uy, ... d’éléments de C/~
n—1

telle que un € () {v; dam (u;, v) > 1/2}. En effet, cette derniére intersection contient
=0

les classes de presque tous les nombres complexes. On a donc dam (u;, u;) =0sii =3
et > 1/2 si 1 # j, et comme dans un espace compact le filtre associé a toute suite doit
admettre au moins un point adhérent on en déduit que C/~ n’est pas compact. 0

EXEMPLE: L'ultrafiltre I/ étant fixé on suppose ¢ = id et on considére v € C,
k=1
~ 2 2. Posons a9 =1, ax = [] (2a:v(2a:)) pour k> 1 et
i=1
2n+1

2n
!
bn=2 G, bn'_— E Ak,
k=1 k=1

on a b, < 2.az, et b, < 2.a35,41. On introduit les nombres réels suivants associés aux

suites (bn) et (bl):
0= 271" o ¢ =) 27l
n21 n2l

On vérifie, pour n assez grand, les propriétés suivantes

b —b, — n -
03 10)/7 > n41 n c>a2 +2 +azny1—¢

> N . '
b;‘ 2-a2n+1 e 7(1) ¢ pour ) € [bn) bn[

! (]
blyr — b —¢ _ @rnys +aanga—c
=
bt 2.a2042

O(J | 0’)/.7 2 2 7(]) —c pour j€ [b:-n bn+1[

ol ¢ > 0 est un réel indépendant de n et j. Mais, pour tout m € N, un des ensembles

U [27™.b,,27™.0,[NNou |J [27™.bn,27™.bns1[N N appartient & U et donc, avec
n2l n21

em = 2™.id, on a 3(04,.(0)/¢m) = 3(v) ou 8(0y,,(0')/m) = s(v). De méme,
I’ensemble des m tels que la premiére éventualité se présente appartient & & ou c’est
I’ensemble des m tels que la seconde éventualité se présente qui appartient & &/. On
en déduit p,(8) ou p,(8') > s(y) dans T avec ¢ = po = id. Enfin, on vérifie (voir
(4], par exemple) que ni 8, ni ' n’est algébrique. Ainsi, pour tout élément v de I'; il
existe une classe non nulle de C/~ d’ordre de transcendance (relatif 3 U) > «v.

REMARQUE 10. Lorsque a € C et ¢ est de la forme ¢(j) = f.e’;j €N, e, f € R}, e>
1, le diagramme de la fonction O,(j | @)/p(j) contre j est un diagramme en dents de
scie ezponentielles. On a un ensemble de sauts

Elaut = {.7 € N; O‘p(] - 1 I a) < OV’(J ‘ a)}’
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en entre chaque saut la fonction O,(j | @)/¢(j) doit nécessairement retomber selon une
loi exponentielle décroissante 4 une valeur < 1 + €(j) (ot € € RN définit un élément
de M). L’ordre de transcendance habituellement défini dans la littérature est la limite
supérieure de ces dents de scie alors que nous avons opté pour une limite selon un
ultrafilire. En particulier, on notera qu’il ne suffit pas que la limite supérieure soit
+o00 pour que l'ordre de transcendance que nous avons défini soit infiniment grand, il
faut encore que les sauts correspondants aux trés bonnes approximations soient assez
“fréquents” selon 'ultrafiltre choisi.

I’exemple précédent la remarque 10 montre que la distance dam que nous avons

définie et la topologie déduite ne sont pas discrétes.

QUESTION 1. Pour u € C/ ~ fixé que peut-on dire de I’ensemble des v € T'™* (i.e.
vy €T, v#0) tels que v = dam(u, v) pour au moins un v dans C/~7?

QUESTION 2. L’espace uniforme C/~ est-il complet?
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