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CLASSIFICATION DE MAHLER ET DISTANCES LOCALES

PATRICE PHILIPPON

We consider the classifying set, denoted C/~ below, introduced by Mahler and
we show that it can be endowed with non-discrete, Hausdorff topologies (even
local distances) based on diophantine approximation properties of (complex) num-
bers. We then establish several results on the pointed topological space obtained,
which could be dubbed Mahler's space (of first degree). We recover an analogue of
Mahler's original classification by considering local distances to the special point
(that is the class of all algebraic numbers). The main ingredients used here are
diophantine properties in dimension zero over Q and non-standard analysis.

1. INTRODUCTION ET NOTATIONS

Mahler a donne, a quarante ans d'intervalle, deux approches pour classifier les nom-
bres (complexes) selon leurs proprietes d'approximation par les nombres algebriques,
nous nous interessons ici a la seconde, introduite dans [8]. La premiere, qu'on trou-
vera detaillee dans [10, Chapter III] ou [2, Chapter 8] (voir aussi [11, Chapter II]),
s'y retrouve paxtiellement, elle est moins riche mais plus subtile en ce qu'elle separe
systematiquement degres et hauteurs des nombres algebriques dans la quantification
des approximations. Nous reviendrons sur cet aspect ainsi que sur les generalisations
aux families de nombres [5, 13] dans un travail ulterieur.

Nous considerons sur C la relation

a ~ /? O (a est algebrique sur Q(/?) et /? est algebrique sur Q(<*))

dont on verifie aisement que c'est une relation d'equivalence. L'ensemble quotient C/~
classifie done les nombres complexes du point de vue de leur dependance algebrique:
deux nombres d'une meme classe dependent algebriquement l'un de l'autre, les nombres
algebriques forment une seule et meme classe et deux nombres transcendants de classes
distinctes sont algebriquement independants. Autrement-dit, C/ ~ est en bijection
avec l'ensemble des sous-corps algebriquement clos de degres de transcendance ^ 1 de
C. Partant de la, on souhaiterait caracteriser chaque classe de C/~ en fonction des
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220 P. Philippon [2]

proprietes d'approximation des nombres qui la composent. Mahler [8] introduit a cet
efFet une fonction ordre pour chaque nombre transcendant et une relation d'equivalence
sur ces fonctions. Ceci conduit a une partition de C/~ en une infinite non-denombrable
de sous-ensembles (voir [1], [4, Section 3]), ou Ton retrouve en particulier les families
de nombres de type de transcendance (fini) fixe. Nous nous proposons ici d'elargir
substantiellement cette demarche en munissant C/ ~ d'une topologie separee deduite
d'une distance locale non standard, notee dam (votr Theoreme, Section 4 ci-dessous pour
les definitions). Remarquons que nous nous restreignons, ici, aux nombres complexes,
mais que notre approche est susceptible de generalisations de ce point de vue egalement.
En particulier, les considerations du present texte se transposent telles quelles de C a

Cp.
Pour fixer les notations nous adopterons la mesure de Mahler des polynomes a

coefficients complexes. Soit P 6 C[-X\ Xk], la mesure de Mahler M(P) est definie
par Af(0) = 0 et, si P ^ O ,

/
o

logM(P)= / . . . / log\P{e2i*e\...,e2i*e")\d01...d0k.
Jo Jo

Nous noterons t(P) = e.((logM(i>))/(log2) + d°P) (ou d° designe le degre d'un
polynome) la taille du polynome P ^ 0, on peut varier cette definition en remplac.ant la
mesure de Mahler par d'autres quantites equivalentes. II est done commode d'introduire
la classe T des fonctions sur les polynomes (a coefficients complexes) telles que pour
tout t' £ T et tout k € N* il existe un reel c(k) ^ 1 satisfaisant

pour tout polynome P € C[A"i, . . . , Xk] \ {0}. On remarquera qu'avec notre taille t
on a t(PQ) = t(P) + t{Q) pour P,Q € Z[XU .., Xk] \ {0} et t(P) > e si P ^ 0 ,± l .

Pour a,(3 G C et P 6 Z[X, Y] \ {0} nous posons

= \P(a, P)\ /e.M(P).(l + \a\ + \(3\fP,

on verifie (voir [9, Lemme 1.13] par Exemple) \\P{a, /3)|| ^ 1/e, et aussi \\PQ(a,
\\P(a,f3)\\.\\Q(a,/3)\\. Si P € Z[X] \ {0} nous definissons pareillement ||P(o)||,
verifiant les memes proprietes.

Nous notons C l'ensemble des fonctions sur N a valeurs dans R .̂ = : {x £ R; x > 0}
tendant vers l'infini a l'infini. Nous posons egalement R+ = : { i 6 R ; J ! ^ 0 } =
e t l + = : R+U{+oo}.

DEFINITIONS: Soient a , / 3 e C e t p e C .
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Nous appelons fonction ordre d'approximation mutuelle (logarithmique) relative a

ip de (a , /?), et nous notons Ov{. \ a, /3): N —> R+, la fonction croissante definie par

Ov(j | a, /?) = max{loglog (\\P(a, flR"1) - logt(P)}

ou le maximum est pris sur tous les polynomes P G 2[X, Y) \ {0} sans facteur dans

Z[X] et Z[Y], satisfaisant log/(P) s£ <p(j).

Dememenous appelons fonction ordre d'approximation algebrique (logarithmique)

relative a <p de o , et nous notons Ov{. \ a): N - • R+, la fonction croissante definie par

Ov{j I a ) = max{loglog [\\P{a)\\ 1j - l o g * ( P ) }

ou le maximum est pris sur tous les polynomes P S Z[Jf] non constants, satisfaisant
logt(P)<<p(j).

REMARQUE 1. On verifie, grace aux proprietes de multiplicativite de ||P(a, /3)|| (res-
pectivement ||.P(a)||) et d'additivite de t(P), que les maximums dans les definitions
ci-dessus sont atteints pour des polynomes irreductibles. Et en prenant une puissance
convenable d'un de ces polynomes irreductibles, on verifie tout aussi bien que ces maxi-
mums sont atteints par des polynomes satisfaisants <p(j) — log 2 ^ logf(P) ^ <p{j)-

REMARQUE 2. Dans la notation Ov, on pourra omettre l'indice <p lorsqu'il n'y aura
pas d'ambiguite sur le choix de cette fonction.

En guise de lien avec [8] et [4] rappelons que la fonction ordre d'un nombre tran-
scendant a introduite par Mahler [8] peut s'ecrire

ou le maximum est pris sur P 6 Z[X] \ {0} de taille ^ logtt (u £ N') .

Soit <p 6 C, la limite superieure dans R+ de la suite (1 + [Ov{j \ a, 0)/<p{j)))-ejf

ne depend pas du choix de a et ft dans leurs classes respectives a et (3 dans C/ ~ ,

notons la ~p[a, fi\. L'ordre de transcendance de a n'est autre que la limite superieure

de la suite (1 + (O^j | a )MJ) ) ) i 6 N .

On definit une fonction dam: (C/~) —+ R+, par la formule

Cette fonction est symetrique et satisfait dam(a, 5) = 0, mais il existe des classes

a, (J distinctes de C / ~ telles que dam ( a , /3J = 0 (par exemple la classe des nombres

algebriques et la classe d'un nombre de Liouville).
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Nous n'etudierons pas dans ce texte la fonction dam introduite dans l'alinea
precedent. Notre propos est plutot de la modifier de facpn a obtenir une distance locale
sur C / ~ (voir Section 4, Theoreme). Pour ce faire nous devrons entre autre etoffer
l'ensemble des valeurs prises autour de 0, et nous utiliserons les hyperreels infiniment
voisins de 0. La notation "dam" rappelle qu'il s'agit d'une distance d'approximation
mutuelle (locale, non standard).

Indiquons pour conclure cette introduction que la construction des hyperreels
necessite l'axiome du choix et que leur unicite (a isomorphisme pres) depend de
l'hypothese du continu, dans la suite de ce texte nous admettons l'axiome du choix.

NOTA BENE: Pour eviter 1'inflation des indices nous renumeroterons a partir de 1
dans chaque demonstration les reels c\, c2, . . .

Je remercie les arbitres pour leurs lectures minutieuses de ce texte.

2. H Y P E R - ET DIHYPERR£ELS

Decrivons brievement pour R la notion non-standard de corps d'hypernombres
(voir [7] ou [6]).

On se fixe une fois pour toutes un ultrafiltre U sur N plus fin que le filtre de Frechet
des complementaires des parties finies (voir [3, Sections 2.1-2.3]), l'existence d'un tel
ultrafiltre resulte du "theoreme" de Zorn (voir [3, Section 2.7]). On montre facilement
que si U est un filtre alors U est un ultrafiltre si et seulement si pour toute partie E
de N on a ou bien E € U, ou bien N \ E £ U (cette propriete caracteristique est prise
comme definition des ultrafiltres dans [7, Appendice]). En particulier, l'ultrafiltre U
que nous nous sommes fixe etant plus fin que le filtre de Frechet ne contient aucune
partie finie, il n'est pas trivial.

On definit sur RN la relation de W-equivalence suivante:

o~wb»{j£ N; a{j) = b(j)} G U.

C'est bien une relation d'equivalence et l'ensemble quotient *R =: RN/~w est appele
ensemble des hyperreels. On verifie facilement que les operations et relations naturelles
sur RN induisent une structure de corps commutatif totalement ordonne sur *R dans
lequel on injecte canoniquement R en envoyant un reel x sur la classe de l'application
constante y(j) = x ( j £ N ) . On etend la valeur absolue de R a *R en not ant \a\

l'hyperreel ^ 0 represente pax la suite |a(j)| (j € N) si a est represente par a G RN.
En toute rigueur il faut noter que *R(=RN/~j/) depend a priori de l'ultrafiltre U

choisi. On peut montrer, a l'aide de l'hypothese du continu, que *R ne depend en
fait pas, a isomophisme pres, de ce choix (mais ce resultat n'est pas indispensable a
notre exposition). En revanche, l'application RN —» *R qui, a une application associe
sa clzLsse depend essentiellement de U.
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On peut generaliser la construction des hyperreels (voir [7]). Plus precisement,
la relation d'equivalence ~ u s'etend a tout ensemble de la forme 5 N (ou 5 designe
un ensemble non vide), et on note *S l'ensemble quotient S N / ~ u - En particulier,
en prenant S = *R on obtient un ensemble **R que nous appelons ensemble des di-

hyperreels. Comme pour *R on verifie que **R est un corps commutatif totalement
ordonne dans lequel *R s'injecte canoniquement. Si a G RN notons a G "R l'hyperreel
represente par o, puisque R C *S€. on peut aussi considerer o comme un element de
(*R) et noter a' G **R le dihyperreel defini par a. II convient de remarquer qu'en
general l'image de a dans **R n'est pas a'. Par contre il n'y a pas d'ambiguite a noter
d'une meme lettre un reel et ses images dans *R et **R (respectivement un hyperreel
et son image dans **R) pour les injections canoniques.

On dit qu'un dihyperreel a est infiniment petit (respectivement infiniment grand)

si et seulement si \a\ est plus petit (respectivement grand) que tout reel, on note M.

l'ensemble des dihyperreels infiniment petits et M.\ l'ensemble des infiniments petits
> 0. Deux dihyperreels sont dits infiniment voisins si leur difference est infiniment
petite. Toute fonction <p G C determine un hyperreel, que nous notons aussi <p, et un
dihyperreel ip' tels que ip, (p' et <p/tp' sont infiniment grands.

On dit qu'un dihyperreel est limite (par un reel x ) s'il est borne en valeur absolue
par x. L'ensemble C des dihyperreels limites est un anneau dont M. est un ideal
maximal. En fait, tout dihyperreels limite est infiniment voisin d'un reel, ce qui se
traduit par l'isomorphisme C/M ~ R, on a egalement £ D *&/M n " R ~ R . Si a £ £
le reel dont il est infiniment voisin est appele la partie standard de a, notee "a. Si le
dihyperreel a est infiniment grand positif on posera °a = +oo.

D'un autre cote 1 + M est un sous-groupe du groupe multiplicatif (**R)^ des
dihyperreels > 0, et nous notons T* le groupe quotient (**R)^_/(1 + M). On remarque
que T\ -: (*R)^/(1 + Mn*R) s'identifie a un sous-groupe de T*. On adjoint a T*

les symboles 0 et +oo, l'ensemble T = F* U {0} (respectivement T = T* U {0, +00})
s'ecrit alors comme la reunion disjointe de R+ (respectivement R+) , M+/(l + M)

et (.M^_) / (1 + .M), et se trouve naturellement muni d'une relation d'ordre total.
Notons s: (**R)̂ _ —» F* la surjection canonique, nous etendons s a **R+ = : {a G
**R;a ^ 0} U {+00} en posant «(0) = 0 et a(+oo) = +00. Cette application s peut-
etre identifiee a l'application standard pour les dihyperreels limites d'inverses egalement
limites, mais elle en differe precisement sur les infiniment petits et les infiniment grands.

Soient 7 ,7 ' 6 F* 1 par definition F* est un groupe commutatif dont on notera 7.7'
l'operation. Remarquons que si a,a' £ (**R)^. satisfont a(o) = 7 , s(a') = 7 ' alors
a(a + a') ne depend pas du choix de o et o' , mais seulement de 7 et 7 ' , on posera
7 + 7' = s{a + a') e r* . on a 7 + 7 ' = 7 ' + 7 . Si 7 ' / 7 G M*+/(l + M) on a 7 + 7' = 7 ,
et si 71 = 7 + 7 ' et 7Y7 ^ M\/{). + JA) on notera aussi 71 —y — 7 ' . Nous ferons
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encore les conventions naturelles suivantes (7, 70, 71 G F, 70 ̂  0, 71 ̂  +00):

71.O = O.71 = 0 (+oo).7o = 7o-(+oo) = +00 70 - 0 = 70

7 + 0 = 0 + 7 = 7 (+00)+ 7 = 7+(+00) = +00 (+00) - 71 =+00.

Ainsi, lorsque 7,7' ,7" G F et 7 ^ 7 ' on a 7 + 7" ^ 7' + 7".

On verifie aisement que si a, a' G ((*K)+)N satisfont s(a{j)) = s(a'(j)) (j € N)
alors les dihyperreels definis par o et a' ont meme image dans F, autrement-dit *Fi C F
ou Fi = : FJU{0}.

Nous allons tirer parti de la presence d'infiniment petits dans F pour modifier notre
fonction dam en une distance (locale) a valeurs dans F. Terminons ce paragraphe par
un lemme technique qui nous sera bien utile au paragraphe suivant. Soit / une fonction
croissante de (*K)+ a valeurs dans Fi, pour j £ N nous noterons Ej(f) =: {/(a);o 6
*R, s(a) — 2'} et, si ces ensembles admettent des bornes superieures, pour n £ N nous
poserons dn(/) la suite (supEj+n(f)/2*). N d'elements de Fi et an(f) l'element de
F associe. Comme / est croissante on a clairement a(f) = : oo(/) ^ an(/)> plus
generalement si / ^ / ' on a o(/) < «(/')•

LEMME 1 . Soit f une fonction croissante de (*R)^. dans Fj . Supposons d'une

part / ( a ) ^ a(a), et d'autre part qu'il existe I G N, c G R^_, c ̂  1 tels que, si

o-o ^ o-i ̂  • • • ̂  o-i alors:

(/(a0) < c.s{at)) ou ( ]^N;ia«, /N</K-i) t«M).

Sous ces hypotheses, les ensembles Ej[f) admettent des bornes superieures dans
Fi et, s'il existe y G K, y ̂  1 tel que f(y) £ «(£), on a on(/) = a(/) pour tout
n G N .

DEMONSTRATION: D'apres l'hypothese il existe au plus £' (0 < £' < £) elements
ah G 2>.(1 + X ) (fc = 1, ...,£') tels que

/(o1)>c.3(a1) et / ( a k )> (c+ l ) . / ( a f c _ 1 ) ( / l ^2 ) .

Si ^' = 0 alors a(a) ^ f(o) ^ c.a(a) pour 0 G (IR)^., dans ce cas on pose A = 2' et
sinon A = f(ati). Ainsi, pour a G 2J.(1 + M) on a f(a)/A ^ c + 1 et l'ensemble

s'identifie a un sous ensemble non vide, borne (par c+ 1) de R ĵ.. II admet done une
borne superieure et A.supE'j est une borne superieure de Ej(f).

S'il existe y G R, y ^ 1 tel que /(y) ^ s(£) alors pour tout 6 G *R, 6 ̂  y on
a /(6) £ a(£) et l'hypothese sur / entraine l'existence d'au plus £' + 1 (0 ^ V < £)
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elements a^ de *R D C tels que a/; > . . . > OQ > y et /(aft) > / (a / ,_ i ) . On a done
f(b) = / ( a ^ ) pour tout 6 G *R f~l £ , 6 ^ at,, et done a n ( / ) = f(al,)/s(2w) pour tout
n G N et oil a designe le dihyperreel determine par l'application identique de N. u

Rappelons que nous utiliserons les infiniments grands (respectivement petits) de T

pour affiner les notions d'ordres de transcendance et d'approximation (respectivement

la fonction dam) pour les nombres tels que ~p[a, /3j = +oo. Nous utiliserons le Lemme

1 et les dihyperreels pour surmonter une difficulte technique (voir Remarque 3 ci-apres),

a savoir qu'un sous-ensemble borne de *R n'a pas necessairement de borne superieure

dans *M. Grosso modo, avec les notations du Lemme 1, les dihyperreels an(f) jouent

le role de borne superieure des hyperreels f(a)/s(a).

3. ORDRES D'APPROXIMATION

(A) APPROXIMATION ALGEBRIQUE. On peut maintenant associer a chaque application
Ov{. | a) l'hyperreel qu'elle determine, via ~w, dans *R. En fait, nous remarquons qu'il
existe jr'o G N tel que 0<p{j \ a) — +oo pour j ^ jo si et seulement si a est algebrique,
et que cette propriete ne depend pas de la fonction <p choisie. Ceci dit nous ecrivons
Ov{a) = +oo pour tout <p lorsque a = 0, et nous notons Ov(a) € (*K)+ l'hyperreel
determine par Ov{. \ a) des que 5 ^ 0 dans C / ~ .

Remarquons d'une part que si tp ̂  ip' alors Ov{a) ^ Ovi (a) pour tout a 6 C, et
d'autre part que 0^{a) ne depend en fait que de la classe de ip modulo ~u • On peut
considerer l'indice ip dans la notation O^a) comme designant l'hyperreel associe a la
fonction tp, plutot que la fonction ip elle-meme.

LEMME 2 . Soit a € C et tp, <p' £ C telles que tp ^ cp'. Alors

(i) s(Ov(*))>s(tp);

(ii) Ov(a) = Ov.(a) ou «(Ow(o)) < s(tp').

DEMONSTRATION: (i) Soient a £ C, j £ N, le principe des tiroirs montre qu'il
existe P £ Z[X] \ {0} tel que log||P(a)|| s$ -c2.exp(2v?(i)) et logt(P) ^ tp(j) avec
C2 = C2(«) £ K+- D'ou Ov{j | a) ^ f{j) +l°gc2) car P est necessairement non
constant, et done s(Ov(a)) ^ s(tp).

(ii) Si a est algebrique alors Ov(a) — Ovi (a) = +00, sinon on a Ov{a)
et posons

Si E G U alors O^ct) — O^i^a), sinon le complementaire E de E dans N appar-
tient a U. Soient j G E et P, Q £ Z[X] des polynomes irreductibles, reah'sant
les maximums des definitions de Ov(j \ a) et Ovi(j | a ) respectivement. Comme
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Ov{j | a ) < Ov>(j | a ) , on a P ± Q et

0<

logt{P).

Le resultant r de P et Q est un entier non mil satisfisant

0 ^ log | r | < log \\P(a)\\ + Cl.t(P).t(Q)

ou Cl = Cl(a) e R*+, car log \\Q(a)\\ < log \\P(a)\\. On en deduit

Ov{j | a) = log ((log | |P (a ) i r ) /<(P) ) < logCl + logt(Q) ^ logCl + v'(j).

On a done, si E £ U, Ov(j \ a) < logci +<p'(j) pour j G E, ce qui entraine Ov(a)/<p'
limite et s(Ov(a)) ^ s(v?'). D

Le Lemme 2 permet de controler le comportement de s(Ov(ct)/tp) lorsqu'on fait
varier <p dans C, on a par exemple:

COROLLAIRE. Soient a € C et ip, <p' e C, si min{s(Ov(a));s(O,,/(a))} > s(p)

et s((p) — a((p') alors Ov(a) — Ovi{a). Si Ov(a)/<p est infiniment grand alots

Oxv>(a) — Ov(a) pour tout x £ K, x ^ 1. En tout cas il existe x G K, * ^ 1

tei que Ov* ' ( a ) /^ ' ! v ( a ) SO1'* •^rtu'^ pour tout y £ R , t / ^ l .

DEMONSTRATION: Supposons par exemple <p ^ <p'. D'apres le Lemme 2(ii), si
Ov{a) < Ovi(a) on a 4(0^(0)) ^ s(tp') = s(tp). On applique ensuite le Lemme 2(ii)
avec ip' = x<p et, comme Ov(a)/<p est infiniment grand, on ne peut avoir s{Ov(a)) <
s(ip'). Enfin, s'il existe x £ R , x ^ 1 tel que Ozl/>(a.)/<p soit infiniment grand on a,
d'apres ce qui precede, Oyv(a) = Oxv>(a) pour tout y 6 R, y ^ x, et done Oy¥>(a) ^
0 s V ( a ) pour tout y G R, y ^ 1. Sinon on a s(Ov(a)) > a(y>) et Oyv(a)/tp est
limite pour tout y G R, y ^ 1, on prend a = 1 et on verifie que s(OJ,¥,(a)/O¥,(a)) ^
s(Oyv(a)/<p) est limite pour tout y G R , y ^ 1. D

REMARQUE 3. On pourrait de cette facon definir l'ordre de transcendance de a par
rapport a <p G C comme 2 si S ( O V / ( Q ; ) ) = s(<p) pourtoute <p' G C telle que s{<p') = s(y>),
et 1 + a{pvi(a)l<p') si <p' G C, s(y>') = s(<p) et 3(0^,1(0)) > s (y) . On obtient ainsi
une notion qui ne depend pas du choix de tp dans sa classe modulo 1 + M, mais peut
beaucoup varier si on multiplie (p par 2 par exemple. Afin de pallier ce defaut nous allons
sophistiquer notre definition d'ordre de transcendance. La principale difficulte technique
de notre demarche est qu'un sous-ensemble borne de *R n'a pas necessairement de borne
superieure dans *R, e'est la qu'intervient le Lemme 1.
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REMARQUE 4. L'ordre de transcendance decrit dans la Remarque 3 conduit a une clas-
sification des nombres complexes proche de celle de [8], mais neanmoins plus grossiere.
Cette classification a toutefois l'avantage que deux nombres y sont toujours compara-
bles. L'ordre de transcendance que nous allons introduire ci-apres conduit, lui, a une
classification moins fine que les precedentes.

Soit a G C, le Lemme 2 montre que, si a ^ 0, la fonction / definie pax
/ (a ) = : s(Oalfi(a)/ip) si a G (*R)+, a ^ 1 (et / ( a ) = 1 pour a < 1, par exemple)
satisfait les hypotheses du Lemme 1 avec £ = c = 1. Les ensembles Ej(f) ( / G N)

admettent done des bornes superieures dans Fi et la suite (sup.Ej(/) /2 ' ) . N definit
bien un dihyperreel a ( / ) G F. Nous noterons Pip(a) = a(f) + 1 si 5 ^ 0 et poserons
Ptp(a) = +oo si 5 = 0.

DEFINITION: Pour a G C, <p G C, on appelera ordre de transcendance (relatif a
<f>{U) de a, l'element pv{a) de F defini ci-dessus.

NOTA BENE: Cette notion d'ordre de transcendance differe sensiblement des no-
tions habituellement utilisees aussi appelees "types de transcendance" (voir Remarque
9 a la fin du Section 4). On remarquera, par exemple, que notre notion depend aussi
du choix de l'ultrafiltre U fixe. Nous n'avons pas fait figurer cette dependance dans la
notation p<p(ci) et on pourra aussi oubh'er l'indice tp lorsqu'il n'y aura pas risque de
confusion.

PROPOSITION 1 . Soient a, a' G C, <p, <p' G C, X G R, X ̂  1 et a G FJ . On a:

(0) pv(a)>2;
(1) s'il existe J £ R , J / ^ 1 tel que Oyv(a)/(p (£ C, aJors

P.v(a) - 1 < (l/x).(Pv(o) - 1);

(ii) si s(Ob<p(a)/<p) < a.s(Oi>vi(a')/tp') pour b G 1R, b ̂  1 aiors

(iii) si s(<p) = s(<p') alors pv(a) = pv / (a) ;
(iv) l'ordre de transcendance pv{a) G F ne depend que de la dasse de a dans

C / ~ , et ne depend pas du choix de la taille t dans T.

DEMONSTRATION: (O) On a, d'apres le Lemme 2(i), s(Obv(ct)/bip) ^ 1 pour tout

b G *K, 6 ̂  1, et done, par definition, pv(a) ^ a(f) + 1 ^ 2 avec f(b) =: a(Ot,v(a)/<p).

(i) On a pv(a) — 1 = a(f) et pxv(a) — 1 = a(f) ou / et / ' sont definies par
f(b) = a(Obv(a)/tp) et f'(b) = a(Obtlp(a)/xip). Soit n G N tel que 2" > x, on a
a(/ ') ^ (l/x).On(f), d'ou le result at avec le Lemme 1 car il existe y G R, y ^ 1 tel que
f{y) i s(C).
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(ii) Soit f(b) = a{Obv(a)/ip) et f'(b) = a(Obv,(a')/<p') , comme / ^ af par
hypothese on a, par definition, a(f) < a.a(f), c'est-a-dire pv(a) — 1 < a.(pvi(a') — l ) .

(iii) Avec les notations ci-dessus, si s(y) = s(tp') et a = a', les ensembles Ej(f)

et Ej(f') coincident, on a done, encore par definition, pv(a) = pvi{a.).

(iv) Si a et a' sont dans la meme classe de C /~ il existe Q G ^[X, X'] \ {0},
irreducible tel que Q(a, a') = 0. Soient j G N, b £ *K, b ^ 1 et P G Z[X] \ Z
realisant le maximum dans la definition de Ob<p(j | a) et satisfaisant btp(j) — log 2 ^
log<(P) ^ bip(j), prenant le resultant par rapport a X de P et Q on obtient un
polynome P' G Z[X']\Z satisfaisant

l o g < ( P ' ) ^ M i ) + ^i ^ log| |P'(a ') |Klog| |P(a) | | + c2.<(P)

ou ci, C2 sont des reels ^ 1 ne dependant pas de a et j . On en deduit, pour j G N
assez grand,

Oi,̂ -,-,;! (j | a') ^ O6v(j | a) - c3

car log||P(a)|| ^ -c3.t(P).<p(j) ^ -2c2.<(P). D'ou avec le Lemme 2(i)
s{Ob(.<p+ci)(a')) ^ s(Ob<p{<*)) pour tout i £ 1 , 1 ^ 1. On montre une inegalite
inverse de la meme facon, et ensuite avec (ii), (iii) et s(tp + ci) = s(ip) on obtient

Si on remplace la taille t par une taille i' satisfaisant

c^.i ^ t' ^ c.t

avec c G K, c ^ 1, on verifie sans peine, pour tout b £ *R, b ^ 1, Ob^j \ a) ^

°6(v+iogc)(j I a) + l o g c e t O^ ( j | a) ^ 0Kv>+iogc){j | a)+logc. On en deduit pv(a) ^

p'v(a) et p'v(a) ^ ^^(Q:) comme precedemment avec (ii), (iii) et s(tp + log c) = s(<p). D

REMARQUE 5. L'ordre de transcendance de a G C ne dependant que de la classe a de
a dans C / ~ sera aussi note pv{ct). Si u G C /~ on aura pv(u) = pv(a) pour tout
a G C tel que 5 — u.

(B) APPROXIMATION MUTUELLE. On associe maintenant a chaque application

Ov{. | a, /?) l'hyperreel qu'elle determine, via ~u, dans *R. Comme en (A), nous

remarquons qu'il existe j 0 G N tel que Ov{j \ a, f3) — +oo pour j ^ j 0 si et seulement

si a et (5 dependent algebriquement l'un de l'autre, et que cette propriete ne depend pas

de la fonction tp choisie. Ceci dit nous ecrivons 0^,{a, /3) = +oo pour tout <p lorsque

a = j3, et nous notons Ov{a, 0) G (*K)+ l'hyperreel determine par Ov,(. | a, /3) des

que a ^ (3 dans C /~ .

Remarquons a nouveau que si tp ^ <p' alors Ov{a, f3) ^ Ovi(a, /3) pour tout

a, /3 G C, et que Ov(a, (3) ne depend que de l'hyperreel determine par la fonction if>.

https://doi.org/10.1017/S0004972700016294 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0004972700016294


[11] Classification de Mahler et distances locales 229

LEMME 3 . Soient a,f3£Cettp, tp', <p" G C telles que <p ^ y?' ^ <p". Alors

(i) 5(0^+21082(0, /?)) > a(min{Ov(a); Ov(p)}) > a{tp);
(ii) <V(a,/3) = Ovi{a,P) ou s(Ov,{a, /?)) ^ s(Ov(a, p) + tp + tp") ou

,{Ov{a,P))$a(V' + <p»).

DEMONSTRATION: (i) Soient a, /3 G C, si P et Q sont des polynomes realisant les
maximums dans les definitions de Ov(j \ a) et O,p{j | /?) respectivement, satisfaisant
<PU) ^ !og<(P), log<(Q) ^ f(j) - log 2, alors le polynome P+Q e Z[X, Y] est sans
facteur dans Z[X] U Z[F] (car P et Q sont non constants) et satisfait

log*(P + Q) ^ max{log<(P);log<(Q)} + 2.log 2 ^ v{j) + 2.log 2,

log ||(P + Q)(a, /?)|| ^ max{log ||P(a)||; log \\Q(P)\\} + a.exp

D'ou
1 1 logllPta)!! log HQ^Jir

par suite 0^+2 log 2(", /?) ^ 011^0^(0); 0¥,(/3)}.(l + e) avec e £ M. Et on complete
la demonstration de (i) avec le Lemme 2(i).

(ii) Si a et /? sont algebriquement dependants alors Ov(a, 0) = Ovi{a, (3) =
Ovii(a, 13) = +00, sinon on a Ov(a, /?) ^ 0^(0:, 13) ^ Ovii(a, /3) et nous considerons
l'ensemble

E = {j e N;Ov»(j I o,^) ^ CV(j I a,/3)

ou 0^ ( i I a,P) ^ Ov{j I a,P) + <p(j) + <p"(j) + c)

ou c est un reel > 0 independant de j qui pourrait-etre explicite. Si E € U
alors OV»{OL,(3) = O^>{a, (3) ou 3(0^(0, /3)) < s(O,,(a,/3) + y> + yi"), sinon £ G
W. Soient j £ £ et (J,i? 6 Z[X,Y] des polynomes irreducibles realisant les
maximums des definitions de Ovi(j \ a, /3) et O^nij \ a, /3) respectivement. Comme
Ovi(j \a,P)< Ov»(j I a, 0) on a Q ^ R et l'ideal / = (Q, R) de Z[X, Y] est de rang
2. Avec [9] et en homogeneisant, on verifie que I est de taille t(I) $J Ci.t(Q).t(R) ^

"(j)) et satisfait

log | | / (o , p)\\ < log ||Q(a, ^ ) | | + c2.t(Q).t(R),

car on montre comme dans la preuve du Lemme 2(i) log \\R(a, /3)\\ < log \\Q(a, (3)\\

(On a note ici | | / (a , /3)|| plutot que | | / | | ( a « comme dans [9]). Pour j G E on a

-exp (<V(j | a, P)) = & 7 ( g M " ' < -c2.exp(V"(j)) ^ -c2.t(R),

d'ou

log \\I(a, P)\\ log\\Q(a, P)\\ c2— $ — '
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On deduit alors des proprietes d'additivite et de multiplicativite de t(I) et | | / (a , /?)||
l'existence d'un ideal premier p de %[X, Y] associe a I, de rang 2, de taille i(p) ^
ci.t(Q).t(R) et satisfaisant

log ||p(a,/?)[| log \\Q{a,fi)\\ , _ , , m r i

II suit du Lemme 2.7 de [9] que p a un zero dans une boule de C2 de centre (a, 0)

et de rayon cs.exp (-(ci.*(.R))~1.exp (Ovi(j | a, ^))) . Soit maintenant P G Z[X, Y]

realisant le maximum de Ov(j | a, 0), si P £ p alors P s'annule au zero de p ci-dessus

et par continuite

^ / • . .NX l o s

exp (Ov(3 | a , /J), = —

d'ou Ov<(j | a,/3) ^ Ov(j | a, /?) + v(j) + ¥'"(i) + c en contradiction avec j e E. Ainsi
P ^ p et l'ideal (p, P) est de rang 3, et tous ses premiers associes intersectent Z. On
a t((p, P)) ^ Cl.f(p).i(P) et

< C7. max{log ||p(a, /3)|| ;log ||P(a, /3)||} + c8.t(p).<(P),

On en deduit

log ( l l p t , / ) ! ! )
exp (CV(j | a, /?)) < Cl.t(R). ^ — — '- + c2.<(i2) ^ Cl0.exp(v>(j) + <p"(j

ou

log(||P(a,/J)|r1)
exp (Ov(j | a, ^)) = i -^ ^. ^ c9.t(p) < c l o .

pour tout j E E. La premiere eventualite est exclue lorsque j & E, et done si E (=l(

on a 3(0^,(0, /?)) ^ a(v' + <p"), ce qui acheve de montrer (ii). D

Soient a,{} G C, le Lemme 3 montre que, si a / /3, la fonction / definie par
/ ( o ) = : s(Oaip{a,/3)/<p) si a G (*K)+, o ^ 1 (et / ( a ) = 1 si a < 1) satisfait les
hypotheses du Lemme 1 avec £ = c — 2. Les ensembles ^ j ( / ) (j G N) admettent done
des bornes superieures dans Fi et la suite (supEj{f)/2^ . N definit bien un dihyperreel

a(f) G F . Nous noterons pv{a, 0) = a ( / ) + 1 si a ^ /? et poserons pv(a, 0) = +00 si

Z = 0.

DEFINITION: Pour a,/? G C, <p G C, on appelera onfre djapprozimoh'on mutuelle

(relatif a <p(jU)) de (a, /?), l'element p v (a , /3) de T defini ci-dessus.
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REMARQUE 6. On a pv(a, j3) = +oo si et seulement s'il existe x £ R, x ^ 1 tel que
OXip{<*, 0) = +oo, i.e. si et settlement si a et /? dependent algebriquement l'un de
l'autre (i.e. a = (3). De meme on a ptp(a) = +oo si et seulement si a est algebrique
sur Q (i.e. 5 = 0).

REMARQUE 7. Comme pour l'ordre de transcendance, notre notion d'ordre d'approxi-
mation depend du choix de l'ultrafiltre U fixe et nous omettrons l'indice <p le cas
echeant.

P R O P O S I T I O N 2 . Soient a,/3, a',/3' e C, <p,tp' e C, x e E , x ^ l et a e r j .
On a:

(0) Pv>(a,/3)^2;

(1) s'il existe y £ K , y ^ l tel que Oyip{a., f3)/<p ^ C alois

pxv(a, /3) - 1 ^ (l/x).(Pip(a, 13) - 1);

(ii) si s(Obv{a, (3)l<p) s? a.s(Ohv.(a', f3')/<p') pour be*R,b^l alors

(iii) si s{<p) = s(tp') alors pv(a, /?) = pvi(a, /3);

(iv) pv(a, f3) = Pip(/3, a), Pip{a, 0) = pv{a) et pv(a, f3) = +oo si et settle-

ment si a = f3;

(v) l'ordre d'approximation mutuelle pv(a, (3) £ T ne depend que des classes

de a et (3 dans C / ~ , et ne depend pas du choix de la taille t dans T.

DEMONSTRATION: Elle recopie celle de la Proposition 1.

(0) On a clairement Pv(a, f3) ̂  2 par definition, avec le Lemme 3(i).

(1) On a pp(ct, j3) — 1 = a(f) et pxv>(a, /3) — 1 = a(f') ou / et / ' sont definies

par f(b) = s(Obv{a, 0)/<p) et f'{b) = s(Obxv(a, f3)/x<p). Soit n 6 N tel que 2n ^ x,

on a a(f) ^ ( l / x ) . o n ( / ) , d'ou le resultat avec le Lemme 1 car il existe y 6 K, y ^ 1

tel que f(y) <£ s(C).

(ii) Soient f(b) = s{Obv{a,P)l<p) et /'(&) = s{Ob>p,{a\ 0')/v'), comme / ^
af par hypothese on a, par definition, a(f) ^ a.a(f'), c'est-a-dire pv(a,/3) — 1 =
a.{pv.(a',t3')-l).

(iii) Avec les notations ci-dessus, si s(tp) = s((p') et a = a ' , 0 = (3', les ensembles

Ejif) e* Ej(f') coincident, on a done encore par definition pv{a, /?) = pip>(a, /3)-

(iv) Pour 6 G *K, 6 ̂  1 on verifie directement sur les definitions (et avec le Lemme

1.13 de [9], par exemple) Obv,(a, (3) = Obv{0, a) et

Oblp(a, 0) ^ Obv{a) < Obv>+Cl{a, 0) .
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D'ou on deduit pv{0, a) — 1 = pv(a, 0) — l et pv{a, 0) — 1 = pv{a) — 1 • Par definition
pv>(a, 0) = +oo si et seulement s'il existe y g E . y ^ l tel que Ovv,{a, 0) = -foo, ce
qui est bien equivalent a 5 = 0 (voir Remarque 8).

(v) Si a et a ' sont dans la meme classe dans C / ~ il existe Q £ Z[X, X'] \ {0},
irreducible tel que <?(a, a') = 0. Soit 6 e * R , 6 > l e t j 6 N , prenant le resultant
par rapport a X de Q et d'un polynome P £ Z[J£, Y] realisant le maximum dans la
definition de O\,v(j | a, 0) on obtient un polynome P' G Z[X', Y] \ {0} satisfaisant:

log t(P') < 6^(7) + C l et log ||P'(a', ^ ) | | < log \\P(a, 0)\\ + c2.t(P).

On en deduit Ob(v+ei)(j \ a', /3) ^ Obv{j \ a, ^).(1 + e(j)) ou e G A<. II suit

pour tout 6 € *K, 6 ^ 1. Et avec (ii), (iii) et s((p + c\) = a(^) on obtient pv(ot, (S)

'j /9) = Pv>(a'> /?)• L'inegalite inverse se montre de la meme facpn.

Si on remplace la taille t par une taille t' satisfaisant

pour c £ l , c ^ 1 on verifie, pour 6 6 T R , 6 ^ 1 e t j e N ,

j \a,0) + log c.

On en deduit pv(ot, /?) ^ p'(a, 0) grace a (ii) et (iii), car a(y> + logc) = s[tp).

L'inegalite inverse se demontre pareillement. D

REMARQUE 8. Si <p & C, l'ordre d'approximation mutuelle pv(a, 0) de a et 0 est bien

defini et ne depend done que des classes de a et 0 dans C /~ , nous le noterons encore

pv(a, 0) . Lorsque 0 — 0 on a pv(a, 0) = pv{5).

REMARQUE 9. Si p~(a, 0) 7̂  +oo alors Ov(a, 0)/ip est limite pour tout (p e C et

4. DISTANCE LOCALE ET TOPOLOGIE

Dans tout ce paragraphe nous fixons une fonction <p & C, nous omettrons l'indice
correspondant dans les notations pv(a), pv(a, 0).

On definit la fonction dam: (C/~) —» F par dam(u, u) = 0 et si u ^ v,

dam (it, v) = 2/p(u, v).
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THEOREMS. La fonction dam est bien deRnie et ne depend pas du choix de la
taille t dans T. Elle induit une distance locale non standard sur C / ~ , c'est-k-diie
veriRe, pour tous u,v,w S C / ~ :

(i) dam (it, v) = 0 <=> u = v
(ii) dam(u, v) = dam(v, u)

(iii) dam (u, to) ^ max{dam(u, v); dam(v, to)} des que dain(u, v) et
dam(v, w) sont plus petits qu'un inSniment petit de F i .

On a de plus dam(u, v) ^ 1.

La demonstration du theoreme repose en partie sur le lemme suivant.

LEMME 4 . Soient et,/3,7 G C et <p,<p' EC, alors

/Q».+y'+iog6(«,7) + H> + <P'\

V f + 9' )

v + v1 f <P + <P' <p'

En particulier, s'il existe y £ R , y ^ l tel que Oyv[a, P)/tp et Oyv(/3, "y)/<p ^ C on a

M a » 7) > min{pv(a, /3);pv(l3, 7 ) } .

DEMONSTRATION: Soient j £ N et P eZ[X,Y], Q eZ[Y, Z] realisant les maxi-
mums des definitions de Ov(j \ a, /3) et Ovi(j \ /?, 7) respectivement et satisfaisant

<p{j) - log 2 ^ log t(P) < <p(j) et <p'(j) - log 2 < log t(Q) ^ <p'(j).

Prenant le resultant de P et Q par rapport a Y on obtient un polynome R £ Z[JL, Z],

sans facteur dans Z[X]U Z[Z] et satisfaisant

log<(/?) ^ logi{P) + log t(Q) + log6 ^ v'(j) + V'(i) + log6,

log \\R(a, 7 ) | | ^ max{log \\P(a, 0)\\ ;

On en deduit

CW+iogeC? I "» 7) ^ min{Ov(i | a, 0) - <p'(j); CV(j I P, 7) -

II suit, avec le Lemme 3(i),

/Q ¥ , + y . - n o g 6 ( a , 7 ) + y + y ' + i o g 2 \
V <P + <P' + i o g 6 y
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Soient j G N, a, a' G 2>.(1 + M), appliquant le resultat precedent avec tp remplace
par a.tp et tp' par a'.tp on a s{tp/{tp + tp')) = s(tp'/(<p + <p')) = 1/2 et on montre,

P2V>(<*> 7) ^ 2 > m i n ^ ( a > P)'>P<P(0> ?)}•

Mais s'il existe y G R, y ^ 1 tel que Oyv(a, f3)/tp et Oyv(f3, 7) $ £ , on a done
02yv,+iog8(a<, 7)/v» £ £ , la Proposition 2(i) entraine P2p(ct, 7 ) - l < l/2.(pv(a, 7) - 1)
et on a pv(a, 7) £ a(£), d'ou pv(a, 7 ) - l = ^ ( a , 7)-2 et p2v(a, 7) < l/2./v(a> 7)- D

DEMONSTRATION DU THEOREME: H decoule immediatement de la Proposition 2(v)
et (iv) que la fonction dam est bien definie, independante du choix de t dans T,
symetrique et qu'on a dam (a, /3J = 0 si et seulement si a = /?.

Posons u = a, v = P et 10=7 , lorsque dam(u, v) et dam(v, w) sont infiniment
petits dans Fi il existe y 6 R, y ^ 1 tel que Oyv(a, /3)/<p et Oy<p(/3, *f)/<p £ C Le
Lemme 4 entraine alors

dam(u, to) ^ max{dam(u, u);dam(v, to)}.

On a, d'apres la Proposition 2(o), p(u, v) ^ 2, d'ou dam(u, v) ^ 1. D

La fonction dam ainsi introduite permet de definir de fac,on univoque une topologie
separee sur C/~. Soient u G C/~ et e 6 Y\, posons B(u, e) — {v £ C/~; dam(u, u) <
e} et H(u, e) =: {v G C/~; dam(u, w) < e}.

D'apres le theoreme on a C/~= B(0, 1). II existe une unique topologie sur C/~
telle que les ensembles B(u, e) (e G FJ) forment un systeme fondamental de voisinages
de u G C/ ~ . Les ouverts non vides de cette topologie sont les parties U de C/ ~
telles que pour tout u G U il existe au moins un e G FJ satisfaisant B(u, e) C U.
En particulier, d'apres le theoreme, les parties B(u, e), ou c est infiniment petit dans
Fi , sont a la fois ouvertes et fermees, de meme pour les parties B(u, e). D en resulte
que l'espace C/~ muni de cette topologie est totalement iiscontinu. D'un autre cote,
l'espace topologique C/~ est separe car si u ^ v on a dam(u, v) > 0, il existe e G FJ,
infiniment petit, tel que e < dam(u, v), et on verifie alors B(u, e) fl B(v, e) = 0. Ainsi
C/~ est separe et tous ses points possedent un systeme fondamental de voisinages a la
fois ouverts et fermes, autrement-dit C/~ est un espace eparpille (au sens de [3]).

La distance locale determine une structure uniforme sur C/~ (voir [3, Section 3])
dont un systeme fondamental d'entourage est donne par les parties de (C/~) x (C/~)
de la forme {(«, v); dam(u, v) < e} (e G FJ). Muni de la topologie et de la structure
uniforme ci-dessus, C / ~ est un espace uniforme, separe done completement regulier
(voir [3, Section 4.4]). En fait, l'inegalite ultrametrique locale permet de montrer que
tout recouvrement ouvert de C/ ~ admet un recouvrement plus fin par des ensembles
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disjoints de la forme B(u, e). On en deduit que C / ~ est un espace paracompact (voir
[3, Section 8.20]), de dimension de recouvrement nulle.

F A I T S .

(i) On a dam fa, 0] ^ 1/2 pour tout (a, 0) G C2 hors d'un sous-ensemble

de C2 Lebesgue-negligeable, de dimension de Hausdorff 2 .
(ii) L'espace topologique C / ~ n'est pas compact.

DEMONSTRATION: (i) On suit les demonstration de [10, Theoreme 23] ou [4,

Theoreme 4]. On sait, d'apres le theoreme (iii), que dam (a , /?J ^ 1, si on a

dam fa, 0\ < 1/2 alors p(a, 0) > 4 et il existe une suite infinie de polynomes

Pj G Z[X, Y] (j e N), sans facteur dans Z[X] U Z[Y] telle que pour tout j £ N

on ait

On deduit alors du Lemme 2.7 de [9], qu'il existe (a ' , 0') e C2 tel que Pj(ct', 0') = 0

et log ||(a — a' , /? — /?')|| ^ —ci.j.t(P,)s ou ||.|| designe la norme hermitienne habituelle

sur C2 (\\{a\ /3')||2 = \a'\2 + \0'\2) . On peut aussi supposer, sans perte de generalite,

Si P G Z[X, Y] et * G R, notons B(2(P), x) l'ensemble

{(a', 0') G C2; 3(a", 0") G C2, P(a", 0") = 0,

||(a", /3")|K 2, ||(a' - «", 0' - 0")\\ < x}

et posons encore, pour j , k G N*,

Ejtk = (J B(Z{P), exp (-Cl.j.t(P)3)), Ej = {j Ejtk et E = f| Eh

ou la premiere reunion porte sur tous les polynomes P G Z[X, Y], sans facteur dans

Z[X) \JZ[Y] et satisfaisant Jb ̂  t(P) < fc + 1. On a Ex D E2 D . . . et (a, 0) G E des

que ||(a, /3)|| < 1 et dam fa , 0j < 1/2, verifions que E est de mesure de Lebesgue

n(E) nulle. Le nombre de termes dans la reunion definissant Ejtk est majore par

exp (c2^3) , tandis que la mesure de Lebesgue de chacun des ensembles est majoree par

) s ) . Ainsi

jtk) < cs.(k + l).exp (-(C l j - C2).fc
s),

et on en deduit

l).exp ( - ( d j - c2).fc
3) < C 4.exp(-C l . i) ,
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d'ou /x(JB) = 0, car y.(E) < fi(Ej) pour tout j 6 N*. On montre de meme que la
a-mesure de Hausdorff de E est nulle pour a > 2 (voir [1, Section 4]). Mais, d'un autre
cote, E contenant la diagonale de C2 est de dimension de Hausdorff ^ 2.

(ii) Comme, d'apres (i), dam (a, /JJ ^ 1/2 pour (a, 0) hors d'un ensemble

Lebesgue-negligeable de C2 , on construit une suite «o = 0 , ui, . . . d'elements de C/~
n - l

telle que un E. f] {v; dam(iti, v) ^ 1/2}. En effet, cette derniere intersection contient
t=0

les classes de presque tous les nombres complexes. On a done dam (it;, u;) = 0 si t = j
et ^ 1/2 si i ^ j , et comme dans un espace compact le nitre associe a toute suite doit
admettre au moins un point adherent on en deduit que C/~ n'est pas compact. u

EXEMPLE: L'ultrafiltre tt etant fixe on suppose <p = id et on considere 7 € C,
*-i

7 ^ 2 . Posons ao = 1, at = Yi (2ot7(2o,*)) pour k ^ 1 et
»=i

2n 2n+l

on a i n ^ 2.O2n et 6^ ^ 2.a.2n+i. On introduit les nombres reels suivants associes aux

suites (6n) et (Vn):

On verifie, pour n assez grand, les proprietes suivantes

7(») - c pour j G [bn, b'n[
b'n 2 .a 2 n +i

I * ) / i ^ 6 " + i r ^ ~ ' ^ C2W+!>
2

+ g 2"+ 2 " ' > 7(1) - c pour i

ou c > 0 est un reel independant de n et j . Mais, pour tout m £ N, un des ensembles
U [2-m.6n,2-m.6'n,[nN ou U [2-m.6n,2-m.6n+i[nN appartient a U et done, avec

y.m = 2m.t(i, on a a{OVm{6)/<pm) > s{y) ou s(OVm(0')/<pm) > 5(7). De meme,
l'ensemble des m tels que la premiere eventualite se presente appartient a U ou e'est
l'ensemble des m tels que la seconde eventualite se presente qui appartient a It. On
en deduit pv{6) ou pv{6') ^ 5(7) dans F avec <p = <po = id. Enfin, on verifie (voir
[4], par exemple) que ni 8, ni 6' n'est algebrique. Ainsi, pour tout element 7 de Fi il
existe une classe non nulle de C/~ d'ordre de transcendance (relatif kU) ^ 7 .

REMARQUE 10. Lorsque a 6 C et ip est de la forme <p(j) = f.e';j G N, e, / € R+, e >

1, le diagramme de la fonction Ov(j | o-)lf{j) contre j est un diagramme en dents de

scie exponentielles. On a un ensemble de sauts

E.aut = {j G N; Ov{j - 1 I a) < Ov{j | a)},
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en entre chaque saut la fonction Ov(j \ a)/ip(j) doit necessairement retomber selon une
loi exponentielle decroissante a une valeur ^ 1 + e(j) (ou e £ RN definit un element
de JM ). L'ordre de transcendance habituellement defini dans la litterature est la limite
superieure de ces dents de scie alors que nous avons opte pour une limite selon un
ultrafiltre. En particulier, on notera qu'il ne suffit pas que la limite superieure soit
-}-oo pour que l'ordre de transcendance que nous avons defini soit infiniment grand, il
faut encore que les sauts correspondants aux tres bonnes approximations soient assez
"frequents" selon l'ultrafiltre choisi.

L'exemple precedent la remarque 10 montre que la distance dam que nous avons
definie et la topologie deduite ne sont pas discretes.

QUESTION 1. Pour u £ C/ ~ fixe que peut-on dire de l'ensemble des 7 6 P (i.e.
7 £ F, 7 7̂  0) tels que 7 = dam (it, v) pour au moins un v dans C /~?

QUESTION 2. L'espace uniforme C / ~ est-il complet?
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