BULLETIN 13 (1), 1970

DEMONSTRATION DE LA FORMULE KUNNETH
PAR LA THEORIE HARMONIQUE

PAR
NGO VAN QUE

Etant données deux variétés différentiables compactes M et N, nous avons la
formule de Kiinneth

H'(MxN,R) = +€I—)= [H?(M, R) @ HYM, R)]

qui établit la relation entre la cohomologie réelle de la variété produit avec celle
des facteurs. Cette formule est bien connue en topologie algébrique, et elle est
valable dans le contexte plus général de la catégorie des espaces topologiques.
Nous voulons donner ici une démonstration de cette formule par la théorie
harmonique de Hodge-Kodaira [1]. Une telle démonstration n’est pas explicite,
autant que je sache, dans la littérature; elle est désirable, par exemple, dans un
cours de géométrie différentielle sur les formes harmoniques.

1. Désignons respectivement par p; et p, les projections de la variété produit
M x N sur les facteurs M et N. Nous avons pour le fibré cotangent 7* de M x N le
produit de Whitney sur M x N

T* =T¥xT%

ou T¥ et T¥ sont respectivement les fibrés induits p¥T*(M) et p¥T*(N) sur M x N
par p; et p, des fibrés cotangents de M et N.
D’ou, pour le produit extérieur
ATT* = (APT¥ @ ATY)
p+g=r
Alors A étant ’espace des r-formes extérieures de M x N, i.e., ’espace des sections
de A'T*, nous avons
A= @ A

pHg=r
AP étant espace des sections de APTY¥ ® AT%. La différentiation extérieure

d: A7— A"+ est évidemment telle que d: A™?—>A4P+11 P APa+L,
Ainsi nous avons la décomposition canonique de d en deux composantes

» d=d +d,
avec dy: AP — 4P+
et dy: AP — AP+l
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Les opérateurs d, et d, sont des opérateurs respectivement induits sur les formes
extérieures de M x N par la différentiation extérieure sur M et N; précisément,
o et B étant des formes extérieures sur M et N, on a

dp¥a = dyp¥e = pfde
dpiB = dop3B = p3dB

@

2. Nous allons supposer donner sur M et N des structures Riemaniennes. Sur
M x N, ily a la structure Riemanienne produit. Par la théorie de Hodge-Kodaira,
P’espace A des formes extérieures sur M x N est un espace préhilbertien, dont nous
avons évidemment cette décomposition orthogonale

A =@ 4

psq
Nous noterons par 8 I’opérateur adjoint de la différentiation extérieure de A
ddw, 0"y = {w, du">
L’opérateur 6: A"™— A"~ est aussi tel que
8: AP — AP-La @ fre-1
D’ou encore la décomposition de 8 en deux composantes
1) 8 =8;+38,
avec 811 AP — Ar-1a
82: AP-Q._)AP-G-I

qui sont respectivement des opérateurs adjoints de d; et d;. De méme, 3, et 8, sont
des opérateurs induits sur M x N respectivement par I'opérateur adjoint § de M
et N; précisément, o et B étant respectivement des formes extérieures de M et N,
ona

Spfa = 8;pfe = pYde

2[
@ 3p3B = 8.p3B = p3dB

3. Dénotons par H' les r-formes harmoniques de M x N, i..e, ’ensemble des
r-formes w de A" telles que dw=0etw=0. Si A; et h, sont respectivement des
p-formes, g-formes harmoniques de M et N,on a

(pth) ® (pEih)e H™ ou p+q=rr
En effet, d’aprés (2)
d(pth, @ pih;) = (dipthy) ® pihs+pthy @ (d5pshs)

= (pidh;) ® ptha+(pih) ® (pidhs)
=0
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et d’apres (2)

8(pth, @ p3hy) = (8:0Fhy) ® (pih)+pth, ® (82p5h2)
= (pfdhy) ® pihy+pth, @ (pidhy)
=0
Ainsi donc p¥ ® p¥ définit une application évidemment injective

©) pi®ps: @O H'(M)QHWN)—~H

ou HP(M) et HYN) sont respectivement I’espace des formes harmoniques de
Met N.

4. D’aprés le théoréme fondamental de Hodge-de Rham qui donne liso-
morphisme entre la cohomologie réelle et 'espace des formes harmoniques d’une
variété compacte Riemanienne, la formule de Kiinneth est équivalente & dire que
Papplication p¥ ® p¥ de (3) est surjective. Ou ce qui revient au méme de dire que
si w est une r-forme fermée de M x N, w est cohomologue 4 une forme qui est dans
I'image de ®,4q-, H?(M) ® H(N) par I'application p¥ ® p¥.

Rappelons que nous avons

AT= @ 47

p+ag=rt

Ainsi dans cette décomposition w=w"0 4w 14 ... 407

(a) Si w=w"", la relation dw=d; w®"+dyw® =0 nous donne ces deux égalités
dlwo"=0 et dzwo"=0.

11 est immédiat de voir que la premiére des derniéres égalités implique
= p3pB
ol B est une r-forme de N. Et d’aprés (2)

0 = dy®" = dyp3p = p3dB;
comme p} est injectif, B est fermé. Or sur N, la r-forme fermée B est cohomologue &
une r-forme harmonique A, de N.
B = hy+do
D’ou
w = = piB = p¥h,+dpko
C’est ce que nous voulons montrer pour w.

(b) Dans le cas général, nous allons réduire successivement le probléme a ce cas
particulier. Supposons donc que

W =P TP L P LRl L L )0
avec p>0.
7—c.M.B.
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Les opérateurs d, et §, étant adjoints I'un de 'autre, d’apres Hodge-Kodaira,
nous avons pour tout couple (p,q) dans Pespace préhilbertien A47¢ cette dé-
composition orthogonale

(4) Ap,q = Hg'q’l“dlAp—l’q"’ 81Ap+l,q
ol H%?est ’ensemble des formes w?? de 479 telles que
dlw"’q =0 et 81w”"‘ =0

L’espace HY%+d, AP~ est 'ensemble des formes w”? qui sont d,-fermées, i.e.,
d;w™? = 0. La remarque suivante est essentielle, quoique nous laissions au lecteur
de faire la vérification immédiate. '

e P9 = pfHYM) @ pfA*(N)
Ceci dit, la forme w étant fermée
dow = dyw+d,w =0
Ce qui entraine que dans la décomposition w=w"""?+ - - - + %, nous avons
diw®" P = 0 et dyw™ P+ dyw? " HTTPHL =
D’ou d’aprés (4) et (5), w?"~? étant d;-fermé,
wPTmP = ini‘hl,i ® p3Bit+dio? TP
ol [A, ;] est un ensemble fini de p-formes harmoniques linéairement indépendantes

de M; B,, des (r—p)-formes de N et ¢*~1"~? une forme de A?~1"~?, Ainsi nous

avons
0 = dyo?" P+ dj@?~bTPHL = zpikhu ® pidp;+dydae® =177
1

+d1wp—1.r—p+1

Donc encore d’aprés la décomposition (4), nous avons 3, pih, ; @ pydB,=0.
Comme les 4y ; sont linéairement indépendantes, p3dB,=0 ou encore dB;=0. Ainsi
donc B; sont des (r— p)-formes fermées de N,

Bi = hy+dy;

i.e. B; est cohomologue & une (r —p)-forme harmonique 5, ; de N. D’od
wP"TP = z p’lkhl,i ® Pghz,t + Z Pfhl,i ® pidy;+die?~Lr-P
i i

= EP’fhu ® Pahos+d (O pihy; ® pay)+do? 1T —dyoP~Lr-P

Autrement dit,
w_izpikhl,t ® Pihay = (WP~ 2 P —dpgP LT TP) L P TBTIPEEL L g g0

+d(‘z Pihiy @ plyi+oP1TP)
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le second membre étant cohomologue & une forme fermée w’ de A" telle que
o = wrp—l,r—p+1+w'p—2,r—p+2+ cee /0T

C.Q.F.D.
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