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Abstract. We study the transcendence degree (of the values at algebraic points) of the coordinate
functions of a given one parameter subgroup on a siggenensionall’-module. In such a situa-

tion, we obtain a lower bound for this transcendence degree dependingrahon the growth order

of the parameter subgroup. As a particular case, one gets the finite characteristic analogue of a result
of Siegel on the algebraic independence for the values of the classical Bessel function.

Résumé. Nous obtenons une minoration du degré de transcendance d’'un ensemble de valeurs en
des points algébriques des fonctions coordonnées d'un sous-groupe a un paraméfrenddale

simple, en fonction de I'ordre de croissance de ces dernieres et de la dimengienatiule. Un cas
particulier de ce résultat permet d’obtenir en caractéristique finie un analogue d'un résultat de Siegel
sur I'indépendance algébrique des valeurs de la fonction de Bessel usuelle.

Mathematics Subject Classification 2000): 11G09.

Key words: Drinfeld modules, algebraic independence.

1. Introduction
1.1. CONTEXTE

Soit F, un corps fini de caracteéristique; nous noteronsA = F,[T] l'anneau
des polynémes en une variable a coefficients dank = F,(T) son corps des
fractions, etk,, = F,((1/T)) le complété de pour la valuation (17)-adiquev,
que I'on prolonge & une cléture algébriguéresp.k.) dek (resp.ks,). On notera
encoreC le complété de,, et |a| = ¢%99 = ¢—*@ |a valeur absolue d’'un
élémentx de C et I'on conviendra que dé€@) = —occ.

Notre but est de prouver des énoncés convenables d'indépendance algébrique
surk pour les valeurs des fonctions de Bessel-Carlitz qui sont des séries entiéres
a coefficients dank, et sont un analogue dans ce contexte des fonctions de Bessel
classiques en caractéristique O.

Pour rappeler la définition de ces fonctions, commengons par définir les
polynédmes factoriels de Carlitd,. On poseraDy = 1 et, pourn > 1,

D, = (T —T)D!_,. LasuiteD, fournit un analogue convenable des coefficients
n! du cadre classique (ou mieux encgré) qui apparaissent dans la fonction
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exponentielle usuelle. Dans le méme ordre d'idée, Carlitz a défini des fonctions
de Bessel. Pour tout entier nature] la fonction de Bessel d’ordne telle qu'elle
est définie par Carlitz (voir [6]), associe a tout élémeté C la somme de la série :

o0 (_1)kzqm+k

In(@) =) ———. 1)
kX:(:) Dm+k DZ

On notera que I'analogie entii(z) et la fonction de Bessel en caractéristique
nulle =2 ,(z%/k!?) respecte I'analogie de, avec les factorielles.

Les dérivations et équations différentielles satisfaites par les fonctions de Bessel
classiques seront ici traduites grace a un opérateur différaréfini pour toute
fonction f parAf(z) = f(Tz) — Tf(z) et par son premier itér&?.

Rappelons les relations fonctionnelles suivantes :

[ee] m+k m+k
(=DKT" —T)z
AJy(z) = Ju(T2) = TJ,(2) = Z P q"
D' D
k=0 m+k =k
o0 (_l)kqu71+k
= Z q q" (2)
k=0 Dm+k71Dk
et
A2Jn(2) = Ju(T?2) = 2T J,(T2) + T?J,(2)
B i (_1)k(Tqm+k _ Tqm + Tqm _ T)qu+k (3)
k=0 D31+kleZ

en combinant ces relations, on en déduit I'équation aux différences
A2J(2) = (T7" = T)AJ,(2) = [Jn(2],

ou encore :
AJn(T2) =TT Ay (2) = [Jn(2)]7.

En continuant de s'inspirer de I'analogie enkret le corps des nombres ra-
tionnels et entrd,, et les fonctions de Bessel usuelles, il est raisonnable d’attendre
un énoncé d’'indépendance algébrique correspondant au théoréme de C. L. Siegel
(voir par exemple [2]). Des équations fonctionnelles vérifiées par les fonctigns
on déduit aisément que les hypothéses d’'indépendance linéaire dans le théoréme
suivant sont nécessaires :

THEOREME 1.1. Soientas, ... ,a, des éléments d€, algébriques suik et

linéairement indépendants skir alors, pour tout entier natureh:, les2n éléments
Jn(ay), Ad,(ay), ..., J.(a,), AJ,(a,) sont algébriguement indépendants &ur
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RemarqueOn pourraita priori s'attendre a disposer d’'un tel énoncé avec en sus
les valeurs aux points étudiés de I'exponentielle de Carfitzs ¢(z). Cependant,
il est facile de vérifier qu’en caractéristique 2, otléz?) = e(z)?.

Les résultats connus dans cette direction étaient assez partiels. Un premier
énoncé affirmant la transcendance d’'un nombre parmi plusieurs valeurs des fonc-
tions J,, et AJ, se trouve dans la these de Geijsel (voir [14] Corollaire 12.7),
un autre se trouve dans [11] ou le deuxiéme auteur a montré comment un avatar
de la méthode de Wade pouvait servir & prouver @) (et aussiAJ,, (r)) est
transcendant quand est un élément non nul de Enfin, le deuxiéme auteur a
établi le cas: = 1 du Théoréme 1.1 dans [13].

La difficulté d’'une éventuelle adaptation de la méthode de Siegel-Shidlovsky
est la nonk-linéarité de I'équation aux différences satisfaite garz) (voir par
exemple [15] ou [17] pour cette méthode). Nous verrons comment I'équation fonc-
tionnelle que vérifieJ,,(z), conduit & l'introduction d'unT-module auquel on
appliquera la procédure classique pour prouver de la transcendance ou de l'indé-
pendance algébrique sur un groupe algébrique (comparer avec les travaux de
P. Philippon, [16]). La difficulté qui apparait alors dans cette approche est que les
T-modules associés ne possédent pas d’exponentielle au sens usuel. Nous mon-
trons cependant qu’'une exponentielle faible» existe, et qu’elle est suffisamment
« forte » pour faire passer la méthode.

Cette approche nous permettra en fait d'établir directement un énoncé plus
général, dont le Théoreme 1.1 ne sera qu'un cas particulier. Le théoréme
d’'indépendance algébrique des valeurs de I'exponentielle de Carlitz (analogue de
Lindemann—Weierstraf3) obtenu par A. Thiery dans [18] en découlera également. ||
s'agit d'un énoncé concernant I&smodules et leur exponentielle.

1.2. NOTATIONS ET THEOREME PRINCIPAL

Commencons par rappeler quelgues notations et introduire les quelques définitions
nécessaires pour ce travail.

DEFINITION 1.2. ParT-module de dimensiog, on entend la donnée d’un couple
E = (G{, ®) ouG; désigne le groupe additif de dimensigret ® un homomor-
phisme injectif d’anneauxf,-linéaire deF,[T] dans 'anneauM,,,(C){F} des
endomorphismes d&; vérifiant

&(T) = agF° + - -+ + ay F?,

ou lesq; (0 < i < d) sont des matricés x g a coefficients dan€ aveca, # 0, et
F est 'endomorphisme de Frobenius &ffrelatif ag. Pourd = 0 et®(T) = F°,
on parlera du module trivial noté simpleméi et, quand le contexte sera clai,

* Par convention, une matrieex b pos®dea lignes eth colonnes ; les vecteurs congiéds sont
des vecteurs colonnes, méme si pour des raisons de conenigodgraphique nous lescrivons
parfois en ligne.
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sera simplement désigné par Si tous lesz; sont a coefficients dans un corfis
on dira qued et E sont définis suk.

DEFINITION 1.3. Un sousT-module B de dimension d’'un 7-module E =

(G§, @) est un sous-groupe algébrique connexeGde(de dimension) tel que
®(A)B estinclus dans®. Si E n'a pas de soug-module propre, on dira qu'il est
simple. Plus généralement, lorsqu'’il n’y a pas d’hypothése de connexité, on parlera
de sousI'-module non nécessairement connexe.

DEFINITION 1.4. On dira que¥ est un homomorphisme analytique & un
parametre associé dirmoduleE si ¥ = (Y4, ..., ¥,) est une applicatiofy,,-
linéaire, analytigue d€ dansC¢# satisfaisant & (Tz) = ®(T)V¥(z). Si tous les
coefficients del (i. e. toutes les dérivées divisées d&g sont dans un corpk
sur lequelE est défini, on dira qu@ est défini suk . Lhomomorphismel est dit
d’'ordre analytique inférieur a s'’il existe un réew > 0 tel que pour tout dansC
et touti compris entre 1 e, degW;(z)) < wg” %92, On dira qued est d'ordre
au plusp (ou parfois pour simplifier d’ordre) s'il est d’ordre analytique au plys
et si de plus pour tout sous-corfisde C, tout élément € C, transcendant sut,
il existe une constante > O telle que pour tout € IF,[T] et tout¥(z) € K[£],
deg (¥ (az)) < ag”(deg(¥(z)) + 1.

DEFINITION 1.5. On dira queo est une exponentielle faible dirmoduleE =
(G§, @), sieq est une applicatioffr,-linéaire deC# dansC#, analytique suiCs,
telle qu'il existeM € M, (F,[T]), telle queee(M2) = P (T)eq(2) pour toutz e
Cs, et telle queey soit localement surjective (plus précisément, telle qu'il existe
r > 0, tel que pour tout € C¢, et touty € C¢, tels quely — es(2)| < r, il existe
Z € C8 tel quey = e4(2)*). Comme pour les homomorphismes analytiques a un
parametre, on dira que, est définie suk si toutes ses dérivées divisées sont dans
K. Ondira queze est admissible sk est une extension finie de et si la hauteur
du point défini par les dérivées divisées d'ordre au plugi. e. (A’es (0)) ;<)
est< cgM(log(M) + 1). On dira enfin gu’'un homomorphisme analytique a un
parametre est une spécialisationegdes’il existeé € Cé, tel queV (2) = e (£2).

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme principal.

THEOREME 1.6.Soit E = (G¢, ®) un T-module simple non trividlde dimen-
sion g, ¥ un homomorphisme analytique a un paramétre associé @ordre
inférieur & p et tous deux définis st On suppose de plus quie est une spécia-
lisation d’'une exponentielle faible admissible définie sur une extension Kinie
de k, et que I'anneau des endomorphismes Elest commutatif. Pour tout-
uplet (cra, . .. , &) d’éléments dé, linéairement indépendants sk le degré de

* Cette propete d'invariance des rayons sera en fait automatique pour les fonéiodies, car
elles sont additives.
T Ondira queE est non trivial s'il n’est pas isomorpheGS avec action trivale.
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transcendance sut du corps engendré par legg nombres¥;(«;), (1 <i < g,
1< j < n) est supérieur ou égala/p.

Au paragraphe suivant, nous établissons quelques lemmes sur leg sous
modules d&'-modules. La construction de transcendance est faite au paragraphe 3,
on trouvera enfin la preuve du Théoréme 1.6 au sous-paragraphe 3.1 et celle du
Théoréme 1.1 au paragraphe 4.

2. Préliminaires sur les sousl-modules

Nous aurons besoin d'une description des sousodules d’une puissance d'dhk

module simple généralisant la description faite pour les puissances de modules de
Drinfel'd (voir par exemple [5], [9] et [18]). Ces lemmes établissent des propriétés
similaires a celles rencontrées pour les sous-modules de puissances de modules
simples au sens de Bourbaki (voir [4] paragraphe 4), maigro®dules simples

ne sont pas desd-modules simples (au sens de [3] paragraphe 10) a cause des sous
T-modules de torsion. Les arguments sont toutefois trés proches.

DEFINITION 2.1. Un endomorphismg d’'un 7-moduleE = (G5, ®) de dimen-
sion g est un endomorphisme du groupe algébri@ijetel que pour tout: dansA,
onait:®(a)o f = f o ®(a). Il est donc équivalent de demander gaeoit un
polyndmerF ,-linéaire satisfaisant @(7) o f = f o ®(T).

Nous allons commencer par vérifier que la dimension d’'un sous-module d’'une
puissance d’'uif’-module simple est bien celle que I'on imagine.

LEMME 2.2. SoitE = (G}, ®) unT-module simple de dimensigretn un entier
naturel. Les seuls sous-modules d&E" sont de dimension multiple de

DEMONSTRATION. Supposons qu'il existe un sofismodule B de E” de di-
mension minimaldg + r avec O< r < g. Le groupe algébriqué + E x 0"~1
est de dimension supérieure a celleRIeSi elle est égale a celle d&, c’est que
E x 0" estinclu dansB.

Le méme raisonnement appliqué a un produit quelconque de la forme

D;=0 x Ex 01

prouve que, comm® n’est pask” (sinon! = n etr = 0), 'une de ces sommes
B+ D; est de dimension strictement plus grande que celR.d@r, dim(B+D;) =
dim(B) + dim(D;) — dim(B N D;).
Par minimalité deB, dim(B + D;) est un multiple de et par simplicité de il
en est bien de méme poBrN D; donc pour leT-moduleB, ce qui est absurde.
Le Lemme 2.2 est donc établi. Le lemme suivant permek geésenter par un
systéme générateur un sous-module d'uf-module :
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LEMME 2.3. SoientE un T-module simple de dimensign > 1, n un entier
> 1, et B un sousT-module deE” de dimensiong. Il existe un morphisme de
T-modules surjectif® de E* sur B. De plus,® est représenté par une matrice
n x u a coefficients danEnd(E).

DEMONSTRATION. On fait une récurrence sur=n + dim(B). Il n’y a rien &
prouver pouin = 1. On suppose la propriété satisfaite jusqu’au ranoientB

un sousT’ -module deE” etn + dim(B) = m + 1. Considérons la projection, de

B sur E"~! x 0. Si la projectionr1(B) a méme dimension quB, par hypothése
de récurrence, il existe un morphisnfede E* sur w1(B). Le noyau der; est
donc un sous’-module de{0}*~! x E fini, non nécessairement connexe. C'est
donc unA-module de torsion fini. Il existe donc un élémerde A tel que ®" (a)
annule kefr,). On pose alors pour toytde £, ®(y) = ®"(a)(2) pour unzdans
'image réciproque d¢ (y) parm; ; © est bien définie, et son image est incluse dans
B. Inversement, soit un élément deB. Il existe alors un élémertt de B tel que
®"(a)(Z) = z; en effet,®"(a)(B) est un sou§d’ -module deB de méme dimension
gue B. Si tel n'était pas le cas, le noyau d¢ (a) serait de dimension au moins
1; il en serait donc de méme pour celui @¢a). Mais, ke (a)) est un soud -
module deE non nécessairement connexe, et confirest simple, sa composante
neutre est nécessairement nulle puis@ue) ne peut étre identiquement nul ; une
contradiction. CommeB est connexe, on a bieb"(a)(B) = B.

Soit alorsy un élément de&“ tel que f(y) = m1(Z). On vérifie aisément que
®(y) = z, ce qui assure la surjectivité da

Si la projectionr1(B) n'a pas méme dimension qug& son noyauN est de
dimension> 1, et c’est un soud -module de{0}"~! x E; N est donc égal a
{0}"~1 x E. Mais alors,B est somme directe d&; et deN (avecB; = m1(B)).

Par hypothése de récurrenck, est I'image par un morphisme surjectif
de E*~1, et le morphisme(f, Id) fournit I'application ®. L'application ® est
déterminée par sesvecteurs coordonnée3,, ... , ©,, qui sont des polynémes
additifs enu variables. L'action ded"(T") étant diagonale, on tire de l'identité
B®o®(T) = ®(T) o ® que chagu®; est une somme deendomorphismes dg,
ce qui montre le Lemme 2.3.

On vérifie maintenant que les sous-modules d’'un module de la f@éfme E”,
oU E est simple sonk scindés» :

LEMME 2.4. Soit B un sousT-module d&(G,)* x E”, ol E est unT-module
simple de dimensiog non trivial et ouG, est leT-module trivial. Alors, il existe
un sousT-moduleB; de E" et un sous-groupe algébrique connexele G tel que
B=Gx Bl.

DEMONSTRATION. Sig = 1, cet énoncé découle du Lemme 1, page 205 de
[10]. On supposera donc pour la suite de la preuveggue?. Considérons d’abord

* On noted®” la matrice fornge des blocs diagonay®, ... , D).
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le cas d’'un soug’-moduleB deG, x E". Lintersection deB avec Ox E" est de
la forme Ox B; ou B; est unT-module de dimensiong (par le Lemme 2.2). Si
dim(B) = dim(B;) alors, commeB est connexe et contiemd,, ils sont égaux.
Sinon la dimension d& n’ayant pu chuter que de 1 par intersection, @mn =
ug + 1.

Le T-moduleB est inclu dansty(B) x m2(B) oumr, est la projection su, x 0
et est la projection sur & E". Le seul cas non trivial & considérer est celui ou
m1(B) # 0. Commeg est supérieur a 271(B) est de dimension I7,(B) est de
dimensionig ou! > u. La dimension der,(B) étant comprise entre difB) et
dim(B) — 1, on a finalement=u et B = G, x Bj.

Traitons ensuite, par récurrence &uf dim(B), le cas d’'un soug’-module B
deGk x E". Lintersection deB avec Ox GX~1 x E" est de dimension égale a celle
de B ou un de moins.

Si c’'est celle deB, I'hypothése de récurrence permet de conclure. Sinon c’est
dim(B) — 1 et par hypothése de récurrence,

Bﬂ(OxG’a‘_le"):GxBl.

Par hypothése de récurrence encore, la projeetioR) de B sur le facteur &
G’;*l x E" est de laforme&s’ x B,, et, comme la projection contient I'intersection,
on sait queB, contientB;.

Mais, la projection3(B) est aussi de dimension comprise entre @met
dim(B) — 1. Commeg > 2, on aB; = B, (toujours, en tenant compte du
Lemme 2.2). En conclusiorB contient O0x B, et commeB; est la projection
sur Ox E”, B est bien de la formél x B;, ce qui prouve le Lemme 2.4.

On considére maintenant Uirmodule déterminé par un morphisndg7) et
on rappelle que |€-espace vectoriel des applicatidiiglinéaires deG’ dansG,,,
hom(G%, G,) est muni d’une structure d€[7'] module par I'application qui, a un
couple(P, Zf:o a;T") de homG”, G,) x C[T], associer:0 a; P o ®(T") noté
O _aTH.P.

Le lemme qui suit donne un critére pour assurer gidmodule posséde un
anneau d’endomorphismes trivial (et danfortiori qu'il est simple) :

LEMME 2.5. Soit E un T-module de dimension tel que le C[T]-module
hom(G%, G,) soit libre de rangl. AlorSEnd(E) = ®(A).

DEMONSTRATION. Il suffit de suivre les arguments de J. Yu (voir [21]). Soit
donc f un endomorphisme dg. L'application de honG%, G,) dans lui méme
gui, ag, associeg o f est un homomorphisme d&[7]-module. L’hypothése sur
le rang entraine I'existence d’'un élémeBtde C[T] tel que, pour toug, on ait
B.g=gof.

L’élévation de cette formule a la puissanceontre que siB‘? est le polynéme
obtenu en élevant formellement les coefficients®l@ la puissance on obtient

https://doi.org/10.1023/A:1001528318868 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1001528318868

8 DAVID SINNOU AND DENIS LAURENT

B g1 = gl0 f. Comme on a aussB.g? = g’ o f pour toutg ; il s’ensuit que
B = 89 etdoncB € F,[T], ce qu'il fallait établir.

Le lemme suivant permet de présenter par équations un sous-module d’'un
T-module :

LEMME 2.6. SoientE un T-module simple de dimensigy et B un sousT-

module deE™. Supposons qUENJ(E) est abélien. Il existe alors un élémevit
de M,_, <. (ENA(E)) tel que B soit la composante neutre du solismodule non
nécessairement connekerV.

DEMONSTRATION. D’aprés le Lemme 2.3 est image d’'une matric&k de
taille u x n a coefficients dans Eif). En d’autres termes} est I'ensemble des

Yn Xu

ou lesx; parcourentCs.

Pour des raisons de dimension, il existe donc une sous-ma&tdesR de taille
u x u de cette matrice qui est surjective. On supposera, sans perte de généralité
gu'il s'agit du blocu x u en haut a gauche d&. Comme EndE) est abélien, on a
'‘Com(S)S = det(S), et detS) est un élément de Exd). On peut alors exprimer

X1
det(S)

Xu

Y1
en fonction de( : ) La matrice obtenue en écrivant lgs(pouri > u + 1) en

Yu
fonction desy; (pour 1 < j < u) est la matrice cherchée. Plus préciséement, si

R = < SS, > posons

V= (S/ICOMS), - det(S)Id(n—u)x(n—u))-

y1
La matriceV est bien dand/,_,)«,(ENdE)), et siy = ( : > est un élément
Yn
de B, soitx € C$" tel quey = R.X, on a clairement (toujours car E(f) est
abélien)
1 Yu+1
Vy = S,ICOIT(S)- _deKS)I(nfu)x(nfu) :
Yu Yn
= S det(S)Id,,x — det(S).S’.x = 0.
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Par définition, kefV) est un sousT-module de E” non nécessairement
connexe, et, puisquB C ker(V) est un sou§ -module deE” de méme dimension
gue ke(V) (pour des raisons de rang), le sditsnodule B est nécessairement la
composante neutre de k&t). Le Lemme 2.6 est donc entierement établi.

3. La construction de transcendance

On supposera donnés dans tout ce paragraphe, une extensioK fige, un
T-module simple de dimensiog, E = (G5, ®), ainsi qu’'un homomorphisme
analytigue a un parametrg défini sur K, d’ordre inférieur ap induit par une
exponentielle faible admissiblg, définie surk'.

On se donne enfin des élémends, . .. , «,) dek, linéairement indépendants
surk. On supposera de plus que I'anneau des endomorphismgsede abélien
(les hypothéses du Théoréme 1.6 sont ainsi satisfaites).

Soients un nombre réet 0 et M un entier,M > ¢4'. On pose alors :

x = M(log, (log,(M)))~*,
et
y = (log, (log, (M)))*.
Fixons également un entiértel que
(2g — Dhe > n — 4eg.

Pour la suite, tous les logarithmes considérés seront pris erybase

On définit la hauteur d’'un polyndm@ (notéeh(P)) a coefficients dang
comme étant la hauteur du point projectif défini par 1 et par les coefficients de
P. Sataille (notée(P)) est définie par t(P) = h(P) + deq P).

LEMME 3.1. Il existe deux constantes et M, telles que pour toud! > Moy, il
existe un polynéme

Py € Fq[T][Xl, oo Xp, Yl)]_, e, Yg,l’ ey Yl,hv e, Yg,h],
tel que

deg(Py) < x, deg, (Py) <y,

t(Py) < caMlog,(M)(log, Iogq(M))—hS(Zg—l)

et tel que la fonctiorp,,

(pM(Z) = PM(Zv qjl(zl)v ey LIjg(zl)v ey LIjl(zl’l)’ s qjg(zh))v

s'annule a un ordre= M enO (on noteX = (X1,..., X)), 2= (z1,...,2) €t
Yi=Y1i,..., Ygi)).
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DEMONSTRATION. La condition imposée@,, de s’annuler & I'ordré/ a I'o-
rigine se traduit par un systéme linéairecd®/” équations, les inconnues étant les
coefficients dePy,. Ces derniéres sont en nombge,x” ys".

Commeeg, est admissible, les coefficients de ce systeme sont algébriques sur
k et engendrent une extension kéele degré relatif borné ; des calculs classiques
assurent qu'ils sont de plus de hauteur au phid log, (M). Enfin, I'exposant de
Dirichlet du systéme vaut(log, log, (M))@s~he,

Le lemme de Siegel (voir par exemple [19]) permet de conclure.

On se fixe pour toute la suite de ce paragraphe, une telle suite de polynémes
(Pm) m=m,- SOitl un entier positif, on deéfinit alors

ri(l) = {Zaiai, a; € F,[T], dega;) < 1] :
i=1

On notera que cafd; (1)) = ¢g"¢+V.
De méme, on pose

() = {Zaia;, a; € F,[T], dega;) < l} :

i=1
oulesa!, 1 < i < n sont des éléments quelconquestie
Notonsé le point deC¢ induisant¥. On pose enfin

F(l) = {(Xl, e ’xh)’ed>(£yl)’ cee ’eQ(Eyh)} s

ou Xj = Ei”:lai,ja,-, yj = Ef:lai)jalf, ajj € Fq[T], degﬁzi,j) <l (ainSi, Ieij

décriventl'y (/) et lesy; décriventl'z(/)). On notera également que cérd/)) >
hnl

q .

On introduira également les deux nouveaux parametres suivants
S = [log, log, log,(M)], M’ = M(log,(log,(M)))~"+*5.

On dispose alors du :

LEMME 3.2. Pour M > My, il existe un pointX,y € I'(S) tel que Py, ne soit pas
nul enXg le long dew a un ordre> 2h M’ + 1.

DEMONSTRATION. Si ce n’était pas le cas, le lemme de zéros (voir [22], [23],
ou [12]) nous assurerait de I'existence d’un s@umodule B de G" x E" (avec
B C G" x E") tel que l'inégalité suivante soit satisfaite :

M’ +r(B)
r(B)

oud,, d, désignent les degrés én, ... , X, (resp. ert; ;) de Py, etr(B) désigne
la codimension analytique de via la fleche

@1z = @ zn Y1(ze)s oo W (20), oo W), oo, Wel2n)-

) cardT'(S)/(U'(S) N B)H(B ; dy, dy) < c7dld)?,
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Pour obtenir le lemme, il suffit de montrer qu’une telle inégalité ne peut avoir lieu
pour aucun sou¥-moduleB.

Supposons tout d’abord qug = 0. Dans ce cas, on peut appliquer le lemme
de zéros au group&”, et I'on obtient I'existence d’un souE-module B de G"
(disons de dimensiob) tel que

M"cardT'(S)/(I'(S) N B)) < cad!' ™,
ou 1:(\S/) désigne la projection dE(S) sur le premier facteur. Mais, on a
cardT'(5)/(I'(S) N B)) > ¢*" ",

etd, < x. On obtient une contradiction en tenant compte de ces inégalités et de la
valeur des paramétres.
De méme, sil, = 0, le lemme de zéros appliquéd nous assure de l'inégalité

M"™ < gy o8,
ol gc = dim(B) eth — ¢’ est la codimension analytique devia la fleche

(@1, zn) = (W2, oo Walzn), s Welz), -, We(zn).

Comme E est un T-module simple, d’anneau d’endomorphismes abélien, le
Lemme 2.6 nous assure l'existence d'une matfhiteale taille (h — ¢) x h, a
coefficients dans End), telle queB soit la composante neutre de Kgj. On

en déduit que’ < ¢, ce qui entraind?’ < y¢ (rappelons que < h). Or, le choix
des parametres interdit une telle inégalité.

Traitons maintenant le cag genérique» (i. e.d, etd, # 0). Le Lemme 2.4
nous assure quk est de la formeB, x B,, ol B; est un sous-module déﬁ etB, est
un sous-module d&”. Nous noterons; la dimension deB; et gb, la dimension
de B, (voir le Lemme 2.2).

Commencons par évalue¢B). Comme la codimension analytique i¢ x B,
est> la codimension analytique d& x E" (resp. deG" x B,), on obtient-(B) >
h — by (resp.r(B) > h — by), c'est-a-dire :

r(B) > h — min(by, by).
L'inégalité du lemme de zéros entraine donc (pdlassez grand devahj :
ML card( D (S)/ T(S) N B)) < cyodl ~PdE 2.

Cette inegalité et le choix des parametres (rappelonsigue x et qued, < y)
entraineb; < by. Enfin;

cardI'(S)/I'(S) N B)) > cardT(S)/T'(S) N (By x E"))) > %"=,
En reportant cette inégalité dans la précédente, on en tire :

M/h—bqun(hfbl) < Clothblyg(hfbl),
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c'est-a-dire
M/ Sn < g
qg X C1aXy

et cette inégalité est impossible polf assez grand. Le Lemme 3.2 est donc
entierement établi.

L'énoncé qui suit va par la suite nous permettre d'appliquer les critéres
classiques d'indépendance algébrique :

LEMME 3.3. |l existe une constante , telle que pour tout
m= (ml,... ,my) ENh,

vérifiant|m| < 2aM’ + 1, il existe un polyndme,, ,, dansk[X, Ys, ..., Y,] tel
quedeg(Py,m) < x, etdeg,, (Py.m) <y (pourl <i < h),

t(Py.m) < M log(M)(log log(M)) "+
et tel quePy .m(X, Yy, ... ,Y,) soit le coefficient d’ordren de la fonction

Py(r+ze, oo, xn +2p, Y1 HW(z0), ..., Y, + W(zn)).

DEMONSTRATION. Lexistence dePy, m, est évidente, I'assertion sur les degrés
découle du fait que dggPy) < d, < x, deg, (Py) < d, < y. L'assertion sur la
taille provient du fait que s est admissible, ce qui nous assure que :

t(Pym) < t(Py) + c13M'log(M').
Mais, par le Lemme 3.1, 0on a
1(Py) < Mlog(M)(log log(M)) @D,

Le choix effectué pouM’ ainsi que l'inégalit§2g — 1)he > n — 4eg permettent
de conclure.

3.1. PREUVE DU THEOREME PRINCIPAL
On peut maintenant établir le Théoréme 1.6. Pour ce faire, posons
R(M) = M log(M) S(M) = Mlog(M),
T(M) = M log(M) (log(log(M)))"**¢  D(M) = (log(log(M)))***.

Notonskg la cléture séparable de et le degré de transcendance (&) de
L = ks(V;i(aj))1<i<g 1< j<n, €t fixons une base de transcendafice. . , 6, de L
sur ks. Notons enfinLg la sous-extension séparable maximaleLd@jui est une
extension finie dég (64, ... , 6,)). Il existe alors un élémeidt, ; de L tel que

Ls=ksn,...,0)[6:41].
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Pour régler les problémes d’inséparabilité, il suffit d'élever les fonctions
étudiées ala puissangé (oue est le degré d'inséparabilité), le reste de I'argument
étant inchangé. Nous avons donc choisi, afin d’alléger la présentation de ne traiter
ici que le caz = 0 (on pourra par exemple se reporter & [18] pour une discussion
analogue, ou la rédaction inclut le cas général).

Rappelons le lemme d’interpolation suivant :

LEMME 3.4. Soient6,,...,0;,; des éléments d€, et E un élément de
C[X1,...,X;, X;41], unitaire enX, .1 tel qUeE (0, ... , 6;11) = O. Il existe alors
deux constantes;4 et c15, ne dépendant que déset de E telles que pour tout
R > c15 ettout(dy, ... ,6)) € C', tels quedegd; — 6/) < —R (pourl <i <1t),
il existe un élémertt,, € C tel que

deg9,+1 — 9;+1) < cpuR
et

2(6;,... .60, =0.

DEMONSTRATION. Voir [18], Lemme 7.

Fixons maintenant, et pour toute la suite, un polynébme unitaireX(ere <
A[X4, ..., X;][X] s'annulant en#;, ... , 6;,,1). Le Lemme 3.4 nous assure alors
que pour toulR > c15 et tout(d, ... , 6;) verifiant :

deg6; — 6)) < —R,
il existe un élément;,, € C tel que de®, 1 —6,,,) < c1aR et
2,... .0/, =0.

Pour M assez grand, on peut supposer @@/) > R. Les nombres;(«;)
sont des fractions rationnelles de la forme :

P; (01, ...,6,41)

A(017 ) 91)
(les polynbmesP; ; étant dansA[X4, ..., X,;1] et A étant un « dénominateur
commun » desW¥,;(«;) peut étre choisi dand[ X3, ..., X;]).

Rappelons qué est le point deC¢ induisantW ; pour (04, ... , 6)) vérifiant
deg6; —6/) < —R(M), 1< i <t onchoisit des élémenb% deC¢(1<j<n)
tels que

) P (01, ....0/ 1)
eqi(€-af) = A@ .0
(on conviendra de choisit; = (o, ... , ;) Si6] = 6;).
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On notera que par continuité, la non nullité 4€94, ... , 6,) assure celle de
A0y, ... ,0)). Enfin, 'existence de nombre§ découle facilement des hypothéses
faites surey.

Le lemme de zéros (Lemme 3.2) nous assure I'existence d’'un point

XO = (xlv 7~xh’y]_7 ’yh) € F(S)v
tel que la fonction :

PM(xl + Zly-+- s Xh + Zhs yl + eCD(ZlE)’ ... 7yh + e@(zhs)),

ne s’annule pas a l'ordreha1’ + 1 en 0. Nous noteron®’ un indice minimal pour
lequel la dérivée divisé®), v de Py, d’'ordrem’ ne soit pas nulle eX.

Pouri compris entre 1 et, notons(a; )1« j<, des éléments dé, de degré< S
tels que

n
/
Vi =) _ai;a.
j=1
Avec ces notations, posons

Ou(Xy, ..., X)) = Pym (Xl, e Xps Zd)(ai,l)xh cee Z ‘b(ai,h)xi> .
i=1 i=1
Le polynbmeQ,, vérifie dans ces conditions (d'aprés la Définition 3.3, le choix

des parameétres et le Lemme 1.4):

deg(Qu) < yg¥1™ < cyglog log(M)* 7,

t(Qu) < c17M log(M)(log |0g(M))*n+46g'
Par définition deQy, onaQuy(es(§ - ay), ... , ea(§ - ,)) # 0; on pose alors

Ome,..0 (X1, ..., Xiq1)

t+1

= A(Xl e X,)Cle(|oglog(M))2s+p

P1a(Xa, ..., Xiq1) P, (X1, ..., Xiq1)
A(Xq, ..., X)) AXq,...,X:)
X Oy : e :
Po1(Xq, ..., Xi41) Py p(Xq, ..., Xi41)
A(Xq, ..., X)) AXq,...,X:)
Par constructionQM,Qi,_._,Q;H(G’, 00, #0, et

Owme. o (X1, ..o, Xiq1) € A[Xy, .o, Xiqal

t+1
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Ce polynéme vérifie en outre :

dedy,  x,..(Que;..e.,) < cisloglog(M)*+*,

et

1(Omep;..0. ) < c19M log(M)(log(log(M))) 4.

+1

La construction chM,Qi,_._ /., NOUS assure que :

loglog(M))%+°
QM,Q:;_,... ,9;+l(01’ cee 9!+l) — A(01’ cee 91)C16( °9 og( ) CM,m”

ou Cy v est le coefficient d’ordren’ de la fonction :
gm(z1, .- zn) = Py(xa+za, ..o xn + 20, Wixy)
+W(z1)s - -, Wlaxn) + W(zn)).
L'inégalité ultramétrique nous assure que :
suplgml, 1zl = r} = lgmlr = louml,

ou ¢y a été définie au Lemme 3.1 sitbt que> S + maxded;)}. Pour M
assez grand, on peut supposer gue cette quantité est positive, et onpesera
S + maxX{deqe;)}.

Le Lemme de Schwarz (voir [20]) nous assure donc que pourRortr,

dedCuym) < M(r — R) + 1og(|@um|r)-
Comme les fonction® ont par hypothése un ordre de croissadce, on a :
log(|W;|r) < ca0q” ™%
Donc
log(l@mlr) < (xR + co1yg P % 4 1(Py)).

PrenonsR = log(M)/p + ¢ ; pour M assez grand, on a biek > r. L'inégalité
fournie par le Lemme de Schwarz nous donne donc en tenant compte de la valeur
des différents paramétres (et paeuassez petit) :

deg Cumr) < —c2oM log(M).

Cette inégalité donne, en tenant compte de la taille\det toujours pou
assez grand)

degd Q.. 6,01, ... 6i41)) < —c23M log(M).
L'inégalité ultramétrique ainsi que la relation :

deg; — 6)) < —c2aM log(M)
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(ou ¢4 est choisi>> ¢»3), nous donne (rappelons que par construction les
coefficients deQ,,; sont de degré c,sM log(M))

ded Omp... 0,01 - -+ 0/41)) < —c26M log(M).
Commet (p + 2¢) < n — 4eg, on a larelation :
. S(M
lim #
M—oo T (M)D(M)"
Le critére d’'indépendance algébrique appliqué avec les suites définies ci-dessus
(voir, [18]) jointe a la suite de polyndmes construite au paragraphe précédent mon-
tre alors que le degré de transcendance de I'ensemble étudié ne peut étre strictement

inférieur an/p. C'est ce que I'on voulait.
Le théoreme 1.6 est donc entierement établi.

:+OO

4. Les applications

Nous pouvons maintenant passer a la preuve du Théoreme 1Ttn@dule que
nous considérerons (pour les fonctions de Bessel-Carlitz) est déterminé par :

m

®,,(T)(X1, X2) = (TX1+ Xo, —X] + T7 X>).

Pourm = 0, ce n'est rien d'autre que la seconde puissance tensorielle du module
de Carlitz & un signe prés (voir [1]). Afin de pouvoir appliquer le Théoréme 1.6, il
faut commencer par prouver le résultat suivant :

LEMME 4.1. Pour tout entienn > 0, le T-module de dimensioadéfini par :

q)(T)_T 1 Oy 0 oF
SRR W0 B A -1 0

admet une exponentielle faible admissilelg = e, définie surk, telle que
(Jn(2), AJ,(2)) soit une spécialisation dey,, .

DEMONSTRATION. Recherchons les fonctions additives, développables en série
en(21, 22) = (f1(z1) + 81(22) ; f2(21) + 82(z2)) (une telle forme estimposée par le
fait quee,, est additive) telles que :

, [(T 0)<zl)} _ ( o1 )(f1<zl>+g1<zZ>>
"INo T)\z —-F T f2(z1) + g2(z2) )
Cette équation se traduit par :
J1(Tz1) =T f1(z0) + fa(z2),
81(Tz2) = T g1(z2) + g2(z2),
F(Tz)) =T fo(z1) — fi(z0)?,
82(Tz2) = T g2(22) — g1(22)".
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On voit aisément que ces conditions imposent queglépremiers termes du
développement en série entiére désg; sont nuls (rappelons que ces derniéres
sontlF,-linéaires).

Notons (b; ;)1<i. <2, r€Sp. (ci.j)1<i.j<2 les termes d'ordreg™ et g”+1 du
développement de,. Imposons de surcroit 8, de se spécialiser eiv,,, AJ,,)
pourz = z; = z, (d’autres choix sont évidemment possibles).

Les conditions ci-dessus conduisent alors aux équations :

(17" — T)by1=ba1,

(T?" —T)b1z = by,
bi11+b12=cp,
bp1+boo = (T —T),

olc,, est le coefficient de?” dans le développement en série de la fonciigtx).
On obtient de plus, pour les termesgtt? :

m+1
(TT " —T)cr1 = can,

(T - T)cir2 = c22,
(T"" = T)eon = —b,,
(T =T )er 0 = —bi,.

Une récurrence permet alors d'assurer l'existence d'une fonefjonléve-
loppable en série entiére, qui se spécialise en les fonctions de Bessel-Carlitz. En
fait, tout choix deb; 1 conduit & une telle fonction. Nous poserdns = 1, ce qui
impose (toujours par induction) qug est définie suk.

Les propriétés de convergence de la sérjaainsi que les estimations sur la
hauteur des dénominateurs des coefficients,dpour I'admissiblité) s’obtiennent
par des calculs classiques, comparables a ceux menés par exemple dans ([7]) ; nous
ne les détaillerons pas ici. Il reste donc a vérifier la surjectivité locale.

Commencons par la surjectivité au voisinage de l'origine. Comme on le véri-
fie aisément, ni la matricé; ;), ni la matrice(c; ;) ne sont inversibles (ce qui
aurait donné immédiatement la surjectivité locale). On vérifie toutefois, que les
équations précedentes imposent que les mattiggs et (c; ;) sont linéairement
indépendantes.

Posonsf(z) = (b,-,j)(z‘i'"), etg(2 = (¢ ;)@ 1). Nous allons vérifier par
calcul quef (2 + g(2) est localement surjective au voisinage de 0. En d'autres
termes, étant donngassez petit, il s'agit de trouvertel que :

m+

f@D+35@+e,(2=Y,

oul'on a pose,,(2) = e, (2) — f(2) — g(2).
Pour ce faire, on commence par trouwgttel que f(z) + g(z0) = v, et I'on
posez=2z+h,h =2z +hy, ou(f + g)(z1) = —e,, (D).
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Par itération de ce procédé, on trouve :

(.¢]
z2=2+)Y U'(),
i=1
ou U’ estlei-ieéme itéré de I'applicatio®/ = —(f + g)~toe/,. Par conséquent, on
aura bien montré la surjectivité locale de’exponentielle » , pourvu que la série
précédente converge, c’est-a-dire si l'applicatidrst suffisamment contractante.
Le fait queU est suffisamment contractante vient de I'estimation :

degU (2) < g dedg2) +c,

ol ¢ est un nombre réel; on obtient cette majoration a l'aide d'un calcul
élémentaire.
Pour conclure sur la surjectivité locale, il suffit d'observer gyeest additive,
et de se ramener a l'origine par translation ; le rayon dans lequel on obtient un
antécédent est donc indépendant du point. Le Lemme 4.1 est donc établi.
Passons maintenant aux autres conditions nécessaires pour obtenir I'admis-
sibilité. Dans I'énoncé qui suit, le€ espaces vectoriels considérés sont munis
de la norme du sup, on posera ainsi pour taute (zq,...,2z,), degz =
max.<;<»{dedz;)} (on pourra comparer les résultats des deux lemmes qui suivent
aux énonceés de [8]).

LEMME 4.2. SoitE = (G§, ®) un T-module de dimensiog; on écrira :
&(T) = agF° + a1F + - - - + a, F?,

avecay # 0. Soit égalemeny une fonction entiére d€” dansC#. On suppose
I'existence d’'un entier naturel tel que f satisfasse pour totdansC” la relation
f(T¢2 = ®(T) f(2). Dans ces conditions, il existe deux réel$), notésc,; etcog
tels que pour touz € C”, on ait

deq f(2) < ca7q?92/¢ 4 2cyg.

DEMONSTRATION. Lultramétricité du degré montre que :
deg f(T2) < ¢“ deg f(2) + 4,

ou A est un majorant des degrés des coefficients des mairi€@s< i < d). Pour
tout entier naturet: on a donc :

deg f(T°"V2)) < ¢ ded f(T*"2)) + czs.

En écrivant cette inégalité pour compris entre 0 et — 1, en divisant pag?” et
en faisant la somme, il vient pour tout entier

ded f(T“"2)) < q“" ded f(2)) + 2czs.
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Soit maintenanB un majorant de deg (2)) sur la boule de@) < 1.

Pour toutz dansC”, on en déduit donc : deég(z/T9%9%))) < B. Posong =
T¢"Z ouen est le plus petit multiple entier detel quene > deq?z), I'inégalité
précédente prouve alors:

ded f(2) < ¢"ca7 + 2c28.

Il s'ensuit bien I'inégalité annoncée, c’est-a-dire le Lemme 4.2.

Dans le méme ordre d’idée que le Lemme 4, le Lemme 4.3 ci-dessous permet
guant a lui de contrdler la croissance arithmétique d’'un point transform® (ear
Supposons que= (z1, ..., 2,) €st tel quez; € K[£] ou K est un sous-corps de
C et estun élément d€ transcendant sut. Désignons par degz) le maximum
des degrés des en tant que polyndmes én

LEMME 4.3. SoitE’ = (G$, ¥) un T-module de dimensiog; on écrira :
W(T) = aogF° + a1F + -+ asF°,

aveca,; # 0. On suppose I'existence d'un entier naturett d’'un 7-moduleE =
(G¢, @) tels que I'on aitd(7¢) = W(T). Dans ces conditions, il existe deux réels
co9 et eag Strictement positifs, tels que pour tautlansA, on ait :

deg (®(a)(2) < g¢%9*(co0deg (2) + 2c30).

DEMONSTRATION. Lultramétricité du degré eénmontre que :
deg (9(T9)(2) < q*deq.(2) + cso.

oU c3p est un majorant des degrés gules coefficients des matrices (0 < i <
d). Le procédé de sommation utilisé au cours de la preuve du lemme précédent
(Lemme 4) implique alors pour tout entier natutel'inégalité

deg (®(T")(2) < ¢""deq.(2) + 2c30. (4)

supposons maintenant qee est le plus grand multiple deinférieur au degré en
T dea. On peut écrire :

Cl:unTe"+...+usTes+...+uo’

ou lesu; sont des éléments d& 7] de degré< e — 1. Ecrivons® (a)(2) sous la
forme :

DT (P (up) () + -+ - + (P (o) (2)),

I'application de la relation (4) et le fait qu'il n’y a qu’un nombre fini de polynémes
deF,[T] de degré< e — 1 conduit au résultat du Lemme 4.3.
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La fonction f(z) = (J.(z), AJ,,(z)) Vvérifie les hypothéses du Lemme 4.2,
avecd(T) = ®,,(T?), soite = 2, etd = 1. Elle est donc d’ordre analytiq@ De
méme, le Lemme 4.2 appliqué @umodule(G2, ®,,), implique quef est d’ordre
% au sens de la Définition 1.4.

Il reste & montrer queE,, = (G2, ®,,) est simple et que son anneau des
endomorphismes est trivial :

LEMME 4.4. LeT-moduleE,, = (Gﬁ, ®,,) est simple pour touz > Oetl'on a
EndE,) = ®,,(A). A fortiori, son anneau des endomorphismes est abélien.

DEMONSTRATION. On pourrait prouver la simplicité de la méme maniére que
J. Yu dans [21]. De méme que dans [21], il est facile de voir que(figniz,) est

un C[T]-module libre de rang 1 engendré par la premiére coordonnée, et I'on peut
appliquer le Lemme 2.5.

Mais, le deuxiéme auteur a déja signalé une méthode élémentaire (voir [13],
Lemme 6). Nous choisirons ici de donner une autre preuve plus directe et
élémentaire encore de ce résultat sur 'anneau des endomorphismes.

Commencons par établir, par récurrencersles assertions suivantes :

() Le terme dominant ded,,(T?") est A,F" ol la diagonale deA, est
(=", (=1)") et F est le Frobenius;

(i) Le terme dominant deb,,(T?*~1) estB,F" ou B, est triangulaire inférieure
de seul coefficient non ng-1)"*1.

Ces propriétés sont claires si= 0. Un calcul prouve que le terme dominant
de ®,,(T?) estA,F ol la diagonale dei; est((—1), (—1)), et comme cette ma-
trice est de plus triangulaire inférieure, le coefficient dominantbg&7?") est

ALAY A9V o0 AY est la matrice obtenue & partir de en élevant tout
ses coefficients a la puissangel.a propriété (i) en découle aisément.

Le produit deA, F" par le terme dominant d&,,(7') donne alors le point (ii).

Soit maintenantf un endomorphisme d&i-module E,,,, prouvons par récur-
rence sum que sif est un polyndme de Ore degiéen F, alors f appartient a
®,,(A).

Supposons donc d’aborfl = AgF°; de la relationf o ®,,(T) = ®,,(T) o f,
on tire quef = aoF° ol ag est dansF,. Supposons donc le résultat connu pour
tout f dont le terme dominant est de degrén F, avecj < n — 1 et considérons
un endomorphismg dont le terme de plus haut degré Erest2F" ou 2l est la

matrice carrée{j Z) En regardant le terme @i’ dans :

f o (Dm(T) = CDm(T) © f,
il vient queb = 0 etd = a. Le coefficient supérieur gauche #&+* dans :

fo®,(T?) =d,(T%o f
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nous indique pour sa part que= a? et donca est dans,.
L'application g = f — (—=1)"®,,(aT?") est encore un endomorphisme et

le coefficientB de son terme el est avec les conventions précéder(cés%).

Le terme inférieur gauche de la relatigno @,,(T?) = &,,(T?) o g nous ap-
porte le fait quec’ est dansF,. L'hypothese de récurrence appliquéeg a-
(=11, (c'T?~1) permet alors de conclure. Le Lemme 4.4 est donc entiére-
ment établi.

On a donc montré que les fonctions de Bessel-Carlitz généralisées forment un
sous-groupe a un parametre qui est une spécialisation d’'une exponentielle faible du
T-module E,,, vérifiant les hypothéses du Théoréme 1.6. Le Théoréme 1.1 n'est
donc qu'un cas particulier de ce dernier.

On pourra noter que dans le Lemme 4.1, le choix de la matrice identité n’est pas
canonique. On est en effet plus habitué a étudier«lexponentielles» vérifiant
exp(d(®)z) = ®(T) exp(2). Il était toutefois imposé par la nécessité d’'obtenir les
fonctions de Bessel-Carlitz par spécialisation.

Il est intéressant de noter que la méthode passe avec des notions d’exponen-
tielles aussi faibles. De plus, en remplacditd pard®,,, on vérifie sans diffi-
culté que I'on obtient également une exponentielle failequi est également
admissible, définie sur et d’ordre%.

Toute spécialisation de cette derniére conduit donc par application du Théo-
reme 1.6 a des résultats d'indépendance algébrique comparable. Toutefois, il ne
semble pas que ces spécialisations conduisent a des fongticiassiques» .

Enfin, remarquons que le résultat d’ A. Thiery (voir [18]) découle également
du Théoréme 1.6. En effet, &§ = (G,, ®) est un module de Drinfel'd de rang
d, il posséde une exponentielle (et donc une exponentielle faible admissible), et
son ordre (analytique comme arithmétique) est au glude plus, son anneau des
endomorphismes est toujours abélien (on peut par exemple se reporter a [18], ou a
[7], pour des énoncés plus précis).

Notonsd; le rang (surA) de I'anneau des endomorphismésde E (rap-
pelons qued, divise d), et soient alorsyy, ... , «, des éléments de, qui sont
O-linéairement indépendants. On en déduit alors (par multiplication par les élé-
ments d’'un systéme générateifi)i< <4, de O surA) nd; éléments dé qui sont
A-linéairement indépendants.

Le degré de transcendance surdes nd, nombreseq(f;ai)i<i<ni<i<d
est donc au moinsud,/d d'aprés le Théoréme 1.6. Mais, le§ nombres
eo(fjai)1<j<q, SONt tOUS dans (e (c;)). On en tire donc que le degré de trans-
cendance sut desn-nombreseq («;)1<i<, €St au moinsdy /d, ce qui est bien le
résultat d’A. Thiery.
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