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Rapport introductif sur le 2e theme, partie a
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Le ,,Controle actuariel dans la comptabilite" des branches ele'men-
taires" constitue le 2e theme de ce colloque, tel que l'annonce le
programme officiel. Ce theme comprend une iere partie intitule'e:
,,Problemes relatifs aux sinistres", qui est le sujet de cette stance.

Les notes preliminaires de notre President, parues dans notre
dernier bulletin, suggeraient d'orienter les travaux vers les applica-
tions pratiques de l'important travail the"orique de"ja realise" dans
le cadre d'Astin. Plus particulierement en ce qui concerne les sinis-
tres dans les assurances de responsabilite civile, ces notes attiraient
l'attention sur une certaine analogie que la longue dure"e de regle-
ment des sinistres pouvait cr6er entre l'estimation des reserves
pour sinistres a regler et revaluation des reserves mathe'matiques
en branche Vie et elles soulevaient des lors assez naturellement
la question des methodes d'estimation collective. En fait, les commu-
nications qui ont etc" rattachees a cette iere partie du 2e theme
interpretent le sujet de maniere extre"mement large. Ne voyez
dans cette reflexion initiale nul reproche aux auteurs, mais la simple
constatation d'un fait dont mon rapport introductif doit tenir
compte: il ne sera pas une synthese dans les directions propose'es
par notre President.

Une partie des communications se rattache au fond a la tbiorie
du risque. Pour mieux degager l'apport de ces notes, je me propose
de le de"pouiller autant que possible de son aspect purement mathe'-
matique et de le situer dans Involution des idees et des recherches
en la matiere.

J'indiquerai ensuite l'apport des communications au sujet de
l'estimation des reserves pour sinistres a re'gler.

Enfin, je resumerai les travaux qui se rapportent a la tarification
du risque automobile.
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La th6orie du risque repose essentiellement sur l'e'tude de la
variable aleatoire ,,cout total des sinistres survenus pendant un
intervalle de temps determine pour un risque ou un ensemble de
risques". Cette variable depend elle-meme de la variable „ nombre
de sinistres survenus pendant cet intervalle de temps" et de la
variable ,,cout d'un sinistre si Ton sait qu'il est survenu". Autre-
ment dit, il s'agit d'etudier une variable qui est la somme d'un
nombre aleatoire de variables elles-memes aleatoires.

L'eVolution dans le temps de la variable ,,cout total des sinistres"
X(t) se reprdsente done graphiquement par un escalier doublement
aleatoire, par le nombre de ses marches et par la hauteur de chacune

X(t)

I I
N(t)

Fig. 1

d'elles. C'est un schema fort general, se pretant a des applications
dans bien d'autres domaines que les assurances: diverses theories
developpees pour les besoins de la recherche ope"rationnelle y font
appel, qu'il s'agisse de problemes de stockage ou de files d'attente
par exemple.

Synthitiser les r^sultats obtenus dans 1'etude de cette variable
X (t), revient au fond a passer en revue les hypotheses qui ont ete
faites successivement sur les variables N (t) et Y qui la determinent.
Ces hypotheses sont d'ordre general ou bien sont des particularisa-
tions des lois de probability des variables N (t) et Y. Comme dans
tout developpement scientifique, elles ont permis de passer petit
a petit du simple au compose. Elles ont ete faites un peu sans doute
sous l'effet du penchant irrepressible des mathematiciens a ,,genera-
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206 COLLOQUE ASTIN I963 . DEUXIEME THEME A

liser des r^sultats precedents'' selon la formule consacr^e ou bien
a prospecter de nouveaux filons; mais il serait injuste de ne pas
reconnaitre qu'elles ont 6t6 influencees surtout par le de"sir de cr^er
des sche"mas se pliant de maniere suffisante a une realite souvent
tres complexe et pouvant ainsi 6tre utilises pour r^soudre des pro-
blemes pratiques.

Dans la question qui nous occupe, on peut tout d'abord supposer
que les variables N (t) et Y sont stochastiquement inde"pendantes
et que les variables Y successives sont elles-mSmes stochastique-
ment inde"pendantes et identiques, c'est-a-dire notamment qu'elles
ne dependent pas de t.

Des lors, au point de vue du calcul des probability, il s'agit
d'etudier la fonction de repartition de la variable X (t), soit

F (x ; t) = s" P (n ;t) . Sn* (x)
n-0

ou P (n ;t) est la loi de probability de la variable 2V (t), nombre de
sinistres pendant l'intervalle de temps (o, t);

S (y) est la fonction de repartition de la variable Y, cout d'un
sinistre si on sait qu'il est survenu;

Sn* (y) est la convolve d'ordre n de S (y) avec elle-m^me
(So* (y) = 1).

On peut dire aussi qu'il s'agit d'etudier la fonction caracteristique
(f. c.)

ty (z ; t) de X (t) donnee par

ty(z ;t) = S P ( n ;t). £»

si "C, est la f.c. de Y.

Sous cette derniere forme — et au point de vue de la theorie
des f.c. — il s'agit d'un probleme de transformation lineaire de f.c.

Si Ton ne veut faire aucune hypothese sur la forme analytique
des lois de probabilite des variables N (t) et Y, il est clair que le
schema indique ne peut fournir que les moments des divers ordres
de la variable X (t) en fonction des moments de N (t) et de Y.
Les moments de X (t) s'obtiendront aisement en derivant successive-
ment sa f.c. et en utilisant la relation bien connue entre les
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d'une f.c. au point 0 et les moments correspondants de la variable
ale"atoire. On aura ainsi.

Ex = EN • Ey

Ex2 = E*Y (EN* — EN) + EN . Ey*

D'oti a*x = E2
Y . CT2JV + EN . <r2y

Ceci est en bref la position adoptee et les r6sultats obtenus par
H. Biihlmann. En effet, si Ton considere que la variable X (t)
concerne un risque, le moment et la variance de la variable Xm (t),
moyenne des M variables X (t) concernant M risques inde"pendants
et identiques seront respectivement

= Ex,

2 °*x
a Xm = -YTM

Et Ton obtiendrait de me'me les moments d'ordre sup^rieur.
Je doute que le sentiment de malaise que H. Biihlmann dit

e"prouver a regard d'hypotheses suppMmentaires soit partage par
tous. Je ne suis e"galement pas convaincu que ces hypotheses
supple"mentaires soient faites uniquement par raison de convenance
mathe'niatique. On peut penser que certains problemes pratiques
exigent plus que la determination des moments de la variable.
Quoi qu'il en soit, le point de vue de H. Biihlmann a le me"rite
d'attirer l'attention sur la ne"cessite" d'analyser ,,honn6tement" les
hypotheses que Ton utilise. Mais il me semble qu'il peut £tre utile
d'en poser, a condition que Ton n'oublie pas dans les applications
que ce ne sont que des hypotheses qu'il faut tester avant d'en de"dui-
re des r^sultats pratiques. Proce"der de cette maniere n'est pas une
infirmite" propre a la science actuarielle.

Nous allons done parcourir rapidement quelques hypotheses
supple"mentaires sur la nature des lois de probability qui ont e"te"
faites successivement pour affiner le schema fondamental.

La premiere hypothese faite sur la variable ,,nombre de sinistres",
a e"te" d'identifier sa loi de probability a la loi de Poisson.

P (n ;t) = e-u ^-L- (X constante)
til
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A cote de son caractere specifique, la th^orie collective du risque
offre un large d6veloppement analytique de ce type de processus
stochastique discontinu que certains auteurs appellent loi de
Poisson non elementaire et d'autres, loi de Poisson g6n£ralise"e. II
est bien Evident que les resultats analytiques acquis dans l'6tude
de ce schema sont valables aussi bien en dehors du concept ,,theorie
collective du risque" qu'a l'interieur de celui-ci.

Une hypothese plus nuancee sur la variable ,,nombre de sinistres"
est l'hypothese d'he^rogeneite" dont nous verrons une application
plus loin. Elle consiste a supposer que le risque conside're' fait partie
d'un ensemble qui se subdivise en groupes homogenes a l'interieur
de chacun desquels la loi de probability de N (t) est une loi de
Poisson, ou l'intensite du processus X varie de groupe en groupe.
Au point de vue du calcul des probabilites cela revient a consid^rer
que X est une variable aleatoire dont la fonction de repartition U (X)
definit la structure de l'ensemble heterogene en groupes homogenes.
La variable N (t) obeit alors a une loi de Poisson composed au sens
restreint.

P(n;t)= ]e'u M ! dU{X)
0 n\

On peut en outre supposer que la fonction U (X) depend du temps
et on a alors une loi de Poisson composed au sens large, selon la
denomination de C. Philipson.

Les lois de probability pre"cedentes concernant la variable N (t)
impliquent qu'il ne peut se produire qu'un seul sinistre pendant
un intervalle de temps ele'mentaire (t, t -\- dt).

Un pas supplementaire a naturellement et€ franchi a cet egard:
c'est l'etude de schemas ou plusieurs sinistres peuvent survenir
simultanement et ou N (t) ob6it a. ce que Ton peut appeler de maniere
imagee une distribution ,,par grappes", dans laquelle la loi P (n ;t)
conjugue deux lois
— la loi de probability du nombre de grappes ou lots de sinistres,
— la loi de probabilit6 du nombre de sinistres dans une grappe.

Le bon sens permet de pressentir et la th^orie confirme que la
fonction de repartition d'un processus stochastique discontinu
X (t) dont la loi de probability du nombre de sinistres est une
distribution par grappes, est — sous des conditions fort g^nerales —
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equivalente a la fonction de repartition d'un processus ou la loi de
probabilite du nombre de sinistres serait simplement celle du
nombre de grappes et ce moyennant une transformation adequate
de la loi de probabilite du cout d'un sinistre. Cette propri^te permet
d'appliquer a des schemas apparemment compliques des developpe-
ments mathe~matiques etablis pour des schemas plus simples.
Ainsi quand la loi du nombre de sinistres est une loi de Poisson par
grappes, l'etude du schema peut se conduire comme si la loi du
nombre de sinistres etait une loi de Poisson pure et Ton peut done
transposer les developpements mathe"matiques valables pour ce
dernier type de schema — quand les conditions requises sont reali-
ses bien entendu.

Nous avons suppose jusqu'ici que la variable Y, cout d'un sinistre,
ne dependait pas du temps. On peut assouplir cette hypothese et
considerer le cas ou la loi de probability de Y depend de l'instant
u ou survient le sinistre, u etant compris dans l'intervalle (o, t)
ou Ton etudie le processus.

Dans la th6orie collective du risque, il a ete demontre que lorsque
la loi de probability du nombre de sinistres est une loi de Poisson,
Ton peut considerer que la variable Y ne depend pas de u et la
remplacer par une variable moyenne Y (t), dont la f.c. est donn^e par

lt = Y\^u. du, lu etant la f.c. de Y(u).

C. Philipson a etendu cette propriete successivement a diverses
lois de Poisson composees pour en arriver finalement a apercevoir
qu'elle reposait essentiellement sur une relation commune a toutes
les lois de Poisson composees au sens restreint. Des lors il nous
apporte, en annexe a sa note principale, un resultat qui englobe
et generalise les r&ultats anterieurs, en ce sens que la transformation
indiqu^e ci-dessus peut etre faite dans tous les cas ou la loi de
probabilite du nombre de sinistres est une loi de Poisson composee
au sens restreint; done, dans ce cas, la f.c. de la variable X (t) peut
toujours s'6crire sous la forme canonique

Jusqula present le modele classique de la theorie du risque impli-
quait que le cout d'un sinistre etait bien determine au moment ou

14
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ce sinistre survenait. II n'e"tait pas tenu compte de l'influence sur ce
cout des eve"nements se produisant pendant la p6riode qui suivait
la survenance du sinistre, c'est-a-dire pendant la pe"riode ou les
paiements relatifs a ce sinistre e"taient faits.

Ceci se traduit analytiquement par le fait que la variable Y ne
depend pas du tout du temps, ou bien comme nous venons de le
dire qu'elle depend de l'instant u de survenance du sinistre. C.
Philipson s'est attache a etendre ce modele. Nous n'avons pas atten-
du la presente note de C. Philipson pour apprendre qu'il ne recule
pas devant la complexite d'un schema. Je dois done me borner a
degager l'idee maitresse de son travail a cet 6gard.

Dans le processus generalise du risque qu'il envisage, la surve-
nance d'un sinistre entraine une s^rie de paiements se succe"dant
dans le temps a partir de l'instant de survenance du sinistre. On
distingue done un processus primaire qui re"git le nombre de sinistres
survenus pendant un certain intervalle de temps et un processus
secondaire qui r£git, pour chaque sinistre survenu, le nombre et la
grandeur des divers paiements. Le processus generalise" est constitue
par le montant total des paiements faits pendant un certain inter-
valle de temps et afferents aux sinistres survenus pendant un autre
intervalle de temps. On trouvera done en principe dans ce processus
generalise deux mesures de temps. Je dirais volontiers que le
nombre total des paiements pour l'ensemble des sinistres du pro-
cessus generalise repond a une distribution par grappes e'chelonne'es
dans le temps, qui est 6videmment plus complique'e qu'une distri-
bution par grappes instantanees analogue a celles que j 'ai 6voqu6es
tout a l'heure. Moyennant certaines modifications aux processus
primaire et secondaire tels que definis ci-dessus et en utilisant la
proprie"te que j'ai comment^e plus haut, C. Philipson ramene le
processus generalise a un schema mathe'matique qu'il a e'tudie'
prexedemment; dans ce schema la loi de probability de la variable
,,nombre de paiements" obeit, dans sa forme fondamentale, a une
distribution par grappes ou la loi du nombre de grappes et la loi du
nombre d'elements dans une grappe sont toutes deux des lois de
Poisson composees.

A cote de cette extension du processus classique du risque, H.
Ammeter en amorce une autre modification que Ton pourrait
appeler une amputation. Sa note part de la consideration que les
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sinistres les plus sieve's peuvent d'une part £tre elimines par la
reassurance et d'autre part £tre une source d'irregularites dans les
resultats statistiques; il est done interessant d'etudier la loi de
distribution du cout total des sinistres apres elimination des plus
sieve's en faisant appel a la theorie des valeurs extremes. En fait,
la presente note ne considere que le cas du sinistre le plus eleve;
elle suppose e"galement que la loi de probability du nombre de
sinistres est la loi de Poisson et elle donne dans ce cas les formules
de la loi de repartition, de la grandeur moyenne et de la variance
de la variable ,,cout total ampute". On peut observer d'ailleurs que
ces formules s'etabliraient aussi ais6ment si la loi de probability
du nombre de sinistres etait une loi quelconque. H. Ammeter appli-
que cette theorie au cas ou la loi de distribution du cout d'un
sinistre est une loi de Pareto. II constate ainsi, ce qui me parait con-
forme au bon sens, que le domaine d'existence des moments de
la loi „amputee" est plus large que celui des moments correspon-
dants de la loi ,,totale". II est clair, comme l'auteur l'annonce, que
le travail ainsi entame peut se poursuivre dans le cas ou Ton exclut
plus d'un gros sinistre.

Abordons maintenant la question de l'estimation des reserves
pour sinistres a regler.

On peut la raccrocher — en theorie du moins — a ce qui vient
d'etre dit sur la variable ,,cout total des paiements". II suffit
d'exprimer, a un moment donne, la reserve pour sinistres a regler,
pour les sinistres survenus pendant un intervalle de temps deter-
mine, par la difference entre le cout total des paiements jusqu'a un
instant suffisamment eioigne pour que tous les sinistres soient
entierement regies et ce mSme cout total a l'instant considere.

C'est ce que fait C. Philipson qui traite la question comme une
illustration de l'applicabilite de la theorie developpee dans sa note,
en introduisant par la meme occasion des formules inspirees de la
technique de l'assurance sur la vie. Si Ton admet que le deroulement
des paiements dans le temps est un phenomene stationnaire, on
aboutit a la methode tout a fait intuitive qui consiste a evaluer la
reserve pour sinistres a regler en multipliant les paiements deja
effectues reellement a l'instant de l'estimation par un coefficient
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lie a la duree de temps ecoule'e depuis l'origine de la periode de
survenance des sinistres. C'est precisement cette question de sta-
tionnarite qui peut se reVeler delicate dans la pratique pour certains
risques.

La communication de C. P. Welten sur l'assurance individuelle,
en Hollande, des frais de traitement dans un sanatorium pour
cause de tuberculose, releve essentiellement de la 2e partie de ce
theme. Je me bornerai done a signaler qu'il nous donne notamment
la formule de calcul des reserves pour sinistres a regler. Cette formule
se base sur le groupement des malades en traitement au moment
du calcul, selon la duree du traitement deja ecoulee, arrondie au
mois superieur, et sans tenir compte de leur age. Elle implique la
determination statistique du nombre moyen de jours pendant
lesquels un malade, qui est au sanatorium a la fin du Te mois
apres son admission, restera encore en traitement; ce nombre
moyen est lui-meme lie a la probability mensuelle de fin de traite-
ment par guerison ou deces et s'obtient par un calcul analogue a
celui de l'esperance de vie.

Dans le schema general de la theorie du risque tel que nous l'avons
rappel6, on peut faire abstraction de la variable ,,cout d'un sinistre"
et porter son attention specialement sur la variable ,,nombre de
sinistres". C'est ce qui est fait dans deux travaux concernant le
risque automobile qui reste toujours d'actualite.

B. Dubois de Montreynaud propose une m^thode de sondage
pour l'etude rapide de l'influence de nouveaux criteres sur le tarif
„automobile". Cette methode consiste a constituer l'6chantillon
par l'ensemble des ve'hicules sinistres au cours d'une periode fixee
a priori; ce procede ayant l'avantage notamment de faciliter l'inter-
view du conducteur que son sinistre amenera a prendre contact
avec sa compagnie. B. Dubois de Montreynaud part du concept
de groupe homogene de vehicules e'est-a-dire d'ensemble de vehicu-
les dont la variable ,.nombre de sinistres" obe"it a la meme loi de
Poisson. On sait alors que la variable intervalle de temps entre deux
sinistres consecutifs d'un meme vehicule obeit a une loi de probabili-
te exponentielle dont le parametre est la frequence annuelle de
sinistres si le temps est mesure en annees. La grandeur moyenne
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d'une telle variable est l'inverse de la frequence. Des lors si Ton
observe pendant le temps T un groupe ferine" homogene de vehicules
ayant deja subi un sinistre, on constatera que 5 sinistres frapperont
ce groupe. Les vehicules affectes par ces sinistres constitueront
l'echantillon qui sera tel que la moyenne des temps separant chacun
de ces S sinistres du sinistre precedent donnera une mesure de
l'inverse de la frequence. Le raisonnement s'etend a un ensemble
heterogene de groupes homogenes.

En pratique tout groupe ainsi observe ayant une anciennete"
limitee, un tel echantillon contiendra des vehicules qui n'ont pas
ete sinistre's precedemment. L'auteur propose une methode appro-
che'e de determination de la date fictive du sinistre virtuel precedant
la prise de garantie; cette methode revient a supposer que l'entr£e
dans l'assurance des v6hicules etudies a ete lineaire dans le temps.

Poursuivant ses travaux en la matiere, P. Delaporte approfondit
le probleme de la tarification du risque automobile. Ainsi qu'il a
deja. ete constate" prece'demment, la variable ,,nombre de sinistres"
pour des vehicules appartenant a la meme classe de tarif definie par
des criteres a priori, n'obelt pas a une loi de Poisson mais bien a
une loi de Poisson composee traduisant le caractere heterogene de
l'ensemble des risques ainsi qu'on l'a rappele tout a l'heure. Des
lors on peut estimer progressivement le risque individuel en tenant
compte du nombre de sinistres reellement survenus pendant la
peYiode d'observation.

Des le colloque de La Baule, il avait ete propose d'estimer — dans
ce cas-le risque individuel par son esperance mathematique a poste-
riori, c'est-a-dire H6e a l'information deja obtenue; ceci conduit a
une correction progressive du tarif moyen initial par un systeme
de bonus-malus qui maintient le niveau global theorique des
recettes. P. Delaporte montre que c'est la methode la plus efficace
au sens de la variance minimum.

II examine les am£nagements que Ton peut apporter aux resultats
ge"neYaux pour presenter commercialement un tel tarif a prime
modele'e sur le risque. Tout d'abord les coefficients correctifs ne
dependent que du nombre total de sinistres observes et non de leur
repartition entre chacune des annees de survenance: c'est ce que
Polya avait appele le ph^nomene de 1' ,,influence globale". Ensuite
on ne peut e"videmment multiplier trop le nombre de ces coefficients:
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il faut done les arrondir. On peut estimer qu'il y a une limite prati-
que aux majorations que Ton peut imposer: des lors il faut recalculer
le systeme the"orique des coefficients en tenant compte de cette
limite et d'une condition d'dquilibre. P. Delaporte introduit aussi
dans le calcul des coefficients, une probability de non-paiement de
maj orations cependant preVues au tarif. II ^tudie ^galement les
problemes de strate"gie poses par la tarification du risque automobile.

Pour qui se souvient des discussions parfois passionn6es que les
divers aspects de la question du bonus ont allume'es autrefois a nos
colloques, il serait etonnant que la solution e"tudie"e ici n'en souleve
pas a nouveau. On doit en tout cas reconnaitre que la tarification
modeled sur le risque s'accorde fort bien avec les observations faites
a posteriori sur la variable ,,nombre de sinistres".

Nous voici au terme de cette revue. La diversity des sujets sur
lesquels elle a porte m'autorise, je l'espere, a ne pas conclure par
une synthese, comme il se devrait. Mais je puis terminer en affirmant
que les notes dont je n'ai pu exposer que les axes, ne manquent
certainement pas de ,,substantifique moe'lle" et par consequent
d'aliment pour nos echanges de vues, quelle que soit la direction
qu'ils emprunteront.
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