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REGULARITE DE FONCTIONS HOLOMORPHES
SUR DES WEDGES

BERNARD COUPET

Nous traitons de la régularité d’une fonction holomorphe sur un ouvert
de C" a partir de celle de la fonction ou de la partie réelle connue sur une
sous-variété totalement réelle maximale (de dimension n) incluse dans le
bord de I'ouvert de définition.

Un théoréme classique de Privalov assure qu’une fonction continue sur
un disque fermé de C, holomorphe sur le disque ouvert, de partie réelle
lipschitzienne d’ordre a sur le bord du disque vérifie une condition
de méme ordre a sur tout le disque. De fagon analogue, le module de
continuité d’une fonction holomorphe sur un ouvert borné de C", continue
sur ’adhérence est contrdlé par celui de la fonction restreinte au bord [2]
et [5]. Le bord de I'ouvert peut étre remplacé par la frontiére de Shilov
dans le cas d’'un polyédre analytique [4].

E. L. Stout [9] étudie la régularité sur une sous-variété totalement réelle
maximale M de classe C?, d’une fonction holomorphe f définie sur un
ouvert @ de classe C? dont le bord contient M et telle que M soit
I'ensemble sur lequel |f| est maximum; il démontre que fj,, est C? -0
lorsque ¢ > p et C”~ ! lorsque g = p pour p supérieur ou égal a 3.

Nous obtenons un théoréme de type Privalov 4 partir d’une sous-variété
totalement réelle maximale de classe C? et une généralisation pour tout p
supérieur ou égal a 2 du théoréme de Stout sans les conditions relatives de
régularité de M et Q et sans que M soit de module maximum pour f.

Plus précisément, soit M une sous-variété totalement réelle maximale de
C” de classe C? (p = 2) contenant 0; un wedge W est un ouvert de la
forme (M + iT') N 6, T étant un cone ouvert connexe de sommet 0 dans
R”, 0 un voisinage ouvert borné de 0 dans C"; un wedge W’ est strictement
plus fin dans W (W’ @ W) si W’ est inclus dans W U M. Nous obte-
nons les théorémes.

THEOREME 1. Soit f une fonction continue sur W, holomorphe sur W.
Si fpest C" (r = p, a € [0, 1[) fest C™* sur tour W C W. Pour
r+a=p.

THEOREME 2. Soit f une fonction continue sur W, holomorphe sur W. Si
Re fiyr est C™* (r = p, a € [0, 1[) alors pour tout W' € W :
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1) Pourr =p — leta €10, 1] fest C™°
2°YPourr =peta =0 fest C'™.

Tous ces résultats sont locaux. La démonstration se fait par changement
de variable presque analytique; aussi pour commencer, nous étudierons
des régularités de fonctions non holomorphes sur R” X R’ . Nous dém-
ontrons, ensuite, le théoréme ou £ est un “wedge” c’est-a-dire M + iI', T
étant un tronc de cdne ouvert connexe de sommet 0 dans R”.

Les résultats obtenus dans la premiére partie ne sont probablement pas
les meilleurs possibles; en revanche les théorémes obtenus pour les
fonctions holomorphes sont optimaux puisqu’il existe des domaines inclus
dans C, dont le bord est de classe C! mais pour lesquels la représentation
conforme sur le disque unité est C'~ sans étre C! [10].

1. Régularité de fonctions non holomorphes. P désigne I’ensemble des
nombres complexes de partie imaginaire strictement positive et W le
produit P" (n = 1).

Conventions. Une fonction continue sur W s’annule sur R” si elle admet
une limite nulle en tout point de R”.

Une fonction s’annule 4 1’ordre k sur R” si toutes ses dérivées d’ordre
inférieur 4 k s’annulent sur R”. De méme une forme différentielle s’annule
a Pordre k sur R” si tous ses coefficients le font.

CP* (p € N, a € [0, 1[) désigne ’ensemble des fonctions p-fois dif-
férentiables dont la dérivée d’ordre p est a-lipschitzienne. C%* est donc
I’espace Lip,,.

Une fonction est de classe C” si elle est p — 1 fois différentiable
(p € N*) et si sa dérivée d’ordre p — 1 vérifie une condition de Holder
de tout ordre strictement inférieur a 1.

La premiére partie est divisée en deux paragraphes : dans le premier
nous étudions la régularité d’une fonction u sur W a partir de celle de ug~
et de la croissance de du sur W; dans le second, nous étudions la régularité
sur R” d’une fonction u & partir de celle de la restriction & R” de sa partie
réelle et de la croissance de du sur W

A) Régularité sur W,. Enongons les résultats obtenus :

PROPOSITION 1. Soit u une fonction continue sur W, de classe C sur W a
support compact vérifiant :
v = ug est lipschitzienne d’ordre a
Vu(x + iy) | = A/[yl
[u(x + iy) = A.
Alors u appartient a lipg(Wy) avec B = a/(1 + a) et
iy, = CLIIIlgp, + A1

ou C ne dépend que de o et du diamétre du support de u.
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PROPOSITION 2. Soit u une fonction continue sur w, de classe C 2 sur Wy a
support compact vérifiant :

Pu(x + iy)| = 4

IVau(x + iy) = (4/]y'™%) (e > 0)

V = upg, est lipschitzienne d'ordre a.

Alors u est dans lip (W) et il existe C = C(a, Supp u) telle que

“u”]jpa = ([ HV”ﬁpu + A].

PROPOSITION 3. Soit u une fonction continue sur Wy a support compact C*°
sur W, vérifiant :
v = ugnest C1(q € N¥)
k7. k—1 +e
Je > o Vk = ¢q [Vu(x + iy)| = A4|y|9”
Alors u est C? sur W,

Démonstration de la Proposition 1. Soient z = x + iy etz = x' + iy’
deux points de W

Distinguons quatre cas :

lercas. x = x* y = Ay A > 0. Les points z et z’ sont dans le méme
demi-plan complexe

> x +§ -« (tzllyl)'

La formule de Cauchy généralisée appliquée a g:{ — u(x + { - t) permet
d’écrire pour tout w de P :

L [s0d 1 [ 50

Ry —w qJP;

gw )— L dm ).

La premiére intégrale est la transformée de Cauchy d’une fonction a
support compact a-lipschitzienne donc appartient a Lip,(P) et de norme
inférieure a C - ”g“Lipa(R)'

La seconde intégrale est la transformée de Cauchy sur P d’une fonction
bornée donc est dans C‘B(P) pour tout 8 << 1 [1] comme u(z) = g(iy)
et u(z’) = g(i\y), on obtient

lu(z) — u(z)| = C[Ipll, + 411z — /|
2¢me cas. y’ = y. Si
lx _ xrll/a-H = I)/'L

par la théoréme des accroissements finis :
A
lu(z) — u(@)| = |x — x’Iﬁ =alz — 2P
Si

')/I < |x _ x']l/(a_H),
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en posant

|X _ xlll/(a+l)

A—_—

B

37
A est supérieur a 1 et
lu(z) — u(@) | = luz) — ulx + iAy)|
+ lu(x + iAy) — ulx + idy) |
+ lu(x + N) — u(@)|.
Le ler cas permet de majorer le premier et le troisiéme terme par
ClVlp, + 41 — Dy
et le calcul précédent le second par A|x — x’|? soit finalement
lu@@) = u(@)| = CLIMl, + 411z — 217,
3¢me cas. X’ = x. Considérons la suite (Y),<,<,+, d’¢éléments de R”
définie par
=y
Fa=Y+0/—ne 1=

de sorte que ¥, | = ).
Pour tout 1 = j = n, la fonction

yiz € I;f{)—>u(x+inf+z)

est B-lipschitzienne sur R” d’aprés le 2° cas; comme guj est borné par 4,
nous pouvons appliquer le 1° cas. (entre iye; et iyle;) donc :

lu(x + ¥, ) — u(x + %) | = ClIbllgp @y + A4 =y
En sommant, nous obtenons :
luz) — u(@)| = Cl Il @ + Allz — 2P,
4¢éme cas. Cas général.
lu(z) — u(@)| = lu(x + iy) — ulx + p')|
+ lu(x + i) — u(x’ + iy)|.

Le premier terme est majoré en appliquant le troisiéme cas et le second
terme en appliquant le second cas.

Démonstration de la Proposition 2. Soit R tel que
Supp u C B(0, R) X B(0, R),
B(0, R) désignant la boule de centre 0 et de rayon R dans R”".
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Soit z = x + iy € W avec (x, y) appartenant a B(0, R) X B(0, R).
Soit g la fonction définie sur P par

g®) = u(x + {y).

g est continue sur P, lipschitzienne d’ordre a sur R, 4 support inclus dans

D(0, R/|yl).
Appliquant la formule de Stokes a la forme
E{(9)
— —>——d
§ 2+ Y
nous obtenons la formule :
_ v(x + )dt og .. dm({)
2@ R™ 24 r®a o
C’est a dire :
1 fv(x + )dt 2 dm($)
1 == | — — = — + .
M u® . 211 . Paf[( y§)1§'2+1

La premiére intégrale I, est lipschitzienne d’ordre a sur W;. En effet
11,(z) — Li(z)|
1 =)+t =1
r VMl o
+ 1

1 x—x’l"‘+t"‘|y—y|
k V]l
2+

IA

IA

|

e
= bl b — x1e + 2= )
cos am/2

= Clvlllz — 2%

La seconde intégrale I, est différentiable par rapport a z et

R
VIL(z)| = CLog!——| z =x + iy.

En effet :
d
1) = 2 5 et §y>§T’”Jf§—)l.
Comme
ou - A
‘57 PN I ~ (m oy
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et
1
(Im ' + 1

est intégrable sur P, on voit par différentiation sous I'intégrale que I, est
différentiable par rapport a x; et

$—

B u dm($)
wf’ 2 Pay(+“?+r
d’ou
D] — e am({) .
3x, =A”LamWW8+w

u étant C? sur Wg, 01,/0x; est continue. De méme :

§u+m”m~23&u+m]
= —a:u—(x + &)
9z,
4 3’u 9u
j§1 (Re & A Im { aykazj)’

d’ou la majoration :

e+ ]| = Al + )

En remarquant que I’intégration ne se fait que sur un compact de P, on en
déduit que I, est différentiable par rapport a y, et

oI, 3 am({)
)7 P f af

e+
Comme précédemment 37,/9y, est continue sur W et majorée par

I8\ dm(@©)
4 ,[D(o,\/SR/IyI )(1 * (Im f)l—‘)lf2 +1|

soit par

ayk[

Dutx + )| =

R
(Log— + CR‘)
|yl

Par conséquent I, est C' sur W et
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R
VI, (x + iy)| = CA log l——l

Il en découle que I, est lipschitzienne de tout ordre strictement inférieur
a 1. En particulier

||12“1ipa =C,A
ce qui acheéve la démonstration de la proposition.

Démonstration de la Proposition 3. La démonstration se fait par
récurrence sur g. Fixons z = x + iy un élément W,
f v(x + ty) 2 dm(§)
u(z) = 711
+ 1

i af[ w01

v étant C' sur R”, et & support compact, la premiére intégrale est de classe
C! sur W de dérivée partielle par rapport a x;

1 av dt

—x + ty)—-

qui admet dv/0x; comme prolongement a R”.
La seconde intégrale est dérivable par rapport a x; de dérivée :

dm({)
;§ Paa—( §)§2+1

qui se prolonge par 0 4 R". En effet, cette intégrale est majorée par :

c f lylf dm(@)

Tm 2| ~€ [§> + 1]

(R désignant le rayon d’une boule centrée en O contenant le support de u).
Cette derniére intégrale est O(|y[%). Par suite du/dx; se prolonge par
dv/9dx; sur R" et comme 9u/dx; + i(du/dy,) se prolonge par O sur R”, du/dy,
se prolonge par —i(dv/dx;) d’ou la proposition pour g = 1.

La démonstration se termine aisément par récurrence.

B) Régularité sur R". Enongons les résultats obtenus dans ce
paragraphe.

PROPOSITION 4. Soient q un entier naturel et a un réel de 10, 1[. Soit u une
Jonction continue sur Wy a support compact, C™ sur W}, vérifiant

() v = Re ug~ appartient @ C**(R")
(i) Vhu(x + iy) | S Ayl F 1 k=g

Alors ugn appartient a CT*(R").
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Démonstration de la Proposition 4.
ler cas. n = 1. Soit u une fonction continue par P a support compact
C' sur P telle que | (u/dZ)(x + iy) | soit majoré par A/|y|' ety = UR
soit a-lipschitzienne. Appliquant la formule de Cauchy généralisée,
nous obtenons pour tout réel x :
v(ndt lIm %(z)dm(z)

Ry—x o POz "z — x

Im u(x) = —
a

Scient w; et wj deux points de R. Posons d = |w; — w}|. Supposons d < R.
En divisant le domaine d’intégration en {{||{ — w;| = 2d} et son
complémentaire on obtient :

dm({)
Fw)) — Fw) | = 4
|[F(w,) W) ége—;(m;zci (Im g)]"“Ig‘ — wyl
dm($)
+ A
Kop1=24 (Im O — wyl
dm({)
T w2 G T — Wil =l
Or si
[ —wilZ2d £ —wyl Z [ —wl — lw — wl
= —wl—d
IE—wl =2d I8 —wyl =
Donc
’ dm(g)
[F(w) — F(wp | =24 §—w)|=3d (Im §)1r_n“|§ —wyl

am({)

+ Ad ’
248wl (Im §)! 8 — wy| (1§ — wy| — d

Ces intégrales s’estiment alors en passant en coordonnées polaires centrées
enw;. La premiére est

- .
—_ C .
1 "(sm 19)l o «

La seconde est

/2R /'77 dp . /‘ZR dp
24 JO0pl=5in@)p —d)  * /M p!T%p — 4)

par changement de variable :
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_ Ca 2R/d dp
d=eJ2 plm%p — 1)

qui est majorée par

2C, [t dp
d-eJ2 e

d’ou le résultat.

2¢&me cas. n > 1. Soient x et x’ deux éléments de R”. Nous reprenons la
méthode utilisée dans la démonstration de la proposition 2° (3° cas). Soit
la suite (X)), <j<,4 d’éléments de R" définie par

X=X+ —x)g 1=j=n

le résultat pour n = 1 s’applique a la fonction

z € Pou(X; + ze).
D’ou

lu(x) — ux)| = C[Plpmey + 411X — x|
et en sommant

lu(x) — u(x) | = C[ Pl gey + 411 — 2%

Supposons désormais g = 1. Soit ® P'application de R" X C dans C"
définie par :

dw,H) =w, +¢,...,w, + O

dont les propriétés suivantes sont immédiates: ® est C™, (w, -) est
holomorphe ®(w, 0) = w, la distance de ®(w, {) A R" est |Im ¢|, ®
est linéaire.

Posons pour w € R”

2, = uo ®w, {).

11 est immédiat que

g, est C*° sur P

g, est continue sur P

g,, est & support compact, inclus dans une boule de centre 0 et de rayon
R indépendant de w lorsque celui-ci varie dans un compact de R".

Re g, appartient 3 C?%(R)

dg,, est bornée par A

8,(0) = u(w).

Par conséquent, en appliquant la formule généralisée de Cauchy :
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1 Ry t 1 3 d
Img,(0) =-V-P- figw_(—)dz _ Ly [ E© dm©)
T t T P8 e
Il s’agit donc de démontrer que chacune des deux intégrales est de classe
CP en w.
La premiére intégrale s’écrit :

R
I(w) = fo [vo ®w, t) — vo ®(w, —1) ]f?.

Par dérivation sous I'intégrale, I, est de classe C? et pour toute dérivation
L de longueur inférieure ou égale 4 g :

R
LI,(w) = /0 [Lv o ®(w, t) — Lv o ®(w, —1) ]?.

La seconde intégrale s’écrit

= ou am($)
Lw) = > ./[’—R,R]X[O,R] - E)_EJ o ®(w, C)T-

Jj=1
Comme
1
z= |
(Im " (¢

est intégrable sur [— R, R] X [0, R], ’hypothese (ii) entraine que I, est de
classe C9 sur R” et pour toute dérivation L de longueur inférieure a g

" d
Jj=

o ®(w, $)——.
§

Démontrons maintenant que u est C** sur R". L’hypothése (ii) et le fait

que u est C? sur R” entraine que u est C? sur W (Proposition 3).

_Soit L une dérivation sur R”_ de longueur égale 4 g. Lu est continue sur
W, a support compact et [dLu(x + iy)| est majoré par A/ly)
(hypothése ii).

Comme Re(Lu) est égale 3 L(Re u), Re(Lu) est a lipschitzienne sur R”.
Le cas ¢ = 0 permet de conclure que Lu est aussi a lipschitzienne sur
R".

L
azj

Remarque 1. La proposition est valable pour tout cone linéairement
isomorphe a (R_)".

2. Regularité sur des wedges de fonctions holomorphes. Soit maintenant
une sous-variété totalement réelle maximale M de C" de classe CP(P = 2)
définie au voisinage de 0 par ’équation

Imw = Z(Re w)
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ou Z est de classe C¥ au voisinage de 0 dans R” vérifiant Z(0) = 0
dZ(0) = 0 et soit I un cone ouvert connexe de R” de sommet 0. On
considére 'ouvert W (le wedge) défini dans C” par 1’équation

W = Rew + iZ(Rew) + it
au voisinage de 0 et ¢ dans I', c’est-a-dire
W=M+il)n§o

ou 6 est un voisinage de 0 dans C".

L’application ¢ — ¢ + iZ({) se prolonge en une application Z* de C"
dans lui-méme vérifiant :

Z” est de classe C* et de classe C* sur C'\R"

9Z” est nul 4 I'ordre p — 1 sur R”

VIZ7(x + iy)| = Cq_ pour tout g > p.
Iyl??
[3] et [6] (Théoréme 3-2 et son complément 3-3).

Comme Despace tangent en 0 & M est R, Z” définit un C” difféo-
morphisme local en 0 dans C".

Nous dirons que le “wedge” W’ construit a partir de M et IV € T
est strictement plus fin que W et écrirons W’ © W si W’ est inclus dans
WU M.

Nous pouvons démonter les théorémes :

THEOREME 1. Soit f une fonction continue sur W holomorphe sur W telle
que sa restriction a M soit C"* (r = p,a € [0, 1[) (r + a = p). Alors pour
tout W' € W fest C™*.

THEOREME 2. Soit f une fonction continue sur W holomorphe sur W telle
que la restriction @ M de sa partie réelle soit C™* (r = p, a € [0, 1[). Alors
pour tout W' € W

fest C™* pourr=p—1, a €]0,]]

fest C"" pourr =p, a=0.

Introduisons les notations communes aux démonstrations de ces deux
théorémes.

Fixons I” € T et considérons un troisiéme cone I'” tel que I € I'” &
I'. 11 existe N cones A; isomorphes a R’ telles que

N
we ZZW) cwew
j= A
ou W = R" + iAj au voisinage de 0. On supposera dans la suite A; égal
aR". ’
Considérons x une fonction C® sur C" a support compact valant 1 au
voisinage de O et 4 d plat sur R” réelle sur R” et soit u = x - fo Z”.
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Les estimations de Cauchy a l'intérieur de W” donnent pour tout multi-
indice s :

/@) = Cllflle — Cllf Nl
822 |7 d(z, bw M T d(z, MY

Comme
n .
W S Y g e
8w j=1 8 w ow
et

d(Z7(x + iy), M) =~ |yl
on obtient

8u
aw

= (lflloo

ou C ne dépend que du choix de x et W”. De plus

Cllf oo
|yl
Démonstration du Théoréme 1.
Cas r = 0. Supposons fj,, a-lipschitzienne. Les estimations pré-

cédentes et la proposition 1 permettent de conclure que f est lipg
(B = a/(1 + a)). Les estimations de Cauchy donnent alors :

Cllfllg - _Clifllg
dist(z, bW”y B 7 d(z, My P

Vu(x + iy)| =

o
8_zj(z) I =

et par suite

o o)<
a(x )

ul = C- |Iflleo

La Proposition 2 permet de conclure que u et donc f est a-
lipschitzienne.

Casr = 1. Si r = 1, la Proposition 3 s’applique maintenant a u avec
q = r. En effet, les estimations de Cauchy a l'intérieur de W” donnent :

(=)
3z

= O(d(z, bW’)—lSl+a) — O(d(Z, M)—ISH_a).

Comme
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n #
a—‘i=x2%oz*§—zi_—+foz*—a—’f~
oW, j=19z W, W,

et
d(Z(x + iy), M) = |y|
d
—(x + i =0 p=2ta .
aWh( y) (1yl )
De méme, par la régle de Leibniz, pour |s| = p, 3°[dU/3W,] est somme de
termes du type
i)
—f 0Z*

Zj

as—l al

*
az—j_], fl=p—1
o,

qui sont
0( Iylp—2—ls|+a) _ 0( lylr—l-—ls[+a)'

La Proposition 3 permet d’affirmer que u est C” sur 7.

Par suite f est C” jusqu’au bord sur W’. Les dérivées partielles d’ordre
r sont alors a-lipschitziennes sur M (par I'hypothése que f},, est C™%); le
cas r = 0 s’applique & chacune de ces dérivées et f est C™* sur W’.

Démonstration du Théoréme 2. Conservons les notations de la démons-
tration précédente.

Cas r = 0. Supposons Re f a-lipschitzienne sur M. Re u est donc
a-lipschitzienne sur R”; 9u étant borné, la Proposition 4 permet de
conclure que u est a-lipschitzienne sur R” donc f I’est sur M. Par le
Théoréme 1, f I’est sur W”.

Casl=r=p—1 a€]0,l1[. LaProposition 4 s’applique avec g = r.
En effet les estimations de du faites précédemment sont :

du(x + iy) = O(|yI~!~klte),

Par ’hypothése, Re u est C™* sur R”; par conséquent (Proposition 4) u
est C"* sur R" et f I’est sur M. Le Théoréme 1 permet de conclure que f
Pest sur W”.
Casr = p a = 0. Il suffit de remarquer 1’égalité
Cr- N Cr,a '

= <a<l
et d’appliquer le résultat précédent.
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