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Abstract. We consider multi-applications F of the circle S\ the graphs of which are
'degree (1,1)', continuous piece-wise monotonic curves of S1 x S1. In general Fp is
not a connected curve but it is a union of a degree (1,1) continuous curve Fp of
S1 x S1 and of some other curves homotopic to a point. Using these Fp we are able
to study dynamics of F. We focus on the case where F has no periodic points and
we see, for instance, that all 'regular' orbits have, on 51, the same order as orbits
of an irrational rotation. Using this we prove that such F without 'cycles' are obtained
from a Denjoy's counter-example, perturbing it in the holes of the invariant set.
Finally we generalize the classical result of Block and Franke showing that if F is
a C2 curve with no degenerate critical points, or if F is a C°° curve with no 'flat'
points, there are always 'cycles', unless F is an homeomorphism.

0. Introduction, resultats principaux
Le cercle S1 est identifie a R/Z et on note TT:R-» S1 la projection canonique.

Soient X et Y deux ensembles. Une multi-application F de X dans Y est donnee
par son graphe (encore note F) qui est une partie arbitraire de X x Y. Si F' est une
multi-application de Y dans Z, F' ° F est l'ensemble des (x, z) dans X x Z tels qu'il
existe y dans Y avec (x, y) dans F et (y, z) dans F'; F"1 est l'ensemble des (x, y)
tels que (y, x) soit dans F; si X est egal a Y on designe par Tp (p entier positif)
la multi-application obtenue en composant F avec elle-meme p fois; F~p designe
(F"1)".

On notera Pt l'ensemble des applications continues /:R-»R telles que
/(x+1) =/(*) +1

pour tout x et qui sont 'monotones par morceaux' en ce sens qu'il existe une partition
finie de [0,1] en intervalles sur chacun desquels / est strictement monotone.

Rappelons que toute courbe continue y: S1 -» S1 x S1 se releve en une application
continue y:R->RxR telle que (TTX ir)(y(t)) = y(ir(t)).
DEFINITION 1. Nous appelons multi-application monotone par morceaux de S1 toute
multi-application F de S1 dans S1 dontle graphe est une courbe t-* (a (t),fl(t))\Sl -*
S' x Sl admettant un relevement t-»(d(t), 0(t)): R-»R xR ou a et 0 sont dans P,.

Comme cas particuliers de telles multi-applications monotones par morceaux,
nous trouvons les applications /monotones par morceaux de degre 1 et leurs inverses
f~l (au sens des multi-applications).
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Notre but est d'etudier ces multi-applications du point de vue des systemes
dynamiques discrets: on veut etudier le comportement des 'orbites' de F, c'est-a-dire
des suites (xk)keZ de points de S1 telles que, pour tout k, (xk, xk+1) soit dans F et,
tout specialement, l'existence d'orbites periodiques (xk est egal a x0 pour un entier
k non nul).

On tombe naturellement sur de telles multi-applications de S1 dans differents
problemes. En particulier lorsque Ton etudie un couple (f, g) d'applications
differentiables d'une variete compacte V dans R. Generiquement / et g ne sont pas
independantes le long d'un nombre fini de courbes diffeomorphes a S1 et il nous
faut etudier (f, g) en restriction a ces courbes. Or le comportement de (f, g) en
restriction a l'une de ces courbes, notee S, est caracterise par la multi-application

Essentiellement F ° F' est une multi-application monotone par morceaux. Dans
[5] nous appliquons les resultats du present article pour prouver qu'il n'y a pas de
couple C°° stable (au sens de la stabilite des couples, voir [6] et son erratum). Ces
multi-applications apparaissent aussi dans le probleme classique de Dirichlet hyper-
bolique ou l'on cherche a resoudre l'equation

d2u/dxdy = 0;

u: D -*• U est la fonction inconnue, D etant un domaine du plan limite par une
courbe fermee S et on impose une condition limite

u\s=f
ou/est donnee. Lorsque S est convexe le role fondamental est joue par l'homeomor-
phisme F: 5-> S defini, pour presque tout x dans S, en prenant pour F(x) le point
y de 5 tel qu'il existe z dans S (z ¥• x, z ?* y) avec x et z sur la meme verticale z et
y sur la meme horizontale (voir [1], dernier paragraphe, et les references citees la).
Lorsque S n'est plus convexe F devient une multi-application qui est 'generiquement'
monotone par morceaux. Signalons enfin que F. Przytycki utilise dans [10] les
multi-applications de S1 dans l'etude des bifurcations de diffeomorphismes (II a lui
aussi, independamment, degage les notions 'd'ame' et de 'bulle' que nous rencon-
trerons ci-apres).

Lorsque Ton compose deux multi-applications monotones par morceaux on
n'obtient pas forcement une multi-application monotone par morceaux. On con-
tourne cette difficulte dans le paragraphe 1: le resultat prouve la permet de voir
que, si F et F' sont deux multi-applications monotones par morceaux de S1, alors
F o F' est formee d'un certain nombre de courbes fermees homotopes a un point
(que nous appelons bulles de F ° F') et d'une courbe qui est encore une multi-
application monotone par morceaux de S1. Cette courbe, que nous appelons Ydme
de F o F', contient l'essentiel des informations concernant F ° F'. Grace a cette
technique on peut etudier les iterees de F: en fait on remplace Ffc par Yame de Tk,
que l'on note Tk, et qui est, pour tout k, multi-application monotone par morceaux
deS1.

Soit / : S1 -* S1 de classe C1; un point critique de / est dit de type pli si c'est un
point critique isole et si la derivee de / change de signe en ce point. Le theoreme
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de Block et Franke ([4]) dit que si / a une derivee a variation bornee et si die
possede un nombre non nul de points critiques, tous de type pli, alors elle admet
des points periodiques. Notre resultat essentiel (Theoreme 2 ci-dessus) est une
generalisation de ce theoreme aux multi-applications de S\

DEFINITION 2. Soit T une multi-application monotone par morceaux de S1. On dit
que le point (x, y) de S1 x S1 est un point critique horizontal (resp. vertical) de F si,
pour tout parametrage t^>(a(t), j8(0) de T tel que dans la definition 1, a(resp. /3)
admet un extremum local en ce point. Les points de rebroussements sont ceux qui sont
a la fois critique horizontal et vertical. Nous appelons cycle de Y toute famille
(x0, xY,..., xq_i) de points deux a deux distincts de S1 verifiant Vune des proprietes
a,bouc suivantes:

(a) Orbite periodique:

(*,_,, x0) e T; (x,, xi+l) e T, i = 0 , . . . , q - 2;

avec, comme cas particulier, le cas du point fixe {x0}:

(xo,xo)er.
(b) Auto-intersection:
on a q pair (q = 2p,p>\) et

(xt,xi+2)er,i = O,...,q-3;(xo,x1)eT; (x,_2,x,_,)6T;

autrement dit (x0, x,,.,) apparait de deuxfagons differentes comme point de Tp: c'est
une ''auto-intersection' de V. Comme cas particulier nous imposons les couples (x,y)
correspondants aux auto-intersections de T: i.e. pour tout parametrage t -> (a(t), j8(f))
de F il existe r, et t2 distincts avec

a(tl) = a(t2) = x; p(tx) = /3(r2) = y.

(c) Rebroussements:

on a qfs2, (x0, x,) est critique vertical, (xq_2>
 x<i-i) est critique horizontal et Von a

(x,, x , + , ) e r , i = 0, ...,q- 2;

autrement dit (x0, x,_,) est un point de rebroussement de rq~\

Remarquons qu'une application (monotone par morceaux, continue) ne peut
avoir que des cycles de type (a).

Rappelons qu'un 'contre-exemple de Denjoy' ([11]) est un homeomorphisme
/ : S1 -» 51 respectant l'orientation, a nombre de rotation irrationnel, et qui n'est pas
conjugue a une rotation. Pour un tel / il existe un ensemble invariant K dans S1

dont le complementaire est une reunion d'intervalles Iu(ieN,jeZ), deux a deux
disjoints, tels que, pour tous i et j ,

Apres avoir montre dans le paragraphe 3 que Ton peut associer a toute multi-
application F monotone par morceaux sans cycle un nombre de rotation (comme
pour les applications) on montre, au paragraphe 4, que T est en fait un contre
exemple de Denjoy modifie dans certains des 7,yx/ l j + 1 . De facon precise on a le
resultat suivant.
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THEOREME 1. Soit F une multi-application monotone par morceaux de S\ sans cycle,
qui ne soit pas un homeomorphisme. Alors il existe un contre exemple de Denjoy
f: S1 -» Sl, tel que ci-dessus, dont on note F le graphe et il existe une partiefinie A de
N x Z tel que F soit obtenue a partir de Fen remplacant Fr\(Iu x It J+l) par une courbe
Fjj de meme extremites, incluse dans I^x. /.j+i pour tous (i,j) dans A.

Ce theoreme donne une generalisation de [2] qui caracterise les applications
f:Sx-*S1 continues sans points periodiques. On en deduit aisement le theoreme
qui suit.

THEOREME 2. Soit F une multi-application de S1 dont le graphe admet un parametrage
t-*• (a(t), fi(t)): S1 •* Sl x S1 ou a et fi sont de classe C l , avec des derivees a variation
bornee, n'admettant que des points critiques de type pli et de degre non nul. Alors ou
bien F est un diffeomorphisme topologiquement conjugue a une rotation irrationnelle
de S1 ou bien F admet des cycles.

Dans le cas particulier ou F est une application (a = Id) on retrouve le theoreme
de Block-Franke. La meme methode s'applique mot a mot au cas des 'heavy maps'
(un cas particulier d'applications non continues) de Misiurewicz ([9]) pour donner
un resultat analogue.

II est possible que l'on puisse raccourcir notre liste de cycles en gardant le meme
theoreme. En tous cas on ne peut la reduire aux seules orbites periodiques: si
h:S1-*Si designe une application de classe C2, de degre 1, n'admettant que des
points critiques de type pli (en nombre non nul) et si Ar designe le graphe de la
rotation d'angle irrationnel r, alors (h x /i)"'Ar contient toujours une courbe Fo qui
dennit une multi-application de S\ verifiant les hypotheses du theoreme, qui n'est
pas un diffeomorphisme et qui n'a pas d'orbites periodiques (elle a cependant des
cycles de type (b) et (c)). Grosso modo ce qui fait marcher le theoreme de Block-
Franke classique est le fait que, si f:S1-*Si continue presente une 'oscillation' (3
points qui ont la meme image), alors cette oscillation persiste dans toutes les iterees
/ " et, notant /:R->IR un relevement de /, ces oscillations forcent l'un des / " a
rencontrer l'un des Ap = {(x, y)/y = x+p}, peZ. Le phenomene interessant qui se
produit pour les multi-applications est que (comme dans Fo ci-dessus) une 'oscilla-
tion horizontale' peut se combiner avec une 'oscillation verticale' pour former des
bulles qui permettent aux relevees F" de 'passer' les Ap, p e Z, sans les rencontrer.
Ceci laisse voir que notre resultat ne peut etre un corollaire direct des resultats
classiques concernant les applications continues (voir [3]).

Une autre voie que nous avions tentee fut de ramener notre etude au cas des
applications monotones par morceaux non continues ([8] par exemple): en sup-
primant des morceaux de F on trouve une telle application. Outre que ce type de
chirurgie comporte un arbitraire discutable, cela ne fonctionne que dans quelques
cas particuliers: essentiellement les cas ou Ton peut trouver une 'heavy map' ([9]).

Dans un travail en cours de redaction ([7]) nous donnons une notion adaptee a
nos multi-applications 'd'intervalle de rotation'. Evidemment les resultats ne sont
pas aussi simples que dans les cas des applications continues ([3]) ou des 'heavy
maps'. Cependant Przytycki dans [10] decrit un cas particulier (les 'heavy multi-
functions') ou Ton a des resultats comparables.
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1. Deux resultats concernant les applications monotones par morceaux

LEMME 1. Si f et g sont dans Pi il existef et g' dans Pi tels que

De plus sif" et g" sont d'autres elements de P, verifiant

f°f" = g°g"
alors les courbes t -> (/'(t), g'( t)) et t -* (/"(t), g"( t)) ont au moins un point en commun.

Pour demontrer ce lemme nous aurons besoin des notions qui suivent. Un graphe
plonge dans un espace topologique X est une partie G de X formee d'un ensemble
discret de points, les 'sommets de G' et d'une famille de courbes (Aj)j£j, les 'aretes
de G\ telle que chaque Aj soit homeomorphe a [0,1], ses deux extremites sont des'
sommets de G et aucun autre point de A, n'est un sommet. On impose aussi que
deux aretes distinctes ne puissent avoir en commun que des sommets. Un sommet
est dit de 'degre p' (peN) s'il est extremite de p aretes distinctes. Un 'cycle' de G
est determine par une suite finie x , , . . . , xq de sommets de G (repetitions permises)
tels que (x,,x,), (x,, x,+1) pour i = \,... ,q — \, soient les extremites de q aretes
deux a deux distinctes. On peut voir un tel cycle comme un cas particulier de courbe
fermee parametree par S1.

Une application continue f:Si-*Sl est dite de degre n («eZ) si elle se releve en
une application continue /:R-*R telle que / ( l ) = / ( 0 ) + n. Une courbe fermee
continue y: S1 -» S1 x S1 est dite de degre (n, p) ((n, p) e Z2) si ses composantes sont
respectivement de degre n et p. En particulier une courbe de degre (0,0) est homotope
a un point.

On remarque maintenant que l'equation f°f = g°g' revient a dire que
f >-»(/'(*), g'(t)) est une courbe incluse dans l'ensemble

En remarquant qu'il s'identifie a g"1 ° f, nous allons etudier cet ensemble G.
Raisonnant cas par cas - suivant que / (resp. g) est croissante, decroissante,

localement maximale ou localement minimale au voisinage de x (resp. y) - on obtient
pour G, au voisinage de (x, y) les allures representees dans la figure 1 qui suit.
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Revenant a la preuve de notre lemme on voit que si / (ou g) n'a pas d'extremum
local alors c'est un homeomorphisme et le resultat est trivial. Sinon on fait de G
un graphe plonge dans U x R de la maniere suivante: on prend pour sommets les
points (x, y) tels que, ou bien x est extremum local de / ou bien y est extremum
local de g; on prend pour aretes les parties de G qui joignent deux sommets.

Nous utiliserons le sous-lemme qui suit.

SOUS-LEMME. Soient f et g deux applications continues de S1 admettant les relevees
respectives f et g dans Px. Alors G = {(x, y)e S1 x SK, f(x) = g( y)} est un graphe
plonge dans Sl x S1 dont tous les sommets sont de degre 0,2,4 et correspondent a des
'extrema'' locaux soit de f soit de g {en dehors du cas oii f et g sont toutes deux des
homeomorphismes). Si y et y' sont deux cycles de ce graphe determinant des courbes
non homotopes a un point, alors Us ont au moins une arete commune. De plus si Von
decompose la partie non discrete de G (i.e. le complementaire des sommets de degre
0) en une reunion de cycles n'ayant deux a deux en commun que des sommets, alors
un et un seul de ces cycles forme une courbe non homotope a un point et c'est une
courbe de degre (1,1).

Demonstration du sous-lemme. En dehors du cas trivial ou /e t g sont des homeomor-
phismes on fait de G un graphe plonge exactement comme on l'a fait pour G: ses
sommets sont les points (x, y) ou, ou bien / admet un extremum local, ou bien g
admet un extremum local et l'etude locale prouve qu'ils sont tous de degre 0,2 ou
4 (voir figure 1). On a

car, si (x, y) est dans G et (x,y) est dans (fX TT)~\X, y), on a

irf(x) = iTg(y) = (

done on a, pour un certain entier relatif n,

f(x)
d'ou Ton tire

et (x,y + n) est une preimage de (x,y) par TTXTT qui est dans G (l'inclu-
sion reciproque est evidente). On a meme plus: toute courbe continue fermee
t^*(x{t),y(t)) incluse dans G se releve en une courbe incluse dans G. En effet
choisissons un relevement arbitraire t>->(x(t), y(t)) de cette courbe, on a

IT o / o X(t) = IT ° g o y(t)( =f° X(t) = g o y(t))

pour tout /; on en deduit que / ° x et g ° y sont deux relevements de la meme courbe
(f°x). On a done

pour tout t et un certain entier n fixe. Ainsi on prouve que t>-*(x(t),y(t)) admet
le relevement t>-+(x(t), y(t) + n) qui est dans G.

Soit maintenant y un cycle de G non homotope a un point. Un tel cycle admet
un parametrage t*-*(x(t),y{t)) et se releve, comme ci-dessus, en y: t>-*(x(t),y(t))
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qui est dans G. Supposons que son degre soit («,/>); on a

f(x(t+l)) = g(y(t+l))=f(x(t)) + n = g(y(t)) + P
d'ou Ton tire

n=p.

En particulier x et y sont deux applications surjectives de IR dans R. On choisit
maintenant un point a de U qui n'est extremum local ni de / ni de g et on considere

x0 = inf {x; f(x) = a}, y0 = M{y; g(y) = a}

Les 'demi-droites' A = {(xo,y); y<y0}, B = {(x,yo);x<xo} ne contiennent aucun
point de G; ainsi si y ne passait pas par (x0, y0) elle serait tout entiere dans le quart
de plan limite par ce point et les demi-droites A et B ou bien toute entiere a
l'exterieur de ce quart de plan, cela est incompatible avec ce que nous savons de
y. En conclusion y passe par le point (xo,yo).

Ceci prouve en particulier que deux cycles non homotopes a un point ont toujours
en commun le point (xo,yo) = TTX ir(xo,yo); comme ce point n'est pas un sommet
(revoir le choix de a) ces deux cycles ont au moins une arete commune prouvant
ainsi la deuxieme partie du sous-lemme.

Rappelons que tout graphe fini dont les sommets sont de degre pair non nul se
decompose (en general de plusieurs facons) en une reunion de cycles n'ayant en
commun deux a deux que des sommets. On decompose ainsi la partie non discrete
de G. D'apres ce que Ton vient de voir il ne peut y avoir dans cette decomposition
qu'wn cycle y non homotope a un point. Montrons que s'il existe, ce cycle est de
degre (1,1). On a deja vu qu'il etait de degre (n, n), n^O; quitte a renverser le
parametrage on peut supposer n positif. Soit, comme plus haut, un parametrage
t>-*(x(t),y(t)) de la relevee y de y. Alors, lorsque t varie de 0 a l,(x(t),y(t))
passe par (xo+p,yo+p),..., (xo +p + n, yo+p + n) pour un p bien choisi (entier);
revenant a y cela voudrait dire qu'il contiendrait n fois l'arete contenant {x0, y0).
On prouve ainsi que n est egal a 1.

Pour achever la demonstration du sous-lemme il nous reste a voir qu'il existe
toujours au moins un cycle de degre (1,1). Si ce n'etait pas le cas on n'aurait, dans
notre decomposition, que des cycles de degre (0,0): ils se releveraient en des courbes
fermees de U2. Dans ces conditions G serait une reunion de courbes fermees n'ayant
deux a deux en commun que des sommets (elle contiendrait toutes les relevees des
cycles et rien d'autre car toute arete de G se projette en une arete de G, qui est
dans un cycle). Alors une verticale 'generique' x = C'e rencontrerait G en un nombre
pair de points; ceci contredirait le fait que g"1 rencontre les verticales generiques
en un nombre impair de points (revenir au fait que G s'identifie a g"1 °f), achevant
ainsi la preuve du sous-lemme.

Revenons maintenant a la preuve du Lemme 1. En relevant un cycle de degre
(1,1) de G on obtient y:t>-+(x{t),y(t)):U^Ux.U qui parametrise une courbe
formee par une reunion d'aretes de G. Lorsque t varie de 0 a 1, y(t) balaye un
nombre fini d'aretes en passant d'un point (x,y) a (jc + l , j + l ) . Quitte a changer
un peu le parametrage on peut imposer que x et y soient monotones par morceaux.
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On construira le couple (/', g') voulu en prenant

/ = *, g' = y-
La deuxieme partie du Lemme 1 est une paraphrase du fait, deja vu, que deux

telles courbes t>-+(x(t),y{t)) passent par l'arete qui contient {xo,yo) apparaissant
dans la preuve du sous-lemme. •

LEMME 2. Soitf: [a, b]-*[c,d],g: [e, h] -* [c, d] deux applications continues, stricte-
ment monotones par morceaux et telles que

f(a) = c,f{b) = d, g(e) = c, g(h) = d.

Alors il existe deux applications continues, strictement monotones par morceaux
f: [0,1] -»[a, b], g': [0,1] -»[e, h] avec les relations

f{0) = a, f(l) = b, g'(0) = e, g'(l) = h,

Demonstration. Par des transformations affines on peut se ramener au cas ou

[a, b] = [c,d] = [e,h] = [0,1].

Alors on peut prolonger / et g de maniere evidente en des elements de Pt et on
applique le Lemme 1. •

2. Composition de multi-applications
Soient F et F" deux multi-applications monotones par morceaux de 51 admettant
les parametrages respectifs t-* (a(t), p(t)) et t-*(a'(t), P'(t)). On note 0' et a des
releves respectifs de /?' et a; on peut les supposer dans Pl et, appliquant le
Lemme 1, on peut exhiber a" et 0" dans P, tels que

| 8 ' ° a " = a ° / r .

On note a" et /3" les projetees respectives de a" et 0".

DEFINITION 3. La multi-application T" de S1 admettant le parametrage t-*
(a' o a"(t), p o p"(t)) est appelee une dme de F •> F'.

On remarque que l'ame est incluse dans F ° F' et que, c'est encore une multi-
application monotone par morceaux de S1. Cette ame n'est pas unique mais il resulte
de la deuxieme partie du Lemme 1 que deux ames difEerentes ont forcement un point
commun. De plus le sous-lemme du paragraphe 1 montre que le complementaire
de Tame dans F ° F' est reunion d'un nombre fini de courbes fermees homotopes a
un point. Ce sont ces courbes que nous appelons des bulles de F ° F'. Generalisant
aux F* on obtiendra le lemme qui suit.

LEMME 3. Pour tout k dans Z il existe une multi-application Yk monotone par morceaux
de S1 telle que F, = F et que, pour tous entiers relatifs p et q, on ait

rp+,crp»r,. (D
De plus, pour tout x0 arbitraire dans S\ on peut construire une suite (xk)keZ telle que,
pour tous entiers relatifs p et q, on ait

(xq,xp+q)eTp. (2)
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VOCABULAIRE. La multi-application Tk sera appelee ante de Yk (elle est incluse dans
r k ) ; on notera t-*(ak(t), pk(t)) unparametragede Tk. On reservera le nom d'orbite
de F aux suites (xk)keZ donnees par le Lemme 3.

Par la suite chaque fois que y designe une application continue de S1 dans S1

alors y designe une de ses 'relevees' continue de R dans R.

Demonstration du Lemme 3. Nous ecrivons

a, = a, p, = p.

D'apres le Lemme 1 il existe d2 et j812 dans P, tels que

a\° P~2 = P\ °a2.

De proche en proche on construit, pour tout entier p plus grand que 2, dp et p~p

dans P, tels que

dJF_1oj8p = /8p_1odp. (3)

On definit alors la famille des Tk en posant

ao(t) = p°(t) = t;

ak(t) = a, o a2o . . . „ ak(t); pk(t) = j8, - p2 » • • • ° pk{t)

pour fe superieur a 1 et, pour tout p dans Z,

ap(O = /r'(O.
Nous allons prouver (1) dans le cas ou p et q sont positifs. Tout point (x, y) de

Tp+q est de la forme

x = «, o. . . o ap+q(t), y = 0, ° • • • ° Pp+q(t);

on considere z = pt° • • • ° pq° aq+l ° • • • ° a,+ p(f). Par (3) on arrive a

z = a , o • • . o ap o pp+l o . . . o pq+p{t).

Ceci permet de voir que Ton a a la fois
(x, z)eTq, (z,y)eTp

et prouve (1) dans ce cas.
Si p et q sont tous deux negatifs (1) se prouve de la meme maniere en echangeant

les roles des a et de p. Nous allons prouver (1) dans le cas ou p est positif et q
negatif (q = —r); le cas ou p est negatif et q positif se traite de la meme maniere.
Dans le cas ou p est superieur a r un point (x, y) de Tp+q est de la forme

x = a , ° - • • •« ,_ , ( ( ) ; y = Pi°-- -"Pp-rit);

utilisant la surjectivite des pt on peut exhiber u tel que

f = /3p_r+1° ••••>&,(«)
et Ton pose

z = an°- • -°ap(u).

On a (x, z) dans Tq car, par (3),

x = /3, ° • • • « pr ° ar+1 o . . • o ap(u)

et (z,y) dans Fp de fa^on evidente; d'ou le resultat dans ce cas. Let cas ou p est
inferieur a r se traite de maniere analogue.
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Montrons maintenant comment construire des orbites (xk)k£Z. Par surjectivite de
a, on sait, pour tout x0 arbitraire donne, trouver x*0 tel que

a,(xi) = x0;

de meme on sait trouver xl tel que

et ainsi on construit pas a pas la suite (xo)n£N telle que

p2i{xll) = 4'~l; a2i+1(x
2
0
i+1) = x2

0
i.

Alors pour tout r positif on ecrit

Alors la relation (2) decoule de (3) et du diagramme (commutatif) suivant

«4 / \04

y\7X/\
x 2 . . .

Remarque. La suite des ames (Tk)k n'est pas unique mais il nous semble que si
(T'k)k est une autre telle suite on peut affirmer que Ton a pour tout k

en notant Tk ctT'k des relevees de Tk et r^.

3. Nombre de rotation de multi-applications sans orbites periodiques
Les notations sont celles du paragraphe 2. Remarquons qu'en travaillant avec les
a, et /?, a la place des as et Pi on construit, comme dans la preuve du Lemme 3, des
suites (xfc)ke2 de points de IR tels que les xk = ir(xk) soient les points des orbites
deT.

LEMME 4. Si T «'a pas d'orbite periodique il existe un irrationnel r tel que

lim — xQ —

pour toute (xk)ksZ telle que ci-dessus.
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Demonstration. A cause de l'hypothese le graphe de Tk(k^0) ne rencontre aucune
des paralleles a la premiere bissectrice de R2 d'equation y = x + n, n dans Z. Comme
Ton a Tk inclus dans Tk, on en deduit l'existence d'une suite d'entiers relatifs {nk)keZ*
tels que

rk<={(x,y);x+nk<y<x + nk + l}.

Ainsi si (y, z) est dans Fk on a, pour k strictement positif,

z-y
: J fc ' k ['k

Si (xk)k est une orbite telle que ci-dessus on a, pour / positif,
jz ^z _ I jz X } 4- ( Y V } -I- • • ' ~i- (Y V

done

, 4 fc/ /,-<>
avec

or (1) implique, pour tout i,

On en deduit

kl

En echangeant les roles de k et / on a

xkl x0
€(Tk.

Done les ak,k>0, se rencontrent deux a deux. Comme leurs diametres tendent
vers 0 avec k on en deduit

On en deduit, utilisant

que xk/k tend vers r lorsque k tend vers +oo. On en deduit aussi que nk/k tend vers
r dans les memes conditions. Comme F_k est le symetrique de f k par rapport a la
premiere bissectrice on voit que n_fc/_fc( = nfc + 1/fc) a encore r pour limite et on en
deduit que xk/k tend vers r lorsque k tend vers — oo.

Supposons maintenant que r soit egal au rationnel p/q; dans le cas p^nq on
peut affirmer l'existence d'un nombre e strictement positif avec

y>

pour tout (x, y) dans Yq et Ton a

— j — = - ; I
ql ql ,=o
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ce qui est incompatible avec le fait que le premier membre tende vers r lorsque /
tend vers l'infini. On raisonne de maniere analogue dans le cas p a «, +1 pour
prouver que r ne peut etre rationnel, achevant ainsi la preuve. •

VOCABULAIRE. Ce nombre r sera appele nombre de rotation de T.

Cette notion generalise a ce cas la notion classique de nombre de rotation d'un
homeomorphisme du cercle. On remarque que le nombre r construit ci-dessus
depend a priori de la suite d'ames (Tk)k choisie: on peut conjecturer qu'il ne depend
que de F\(a un entier pres); un des corollaires du theoreme t est que c'est le cas
si r n'a pas de cycles.

LEMME 5. Si F n'a pas d'orbite periodique et admet le nombre de rotation r les orbites
de T sont rangees sur S1 comme les orbites de la rotation (irrationnelle) d'angle r.

Demonstration. II nous suffit de comparer les ordres des points x,, xi+p, xi+p+m (avec
m et p strictement positifs) avec ceux de yit yi+p, yi+p+m ou (yk)keZ est une orbite
de la rotation d'angle r. Revenant a U cela nous mene a la comparaison de l'ordre
des couples (a,b) et (a',b') ou

" = %i+p~ Xj — L^i+p ~ Xi J,

" = Xi+p+m ~ Xi — [Xi+p+m — Xi],

b' = yi+p+m-yi-[yi+p+m-yi] =

et [x] designe la partie entiere de x
On remarque maintenant que pour tout k positif on a

[xk+i-Xi] = [kr] = nk.

Cela provient des deux relations

nk<xk+i-Xi<nk + l, nk/k<r<nk +
Alors on a les equivalences

a < b « xi+p -xi-np< xi+p+m - x, - np+m

^ nP+m - «p < xi+p+m - xi+p

m)r]-[pr]<(p + m)r-pr <?> pr-[pr]<(p + m)r-[{p + m)r]

On en deduit le resultat. •

LEMME 6. On note T' la multi-application de S1 parametree par t->(a2(t),/32(t))
(notation du paragraphe 2). Si F n'admet pas d'orbite periodique et a le nombre de
rotation r il en est de mime de T'.

Demonstration. Pour tout k plus grand que 2 on pose

ak'(t) = a2°a3°- • • ° ak+1(t),

pkXt) = p2°p3o---opk+l(t);

cela definit une suite d'ames (rk)keZ pour F en prenant pour T'k (fc>0) la courbe
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t-*(ak'(t),f3k'(t)). On a les diagrammes commutatifs

I <»1 I ak+, I

4- i , I

Alors diXdi est une application de RxK dans lui-meme qui envoie T'k sur Tk, T'k

sur Tk et qui conserve les paralleles a la premiere bissectrice d'equations y = x + n,n
dans Z. On en deduit que si F'fc rencontrait l'une de ces droites il en serait de meme
de F* ce qui n'est pas; done F' n'a pas de points periodiques.

On note (n'k)keZ* la famille d'entiers relatifs tels que

T'k<={(x,y);x+n'k<y<x+n'k + l}.

Notons, pour tout entier relatif n, par Dn la portion du plan RxR comprise entre
les droites y = x + n et y = x + n + l. Comme d, est bornee sur tout intervalle de
longueur 1 il existe un entier m (independant de n) tel que

d,xd,(Dn)c: (J Dj.

On en deduit

n'k-m< nk<n'k + m

et done
lim n'k/k= lim nk/k
k->oo fc-*oo

Ceci acheve la preuve de notre lemme. •

4. Etude des multi-applications de S1 sans cycles
Ce paragraphe est consacre a la demonstration du Theoreme 1. Les notations sont
celles des deux paragraphes precedents. Nous faisons Phypothese que F n'est pas
un homeomorphisme et n'a pas de cycle.

On suppose le parametrage f-»(a,(f), )3i(0) choisi de telle fa?on que a, ait le
minimum possible d'extrema locaux.

On choisit une fois pour toute une suite (xk)keZ construite comme dans le
paragraphe precedent et dont la projetee (xk)keZ est une orbite de F. D'apres le
Lemme 5, (xk)keZ est rangee sur S1 comme les orbites pour la rotation d'angle
irrationnel r (ou r est le nombre de rotation de F). On note K l'ensemble des points
d'accumulation de (xk)keZ.

Remarquons d'abord que, si K est egal a S1, alors on peut construire un homeo-
morphisme h de S1 dans S1 en imposant, pour une orbite {yk)k£Z de la rotation
d'angle r, pour tout k,

et en completant par continuite. L'homeomorphisme hxh envoie le graphe Rr

de la rotation sur une partie de F. Comme F ne peut se restreindre a cette partie
(F n'est pas un homeomorphisme) on en deduit l'existence de points multiples pour
F done de cycles du type b (Definition 2).
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Pour la suite nous supposerons done que K est different de S1: il existe des arcs
de S1 ne contenant aucun point de K.

Soit x un point de S1. Comme K n'a pas de point isole, il existe deux points x
et x de K et deux sous-suites (xv(n))n, (x^,(n))n de (xk)k, respectivement strictement
croissantes et decroissantes (en un sens evident) telle que

limxv(n) = x, limx^,(n) = x,
n n

<p et ty sont croissantes et Fare Xo de S1 limite par x et x contenant x ne contient
pas d'autres points de K que x et JC.

Les suites (x,,(n)+i)n et (xl/,(n)+,)n sont encore respectivement croissantes et
decroissantes pour tout i fixe; on note Xj et xt leurs limites respectives. Notant Xt

l'arc de S1 limite par ces deux points et qui ne contient pas d'autres points de K,
on construit une suite (Xk)k^z d'arcs de S1 dont certains peuvent etre reduits a un
seul point.
LEMME 7. Pour tout x, (xk)k est une orbite de F; en particulier il existe, pour tout
entierj > 0 des suites (xi

k)k£Z de points de S1, rangees sur S1 comme les points d'une
orbite pour la rotation d'angle r telles que

«2,+,(x1i+1) = x\\ a2i(xV) = xTr,1

p2i+i(xii+i)=xv+l, p2i(xii=xri

pour tout i et tout k. De plus pour tout j>0 et tout k il existe e>0 tel que fy
et <Xj soient croissantes en restriction a [xk — e, x{~\. On a un resultat analogue en
remplagant -» par «- et [x{ — e, xJ

k] par [x{, xJ
k + e].

Demonstration. On suppose que l'orbite (xk)k est construite comme dans la
demonstration du Lemme 3: en particulier il existe une suite (xk)keZ telle que, pour
tout fe,

ai(xk) = xk, 0^x1) = xk+l.
De plus (xl

k)keZ est une orbite pour F avec les notations du Lemme 6. Ce Lemme 6
affirme que les x[ sont rangees sur S1 comme les xk. En particulier (xJ,(n)+fc)M est
une suite croissante admettant une limite x{ et, par continuite,

De fagon plus generale il existe des suites (x'k)k avec,

a2,+ 1(xri) = xL a2l.(xi') = x2r1,
H2i+l\Xk )~Xk + lt P2i\Xk)—xk .

et, iterant la methode precedente, on construit pas a pas les (x'k) pour k dans Z, i > 0,
de fagon que Ton ait les formules souhaitees. Ceci montre que (xk)k est une orbite
construite comme dans la preuve du Lemme 3.

Rappelons nous maintenant que a, et /?, sont monotones par morceaux done elles
sont forcement croissantes sur les intervalles [x^,(n)+k, x{,in+1)+k] sauf peut etre sur
un nombre fini. On en deduit que a} et fa sont croissantes au moins sur un petit
arc limite a droite par x{. Notre resultat en decoule. D

Par la suite nous raisonnerons par l'absurde en montrant que si Ton n'avait pas
certaines proprietes alors T aurait des points periodiques: dans cet optique le
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Lemme 8 qui suit nous donne une technique pour faire apparaitre de tels points.
Mais nous donnons avant un peu de vocabulaire.

Soient I = [a,b] et 7 = [c, d] deux intervalles compacts de R. On dira que G est
une multi-application monotone par morceaux de I dans J si son graphe est une
courbe parametree f-»(a(f),/?(*)), te[0,1], incluse dans IxJ avec

et ou a et /? sont continues et strictement monotones par morceaux.

LEMME 8. Soient Io, . . . , / „ des intervalles compacts de R et G,, G2, • • •, Gn des
multi-applications monotones par morceaux respectivement de Io dans It, de 7, dans
I2, • • •, de /„_, dans /„. Soient deux intervalles compacts I et K de U tels que

et F un homeomorphisme de I sur K. Alors Gn° Gn_x° • • • ° Gt° F admet un point fixe.

Demonstration. On peut construire une 'ame' pour G2 ° G, exactement comme on
l'a fait pour la composition de deux multi-applications monotones par morceaux
de S1 en utilisant le Lemme 2 a la place du Lemme 1 (Si fi-»(a,(O, PM) et
t<->(a2{t), /32(O) s o n t ^e b° n s parametrages respectifs de G, et G2, le Lemme 2
amrme l'existence de a et j3 convenables tels que a2° f3 = 0^° a; on prend pour
ame la courbe qui admet le parametrage (>->(«, ° a(t), f}2° j8(0))- On obtient ainsi
une multi-application monotone par morceaux de Io dans I2 incluse dans G2° Gt.
Iterant cette methode on construit une multi-application G monotone par morceaux
de Io dans /„ et qui est incluse dans Gn ° • • • ° Gx. II reste a voir que G° F admet
un point fixe.

Pour cela on suppose que K et I sont respectivement les intervalles [a, b] et
[c, d\ Pour des raisons de connexite G contient une partie G' qui est une courbe
connexe joignant un point (a,y) a un point (b, z) tout en restant dans [a, b]xR.
La composee de F avec G' donne une courbe qui joint un point de {c}x /„ a un
point de {d}xln; pour des raisons de connexite cette courbe doit rencontrer la
diagonale principale de R2 donnant ainsi le point fixe cherche. •

Vocabulaire. On appelle botte tout ensemble Xk x Xk+l {notion introduite juste avant
le Lemme 7). On appelle XJ

k Varc limitepar jc{ et xi et ne contenant pas d'autrepoints
d'accumulation de (xJ

k)k (cet arc peut se reduire a un unique point). On dit que
XkxXk+l est une botte reguliere si Xk et Xk+l ne se reduisent pas a un unique
point et si F definit, en restriction a cette botte une multi-applica-
tion monotone par morceaux de Xk dans Xk+l (de facon precise cela veut dire que
Von a

LEMME 9. Si pour tout k strictement superieur a 0, Xk x Xk+l est reguliere alors F ne
peut contenir aucun arc ayant son origine en un point de {x0, xo}xX, et tout entier
inclus dans (S1 - Xo) x X, (A = interieur de A). Si pour tout k strictement inferieur a
0, Xk_, x Xk est reguliere alors T ne peut contenir aucun arc ayant son origine en un
point de X_t x {x0, x0} et tout entier inclus dans X_, x (Sl-X0).
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Demonstration. Nous demontrons la premiere partie (la seconde est analogue) et,
pour cela nous raisonnons par l'absurde en supposant l'existence d'un arc y de F
ayant son origine sur xoxXt et tout entier inclus dans (S1 -Xo) x X, comme sur la
figure 2 qui suit. Cet arc y se projette sur P'axe des x' en un arc I d'origine x0 et
exterieur a Xo. En particulier, pour m assez grand I contient xHm).

On note maintenant que si (zk)k£Z est une orbite pour la rotation Rr de S1 on a
limn z#(n) = limn zvin) = z pour un z bien choisi; pour tout m fixe il existe p tel que
(Rr)

p(z) soit dans l'arc ouvert A limite par z^{m+l) et z,/,(m-i) contenant z^,(m); comme
(/?r)

p(z) est limite des suites q -> zv(q)+p et q -» z^(,)+l, il existe q0 tel que pour q > q0

on ait zviq)+p et z^(,)+p dans A. Transportant cette propriete, portant sur l'ordre des
zk, on en deduit que, pour q> qo,xv(q)+p et xMq)+p sont dans l'arc B limite par
x*(m+D et ^ ( m _D contenant x^(m). On a alors

xp € B, xp e B.

Comme B est inclus dans / pour m assez grand on en deduit

Xp<=/.

Quitte a restreindre I, y determine un homeomorphisme F de I sur un intervalle
K de Xt. L'hypothese de regularite permet de voir que T, convenablement restreint,
determine une famille Gi,G2,...,Gp-l de multi-applications monotones par
morceaux respectivement de Xy dans X2, de X2 dans X3,..., de Xp_, dans Xp. Le
Lemme 8 nous permet de voir que Gp_, • • • • • G 1 » F a un point fixe. Ceci est
impossible car un tel point serait un point periodique (de 'periode' p) de F. On
raisonne de meme dans les autres cas

LEMME 10. Ou bien tous les Xk sont reduits a un point, ou bien aucun des Xk n'est
reduit a un point.
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Demonstration. Supposons que Xk et Xk+n (n> 1) soient reduits a un point alors
que Xk+1 - ît+n-i ne le sont pas: dans ce cas

(Xk, Xk+i, Xk+1, . . . , Xk+n-i, Xk+n_lt Xk+n)

est un cycle de type b (Definition 2) ce qui est impossible. Done, si certains des Xk

ne se reduisent pas a un seul point on ne peut avoir que les trois cas:
(i) Xk ne se reduit a un point pour aucun indice k.

(ii) Xk ne se reduit pas a un point pour k > fco et X^ se reduit a un point,
(iii) Xk ne se reduit pas a un point pour k < k0 et X^ se reduit a un point.
II nous reste a prouver que Ton ne peut avoir le cas (ii) (on demontre de maniere
symetrique que Ton ne peut avoir (iii)). Pour simplifier les notations nous imposons
ko = 0, ce qui ne change rien.

Notons d'abord que, pour tout k superieur ou egal a un certain entier positif n,
toutes les boites Xk xXk+i sont regulieres et, meme, F en restriction a ces boites
est un homeomorphisme; en effet si cela n'etait pas a, ou /J, auraient une infinite
de zones 'decroissantes', contredisant la propriete d'avoir des relevement dans P,.

D'apres le Lemme 7, (xkn, x(k+l)n) et (xkn, x(k+1)n) sont dans Fn pout tout k.
Supposons d'abord n = l. L'absence de points de rebroussement et le Lemme 9
imposent qu'on ait la figure suivante:

• * -

FIGURE 3

et il est impossible de raccorder sans violer le Lemme 9.
Dans le cas general n > l on raisonne avec Fn a la place de F pour arriver a la

meme contradiction (les 'boites' Xkn x X(k+l)n sont regulieres pour Fn {k > 0) et tout
point periodique de Fn est un point periodique de F). •

Demonstration du Theoreme 1
Pour demontrer le Theoreme 1 il suffit de montrer que, pour toute suite {Xk)k, telle
que ci-dessus et ou aucun des Xk n'est reduit a un point Lemme 10), toutes les
boites Xk x Xk+1 sont regulieres. En effet dans ce cas le Lemme 7 assure que F est
le graphe d'un homeomorphisme si Ton excepte ce qui se passe a l'interieur d'un
nombre fini de boites Xky.X'k+t. Pour obtenir le graphe F du contre exemple de
Denjoy cherche il suffit alors de faire un peu de 'chirurgie' dans ces dernieres boites,
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par exemple en remplacant Tn(X'kxX'k+l) par la 'diagonale' du 'rectangle' X'kx
X'k+i. C'est un vrai contre exemple de Denjoy car il admet K comme ensemble
invariant non trivial.

Soit done (Xk)k une suite de boites non reduites a un point. Quitte a decaler les
indices nous supposerons Xk x Xk+l reguliere pour k<0 et fc > n (w > 1).

Sin-I (seule la boite X o xX, peut etre non reguliere). Alors le Lemme 9 permet
d'affirmer que F ne rencontre pas le hord de la boite Xo x X, en dehors des coins
et le fait que F ne comporte pas de point de rebroussement impose a cette boite
d'etre reguliere.

Si n > 1. On raisonne alors avec Fn a la place de F: Xkn x X(k+1)n (k e Z) devient
une suite de 'boites' pour Fn qui sont regulieres pour k ̂  0. Par le meme raisonnement
que plus haut alors Xo x Xn est encore reguliere pour Fn (un point periodique de
Fn est un point periodique de F).

Supposons « pair (n = 2p); alors dire que XoxXn est reguliere revient a dire que
Ton a

«. an(X
n
p) = X o , /3, ° • • • ° 0n(X

n
p) = X.

On en deduit en particulier (les )3, sont surjectifs en restriction)

Alors le Lemme 9 interdit a F de rencontrer les bords verticaux de Xn_, x Xn et on
en deduit que Xn_, xXn est elle aussi reguliere.

Raisonnant ainsi pas a pas on se ramene au cas n = 1. •

5. Multi-applications differentiables de Sl

Nous demontrons ici le Theoreme 2.
Soit done une multi-application F verifiant les hypotheses de ce theoreme. Le

seul cas non trivial est le cas ou a et /3 ont le meme degre 1 ou - 1 . Quitte a
reparametrer on peut supposer que ce degre commun est 1 et alors F est une
multi-application monotone par morceaux. Si F est un homeomorphisme c'est
forcement un difleomorphisme et, ou bien il est conjugue a une rotation irrationnelle
(car il verifie les hypotheses du theoreme de Denjoy) ou bien il a des orbites
periodiques. Supposons que F ne soit pas un homeomorphisme et n'ait pas de
cycles; on peut lui appliquer le Theoreme 1. On fait encore un peu de 'chirurgie'
sur F: on remplace tous les Fy qui ne sont pas des portions de diffeomorphismes
(ils sont en nombre fini) par une courbe FJ, qui est le graphe d'un difleomorphisme
de classe C2 de Iu dans Iij+l, de facon que la nouvelle courbe F' ainsi obtenue soit
le graphe d'un difleomorphisme de classe C1 a derivee a variation bornee. Alors le
F' ainsi obtenu serait le graphe d'un contre exemple de Denjoy de classe C1 a
derivee a variation bornee. Ceci est impossible et acheve done la demonstration du
Theoreme 2. •

THEOREME 3. Soit F une multi-application de S1 admettant un parametrage
t->(a(t), fi(t)): Sl-*Slx Sl de classe C°°. On suppose que les relevees a et 0 n'ont
pas de points ou toutes les derivees s"annulent et que a ne possede pas de point
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d'inflexion a tangente horizontale. Alors ou bien F est un homeomorphisme conjugue
a une rotation irrationnelle ou bien F admet des cycles.

La demonstration de ce theoreme se conduit comme celle du Theoreme 2: si F
n'est pas un homeomorphisme et n'a pas de cycles, on modifie son graphe comme
dans la demonstration du Theoreme 2. Cependant il se peut ici qu'une extremite de
courbe F,, soit un point a 'tangente horizontale'; on modifie alors les courbes F,, en
des courbes FJ, qui sont des graphes d'homeomorphismes de classe C°° de IUi dans
IiJ+l sans points 'plats' (ou toutes les derivees sont nulles). On obtient ainsi une
courbe F', modifiee de la courbe F, qui est le graphe d'un homeomorphisme de
classe C°° de S1 dans S1 sans points plats. Or, d'apres les resultats de J. C. Yoccoz
dans la reference [11], un tel homeomorphisme ne peut etre un contre exemple de
Denjoy. On arrive ainsi a nos fins.
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