
Proble© mes de Skolem sur les champs algëbriques
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0. Introduction et ënoncë des rësultats

0.1. L'objet principal de cet article est de gënëraliser au cas des champs algëbriques
les rësultats de [MB 2] sur l'existence de solutions en entiers algëbriques de certains
proble© mes diophantiens; accessoirement, nous y apportons quelques amëliorations,
meª me dans le cadre originel des schëmas.

Les champs algëbriques s'entendent ici au sens d'Artin [A]; notre rëfërence
gënërale a© ce sujet sera [L-MB], et les principales notions seront passëes en revue
au paragraphe 1.

0.2. L'ANNEAU DE BASE

Dans toute la suite, R dësigne un anneau de Dedekind qui est:

^ soit un localisë de l'anneau des entiers d'un corps de nombres (cas arithmëtique);
^ soit un localisë de l'anneau d'une courbe af¢ne, lisse et connexe sur un corps k,

extension algëbrique d'un corps ¢ni (cas gëomëtrique).

On note K le corps des fractions de R, et l'on pose B � Spec(R). On note B(1)

l'ensemble des points de codimension 1 de B, c'est-a© -dire des idëaux premiers
non nuls deR (qui sont les idëaux maximaux, sauf siR � K). On identi¢e B(1) comme
d'habitude a© l'ensemble des places de K correspondantes. Pour toute place v de K
(resp. tout v 2 B�1�) on dësigne par Kv (resp. Rv) le complëtë de K (resp. R) en v.
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On ¢xe une cloª ture algëbrique K de K , et l'on note R la fermeture intëgrale de R
dans K .

0.3. DONNEè ES LOCALES SUR LA BASE

On ¢xe de plus:

(a) un ensemble ¢ni S de places de K (archimëdiennes ou non), supposë disjoint de
B(1);

(b) pour chaque v 2 S, une extension algëbrique Lv deKv. On suppose que Lv est une
extension galoisienne de Kv, ou bien une cloª ture algëbrique de Kv (notëe Kv�.

Pour v 2 S, une extension algëbrique K 0 de K sera dite Lv-dëcomposëe si la cloª ture
normale deK 0 surK est une sous-extension de Lv (condition automatique si Lv � Kv).
Il revient au meª me de dire que toutK-plongement de K 0 dans une cloª ture algëbrique
de Lv se factorise par Lv, ou encore, si [K 0 : K � < �1, que pour toute place w de K 0

au-dessus de v, l'extension complëtëe K 0w de Kv est (isomorphe a© ) une sous-extension
de Lv.

On notera L la K-alge© bre topologique produit des Lv; la donnëe de L ëquivaut a©
celle de S et des Lv. On dira qu'une extension algëbrique K 0 de K est L-dëcomposëe
si elle est Lv-dëcomposëe pour tout v 2 S. Si [K 0 : K � < �1, il revient au meª me
de dire que la L-alge© bre L
K K 0 est isomorphe a© L�K

0:K�. Il existe une plus grande
sous-extension de K qui est L-dëcomposëe; nous noterons KL cette extension, et
RL la fermeture intëgrale de R dans KL.

Par exemple, si R � Z;S � f1g (la place archimëdienne), et L1 � R, alors RL est
l'anneau des entiers algëbriques totalement rëels.

0.4. L'OBJET GLOBAL

On se donne un B-champ algëbrique x. On note f : x! B le 1-morphisme struc-
tural, et l'on suppose qu'il vëri¢e les conditions suivantes (qui ne dëpendent pas
de L):

(a) f est surjectif, plat et de type ¢ni;
(b) pour toute extension ¢nie K 0 de K, si l'on dësigne par B0 le normalisë de B dans

K 0, alors chaque composante irrëductible de xB0 s'envoie surjectivement sur B0.

On observera que, compte tenu de (b), la surjectivitë de f dans (a) revient
simplement a© dire que x est non vide. De plus la platitude est automatique si x
est rëduit (ce que, vu nos besoins, on pourra toujours supposer), car (b) implique
que la ¢bre gënërique xK de f est dense dans x.

Signalons ici une dëviation par rapport aux notations de [L-MB]: si T ! S est un
morphisme de schëmas et z un S-champ algëbrique, nous noterons z�T � (plutoª t
que zT ) la catëgorie ¢bre de z en T, la notation zT dësignant le T-champ algë-
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brique dëduit de z par le changement de base T ! S. Bien entendu on a toujours
une ëquivalence de catëgories canonique entre z�T � et zT �T �.

Revenant a© notre champx, on se pose le proble© me de l'existence d'objets dex�RL�
vëri¢ant de plus certaines conditions locales prëcisëes ci-dessous (0.5); remarquons
de© s a© prësent que puisque f est de prësentation ¢nie, la catëgorie x�RL� est limite
inductive des x�R0� ou© R0 parcourt l'ensemble des sous-R-alge© bres de RL qui sont
de type ¢ni (i.e. ¢nies) sur R. Cette propriëtë sera utilisëe sans commentaire dans
la suite, ainsi que l'analogue pour x�KL�.

Il sera en gënëral inoffensif de supposer x rëduit et irrëductible, la propriëtë (b)
ci-dessus, par exemple, se vëri¢ant composante par composante. Il est immëdiat
que, dans ce cas, (b) est nëcessaire pour l'existence d'un objet de x�R�, et a fortiori
de x�RL�. De plus, il suf¢t de vëri¢er (b) pour une extension K 0 telle que toutes
les composantes de xK 0 soient gëomëtriquement irrëductibles sur K 0 (i.e. pour
un corps de rationalitë des composantes gëomëtriques de xK �. En particulier si
xK est dëja© gëomëtriquement irrëductible sur K, la condition (b) revient simplement
a© dire que f est surjectif; lorsquex est un B-schëma sëparë, c'est le cas envisagë dans
[MB 2].

0.5. LES DONNEè ES LOCALES SUR x

Pour tout v 2 S, on ¢xe un ouvert Ov de x�Lv�, pour la topologie v-adique (cf.
dë¢nition 2.2), avec les propriëtës suivantes:

(a) Ov est invariant sous le groupe des Kv-automorphismes de Lv;
(b) Ov est dense dans xLv pour la topologie de Zariski (ûZariski-denseý, en abrëgë).

La condition (b) signi¢e ceci: pour tout sous-champ ouvert non vide u de xLv , il
existe un objet x de Ov qui appartient a© u�Lv�. On verra d'ailleurs (compte tenu
de (a), cf. 2.5.1) que la densitë dans xLv ëquivaut a© la densitë dans xKv . De plus,
on ëtablira (2.5.4) le crite© re de densitë suivant:

PROPOSITION 0.5.1. Soit v 2 S et soit O un ouvert de x�Lv�, invariant sous
Aut (Lv=Kv).

(i) On suppose que Lv � Kv. Pour que O soit Zariski-dense dansxLv, il faut et il suf¢t
qu'il rencontre chaque composante irrëductible de xKv.

(ii) On suppose que Lv=Kv est galoisienne, et l'on notex0 l'ouvert de lissitë dexred sur R
(qui est un sous-champ ouvert dexred).Pour queO soit Zariski-dense dansxLv, il
faut et il suf¢t quex0

K soit Zariski-dense dans (xK )red et que O rencontre toutes les
composantes irrëductibles de x0

Kv
:

Remarques 0.5.2. On exprimera la condition de densitë de x0
K dans (xK )red en

disant que xred est gënëriquement lisse sur K. Cette condition est automatique dans
le cas arithmëtique; d'autre part, si x est un schëma, elle signi¢e simplement
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que les corps rësiduels des points maximaux de x sont des extensions sëparables de
K.

0.5.3. Nous noterons X le produit des Ov, pour v parcourant S: il s'identi¢e natu-
rellement a© une sous-catëgorie pleine de x�L).

Si x 2 x�KL� (abus d'ëcriture pour ûx 2 ob x�KL�ý), on dira, toujours par abus,
que x 2 X si, pour toutK-plongement deKL dansL, l'image de x dansx�L� dëduite
de ce plongement appartient a© X (ou, de fac° on ëquivalente: pour tout v 2 S et tout
K-plongement de KL dans Lv, l'image de x dansx�Lv� appartient a© Ov�. Cette notion
s'ëtend immëdiatement au cas d'un objet dex�A� ou© A est un sous-anneau deKL, par
exemple RL.

DEè FINITION 0.6. Une donnëe de Skolem est une suite s � �xÿ!f B;L;X� ou© :
^ B � Spec�R� est comme en 0.2;
^ L � Pv2SLv comme en 0.3;
^ xÿ!f B est un B-champ algëbrique vëri¢ant 0.4 (a) et (b);
^ X � Pv2SOv ou© les Ov � x�Lv� sont comme en 0.5.

(On notera encore K, S, etc. comme plus haut les donnëes implicites dans s.)
Une telle donnëe de Skolem s est dite comple© te si l'ensemble des places de K est

rëunion de S et de B(1), et incomple© te sinon.
Elle est dite sëparable si x est rëduit et gënëriquement lisse sur K (cf. 0.5.2) et si,

pour tout v 2 S;Lv=Kv est ¢nie galoisienne et Ov est contenu dans x0
K �Lv�, ou©

x0
K est l'ouvert de lissitë de xK .
Un point entier de s est un objet x de x�RL� qui appartient a© X au sens de 0.5.3

ci-dessus.

Remarque 0.6.1. Cette notion diffe© re de celle de [MB 2] par les points suivants: x
est ici un champ plutoª t qu'un schëma; il n'est plus supposë sëparë, ni gëomëtri-
quement irrëductible sur K, cette dernie© re condition ëtant remplacëe par 0.4 (b)
moins restrictive; la condition ûOv 6� �ý de [MB 2] est en consëquence remplacëe
par la condition de densitë 0.5 (b), et l'on ne suppose plus que les Ov sont formës
de points lisses.

Nous pouvons en¢n ënoncer notre rësultat principal:

THEè OREé ME 0.7. Toute donnëe de Skolem incomple© te admet un point entier.

0.8. REMARQUES, CAS PARTICULIERS

0.8.1. Le cas le plus important pour les applications est celui ou© Lv � Kv pour tout
v 2 S. On peut d'ailleurs s'y ramener, cf. 3.1.1. Dans ce cas, KL est la plus grande
extension algëbrique de K qui est totalement dëcomposëe en chaque v 2 S, et Ov
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est un ouvert de ûpoints Kv-rationnelsý de x. On sugge© re au lecteur effarouchë par
les notations de garder a© l'esprit ce cas particulier.

0.8.2. Lorsque x est un schëma, que xK est gëomëtriquement irrëductible sur K, et
que Lv=Kv est ¢nie galoisienne (resp. que Lv � Kv) pour tout v 2 S, on retrouve
le thëore© me 1.3 de [MB 2] (resp. le thëore© me de densitë de Rumely [Ru 1]). Le
sous-cas ou© S � � est le thëore© me d'existence de Rumely ([Ru 1], [MB 1]). Celui
ou© xK est unirationnel et ou© Lv � Kv pour tout v est ëtabli dans [C-R]. Une
dëmonstration du rësultat de [MB 2], annoncëe indëpendamment par P. Roquette
vers la meª me ëpoque, est publiëe dans [G-P-R].

0.8.3. Le cas ou© R � K est dëja© intëressant, meª me dans la situation de [MB 2]; on en
trouvera une dëmonstration simpli¢ëe dans [P], (ûTheorem Sý, qui est cependant
prësentë a© tort comme ûa signi¢cant generalization of a special case of Rumely's
Local-Global Principleý; il s'agit au contraire d'un cas particulier d'une gë-
nëralisation).

Comme l'a remarquë Pop, ce cas particulier entra|ª ne trivialement, par exemple,
que le corps des nombres algëbriques totalement rëels est ûpseudo-rëel closý; de plus
tous les corps KS ont la propriëtë suivante: si V est une KS-variëtë lisse
gëomëtriquement irrëductible de dimension > 0, alors l'ensemble V �KS) est vide
ou in¢ni. Pop appelle ûlarge ¢eldý un corps ayant cette propriëtë; d'autres ont
proposë depuis ûampleý plutoª t que ûlargeý. Je sugge© re ûcorps fertileý pour la tra-
duction franc° aise.

Quoi qu'il en soit, cette propriëtë a des consëquences importantes sur la thëorie de
Galois de ces corps, liëes au ûproble© me de Galois inverseý (voir [P], Main Theorem
A, et aussi [D-D] pour un exposë des principales conjectures dans ce domaine).

Remarque 0.8.4. Au lieu des complëtës de K aux places de S, on aurait pu utiliser
systëmatiquement les hensëlisës (en une place v archimëdienne, on peut dë¢nir
l'hensëlisë de K comme la fermeture algëbrique de K dans son complëtë en v). Ceci
ne changerait pas l'ënoncë du thëore© me, ni, pour l'essentiel, la dëmonstration.
L'emploi des complëtës nous permet d'utiliser directement [MB 2], ou© il ëtait justi¢ë
par le roª le crucial des arguments de compacitë; il est aussi plus conforme a© la tradi-
tion ^ peut-eª tre contestable ^ des arithmëticiens. En revanche, la variante
hensëlienne du thëore© me de recollement 1.4 est bien plus facile a© dëmontrer que
celle utilisëe ici (voir [MB 4], 5.4.6).

EXEMPLE 0.9. Soit g un entier X 1. Fixons des nombres premiers p1,..., pn et, pour
chaque i 2{1,...,n} une courbe Ci lisse, projective, gëomëtriquement irrëductible de
genre g sur Fpi . Alors il existe un corps de nombres E, dëcomposë en chaque pi,
et une courbe C lisse de genre g sur l'anneau des entiers de E, dont la ¢bre en chaque
place de E au-dessus de l'un des pi est Fpi -isomorphe a© la courbe Ci correspondante.

Il suf¢t en effet d'appliquer 0.7 a© la donnëe de Skolem suivante:
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K � Q;R � Z�1=p1:::pn�;S � fp1; :::; png;Lpi � Qpi ;x �mg;R (le R-champ des
courbes lisses de genre g), Opi � fG 2 ob x�Qpi � jG est ¢bre gënërique d'une courbe
lisse de genre g sur Spec(Zpi ), de ¢bre spëciale Fpi -isomorphe a© Ci}.

Le lecteur vëri¢era que les conditions dë¢nissant une donnëe de Skolem incom-
ple© te sont bien vëri¢ëes; en particulier, xQ est ici gëomëtriquement irrëductible,
l'incomplëtude vient de ce que la place archimëdienne n'est pas dans S, les Opi sont
des ouverts d'apre© s 2.6 (i), non vides parce que mg est lisse sur Z (i.e. d'apre© s
la thëorie des dëformations des courbes lisses).

Il y a d'autres exemples intëressants d'ouverts de mg�F �, ou© F est un corps local,
par exemple:

^ l'ensemble des courbes C sur F telles que C�F � soit vide (resp. non vide);
^ (pour F � R) l'ensemble des courbes C sur R telles que C�R� ait r composantes

connexes (r ¢xë);
^ (pour F non archimëdien) l'ensemble des courbes C sur F ayant bonne rëduction

(resp. potentiellement bonne rëduction) sur les entiers de F;
^ (pour n entier > 0 ¢xë) l'ensemble des courbes C sur F telles que le

Gal(F=F )-module H1
et�CF ;Z=nZ) soit isomorphe a© un module ¢xë.

Je laisse au lecteur le plaisir de vëri¢er que les exemples ci-dessus donnent bien
des ouverts. Bien entendu, lorsque l'on explicite les cas particuliers de 0.7 ainsi
obtenus, il faut s'assurer, d'une part, que les ouverts considërës sont non vides,
et d'autre part que la donnëe de Skolem envisagëe est incomple© te. Cette dernie© re
prëcaution est toutefois super£ue si gX 3, comme nous le verrons plus bas (0.11,
5.9).

VARIANTE 0.9.1 (dëtails laissës au lecteur). Au lieu d'une courbe Ci, on peut se
donner pour chaque pi un reveª tement modërëment rami¢ë pi : C0i ! Ci de courbes
sur Fpi , en imposant a© ces reveª tements d'avoir meª me type topologique (les Ci

ont meª me genre, les C0i aussi, et pour chaque i il existe une bijection entre les points
de rami¢cation gëomëtriques de C0i et ceux de C 01, respectant les relations donnëes
par les reveª tements et les indices de rami¢cation). Soit S l'ensemble des nombres
premiers divisant les indices de rami¢cation des pi. Alors il existe un corps de
nombres E, dëcomposë en chaque pi, et un reveª tement de courbes lisses sur l'anneau
des S-entiers de E (appellation malencontreuse mais traditionnelle pour les ëlëments
de K qui sont entiers hors de S) qui pour chaque i induit pi aux places au-dessus de pi,
en un sens ëvident.

EXEMPLE 0.10 (dëtails au paragraphe 6). Soient K un corps de nombres, S un
ensemble ¢ni de places de K, R un localisë de l'anneau des S-entiers de K. Soit
G un R-schëma en groupes lisse, sëparë et de type ¢ni et, pour tout v 2 S, soit
Xv un G-torseur sur Spec(Kv). Alors il existe un corps de nombres E, dëcomposë
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en chaque v 2 S, et un G-torseur X sur la fermeture intëgrale R0 de R dans E tels que
X induise, pour tout plongement de E dans Kv, un torseur isomorphe a© Xv.
(ûthëore© me d'approximation forte pour les G-torseurs sur RSý).

C'est en effet ce que donne 0.7 appliquë au champ classi¢ant x de G sur Spec(R).
Notons cependant que la donnëe de Skolem obtenue est comple© te si R est l'anneau

des S-entiers de K et si S contient toutes les places archimëdiennes de K (et
l'argument de propretë que nous verrons dans 0.11 ne s'applique pas tel quel puisque
x n'est pas un schëma). Cependant,x a la propriëtë de ûpropretë faibleý suivante: si
L est une R-alge© bre qui est un anneau de valuation discre© te, de corps des fractions
F, et si X est un G-torseur sur F, alors il existe une extension ¢nie sëparable F 0

de F tel que XF 0 se prolonge en un G-torseur sur la fermeture intëgrale de L dans
F 0. (En effet, il suf¢t pour cela que X �F 0� 6� �). Comme on le verra au paragraphe
5, ceci suf¢t a© conclure; le lecteur pourra d'ailleurs s'amuser a© le dëmontrer directe-
ment dans ce cas particulier.

Ce type de rësultat peut se formuler agrëablement en termes cohomologiques.
Posons comme d'habitude B � Spec�R� et notons L le produit des Kv pour
v 2 S. On a des applications canoniques

H1�RS;G� ÿ!a H1�KS;G� ÿ!b H1�L
K KS;G� �0:10:1�
ou© , pour se rassurer, on peut remarquer que le dernier H1 s'identi¢e a© la limite in-
ductive des H1�L
K K 0;G� ou© K 0 parcourt les extensions ¢nies de K contenues dans
KS. Le rësultat ënoncë au dëbut de 0.10 dit simplement que b � a est surjective. Plus
prëcisëment, on ëtablira au paragraphe 6, entre autres, les rësultats suivants:

^ a et b sont surjectives;
^ si GK est connexe, si G! B vëri¢e la condition (b) de 0.4, et s'il existe une place

de K n'appartenant pas a© B�1� [ S, alors a et b sont bijectives.

0.11. Eè LIMINATION DE L'HYPOTHEé SE D'INCOMPLEè TUDE

L'argument du dëbut de 0.10 est un cas tre© s particulier de situation ou© l'hypothe© se
d'incomplëtude est super£ue. Supposons par exemple que la donnëe de Skolem
s � �xÿ!f B;L;X� soit comple© te mais que x soit un schëma (voire un espace
algëbrique) et que xK soit propre sur K. Alors il existe un point b de B(1) tel
que f soit propre au-dessus de Spec (OB;b). Le crite© re valuatif de propretë montre
alors que tout point entier de la restriction de s a© B ÿ fbg se prolonge en un point
entier de s, ce qui montre que s admet un point entier.

On peut gënëraliser cet argument dans plusieurs directions. Par exemple, sixK est
un ouvert d'une K-variëtë projective gëomëtriquement irrëductible V, dont le fermë
complëmentaire est de codimension X 2, un argument de section linëaire permet
de se ramener au cas propre (cf. [MB 3], 3.1). Des variantes de ce genre d'ënoncë
existent dans le cadre des champs algëbriques, ou© la notion de morphisme propre
est cependant d'un usage plus dëlicat. Quelques ënoncës prëcis seront donnës au
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paragraphe 5. Un cas particulier important est le corollaire 5.9, montrant que dans
l'exemple 0.9 ci-dessus l'hypothe© se d'incomplëtude est inutile si gX 3.

Bien entendu les considërations prëcëdentes ne constituent nullement une thëorie
gënërale comme pourrait l'eª tre une extension ^ qui reste a© faire ^ de la thëorie
des capacitës de [Ru 2] au prësent contexte.

0.12. PLAN DE L'ARTICLE

Le thëore© me 0.7 est ëtabli au paragraphe 4, par rëduction a© la situation de [MB 2]. La
preuve nëcessite, apre© s des rappels et prëliminaires sur les champs algëbriques
(paragraphe 1), quelques rësultats ëlëmentaires prësentës au paragraphe 2 sur la
ûtopologie forteý sur x�F � lorsque x est un champ algëbrique de type ¢ni sur
un corps local F. On explique au paragraphe 3 des procëdës de rëduction permettant,
pour la preuve de 0.7, de supposer que la donnëe de Skolem considërëe est sëparable,
et aussi de remplacer le champ donnëx par un ouvert non vide dex, quitte a© ûëlargir
Sý. Ces constructions gënëralisent celles de [MB 2], remarques 1.9 et 1.10; leur
extension au cas des champs fait cependant usage d'un rësultat non trivial de re-
collement (1.4, [MB 4]).

Le paragraphe 5 est consacrë au proble© me de l'ëlimination de l'hypothe© se d'in-
complëtude, dëja© ëvoquë en 0.11, et le paragraphe 6 a© l'ëtude des torseurs sur
les anneaux RS.

1. Rësultats sur les champs algëbriques

Par ûchamp algëbriqueý, nous entendrons toujours, conformëment a© la terminologie
de [L-MB], un ûchamp algëbrique quasi-sëparëý au sens d'Artin [A]. Rappelons
qu'un tel champ x, sur un schëma de base S qui sera souvent omis des notations,
est dë¢ni par les donnëes suivantes:

(a) pour tout S-schëmaT, une catëgoriex�T � qui est un groupo|« de (toutes les £e© ches
de x�T � sont des isomorphismes);

(b) pour tout S-morphisme h : T 0 ! T, un foncteur de ûchangement de baseý
h� : x�T � ! x�T 0� (notë aussi x 7 ÿ! xT 0); ces donnëes faisant dex une catëgorie
¢brëe en groupo|« des sur la catëgorie des S-schëmas (en particulier, pour
T 00ÿ!h

0
T 0 ÿ!h T , on a un isomorphisme de foncteurs h0�h� ' �hh0��, avec con-

trainte d'associativitë pour une suite de trois morphismes).

On demande aussi a© x de vëri¢er les axiomes suivants:

(c) (reprësentabilitë relative) pour tout S-schëma T et tout couple (x; y) d'objets de
x�T �, le foncteur Isom (x; y) qui a© tout T-schëma T 0 associe l'ensemble
Homx�T 0��xT 0 ; yT 0 � est un T-espace algëbrique [K] quasi-compact et sëparë
sur T; noter que ce foncteur est en particulier un faisceau fppf (et meª me un
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faisceau fpqc, d'apre© s [L-MB], (A.4)), et que l'espace algëbrique Isom (x; y) est en
fait de type ¢ni sur T ([L-MB], (3.3)).

(d) x est un champ pour la topologie ëtale: pour toute famille couvrante
(hi : Ti ! T �i2I pour la topologie ëtale, toute famille d'objets
(xi 2 obx�Ti��i2I munie d'une donnëe de descente relativement a© la famille
(hi) provient d'un objet de x�T), qui est unique a© isomorphisme unique pre© s
a© cause de (c);

(e) (reprësentabilitë locale) il existe un S-schëmaX et un objet P dex�X � qui est lisse
et surjectif sur x au sens suivant: pour tout S-schëmaTet tout x 2 obx�T �, le
T-espace algëbrique Isom (xX�ST ;PX�ST ) est lisse et surjectif sur T.

Remarques 1.1. (i) Si dans (e) on remplace ûlisseý par ûëtaleý on obtient la
dë¢nition plus restrictive adoptëe par Deligne et Mumford dans [D-M], et nous
dirons dans ce cas que x est un champ de Deligne-Mumford.

(ii) Des thëore© mes d'Artin (cf. [L-MB], chapitre 10) montrent qu'on obtient une
dë¢nition ëquivalente en remplac° ant, dans la condition (d), la topologie ëtale
par la topologie fppf.

(iii) Un S-espace algëbrique (et a fortiori un S-schëma) Y dë¢nit un S-champ al-
gëbrique, encore notë Y: on associe a© T ! S la catëgorie discre© te dont l'ensemble
d'objets est Y �T � � HomS �T ;Y �. Les champs ainsi obtenus (dits ûreprësentablesý)
sont exactement, a© 1-isomorphisme pre© s, les champs algëbriques x tels que, pour
tout T ! S, la catëgorie x�T � soit ëquivalente a© une catëgorie discre© te (pour tout
objet x 2 obx�T � on a Autx�T ��x� � {idx}): cf. [L-MB], (8.1.1).

(iv) Les S-champs algëbriques forment une 2-catëgorie (ChAlg/S): si x et y sont
deux S-champs algëbriques, un 1-morphisme F : x! y est la donnëe, pour tout
S-schëma T, d'un foncteur F �T � : x�T � ! y�T �, et pour tout h : T 0 ! T , d'un iso-
morphisme de foncteurs h� � F �T � ' F �T 0� � h�, compatible aux isomorphismes
de composition de (b). Les 1-morphismes de x dans y forment eux-meª mes une
(1-)catëgorie dont les morphismes (morphismes de foncteurs) sont les 2-morphismes
de (ChAlg/S). En particulier, pour tout S-champ algëbrique x et tout S-schëma
T, la catëgorie des 1-morphismes de T (vu comme S-champ) vers x est
canoniquement ëquivalente a© la catëgorie x�T �. Nous identi¢erons couramment
ces deux catëgories.

La mëthode standard de dëmonstration des propriëtës des champs algëbriques
consiste a© se ramener au cas des schëmas en utilisant (e); nous ne faillirons pas
a© cette saine tradition. Il est donc essentiel, ëtant donnë un champ algëbrique x,
de trouver des schëmas X et des objets de x�X � (ou, ce qui revient au meª me,
des 1-morphismes X ! x) ayant de ûbonnesý propriëtës. Des exemples, utiles pour
la suite, de tels ënoncës sont fournis par 1.2 et 1.3 ci-dessous:
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THEè OREé ME 1.2 ([L-MB], (6.3)). Soient x un champ algëbrique, K un corps et x:
Spec �K� ! x un 1-morphisme (i.e. un objet de x�K�). Alors il existe un diagramme
commutatif

ou© X est un schëma af¢ne et j un 1-morphisme lisse. &

Remarque 1.2.1. L'ënoncë ci-dessus contient un abus de langage courant: il aurait
fallu ëcrire û2-commutatifý, ce qui signi¢e qu'il existe un 2-isomorphisme entre les
1-morphismes x et j � x1 de Spec (K) dans x (ou encore: les objets x et j � x1
de la catëgorie x�K� sont isomorphes).

THEè OREé ME 1.3 ([L-MB], (6.5)). Soient S un schëma et x un S-champ algëbrique.
Il existe un sous-champ ouvert dense u de x et une famille dënombrable
�pn : Xn! u�nX 1 de 1-morphismes ayant les propriëtës suivantes:

(i) pour tout nX 1,
(a) Xn est un espace algëbrique;
(b) pn est lisse, surjectif, sëparë, de type ¢ni, a© ¢bres gëomëtriquement connexes;

(ii) pour tout anneau artinien K, tout 1-morphisme Spec �K� ÿ!u se rele© ve a© l'un des
Xn. &

THEè OREé ME 1.4 [MB 4].Soient S un schëma localement noethërien, s un point fermë
de S, p : S0 ! S le S-schëma spectre du complëtë de OS;s, U l'ouvert Sÿ{s} de S,
U 0 � pÿ1�U�. Soit x un S-champ algëbrique de type ¢ni. Alors le foncteur naturel

x�S�ÿ!x�U� �x�U 0� x�S0�

est pleinement ¢de© le, et est meª me une ëquivalence de catëgories si S est excellent, ou
encore si S est rëgulier de dimension 1. &

En d'autres termes, deux objets dex�U� etx�S0� respectivement, dont les restrictions
a© U 0 sont isomorphes, peuvent eª tre recollës en un objet de x�S�.

1.5. CHAMPS DE TORSEURS

Soient X un S-espace algëbrique et G un S-espace algëbrique en groupes opërant sur
X. On dë¢nit le champ quotientx � �X=G� comme suit: pour tout S-schëma T,x�T �
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est la catëgorie des diagrammes (T  ÿp ~T ÿ!j XT � X �S T ) ou© ~T est unGT -torseur
sur T et j un T-morphisme GT-ëquivariant.

Prëcisons que par ûGT -torseurý nous entendons un faisceau sur le site fppf de T,
muni d'une action de GT, qui est localement (pour la topologie fppf) isomorphe
a© GT muni de l'action par translations. Un tel faisceau est un espace algëbrique mais
n'est pas nëcessairement un schëma, meª me si G en est un. L'ensemble pointë des
classes d'isomorphie de G-torseurs sur S est notë H1(S;G); lorsque S est le spectre
d'un anneau A on le note aussi H1(A;G).

Si G est plat, de prësentation ¢nie et sëparë sur S, et si X est quasi-sëparë sur S,
alorsx est un S-champ algëbrique ([L-MB], (10.13.1)). Un cas particulier important
est celui ou© X � S (de sorte que G ope© re trivialement). Dans ce cas, x�T � est
simplement la catëgorie des GT-torseurs sur T; ce champ [S=G] est parfois appelë
champ classi¢ant de G et notë BG. Le G-torseur trivial sur S dë¢nit une section
S! �S=G] du morphisme structural, qui est surjective et plate et n'est autre,
d'ailleurs, que le G-torseur universel sur [S=G]. Ceci implique notamment que
[S=G] est plat et surjectif sur S, a© ¢bres gëomëtriquement irrëductibles.

2. Topologie d'un champ sur un corps local

2.1. Soit F un corps topologique sëparë. Pour tout F-schëma localement de type ¢ni
X, on peut dë¢nir une topologie, dite forte, sur X �F �, caractërisëe par les propriëtës
suivantes:

^ pour X � An
F, la topologie forte sur X �F � � Fn est la topologie produit dëduite

de la topologie de F;
^ pour tout F-morphisme f : X ! Y, l'application induite X �F � ! Y �F � est con-

tinue; si f est une immersion ouverte (resp. fermëe), la topologie forte sur
X �F � est induite par la topologie forte sur Y �F �, et fait de X �F � un ouvert (resp.
un fermë) de Y �F �.

DEè FINITION 2.2. Soitx un champ algëbrique localement de type ¢ni sur un corps
topologique sëparë F. Un ouvert de x�F � (pour la topologie forte) est une sous-catë-
gorie O de x�F � vëri¢ant les propriëtës suivantes:

(a) O est strictement pleine, i.e. si x 2 ob O, toute £e© che dans x�F � de source x
appartient a© O;

(b) si T est un F-schëma de type ¢ni et j : Tÿ!x un1-morphisme, alors jÿ1�O� est
un ouvert de T �F � pour la topologie forte.

Remarques 2.3. (i) Il est immëdiat que l'on obtient ainsi une topologie sur l'en-
semble des classes d'isomorphie d'objets de x�F �, et que cette topologie co|« ncide,
aux identi¢cations habituelles pre© s, avec celle dë¢nie en (2.1) lorsque x est reprë-
sentable par un F-schëma.
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(ii) Pour tout 1-morphisme j : x! y de F-champs algëbriques localement de
type ¢ni, le foncteur induit j�F � : x�F � ! y�F � est ûcontinu pour la topologie
forteý: si O est un ouvert de y�F �;jÿ1�O� est un ouvert de x�F �.

(iii) Les ouverts de x�F � s'identi¢ent a© ceux de xred(F ) par l'ëquivalence de
catëgories xred�F � ! x�F � dëduite de l'immersion naturelle xred ! x.

Convention 2.4. Nous supposerons dans ce qui suit que F est un corps muni d'une
valeur absolue notëe j j (et de la topologie correspondante), de l'un des deux types
suivants:

(i) (ûcas archimëdiený) F � R ou C (avec la valeur absolue ordinaire);
(ii) (ûcas non archimëdiený) j j est associëe a© une valuation (a© valeurs rëelles),

d'anneau L hensëlien.

Remarque 2.4.1. Dans les deux cas, le corps valuë F a les propriëtës suivantes:

(i) pour tout morphisme lisse (resp. ëtale) Xÿ!Y de F-schëmas de type ¢ni,
l'application continue induiteX �F � ÿ!Y �F � est ouverte (resp. est un homëomor-
phisme local);

(ii) la valeur absolue se prolonge de manie© re unique a© toute extension algëbrique F 0

de F, que l'on munira toujours de la topologie correspondante (pour le cas
non archimëdien, voir [Ri] ou [E], ou© cette propriëtë est en fait prise comme
dë¢nition d'une valuation hensëlienne). En particulier, soit G un groupe de
F-automorphismes de F 0 : alors pour tout F-champ algëbrique de type ¢ni
x, G ope© re ûcontinuª mentý sur la catëgorie x�F 0� et l'on peut parler d'ouverts
G-invariants de x�F 0�.

(iii) Voici un exemple d'ouvert (voir aussi 0.9): soit G un F-espace algëbrique en grou-
pes lisse sur F, et notons x � �SpecF=G� le champ classi¢ant de G (cf. 1.5). Pour
tout G-torseur X sur F, notons

Iso�X � :� fY 2 obx�F � jY ' Xg
l'ensemble des G-torseurs isomorphes a© X. Alors Iso(X) est un ouvert (ëvidem-
ment non vide) de x�F �: ceci rësulte du fait que si S est un F-schëma de type
¢ni et Y un GS-torseur sur S, le faisceau I :� Isomx�S��XS;Y � est un S-espace
algëbrique lisse (c'est un torseur sous une forme tordue, et meª me une forme in-
tërieure, de GS), de sorte que d'apre© s (i) l'image de I�F � dans S�F � est bien
un ouvert, qui n'est autre que l'ensemble des s 2 S�F � tels que Ys 2 Iso�X �.

2.5. CRITEé RES DE DENSITEè

Soient x un F-champ algëbrique de type ¢ni, F 0 une extension algëbrique de F, O un
ouvert de x�F 0�: nous dirons (cf. l'introduction) que O est Zariski-dense dans x
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(resp. dans xF 0) si, pour tout sous-champ ouvert (de Zariski) non vide u de x (resp.
de xF 0), on a u�F 0� \ O 6� � (ou© l'on identi¢e le cas ëchëant u�F 0� a© uF 0 �F 0�). Cette
notion ne dëpend que de O vu comme ouvert de xred(F 0).

LEMME 2.5.1. Avec les hypothe© ses et notations de 2.5, si O est Zariski-dense dans
xF 0 il est Zariski-dense dansx.La rëciproque est vraie si F 0 est une extension normale
de F et si O est invariant sous G:� Aut�F 0=F �.

Preuve (dëtails laissës au lecteur). La premie© re assertion est immëdiate. La seconde
rësulte de la remarque suivante: si p : xF 0 ! x est la projection canonique et si u est
un sous-champ ouvert dexF 0 , alors p�u� est un sous-champ ouvert dex et pÿ1�p�u��
est la rëunion des gu pour g 2 G. &

PROPOSITION 2.5.2. Soient x un F-champ algëbrique localement de type ¢ni, F 0

une extension algëbrique de F, u un sous-champ ouvert dense de x. Alors uF 0 est
dense dans xF 0 . De plus, dans chacun des cas suivants, u�F 0� est Zariski-dense dans
x�F 0�:
i(i) x est lisse sur F;
(ii) F 0 est algëbriquement clos.

Preuve. La premie© re assertion est immëdiate en raison du fait que le morphisme
naturelxF 0 ! x est ouvert. Pour la seconde on peut donc supposer, et l'on suppose,
que F 0 � F . Soit O un ouvert non vide de x�F �: montrons que O \u�F � n'est pas
vide. Soit x: Spec�F � ! x appartenant a© O: (1.2) fournit un F-schëma X (que l'on
peut encore supposer irrëductible), un 1-morphisme lisse p:X ! x et un point
x1 2 X �F � dont l'image dans x�F � est isomorphe a© x. Comme p est un morphisme
ouvert, pÿ1�u� est dense dans X; comme d'autre part pÿ1�O� est non vide par con-
struction, il suf¢t de dëmontrer l'assertion en remplac° ant x par X. Nous suppo-
serons donc dans la suite que x � X est un schëma.

Cas (i): la question ëtant locale pour la topologie de Zariski, nous pouvons sup-
poser qu'il existe un morphisme ëtale p : X ! An

F . Dans ces conditions, p�O� est
ouvert dans F 0n, et d'autre part, si Z � X ÿu; p�Z� est contenu dans une hypersur-
face H de sorte que p�Z�F 0�� � H�F 0� est d'intërieur vide dans F 0n (c'est clair si
n � 1, et l'on se rame© ne a© ce cas en considërant une droite convenable non contenue
dans H).

Cas (ii) (on s'inspire de [Sh], (VII, Section 2, Lemma 1)): on peut supposer que
F � F 0 est algëbriquement clos, et que X est inte© gre et af¢ne. Le rësultat est ëvident
si dim�X � � 0. Si dim�X � � 1 il s'agit de voir que O est in¢ni: si X est lisse cela rësulte
du cas (i); on se rame© ne a© ce cas en considërant le normalisë p : X 0 ! X de X et
en notant que, vu l'hypothe© se sur F, X 0 est lisse et pÿ1�O� � X 0�F � n'est pas vide.
En¢n, si dim�X � > 1, soit x 2 O: il existe une courbe inte© gre Y � X passant par
x et rencontrant u. Appliquant le cas prëcëdent a© Y, on conclut que
O \ Y �F � \u�F � 6� �, d'ou© le rësultat. &
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COROLLAIRE 2.5.3. Soientx un F-champ algëbrique localement de type ¢ni, F 0 une
extension algëbrique de F. Pour qu'un ouvert O � x�F 0� soit Zariski-dense dansx, il
faut qu'il rencontre toutes les composantes irrëductibles de x; en outre, cette condi-
tion est suf¢sante dans chacun des deux cas suivants:

i(i) x est lisse sur F;
(ii) F 0 est algëbriquement clos.

Preuve. La nëcessitë est ëvidente. Pour la suf¢sance, on se rame© ne au cas ou© x est
irrëductible et O non vide, et l'assertion rësulte alors aisëment de 2.5.2. &

COROLLAIRE 2.5.4. Soientx un F-champ algëbrique localement de type ¢ni, F' une
extension algëbrique normale de F, O un ouvert de x�F 0� invariant sous G:�
Aut (F=F 0).

(a) On suppose que F 0 est une cloª ture algëbrique de F. Alors les conditions suivantes
sont ëquivalentes:
(i) O est Zariski-dense dans x;
(i bis) O est Zariski-dense dans xF 0;
(ii) O rencontre toutes les composantes irrëductibles de x;
(ii bis) O rencontre toutes les composantes irrëductibles de xF 0.

(b) On suppose que F 0 est une extension sëparable (donc galoisienne) de F. On dësigne
par x0 l'ouvert de lissitë de xred sur F. Alors les conditions suivantes sont ëquiva-
lentes:
(iii) O est Zariski-dense dans x;
(iii bis) O est Zariski-dense dans xF 0 ;
(iv)x0 est Zariski-dense dans x, et O rencontre toutes les composantes irrëducti-

bles de x0;
(iv bis) x0 est Zariski-dense dans x, et O rencontre toutes les composantes

irrëductibles de �x0�F 0.
Preuve. (a) rësulte de 2.5.3, compte tenu de 2.5.1.
(b) L'ëquivalence (iii),(iii bis) rësulte de 2.5.1.

(iii))(iv): il est clair que si O est dense il rencontre toutes les composantes dex0.
Pour voir que x0 est dense, on peut supposer x rëduit; dësignons alors par x0

le plus grand sous-champ ouvert rëgulier de x (qui contient x0). Comme x est rë-
duit, x0 est dense dans x et par suite O \x0�F 0� est Zariski-dense dans x0 et dans
x. Or on a x0�F 0� � x0�F 0� ([EGA IV], (17.15.1)), d'ou© la densitë de x0 dans x.

(iv))(iv bis): rësulte de l'invariance de O et du fait que l'ensemble des com-
posantes irrëductibles de x0 s'identi¢e au quotient de l'ensemble des composantes
irrëductibles de �x0�F 0 par l'action naturelle de G.

(iv bis))(iii bis): siO rencontre toutes les composantes de �x0�F 0 , alorsO \x0�F 0�
est Zariski-dense dans (x0�F 0 d'apre© s 2.5.3. D'autre part la densitë de x0 dans x
implique celle de �x0�F 0 dans xF 0 , d'ou© la conclusion. &
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Dans le cas non archimëdien, on dispose d'une mëthode spëci¢que de construction
d'ouverts:

PROPOSITION 2.6.Dans le cas (ii) de 2.4, soitx unL-champ algëbrique de type ¢ni.
Notons k le corps rësiduel de L, et notonsxF � x�Spec �L� Spec �F � la ¢bre gënërique
de x sur L. Alors:

ii(i) soit x0 un objet de x�k�, et soit cx0 la sous-catëgorie pleine de x�L� formëe des
objets dont l'image naturelle dansx�k� est isomorphe a© x0. Alors l'image essentielle
Ox0 de cx0 dans x�F � � xF �F � est un ouvert de xF �F �;

i(ii) l'image essentielle O de x�L� dans xF �F � est un ouvert de xF �F �;
(iii) si x est surjectif et plat sur Spec (L) et xF gënëriquement lisse sur F, il existe une

extension ¢nie sëparable F 0 de F, d'anneau des entiers L0, telle que x�L0� 6� �.

Preuve. (i) L'assertion est bien connue lorsque x est un schëma. Dans le cas gë-
nëral, soit x un objet de cx0 , dë¢nissant par changement de base des objets xF
de x�F � et xk ' x0 de x�k�. D'apre© s (1.2), il existe un schëma X, un 1-morphisme
lisse p : Xÿ!x et un point x1 2 X �k� relevant xk. On peut voir ce dernier comme
une section sur Spec (k) du L-espace algëbrique X�p;x;x Spec (L). Comme celui-ci
est lisse sur L et que L est hensëlien, x se rele© ve en un point de X �L� induisant
x1 2 X �k�. Autrement dit, xF appartient a© l'image U dans x�F � de W :�
fyF 2 X �F � j yF se prolonge en un point y 2 X �L� se rëduisant en x1 2 X �k�g.
CommeW est un ouvert de X �F � (cas des schëmas) et que p est lisse, U est un ouvert
de x�F � (ceci rësulte de la dë¢nition et de 2.4.1 (i)), qui est ëvidemment contenu
dans Ox0 .

(ii) est consëquence de (i) puisque O est rëunion des Ox0 , pour x0 2 x�k�.
(iii) Soit Xÿ!x un schëma lisse et surjectif sur x: alors X est encore surjectif et

plat sur Spec (L), et XF est gënëriquement lisse sur F. Nous sommes ainsi ramenës
au cas ou© x � X est un schëma. Dësignons par F (resp. F s � F � une cloª ture
algëbrique (resp. sëparable) de F, d'anneau des entiers L (resp. Ls � L \ F s�. On
sait alors (cf. par exemple [MB 2], lemme 1.6.1) que X(Fs) est dense dans X �F �.
Comme X est surjectif et plat sur Spec (L), X �L� est un ouvert non vide de
X �F �, d'ou© X �Ls� � X �L� \ X �F s� 6� �. &

3. Rëductions

3.1. REè DUCTION AU CAS SEè PARABLE

Supposons le thëore© me 0.7 dëmontrë chaque fois que la donnëe de Skolem envisagëe
est sëparable (0.6), et montrons-le dans cas gënëral. Soit donc s � �x ÿ!f B;L;X)
une donnëe de Skolem incomple© te, dont on cherche un point entier. On peut sup-
poser, et on suppose, que x est inte© gre.
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Supposons d'abordx gënëriquement lisse surK: il est alors facile de voir (utilisant
par exemple [MB 2], lemme 1.6.1) qu'il existe pour tout v 2 S une extension ¢nie
galoisienne Mv de Kv, contenue dans Lv, telle que l'image rëciproque O0v de Ov dans
x�Mv� rencontre toutes les composantes irrëductibles de x0

Kv
. On peut de© s lors

remplacer, pour tout v 2 S, Lv par sa sous-extension Mv et Ov par O0v \x0�Mv�:
on obtient ainsi une donnëe de Skolem sëparable, dont tout point entier est un point
entier de s.

Six n'est pas gënëriquement lisse surK, il rësulte de 2.5.4 (b) et des hypothe© ses de
0.3 (b) que l'on a nëcessairement Lv � Kv pour tout v 2 S (et en consëquence
KL � K , sauf ëvidemment si S est vide, cas laissë au lecteur). Or il existe une ex-
tension ¢nie normale K 0 de K telle que (xK 0 )red soit gënëriquement lisse sur K 0

(prendre pour K 0 un corps de dë¢nition convenable de �xK �red). Soit R0 la fermeture
intëgrale de R dans K 0, et posons x0 � �xR0 )red. Notons S0 l'ensemble des places
de K 0 au-dessus de S, et, pour v0 2 S0 au-dessus de v 2 S, soit O0v0 l'image rëciproque
de Ov par le foncteur naturel x0�K 0v0 �ÿ!x0�Kv� dë¢ni par le choix d'un Kv-plonge-
ment de K 0v0 dans Kv. On obtient de la sorte une donnëe de Skolem
s0 � �x0 ! Spec (R0), L0;X0� ou© x0 est gënëriquement lisse sur K 0, et il est immëdiat
que si x0 2 x0�R� est un point entier de s0, l'image de x0 par le foncteur naturel
x0�R�ÿ!x�R� est un point entier de s.

Remarque 3.1.1. On pourrait meª me se ramener au cas ou© Lv � Kv pour tout v 2 S.
Ceci allëgerait les notations mais compliquerait certaines rëductions. Indiquons
brie© vement l'argument: par approximation faible, il existe une extension ¢nie K 0

de K telle que, pour tout v 2 S, tous les complëtës de K 0 aux places au-dessus de
v soient Kv-isomorphes a© Lv. Il suf¢t de remplacer R par la fermeture intëgrale
R0 de R dans K 0, x par x
R R0, S par l'ensemble S0 des places au-dessus de S,
L par L
 K 0 (qui s'identi¢e au produit des K 0w pour w 2 S0), et les Ov par les ouverts
ëvidents; remarquer que �R0�L0 � RL.

Dans toute la suite de ce paragraphe, on ¢xe une donnëe de Skolem
s � �x ÿ!f B;L;X�, supposëe sëparable.

3.2. REè TREè CISSEMENT DE xK (cf. [MB 2], REMARQUE 1.9)

Soit uK un ouvert de Zariski dense de xK . On peut alors parler du fermë
complëmentaire yK de uK dans xK ; c'est un sous-champ fermë rëduit de xK . Il
admet une adhërence schëmatique y bien dë¢nie dans x et, comme dans le cas
des schëmas, l'ouvert u complëmentaire de y est dense dans chaque ¢bre de f
(et a naturellement pour ¢bre gënërique uK ). En consëquence s0 � �u ÿ!f B;L;
X \u�L�) est encore une donnëe de Skolem, incomple© te si s l'est, dont tout point
entier est un point entier de s.

En particulier on peut toujours, pour prouver 0.7, supposer que xK est lisse sur K
(prendre pour uK l'ouvert de lissitë).
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3.3. Eè LARGISSEMENT DE S (cf. [MB 2], REMARQUE 1.10)

Supposons xK lisse sur K; soit v un point de B(1), et soit B0 � B ÿ fvg. On note R0

l'anneau de B0 (rappelons que B0 est af¢ne), et l'on pose x0 � x�B B0.

LEMME 3.3.1. Il existe une extension ¢nie galoisienne Lv de Kv, d'anneau des entiers
Lv, telle que l'ouvertx�Lv� dex�Lv� (cf. 2.6) soit dense dansxKv pour la topologie de
Zariski.

Preuve. Rappelons (2.5.1) que ûdense dans xKvý ëquivaut ici a© ûdense dans xLvý.
Soit K1 une extension ¢nie galoisienne de K telle que toutes les composantes irrë-
ductibles de xK 0 soient gëomëtriquement irrëductibles sur K 0; soit R1 la fermeture
intëgrale de R dans K1. On peut remplacer R par R1 et x par xR1 , puis par ses
composantes irrëductibles (qui sont surjectives sur Spec (R1) en vertu de 0.4 (b)).
Ceci nous rame© ne au cas ou© xKv est irrëductible; il suf¢t de© s lors, d'apre© s 2.5.3,
de trouver Lv telle que x�Lv� 6� �, ce qui est possible graª ce a© 2.6 (iii). &

3.3.2. Choisissons Lv comme dans le lemme et posons s0 � �x0 ÿ!f
0
B0;L0;X0�, ou©

f 0 � fB0 ;L0 � L� Lv;X
0 � X�x�Lv�, de sorte que nous avons ûretirë v de B pour

le mettre dans Sý. On a tout fait pour ques0 soit une donnëe de Skolem, incomple© te
si s l'est, et de plus:

LEMME 3.3.3. Soit x0 2 x0�R0L0 � un point entier de s0. Alors x0 se prolonge en un
objet x de x�RL�; qui est un point entier de s.

Preuve. Il existe une extension ¢nie L0-dëcomposëe (et a fortiori L-dëcomposëe)
K1 de K telle que, si R01 est la fermeture intëgrale de R0 dans K1, x0 provienne d'un
objet dex0�R01� � x�R01�, que nous noterons encore x0. SiR1 est la fermeture intëgrale
de R dans K1, il suf¢t de montrer l'existence de x 2 x�R1� prolongeant x0; qu'un tel x
soit un point entier de s rësulte en effet aussitoª t des dë¢nitions. Or Spec (R1) est
rëunion de Spec (R01) et des places de K1 au-dessus de v; en chacune de ces places,
disons w, le complëtë K1;w s'identi¢e a© un sous-corps de Lv puisque K1 est Lv-dëcom-
posë; quitte a© ëtendreK1 on peut supposer queK1;w ' Lv et par suiteR1;w ' Lv (nota-
tion du lemme 3.3.1). Le fait que x0 2 x�R01� soit un point entier de s0 signi¢e
notamment, par dë¢nition de Ov que, pour chaque w, l'image de x0 dans x�K1;w�
se prolonge en un objet xw de x�R1;w�. L'existence de x rësulte alors du thëore© me
1.4. &

REè SUMEè 3.4. Les constructions qui prëce© dent montrent qu'on peut toujours, pour
montrer l'existence d'un point entier, remplacer x par un ouvert donnë u de x,
tel que uK soit dense dans xK (meª me si u n'est pas surjectif sur B), quitte a© res-
treindre B et a© augmenter S. Plus prëcisëment, il existe alors une donnëe de Skolem
de la forme s0 � �uB0 ! B0;L0;X0�, ou© B0 est un ouvert de B, qui est incomple© te
si s l'est et telle que tout point entier de s0 se prolonge en un point entier de s.
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4. Preuve du thëore© me 0.7.

Soit s � �x ÿ!f B;L;X� une donnëe de Skolem incomple© te et sëparable (cf. 3.1).

4.1. REè DUCTION AU CAS OUé x EST UN SCHEè MA

Soientu un ouvert de Zariski dex et �pn : Xn! u�nX 1 une famille de 1-morphismes
ayant les propriëtës (i) et (ii) de 1.3. En vertu de 3.4, nous pouvons, quitte a© changer
L et X, remplacer x par u et supposer ainsi que u � x, de sorte que les pn sont
surjectifs.

Pour tout v 2 S, ¢xons un ensemble ¢ni fxv;igi2Iv d'objets de Ov, rencontrant toutes
les composantes irrëductibles de xLv . La propriëtë (ii) de 1.3 (appliquëe a© l'anneau
artinien A � Pv2SLIv

v et a© l'objet de u�A) dë¢ni par tous les xv;i) montre qu'il existe
n tel que tous les xv;i �v 2 S; i 2 Iv� se rele© vent a© pn. Fixant n une fois pour toutes,
nous poserons X � Xn et pn � p : X ! x.

Alors, pour v 2 S, pÿ1�Ov� est un ouvert de X �Lv�, contenu dans l'ouvert de lissitë
de X �Lv� parce que p est lisse, invariant sous Gal�Lv=Kv�, et rencontrant de plus
toutes les composantes irrëductibles de XLv : en effet, la propriëtë (i) de 1.3 assure
que, pour tout B-schëma T, p dë¢nit une bijection entre les composantes irrëduc-
tibles de XT et celles de xT , et induit meª me un morphisme surjectif entre com-
posantes correspondantes.

Pour la meª me raison, la condition (b) de 0.4 sur les composantes gëomëtriques
est encore vëri¢ëe par le morphisme composë f � p : X ! x! B. Autrement
dit, s0 :� �f � p : X ! B;L; pÿ1�X�� est une donnëe de Skolem incomple© te, et il
est clair par construction que si s0 admet un point entier x 2 X �RL�, alors
p�x� 2 ob x�RL� est un point entier de s.

Nous sommes donc ramenës au cas ou© x � X est un espace algëbrique. On sait
alors ([K], II, 6.7) que X admet un ouvert de Zariski dense qui est un schëma,
et il suf¢t donc, par 3.4, de montrer 0.7 lorsque x est un schëma, comme annoncë.

4.2. LE CAS D'UN SCHEè MA

Soit dorënavant s � �X ÿ!f B;L;X) une donnëe de Skolem incomple© te et së-
parable, ou© X est un schëma. Nous pouvons supposer X inte© gre et lisse sur B. Soit
alorsR1 la fermeture intëgrale deR dans le corps des fonctions deX: c'est uneR-alge© -
bre normale ¢nie sur R et, comme X est normal, f se factorise en X ÿ!g B1 :�
Spec �R1� ÿ!p B. Le corps des fractions K1 de R1 est la fermeture algëbrique de
K dans le corps des fonctions de XK , et il est alors bien connu que la ¢bre gënërique
de g est gëomëtriquement irrëductible.

Montrons que g est surjectif: il suf¢t pour cela de remarquer que g se factorise en
Xÿ!�id;g�X �B B1 ÿ!

pr2

B1 et que l'image de (id, g) ^ c'est-a© -dire le graphe de g ^ s'iden-
ti¢e a© une composante irrëductible de X �B B1, donc est surjective sur B1 d'apre© s
la condition (b) de 0.4.
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Pour v 2 S, soit S1;v l'ensemble des places de K1 au-dessus de v, que l'on peut
identi¢er a© Spec (K1 
K Kv). On dispose d'une suite d'applications naturelles

Ov ! X �Lv� ! B1�Lv� � HomK �K1;Kv� ! S1;v �4:2:1�
dont la composëe h peut s'ëcrire aussi Ov! XKv ! Spec �K1 
k Kv� � S1;v de sorte
qu'elle est surjective (car Ov ! XKv est dense, XKv ! Spec �K1 
K Kv) est surjective
et Spec �K1 
K Kv� est discret). En particulier K1 est Lv-dëcomposë (en vertu de
la surjectivitë de HomK �K1;Lv� ! S1;v�. D'autre part Ov est somme disjointe des
hÿ1�w�, pour w parcourant S1;v; pour chaque w; hÿ1�w� est non vide (surjectivitë
de h) et l'application Ov ! HomK �K1;Lv� de (4.2.1) induit une application

hw : hÿ1�w� ! HomKv �K1;w;Lv� �4:2:2�
ëvidemment Gal(Lv=Kv�-ëquivariante et donc surjective. Donc, si l'on ¢xe, pour
chaque w 2 S1;v, un Kv-plongement iw de K1;w dans Lv, alors O1;w :� hÿ1w �iw� est
un ouvert non vide de XK1;w�Lv�, clairement invariant sous Gal(Lv=K1;w).

En conclusion, on obtient une donnëe de Skolem s1 � �g : X ! B1;L1;X1) de la
fac° on suivante:

^ g: X ! B1 est dëja© dë¢ni;
^ on note S1 la rëunion des S1;v pour v 2 S;
^ pour chaque v 2 S et chaque w 2 S1;v;O1;w est l'ouvert de XK1;w �Lv� dë¢ni

ci-dessus;
^ L1 est la K1-alge© bre produit des LS1;v

v , et X1 le produit des O1;w.

Il est clair ques1 est incomple© te et qu'un point entier des1 dë¢nit un point entier
des; d'autre part, comme la ¢bre gënërique de g est gëomëtriquement irrëductible, il
rësulte de [MB 2], thëore© me 1.3, que s1 admet bien un point entier. Ceci ache© ve de
prouver 0.7. &

5. Eè limination de l'hypothe© se d'incomplëtude

On conserve les notations K;R;B de 0.2; les considërations gënërales du dëbut de ce
paragraphe (5.1 a© 5.3) pourraient s'ëtendre sans dif¢cultë au cas ou© R est un anneau
inte© gre (peut-eª tre noethërien) et K son corps des fractions.

DEè FINITION 5.1. Soit f : xÿ!y un 1-morphisme de type ¢ni de B-champs al-
gëbriques noethëriens. On notera (*) la propriëtë suivante:

(*) pour tout anneau de valuation discre© te L contenant R, de corps des fractions F,
tout diagramme 2-commutatif de B-champs algëbriques

PROBLEé MES DE SKOLEM SUR LES CHAMPS ALGEè BRIQUES 19

https://doi.org/10.1023/A:1002686625404 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1002686625404


(5.1.1)

ou© i est le monomorphisme canonique, se prolonge en un diagramme 2-commutatif

(5.1.2)

ou© F 0 est une extension ¢nie de F et L0 la fermeture intëgrale de L dans F 0.

On dira que f vëri¢e (*)sep si de plus, avec les notations ci-dessus, l'extension F 0 de F
peut eª tre choisie sëparable.

Remarques 5.2.
5.2.1. Si la condition (*) (resp. (*)sep ) est satisfaite, elle s'ëtend immëdiatement au
cas ou© L est un anneau de Dedekind semi-local; noter qu'alors L0 a la meª me pro-
priëtë.

5.2.2. Les conditions (*) et (*)sep sont des variantes du crite© re valuatif de propretë
pour les (1-morphismes de) champs algëbriques. Elles en diffe© rent par les faits sui-
vants:

(i) aucune condition d'unicitë n'est imposëe (i.e. f n'est pas supposë sëparë);
(ii) on se limite aux anneaux de valuation discre© te contenant R;
(iii) (*)sep impose une condition supplëmentaire de sëparabilitë.

Lorsque (disons) x et y sont reprësentables, que f est sëparë et que xK est dense
dans x, (*) revient a© dire que f est propre. Dans ce cas ^ et certainement dans
beaucoup d'autres ^ la restriction (ii) n'en est pas une; de plus on peut alors prendre
F 0 � F dans (5.1.2) de sorte que (*) ëquivaut a© (*)sep. L'intëreª t de (*)sep appara|ª tra
plus loin, cf. (5.4). Les raisons pour lesquelles nous avons mis la restriction (ii) sont
les suivantes: elle n'est pas geª nante car on ne rencontrera la situation (5.1.1) que
dans ce cas; elle est utile car lorsque K est un corps de nombres, (*)sep devient ëqui-
valente a© (*).
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PROPOSITION 5.3.
(i) Les conditions (*) et (*)sep sont stables par changement de base et composition.
(ii) Soient f : xÿ!y; g : yÿ!z deux 1-morphismes de type ¢ni de B-champs al-

gëbriques noethëriens. On suppose que fK : xKÿ!yK est surjectif. Alors:
(a) si g � f : xÿ!z vëri¢e (*), il en est de meª me de g;
(b) si fK est lisse et si g � f vëri¢e (*)sep , g vëri¢e (*)sep .

(iii) Soit f : xÿ!y un1-morphisme vëri¢ant (*). Alors f vëri¢e (*)sep dans chacun des
cas suivants:
(a) K est un corps de nombres;
(b) le 1-morphisme diagonal xÿ!x�y x est non rami¢ë;
(c) x et y sont des champs de Deligne-Mumford.

Preuve. (i) et (ii) sont laissës au lecteur; (iii)(a) est trivial, et la condition (iii)(c)
implique (iii)(b). Traitons le cas (iii)(b): partant (puisque f vëri¢e (*)) d'un dia-
gramme (5.1.2), cherchons a© y remplacer F 0 par son plus grand sous-corps qui soit
une extension sëparable de F. On peut pour cela supposer que F est de caractëris-
tique p > 0 et, par changement de base, que y � Spec (L) et que le morphisme
v du diagramme (5.1.1) est l'identitë. Par dëvissage on est ramenë a© supposer que,
dans (5.1.2), F 0 � F 1=p (de sorte que L0p � L) et a© montrer qu'alors u se prolonge
en un objet de x�L�. Notons dëja© (pour le cas ou© L n'est pas excellent) que puisque
f est de prësentation ¢nie, un argument de limite inductive permet de remplacer L0

par une sous-L-alge© bre (plate et) de type ¢ni, donc ¢nie (de meª me corps des
fractions F 0, et ëvidemment toujours contenue dans F 1=p; le fait qu'alors L0 n'est
plus nëcessairement un anneau de Dedekind n'aura pas d'inconvënient dans la
suite).

Cette prëcaution prise, posons:

L00 � L0 
L L0; V 00 � SpecL00 � V 0 �V V 0;
F 00 � F 0 
F F 0; U 00 � SpecF 00 � U 0 �U U 0:

Tous ces schëmas sont plats et quasi-¢nis surL, et en particulier noethëriens. D'autre
part, commeL0 est radiciel surL, le fermë diagonal D deV 00 a pour espace sous-jacent
V 00 (et son idëal dans V 00 est nilpotent).

Considërons l'objet x0 de x�V 0� donnë par la £e© che oblique de (5.1.2), et ses deux
images rëciproques x001 et x002 sur V 00 par les deux projections. Posons
I � IsomV 00 �x001; x002�: c'est un espace algëbrique de type ¢ni et sëparë sur V 00, et l'on
dispose d'une section sU 00 de I au-dessus de U 00, a© savoir la donnëe de descente pour
F 0=F dëduite du fait que x0 � i0 provient de u 2 obx�F �. En¢n l'hypothe© se (iii)(b)
de l'ënoncë assure que I est non rami¢ë sur V 00.

Supposons que l'on puisse prolonger sU 00 en une section s de I sur V 00. Alors s sera
automatiquement une donnëe de descente parce que U 0 �U U 0 �U U 0 est schëmati-
quement dense dans V 0 �V V 0 �V V 0 et que I est sëparë. Puisque x est un champ
pour la topologie fppf (remarque 1.1(ii), cf. [L-MB], (10.7)), et que le morphisme
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V 0 ! V est fppf, cette donnëe de descente sera effective, d'ou© l'objet de
x�V � � x�L� cherchë.

Montrons donc l'existence de s. Outre sU 00 2 I�U 00�, on dispose aussi, trivialement,
d'une section s0 de I sur le fermë diagonal D de V 00, section qui co|« ncide avec sU 00 sur
U 00 \ D. Comme I est non rami¢ë, s0 est un isomorphisme deD sur un ouvert fermë J0
de I �V 00 D (cf. [EGA IV], (17.4.9)). Comme I �V 00 D a meª me espace sous-jacent que
I, on voit donc qu'il existe un sous-espace ouvert (et fermë) J de I dont l'espace
sous-jacent est J0, et que s0 se factorise par J. Il suf¢t donc pour conclure de voir
que J ! V 00 est une immersion fermëe (car ce sera alors un isomorphisme au-dessus
de U 00 puisqu'elle y a une section, donc un isomorphisme puisque U 00 est
schëmatiquement dense dans V 00). Or comme J0 est isomorphe a© L0 c'est un schëma
af¢ne et il en est donc de meª me de J ([K], III, Theorem 3.3). La conclusion rësulte
donc du fait ëlëmentaire suivant: si j : L00 ! C est un morphisme d'anneaux et
N un idëal nilpotent de L00 tel que L00 ! C=NC soit surjectif, alors j est surjectif.&

L'intëreª t des conditions (*) et (*)sep appara|ª t dans le rësultat suivant:

PROPOSITION 5.4. Soit s � �x ÿ!f B;L;X� une donnëe de Skolem (comple© te ou
non). Alors s admet un point entier dans chacun des cas suivants:

i(i) f vëri¢e (*)sep ;
(ii) f vëri¢e (*) et Lv � Kv pour tout v 2 S.

Preuve. Supposant s comple© te, choisissons un point b de B(1). La donnëe de Sko-
lem sur Bÿ{b} dëduite de s par restriction est incomple© te et admet donc un point
entier. Quitte a© ëtendre K (en passant a© un corps de rationalitë de ce point entier)
on peut supposer qu'il existe un ensemble ¢ni T de points de B(1), et un objet x0

de x�B0� (avec B0 � B ÿ T ) qui dë¢nit un point entier de la restriction de s a© B0.
Plac° ons-nous d'abord dans le cas (ii). Comme f vëri¢e (*), il existe une extension

¢nie K1 de K telle que, pour chaque b 2 T , x se prolonge en un objet de x sur
la fermeture intëgrale de OB;b dans K1. On en dëduit par recollement un objet
de x sur le normalisë de B dans K1, qui est un point entier de s.

Dans le cas (i), l'argument qui prëce© de est insuf¢sant parce que l'extension K1

trouvëe n'est pas nëcessairement L-dëcomposëe. Pour chaque b 2 T , notons Lb

le complëtë de OB;b et Kb son corps des fractions. Comme f vëri¢e (*)sep, x se pro-
longe en un objet de x sur la fermeture intëgrale L0b de Lb dans une extension ¢nie
sëparable K 0b de Kb.

Il suf¢t maintenant, pour prouver 5.4, de trouver une extension ¢nie M de K
vëri¢ant les deux conditions suivantes:

(a) M est dëcomposëe en chaque v 2 S;
(b) pour tout b 2 T , la Kb-alge© bre Kb 
K M est un produit de copies de l'extension

K 0b construite ci-dessus.
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En effet l'objet de x dëduit de x par changement de base sur le normalisë de B0 dans
M se prolonge, vu la condition (b), en un objet de x sur le complëtë en chaque
point au-dessus de T, et l'on conclut par 1.4.

Or l'existence de M rësulte d'un argument classique d'approximation: soit N le
ppcm des entiers [K 0b : Kb] pour b 2 T , et posons Eb � �K 0b�N=�K

0
b:Kb� pour b 2 T , et

Ev � KN
v pour v 2 S. Alors Ev (pour v 2 T [ S) est une Kv-alge© bre ¢nie ëtale de degrë

N, et est donc de la forme Kv�X �=�Pv� ou© Pv est un polynoª me sëparable unitaire de
degrë N. Comme Kv est hensëlien, si Qv est un polynoª me sëparable unitaire de degrë
N suf¢samment proche de Pv (au sens de la valuation deKv), lesKv-alge© bres ëtales Ev

et Kv�X �=�Qv� sont isomorphes ([Ri], prop. 8 p. 195 et cor. 1 p. 197). Le thëore© me
d'approximation faible fournit donc un polynoª me Q 2 K �X � tel que, pour tout
v 2 T [ S, la Kv-alge© bre Kv�X �=�Q� soit isomorphe a© Ev. Il suf¢t de© s lors de prendre
pour M l'un des facteurs de la K-alge© bre ëtale K �X �=�Q�. &

Remarque 5.4.1. Comme le montre la preuve, il suf¢t en fait qu'il existe un point b
de B(1) tel que le morphisme induit par f au-dessus de SpecOB;b vëri¢e (*), resp.
(*)sep.

PROPOSITION 5.5. Soit s � �x ÿ!f B;L;X� une donnëe de Skolem (comple© te ou
non). On suppose donnës un K-espace algëbrique propre XK et un K-morphisme
surjectif pK : XKÿ!xK. Alorss admet un point entier dans chacun des cas suivants:

ii(i) K est un corps de nombres;
i(ii) Lv � Kv pour tout v 2 S;
(iii) x est un champ de Deligne-Mumford;
(iv) pK est lisse.

Preuve. Comme x est de prësentation ¢nie, il existe un ouvert non vide B0 de B tel
que p se prolonge en un B0-morphisme surjectif (et lisse, dans le cas (iv)): p : X 0ÿ!x0,
ou© X 0 est un B0-espace algëbrique propre, et ou© x0 � x�B B0. Par ëlargissement de S
(3.3), on peut supposer que B � B0. Comme Xÿ!B est reprësentable et propre il
vëri¢e (*)sep et il rësulte donc de 5.3 (ii) que f vëri¢e (*), et meª me (*)sep dans le
cas (iv). Comme (*)sep rësulte de (*) dans les cas (i) et (iii) d'apre© s 5.3 (iii), on conclut
par 5.4. &

EXEMPLE 5.6. Le corollaire s'applique notamment lorsque x est un champ de
Deligne-Mumford propre sur B; on sait meª me dans ce cas qu'il existe un schëma
X et un 1-morphisme ¢ni surjectif de X sur x, cf. [L-MB], (16.6).

Un autre exemple important dans les applications est celui de certains champs
quotients d'espaces algëbriques propres:

COROLLAIRE 5.6.1. Soient XK un K-espace algëbrique propre sur K, GK un
K-schëma en groupes de type ¢ni opërant sur XK, xK le K-champ quotient [XK=GK ].
On suppose vëri¢ëe l'une des conditions suivantes:
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ii(i) K est un corps de nombres;
i(ii) Lv � Kv pour tout v 2 S;
(iii) GK est lisse sur K.

Alors toute donnëe de Skolem de ¢bre gënërique xK admet un point entier. &

Dans le cas non nëcessairement propre, on a encore le crite© re utile suivant, gënë-
ralisant [MB 3], paragraphe 3:

PROPOSITION 5.7. Soient XK un K-schëma projectif,UK un ouvert de XK contenant
tous les points de codimension W 1 de XK. Alors toute donnëe de Skolem de ¢bre
gënërique UK admet un point entier.

Preuve. Soit s � �u ÿ!f B;L;X� une telle donnëe de Skolem. Nous supposerons
s sëparable, laissant au lecteur le soin, dans le cas contraire, de procëder aux amë-
nagements nëcessaires, ou de vëri¢er que l'argument de 3.1 s'applique. On suppose
de plus u inte© gre. Quitte a© restreindre B et a© ëlargir S, on peut supposer que
u � U est un ouvert d'un B-schëma X projectif et plat, contenant les points de
codimension W 1 de chaque ¢bre de X sur B. Procëdons alors par rëcurrence
sur la dimension n de XK. Si nW 1, alors U � X est propre sur B et l'on applique
5.6.1. Si nX 2, on cherche une hypersurface Y dans X telle que l'hypothe© se de
rëcurrence puisse s'appliquer a© U \ Y . Pour cela on proce© de de la fac° on suivante
(les dëtails fastidieux sont omis): on choisit un fermë rëduit Z de U, plat, quasi-¢ni
et surjectif sur B: c'est donc l'adhërence de ZK, ensemble ¢ni de points fermës
de UK que l'on suppose de plus contenu dans l'ouvert de lissitë de UK. On suppose
aussi que ZK rencontre toutes les composantes irrëductibles de UK , et que pour tout
v 2 S, Z�Lv� rencontre Ov \ C pour toute composante irrëductible C de UKv .

Par des arguments ûa© la Bertiniý, il existe alors un diviseur rëduit YK de XK, con-
tenant ZK et lisse au voisinage de ZK, ne contenant aucune composante de XKÿUK,
et tel que pour chaque composante irrëductible C de XK , C \ YK soit irrëductible.
Si Y dësigne l'adhërence de YK dans X, et si l'on pose V � Y \U et, pour tout
v 2 S, O0v � Ov \ Y �Lv�, alors on vëri¢e qu'avec les conditions imposëes,
s0 � �V ! B;L;X0� est une donnëe de Skolem vëri¢ant les conditions de la pro-
position avec dimVK � nÿ 1, et qu'ëvidemment tout point entier des0 est un point
entier de s, d'ou© la rëcurrence. &

En¢n, on peut combiner les crite© res prëcëdents a© l'aide de dëvissages tels que
celui-ci:

PROPOSITION 5.8. Soit s � �z ÿ!f B;L;X� une donnëe de Skolem; soient y un
B-champ algëbrique plat et de type ¢ni et p: x! y un B-morphisme. On suppose
que x est rëduit et que:

ii(i) p est surjectif et vëri¢e (*)sep;
i(ii) pK : xK ! yK est a© ¢bres gëomëtriquement irrëductibles;
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(iii) pK est lisse sur un ouvert dense de xK;
(iv) toute donnëe de Skolem sur y! B admet un point entier.

Alors s admet un point entier.
Preuve. On peut supposer d'apre© s (iii) que chaque Ov est contenu dans l'ouvert de

lissitë de pK . Alors Wv :� p�Ov� est un ouvert Zariski-dense de y�Lv� pour tout
v 2 S. La surjectivitë de p implique alors facilement que (y! B;L;W) est une
donnëe de Skolem, ou© W dësigne le produit des Wv. Celle-ci admet d'apre© s (iv)
un point entier x, a© valeurs dans une R-alge© bre R1. Remplac° ant R par R1, nous
supposerons que x 2 y�R�. Dë¢nissons un B-champ algëbriquex1 par le diagramme
cartësien

x1 ÿ! x
p1
?y ?y
B ÿ!x y:

Le morphisme p1 est surjectif et vëri¢e (*)sep; il n'est pas nëcessairement plat mais, si
l'on dësigne par p2 : x2 ! B l'adhërence schëmatique de la ¢bre gënërique de p1,
alors p2 est plat, et vëri¢e encore (*)sep donc est surjectif (il suf¢t de remarquer
que x2;K � x1;K est non vide donc a un point a© valeurs dans une extension ¢nie
L de K, et d'appliquer (*)sep aux anneaux locaux du normalisë de B dans L). Chaque
Ov induit dans x2�Lv� un ouvert O2;v, non vide vu le choix de x et contenu dans
l'ouvert de lissitë de x2;K donc Zariski-dense a© cause de la condition (ii). Notant
X2 le produit des O2;v on voit que �x2 ! B;L;X2� est une donnëe de Skolem
(on utilise ici la condition (ii) pour vëri¢er 0.4(b) et 0.5(b)). Comme p2 vëri¢e (*)sep
on conclut par 5.4. &

Remarque 5.8.1. L'ënoncë qui prëce© de admet ëvidemment des variantes. Par
exemple, si Lv � Kv pour tout v 2 S, on peut supprimer l'hypothe© se (iii) et remplacer
(*)sep par (*) dans (i).

On peut aussi remplacer la condition (i) par les deux suivantes:

(a) p est surjectif et universellement gënërisant (par exemple surjectif et plat);
(b) pour toute extension ¢nie K 0 de K et tout x 2 y�K 0�, toute donnëe de Skolem (sur

la fermeture intëgrale de R dans K 0) de ¢bre gënërique xx � x�p;y;x Spec (K 0)
admet un point entier.

Le principe de la dëmonstration est le meª me; l'hypothe© se (a) assure que, avec les
notations de la preuve ci-dessus, p2 est encore surjectif.

COROLLAIRE 5.9. Soit s � �x ÿ!f B;L;X) une donnëe de Skolem, ou© x est:

^ soit le B-champmg;B des courbes lisses (projectives, gëomëtriquement connexes) de
genre gX 3 donnë;

^ soit le B-champ ag;B des schëmas abëliens principalement polarisës de dimension
(relative) donnëe gX 2.
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Alors s admet un point entier.
Preuve.Dans les deux cas,x admet un schëma de modules grossier X ! B, qui est

un B-schëma de type ¢ni muni d'un B-morphisme surjectif p : x! X vëri¢ant toutes
les conditions de 5.8 (la condition (iv) rësulte de 5.7 et de l'existence de la com-
pacti¢cation de Satake-Baily-Borel de ag; voir [C-F] pour l'existence de cette der-
nie© re en toute caractëristique). &

Remarque 5.9.1. On s'est limitë dans 5.9 au cas principalement polarisë faute de
rëfërence pour la compacti¢cation (dë¢nie sur K) d'espaces de modules plus gënë-
raux.

6. L'exemple des torseurs

6.1.Dans tout ce paragraphe les notations sont celles de 0.2 et 0.3; on suppose de plus
que Lv � Kv pour tout v 2 S.

On se donne un B-espace algëbrique en groupes G. On suppose que G est plat,
sëparë et de type ¢ni, et que sa ¢bre gënërique GK est lisse. On a un diagramme
canonique d'ensembles pointës

H1�RS;G� ÿ!a H1�KS;G� ÿ!b H1�L
K KS;G� �6:1:2�
qui est d'ailleurs limite inductive ¢ltrante des diagrammes naturels

H1�R0;G� ÿ!a
0

H1�K 0;G� ÿ!b
0

H1�L
K K 0;G� �6:1:3�
ou© K 0 parcourt les extensions ¢nies de K contenues dans KS, et ou© R0 dësigne la
fermeture intëgrale de R dans K 0 (en particulier la K-alge© bre L
K K 0 est isomorphe
a© Pv2SK �K

0:K �
v ).

Nous aurons a© considërer l'hypothe© se d'incomplëtude habituelle:

(HI) il existe une place de K n'appartenant pas a© B(1)[S.

THEè OREé ME 6.2.

ii(i) Les applications a et b de (6.1.2) sont surjectives.
i(ii) b est bijective dans chacun des cas suivants:

(ii a) GK est connexe;
(ii b) G est commutatif et, pour tout v 2 S, G�Kv� est Zariski-dense dans GKv.

(iii) On suppose que le morphisme structural G! B vëri¢e la condition (b) de 0.4, et
que (HI) est vëri¢ëe. Alors a est bijective.

Preuve. Pour montrer la surjectivitë de b, on se donne une extension ¢nie de K
contenue dans KS (et que, changeant les notations, l'on peut supposer ëgale a©
K) et pour chaque v 2 S un G-torseur Xv sur Kv. On conside© re le B-champ
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x � �B=G� de 1.5; c'est un B-champ algëbrique plat et surjectif, a© ¢bres gëomëtri-
quement irrëductibles et a© ¢bre gënërique lisse. Pour chaque v 2 S, posons Ov �
Iso�Xv� � x�Kv� (cf. 2.4.1 (iii)). Alors (xK ! Spec (K�;L;X� est une donnëe de
Skolem, trivialement incomple© te; appliquant 0.7, on en dëduit un G-torseur sur
KS induisant Xv aux places au-dessus de v, pour chaque v, d'ou© la conclusion.

Montrons que a est surjective. Comme ci-dessus, on peut supposer donnë un
G-torseur X sur K, qu'il s'agit de prolonger a© RS. Bien entendu, il se prolonge dëja©
en un G-torseur XU sur un ouvert dense U de B, complëmentaire d'un nombre ¢ni
de points. Si b dësigne l'un d'eux, il suf¢t de trouver une extension ¢nie K 0 de K
contenue dans KS telle que le torseur envisagë se prolonge sur l'anneau local de
chaque place b0 de K 0 au-dessus de b. Il suf¢t meª me, d'apre© s 1.4, qu'il se prolonge
sur le complëtë (ou, si l'on prëfe© re, l'hensëlisë) de cet anneau local, ce qui sera ëvi-
demment le cas s'il est trivial sur le complëtë de K 0 en b0. Or, puisque GK est lisse,
X est trivialisë par une extension ¢nie sëparable Lb du complëtë Kb de K en b;
par approximation faible, il existe une extension K 0 de K dëcomposëe au-dessus
de S et telle que K 0 
K Kb soit isomorphe a© Lb, d'ou© la conclusion.

L'assertion (ii) va rësulter d'un lemme un peu plus prëcis:

LEMME 6.2.1. Sous les hypothe© ses de la partie (iii) de 6.2, on suppose de plus que,
pour tout v 2 S, G�Kv� est Zariski-dense dans GKv . Alors a et b sont a© noyau trivial.

Preuve. Comme on sait dëja© que a est surjectif, il suf¢t de voir que le noyau de b � a
est trivial. On est immëdiatement ramenë a© montrer que tout G-torseur X sur R qui
est trivial sur chaque Kv (v 2 S) est trivial sur RS. Or, vu nos hypothe© ses, X est
un B-espace algëbrique qui vëri¢e les conditions de 0.4; de plus, pour tout v 2 S,
X �Kv� est Zariski-dense dans XKv (puisque ce dernier est isomorphe a© GKv comme
Kv-espace algëbrique). D'apre© s 0.7, X �RS) est donc non vide, cqfd. &

Compte tenu de (i), ce lemme entra|ª ne ëvidemment (ii): si X et X 0 sont deux
G-torseurs sur K, isomorphes sur chaque Kv, il suf¢t d'appliquer le lemme, avec
R � K , au faisceau des G-isomorphismes de X sur Y, qui est comme on l'a dëja©
vu (cf. 2.4.1 (iii)) un torseur sur une forme intërieure G0 de G: dans les deux
cas envisagës, G0 a encore la propriëtë que G0�Kv� est Zariski-dense dans G0Kv

. (Dans
le cas (ii b) on peut aussi dire, tout simplement, que b est un morphisme de
groupes).

Pour montrer (iii), il suf¢t encore de voir qu'unG-torseurX surR qui est trivial sur
K est trivial surRS, les conditions de 0.4 ëtant conservëes lorsque l'on remplaceG par
une forme tordue; notons de plus que X vëri¢e lui aussi ces conditions. Le choix d'un
isomorphisme de XK surGK dëtermine un ouvert fermëX 0

K deXK (correspondant a© la
composante neutre G0

K de GK). L'adhërence X0 de X0
K dans X est une rëunion de

composantes irrëductibles de X; d'apre© s la condition (b) de 0.4, X 0 est donc surjectif
sur B. Par construction, la ¢bre gënërique de X 0 est lisse et gëomëtriquement con-
nexe, et a des points Kv-rationnels. On peut donc conclure de 0.7, ou meª me de
[MB 2], que X0, donc aussi X, a une section sur RS. &
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Remarques 6.3. Gardons les hypothe© ses du thëore© me 6.2.

6.3.1. Dans l'assertion (i) du thëore© me, on peut obtenir directement la surjectivitë de
b � a en considërant la donnëe de Skolem (x! Spec �R�;L;X) (si elle est comple© te,
il suf¢t de remarquer que 5.6.1 s'applique).

6.3.2. Si GK est connexe et si (HI) est vëri¢ëe, alors (ii) et (iii) s'appliquent, de sorte
que a et b sont bijectives.

6.3.3. Sous les hypothe© ses du lemme 6.2.1, il n'est pas vrai en gënëral que b soit
injective. Par exemple, prenons K � Q et S � f1g: alors KS � Qtr. Si j dësigne
une racine cubique primitive de 1, alors K1 :� Q�21=3; j) et K2 :� Q�31=3; j) sont deux
extensions galoisiennes de groupe S3 de Q; il est clair que R
Q K1 et R
Q K2

sont isomorphes, mais Qtr 
Q K1 et Qtr 
Q K2 ne le sont pas.

6.3.4. Dans l'assertion (iii) du thëore© me, on ne peut se passer de l'hypothe© se (HI),
meª me si G est commutatif a© ¢bres connexes. Voici un exemple. On ¢xe un entier
impair m > 1 et, pour tout a 2 Z, on conside© re

Ga � SpecZ�X ;Y �=�m�X2 � Y 2� � 2X ÿ a�

et le morphisme

ma : G0 � Ga ÿ!Ga

��x; y�; �x0; y0�� 7ÿ!�x� x0 �m�xx0 ÿ yy0�; y� y0 �m�xy0 � x0y��:

Alors m0 fait de G0 un Z-schëma en groupes commutatif, af¢ne, plat, a© ¢bres con-
nexes, et lisse sur Z[1/2], et ma fait de Ga un G0-torseur sur SpecZ. Pour aX 0
ce torseur a des points totalement rëels (avec X � 0, par exemple), mais un calcul
simple montre que si 0 < a < mÿ 2, alors l'ëquation m�x2 � y2� � 2x � a n'a pas
de solution avec x et y entiers algëbriques totalement rëels (comme m j= a, le cas
x � 0 est exclu, de sorte que x doit avoir un conjuguë rëel x de valeur absolue
X 1, et l'ëquation donne alors aXmx2 � 2xXmÿ 2).
(Pour trouver cet exemple, on est parti du Z-schëma en groupes U1 reprësentant

les ëlëments de norme 1 de l'anneau des entiers de Gauss Z�i�, et du U1-torseur
Ud des ëlëments de norme d, pour d entier. L'application (x; y� 7ÿ!1�m�x� iy)
induit alors un morphisme de Ga dans U1�am respectant les structures homoge© nes,
et qui est un isomorphisme sur Z�1=m�; ainsi, si A est un anneau dans lequel m n'est
pas diviseur de zëro, Ga�A� s'identi¢e a© l'ensemble des ëlëments de A
Z Z�i� qui
sont de norme 1 � am et congrus a© 1 modulo m).

6.3.5. Lorsque G est un groupe ¢ni ordinaire, la surjectivitë de b dans (6.1.2) assure
l'existence d'une KS-alge© bre L galoisienne de groupe G (i.e. dont le spectre est
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un G-torseur, mais L n'est pas nëcessairement un corps) avec structure locale donnëe
aux places au-dessus de S.

Dans cette direction, rappelons [MB 3] que tout groupe ¢ni est un groupe de
Galois sur un sous-corps de KS, avec structure locale donnëe en S.

Il existe ([P], Theorem 3) un thëore© me de structure pour le groupe de Galois absolu
de KS (gënëralisant [F-H-V] qui traite le cas ou© KS � Qtr).
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