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L'ISOLATEUR D'UN HOMOMORPHISME DE GROUPES 

C. CASSIDY ET P. J. HILTON 

Dans ce travail, nous désignons par Jzfc/K la catégorie des groupes localement 
nilpotents. Si P est un ensemble de premiers, nous disons que n est un P-
nombre et nous écrivons n £ P si tous les facteurs premiers de n appartiennent 
à P ; on convient toujours que 1 £ P. Dans tout ce qui suit, il est souvent 
commode de ne pas faire explicitement la distinction dans la notation entre un 
ensemble P de premiers et l'ensemble de tous les entiers naturels ayant tous 
leurs facteurs premiers dans P ; par exemple, n G P signifiera toujours que n 
est un P-nombre mais pas nécessairement un premier. L'ensemble de tous les 
premiers n'appartenant pas à P est désigné par P' ; on convient que 1 appartient 
à la fois à P et à P'. 

Si G G S£JV et H ^ G, le P'-isolateur de H dans G est l'ensemble {x £ 
G\xn £ H, n £ P'} qui est noté 1(H) mais aussi parfois IG(H) OU IP>(H) si 
l'on a besoin de spécifier de quel P ou de quel G il est question. Cette notion 
d'isolateur d'un sous-groupe dans un groupe semble avoir été d'abord intro­
duite puis étudiée par Malcev [12] et Plotkin [14]. Philip Hall [6], Baumslag 
[1] et Warfield [16] indiquent les principales propriétés des isolateurs dans 
leurs notes sur les groupes nilpotents. Très souvent, ces propriétés sont 
semblables à certaines propriétés de la localisation et Stammbach [15] a 
d'ailleurs remarqué que IP>(H) = e~l(HP) où IP>(H) est le P'-isolateur de H 
dans G et e:G —> GP est la P-localisation; Hilton et Stammbach ont exploité 
cette propriété pour obtenir de nouveaux résultats à la fois sur les isolateurs et 
sur la localisation (voir en particulier [11]). Mentionnons enfin que les isola­
teurs ont été étudiés dans d'autres contextes et particulièrement en rapport 
avec les relations d'ordre partiel dans les groupes (voir à ce sujet [2], [3] et [5]). 

Un sous-groupe H de G est dit P'-isolé dans G s'il coïncide avec son P'-isola­
teur dans G, c'est-à-dire si H = e~l(HP)\ autrement dit, H est P'-isolé si et 
seulement si le carré 

ff<" { > G 

e\ \e 

HPC ip > GP 

est cartésien, où e désigne la P-localisation et i(resp. iP) l'inclusion. Cette 
caractérisation des sous-groupes isolés suggère la généralisation suivante: on 
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dit qu'un homomorphisme 0: 77 —» G dans J^/K est P'-isolé si et seulement si le 
diagramme 

H — Ï — + G 

Hp y Gp 

est cartésien (<£P est l'unique homomorphisme rendant commutatif le dia­
gramme précédent; pour cette propriété universelle de la localisation, voir 
[7]). On sait par ailleurs que le P'-isolateur d'un sous-groupe H de G est P ' -
isolé dans G et que HP = I(H)P\ comme nous montrons ensuite que dansJKyf 
tout homomorphisme 0: 77 —»G se laisse factoriser de façon essentiellement 

a /3 
unique sous la forme 77 —> K —> G, avec a P-bijectif et fi P'-isolé (un homo­
morphisme a: H —> K est dit P-bijectif s'il est à la fois P-injectif - c'est-à-
dire si ker a est de P'-torsion - et P-surjectif - c'est-à-dire si pour tout 
y Ç K il existe n Ç P' tel que yn G a (77)) et en particulier, si H ^ G et </>: 
77"—• G est l'inclusion, alors 77 —» 7P ' (77) —» G est une telle factorisation de 0, 
nous sommes justifiés de définir le P'-isolateur de <p: 77 —> G comme tout 
homomorphisme P'-isolé /3: K —> G pour lequel il existe un homomorphisme P-
bijectif a: H—>K tel que </> = /3a. On remarque que /3 est défini à une équivalence 
près. Rappelons qu'un homomorphisme a est P-bijectif si et seulement si 
Œp est bijectif. 

Dans ce travail, après avoir établi une bonne définition du Pr-isolateur 
d'un homomorphisme de groupes dans J£<yV, nous étudions quelques-unes de 
ses propriétés fondamentales. Nous cherchons ensuite à situer K comme 
groupe par rapport aux groupes 77 et G. Par exemple, dans le cas nilpotent, que 
peut-on dire de la classe de nilpotence de K connaissant celles de 77 et G? 
Quand 77 peut-il être identifié à un sous-groupe de K à l'aide de a, ou K à un 
sous-groupe de G à l'aide de /3? Quand a et fi sont-ils surjectifs? 

Un peu plus loin, nous étudions un certain nombre de relations qui existent 
entre les isolateurs et les "pull-backs" dans Jz?,yK Enfin, étant donné certains 
foncteurs de J£<yV dans S£^V, nous examinons le comportement des isolateurs 
par rapport à ces foncteurs ; de façon précise, si Pest une opération effectuée dans 
J£J/, nous comparons l'isolateur de P(</>) avec le résultat de l'opération de F 
sur l'isolateur de </>. Dans cette direction, nos résultats sont en un certain sens 
plus faibles que ceux que l'on peut obtenir dans le cas où </> est une inclusion; 
remarquons qu'il aurait été facile dans un grand nombre de cas d'obtenir de 
véritables généralisations des résultats classiques sur les isolateurs mais alors 
les énoncés auraient eu trop souvent un aspect artificiel; nous avons surtout 
étudié les aspects des isolateurs qui restaient naturels dans le contexte des 
homomorphismes de groupes. 
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1. Définitions et propriétés fondamentales. Nous signalons une fois 
pour toutes que tous les groupes considérés dans ce texte sont localement nil-
potents afin d'avoir une bonne théorie de la localisation. 

Si P est un ensemble de premiers, le P'-isolateur d'un sous-groupe H de G 
est l'ensemble 1(H) = {x € G | xn G H, n G P'}. 

Si e: G —» GP désigne la P-localisation, alors 1(H) l(HP). En effet, si 
x G 1(H), alors xn G H pour un certain n G Pf, d'où e(xn) G HP, puis 
e(x) G HP. Réciproquement, supposons que x G G et e(x) = y G # p ; il 
existe m £ P' tel que ym = e(h), h £ H d'où xw = /m avec ww = 1, w Ç P ' . 
Si c = nilgrp {A, «}, xwnC = /*wC d'après [7], Corollaire 6.2, d'où e~l(HP) C 

Nous remarquons que cette méthode est sans doute la plus simple pour 
démontrer que 1(H) est un sous-groupe de G. 

Un sous-groupe K de G est dit Pf-isolé dans G si x G G, xn G i£, w G P' 
entraîne x G -K" ou de façon équivalente si K = I(K)\ il est clair que le P ' -
isolateur de tout sous-groupe H de G est P'-isolé dans G. 

On voit tout de suite qu'un sous-groupe H de G est P'-isolé dans G si et 
seulement si le diagramme 

ffC •> G 

ffP
r "" > GP 

est cartésien. Cette propriété suggère la définition suivante: 

Définition 1.1. Un homomorphisme <j>: H —> G dans Jf^/V est dit P'-isolé si 
le diagramme 

4> H - • G 

Hp ^ Gp 

est cartésien. 

THÉORÈME 1.1. Pour tout homomorphisme </>: H—> G, il existe une factorisa­
tion 

H- <t> 
•+G 

dans ^£^Y où a est P-bijectif et j3 P'-isolé. 
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Preuve. On obtient une factorisation $ = fia en considérant le diagramme 

(1) 

HP >GP 

dans lequel le carré est cartésien. Puisque e: G —• GP est P-bijectif, il s'ensuit 
alors que p est P-bijectif et par conséquent P-localise puisque HP est P-local. 
Puisque p et e: H —» HP sont P-bijectifs, il en est de même de a. 

Dans le diagramme (1), l'homomorphisme p: K-^HP P-localise; nous 
conviendrons donc d'écrire tout simplement e à la place de p et avec cette 
convention, nous remarquons que aP = Id^p et fiP = <t>P. 

a fi </> 
Définition 1.2. Une factorisation H—>K^GdeH-^> G avec a P-bijectif et 

fi P'-isolé est appelée une PPf-factorisation de $. 

Remarquons que HC->I(H)<Z*G est une PP'-factorisation de l'inclusion 
H c-» G et que c'est même la seule dans laquelle a et fi sont des inclusions. 

PROPOSITION 1.1. P<w fowte PPf-factorisation H—> K 
<t>(H) —» j#(i£) —» G es/ wwg PPf-factorisation de <t>(H) ^ G. 

G de ff->G, 

Preîwe. Si x* = /3(ft) avec x 6 G, & G X et n G P ' , alors e(xw) Ç fiP{KP) = 
fi(K)P d'où e(x) G / 3 ( 2 0 P = fiP(KP) et x Ç /3(jf) puisque 0 est P'-isolé; 
fi(K) -> G est donc P'-isolé. 

Il suffit maintenant de démontrer que 4>{H) —> fi(K) est P-surjectif. Soit 
x = fi(k) avec k £ K; e(x) £ <t>(H)P d'où pour un certain n £ P ' , <?(xw) = 
£</>(&) avec h £ H ce qui entraîne xw = <t>(h).u avec w Ç TP>(G); on applique 
alors [7], Corollaire 6.2 comme précédemment. 

G ww homomorphisme. PROPOSITION 1.2. Supposons P i D P 2 ^ 50^ <j> : H • 
Alors, 

i) </> Pi-bijectif =» 0 Pi-bijectif 
iï) (j) P2

f-isolé =^> <j) Pi-isolé. 

Preuve, i) est bien connu et pour prouver -w), supposons le diagramme 
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cartésien. En posant (K, u) = ker </>, on obtient un diagramme commutatif 

dans lequel ee\ = e2 et (K, etu) = ker <f>u i = 1, 2; en effet, puisque # est 
P2'-isolé, (K, e2u) = ker fa et comme la localisation est exacte, K est P2-local 
donc Pi-local car Pi 3 ? 2 ; il s'ensuit que (K, du) — ker fa et le diagramme 
précédent est commutatif. Considérons maintenant x G G, y G HPl tels que 
ei(x) = fa{y)- Comme e2(x) = faë(y), on sait qu'il existe a £ H tel que 
<t>(a) = x et puisque fa (y) = ei<i>{a) = faei(a), alors y = e\(ak) où k G K car 
le diagramme précédent est commutatif. Il est clair que <f)(ak) = x et que a& 
est le seul élément de H vérifiant ei(ak) = y, 4>{ak) = x car <j> est P2

/-isolé. 

PROPOSITION 1.3. Etant donné le diagramme commutatif 

•> B 

P -> D 

avec a P-bijectif et /3 P'-isolé, il existe un unique X : f$ • 
b) \a = fa 

C tel que a) /3\ = \p et 

Preuve. Dans le diagramme ci-haut, a est P-bijectif et le carré inférieur est 
cartésien; on peut donc définir un unique X tel que a) fi\ = \p et b) e\ = 
<j>pOLP~le puisque e\p = \f/Pe = fiP<frPaP~le. Il suffit de voir que a) b) <=> a) b). Or 
étant donné a) b), e\a = §PaP~~lea = <j>Pe = e<t> et fi\a = \j/a = /3# d'où 
\a = <t>. Par ailleurs, étant donné b), e\ = \Pe = <j>PaP~le. 
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Un corollaire important de cette proposition est le théorème suivant qui 
établit l'unicité des PP'-factorisations de 0 à une équivalence près. 

on 0i a2 02 
THÉORÈME 1.2. Si H —» Ki —> G et H —> K2 —> G sont deux PPf-factorisations 

de H —* G, il existe un unique isomorphisme X : Ki —> K2 tel que a2 = X«i e/ 
0i = 02X. 

Nous remarquons que les PP'-factorisations d'un homomorphisme dans 
J^jV sont un exemple de la notion de (E, M)-factorisation introduite par 
Kelly ([4], [13]). Une (E, M)-factorisation des morphismes dans une catégories/ 
est définie comme un couple de classes de morphismes dans s/ vérifiant les 
axiomes suivants: 

i) tout isomorphisme appartient à la fois à £ et M. 
iï) E et M sont fermés par rapport à la composition. 

iii) pour tout carré commutatif 
a 

0 
-> • 

dans s/ avec a £ E et B £ M, il existe un unique X tel que 0X = \p et \a = <j>. 
iv) pour tout morphisme <j> dans s/, il existe a £ E et 0 £ Af tels que 

« = /3a. 

Définition 1.3. On appelle Pr-isolateur de l'homomorphisme <f> : H —> G tout 
homomorphisme P'-isolé /3 : K -^ G pour lequel il existe un homomorphisme 
P-bijectif a : H -^ K vérifiant 0 = 0a. 

Si i J ^ G et </>: H ^ G est l'inclusion, le P'-isolateur de <j> est l'inclusion 
7(i7) c* G. 

Le résultat suivant est une conséquence immédiate des Propositions 1.2 et 
1.3. Il se laisse regarder comme généralisation du Théorème 1.2. 

«l 01 «2 02 
PROPOSITION 1.4. Supposons Px D P 2 ; si H^> Ki—> G (resp. H -+ K2 —> G) 

est une P\P\-factorisation {resp. P2P2 -factorisation) d'un homomorphisme </>, 
i/ exzs/e zm unique X rendant commutatif le diagramme 

0i 

De £Zws, X es/ à la fois P2-bijectif et Pi-isolé. 
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On peut également grâce à la Proposition 1.3 définir la PP'-factorisation 
d'un carré: 

Définition 1.4. On appelle PP'-factorisation du carré commutatif 

H, £* - • Gi 

Ht 
<t>2 

* G2 

le diagramme commutatif 

Hr 

h 

H2 

ai 

OL2 

^ K . - ^ ^ G , 

+ K2 ->G2 

« i fit * i 
dans lequel Ht-^> Ki—* d est une PP'-factorisation de i7* —> G* pour i = 1,2 
(& existe et est unique, en vertu de la Proposition 1.3). 

Nous mentionnons enfin quelques propriétés qui montrent qu'en un certain 
sens le P'-isolateur peut être considéré comme un foncteur exact à gauche. 

PROPOSITION 1.5. Considérons la PP'-factorisation 

définie précédemment. Posons H0 = ker h, Ko = ker k et Go = ker g. Si a0, fio 
et <t>o désignent les restrictions évidentes de au fii et 0i = fixai respectivement, alors 

OLO fio m 0o 
Ho-^>Ko—> Go est une PP1 -factorisation de Ho —> G0. 

Preuve. a0 est clairement P-bijectif puisque la localisation est exacte. Pour 
montrer que fio est P'-isolé, donnons nous x Ç Go, y G i^op, avec e(x) = fiovj-
Il existe x G Ku unique, tel que fii(z) = x, e(z) = y; reste à démontrer que 
z £ Ko, c'est-à-dire, que k(z) = 1. Or fi2k(z) = gfi\(z) = g(x) = l,etek(z) = 
kPe(z) = kP(y) = 1, d'où k(z) = 1, et la démonstration est achevée. 
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L'énoncé correspondant où on pose H = coker h, K = coker k et G = coker 
g n'est cependant pas vrai comme le montre l'exemple suivant: 

on prend P' = {1, 2} et le diagramme 

0 • () >Z 

Le conoyau devrait être 0 —» 0 —* Z/2 mais 0 —» Z/2 n'est pas P'-isolé. 

PROPOSITION 1.6. Daws fe diagramme commutatif 

G0> • Gi »G2 

H0> 

où les lignes sont exactes, i) 4>u 4>2 P'-isoles => <£0 P
r-isolé, iï) <j>0, 4>2 P'-isolés => 

</>i Pf-isolé, mais iiï) 4>0l <t>i P'-isolés *ï> </>2 Pi-isolé. 

Preuve. ï) est simplement un cas particulier de la Proposition 1.5. Pour 
prouver iï), on se sert des méthodes habituelles dites de "diagram chasing" 
comme dans la preuve de la Proposition 1.5 et on utilise le fait que la localisa­
tion est exacte. Un contre-exemple pour iiï) est donné par 

où l'on prend P ' = {1, 2}. 

a P <t> 
2. Le groupe K dans une PP'-factorisation H—* K—>G de H-^G. 

Nous essayons ici d'obtenir des renseignements sur K à partir de la donnée 

initiale H —> G. Nous remarquons que contrairement à la situation classique, H 
ne peut plus être considéré comme sous-groupe de K pas plus que K peut être 
considéré comme sous-groupe de G en général. De plus, il se peut très bien que 
nil H > nil K et aussi nil K > nil G. Notre but est principalement d'établir 
des critères sur <j> et si possible de caractériser les homomorphismes </>: H —> G 
pour lesquels K possède des propriétés données. 

Nous remarquons d'abord que le résultat suivant découle immédiatement 
des propriétés des ''pull-backs". 
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L E M M E 2 .1 . Si fi est P'-isolé, alors fi est injectif (resp. surjectif) si et seulement 
si fi est P-injectif (resp. P-surjectif). 

a fi </> 
THÉORÈME 2.1. Etant donné une PP'-factorisation H->K->GdeH-*G. 

ï) fi est injectif si et seulement si <j> est P-injectif. 
iï) fi est surjectif si et seulement si G est le P'-isolateur de <j)(H) dans G. 
iii) a est injectif si et seulement si 4>\TP>(H) est injectif. 
iv) a est surjectif si et seulement si 4>(H) est P'-isolé dans G et e(ker <£) = 

ker <j)P. 

Preuve, i) Puisque <t> est P-injectif si et seulement si <t>P est injectif, le résultat 
découle immédiatement du Lemme 2.1 car <t>P = fiP. 

il) Considérons le diagramme commutatif 

H + K fi -•G 

(2) 

<t>(H)< y >fi(K)^^G 

dans lequel X = fi. Puisque fi(K) est toujours le P'-isolateur de 4>(H) dans G 
d'après la Proposition 1.1, le problème revient à montrer que fi est surjectif si et 
seulement si 8 est surjectif, ce qui est clair en vertu de la surjectivité de X. 

iii) Supposons a injectif et prenons x G TP>(H) (x 9e 1). Puisque e(x) = 1 
eta(x) 9^ 1, on doit avoir 4>(x) ^ 1 car fi est P'-isolé. 

Réciproquement, puisque a est P-injectif, a(x) = 1 (x ^ 1) entraîne que 
x G TP> (H) et alors <t> \TP>(H) n'est pas injectif. 

iv) Si a. est surjectif, nous voyons que <t>(H) est P'-isolé dans G d'après le 
diagramme (2) puisque y est alors surjectif et que fi(K) est le P'-isolateur de 
<t>(H) dans G. 

Par ailleurs si a est surjectif, nous voyons que e(ker <£) 3 ker0P. En effet, 
soit x G HP tel que <j>P(x) = 1 ; on a alors (x, 1) G K et puisque a est surjectif, 
il existe y G H tel que a (y) = (x, 1) d'où y G ker <f> et e(y) = x. L'inclusion 
e(ker </>) C ker <£P est évidemment toujours vérifiée. 

Réciproquement, supposons 4>(H) P'-isolé dans G et e(ker #) = ker <j>P. 
Prenons un élément arbitraire (x, y) dans K, c'est-à-dire x G HP, y G G et 
0p(x) = e(y), et montrons qu'il existe h G H tel que a(h) = (x, y). Puisque 
4>(H) est P'-isolé dans G et donc <f>(H) = /3 (i£)> on a y = <£(Â) pour un certain 
h £ H; par ailleurs, 4>P(x) = e(y) = e<t>(h) = <t>Pe(h) d'où x = e(h) mod 
(ker 0P) et par hypothèse x = e(Â) . e(h\) où /h G ker <t>. Il est clair que 
h = Mi vérifie a(Â) = (x, y). 

Nous supposons maintenant que H et G sont nilpotents; par le fait même, K 
est nilpotent et nil K ^ max (nil H, nil G). Dans la situation classique, on a 

https://doi.org/10.4153/CJM-1979-042-9 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1979-042-9


384 C. CASSIDY ET P. J. HILTON 

toujours nil H ^ nil 1(H) rg nil G et si G n'a pas de P'-torsion, alors nil H = 
nil 1(H). Nous avons ici le résultat suivant: 

a p 0 
T H É O R È M E 2.2. Soit H —> K —> G wwe PP'-factorisation de H —> G. Alors, 
i)si G ri a pas de Pf-torsion, nil X ^ nil i7 , 

ii) si <f> \Tp>{H) est injectif et en particulier si H ri a pas de P'-torsion, nil 
K ^ nil H. 

Preuve, ii) est clair puisque </> \Tp>{H) injectif revient à direquea est injectif. 
Pour prouver i), prenons pour x un (c + 1) — commutateur d'éléments de K 
où c = nil H; on a clairement e(x) = 1 car nil i7 P ^ nil iif; par ailleurs, 
e/3(x) = <j)Pe(x) = 1 d'où /3(x) = 1 car G n'a pas de P'-torsion; puisque j3 est 
P-isolé, x = 1 et nil K ^ c. 

Remarquons que si ni H ni G n'ont de la P'-torsion, alors nil H = nil K. Il 
se peut très bien que nil H > nil i^; on prend par exemple l'homomorphisme 
trivial <£: H —> G où iJes t un groupe de P'-torsion non trivial et G est n'importe 
quel groupe nilpotent sans P'-torsion; dans ce cas-là, K est trivial. De même, 
on peut très bien avoir nil K > nil G; il suffit, par exemple, de considérer 
l'homomorphisme trivial <j>: H —> G où G est le group trivial et H n'importe 
quel groupe nilpotent ayant des éléments qui ne sont pas de P'-torsion. Dès 
que <j> est P-injectif cependant, nil K ^ nil G, car /? est injectif. 

Notons enfin que puisque K est le "pull-back" de e : G —» GP et $ P : 
HP —> GP, alors i£ est de type fini si G est de type fini et ker <j>P fini. 

a /3 </> 
T H É O R È M E 2 .3 . 5 ^ 77 —> K —> G wwe PPf-factorisation de H —^ G. Si G est de 

type fini et si ke r 0 es/ de torsion et de P-torsion finie, alors K est de type fini. 

3. Isolateurs et ''pull-backs". Nous étudions ici le comportement des 
isolateurs et des homomorphismes P'-isolés par rapport à certains diagrammes 
cartésiens. Par exemple, dans de tels diagrammes, si certains homomorphismes 
sont P'-isolés, on peut en déduire que d'autres le sont également; nous mon­
trons également qu'en un certain sens les * 'pull-backs" commutent avec les 
isolateurs. Nous montrons enfin que si H et G sont de type fini et si ker(<£: 
H —» G) est de torsion, alors <t> peut être considéré comme le "pull-back" de 
certains de ses isolateurs. 

T H É O R È M E 3 .1 . Dans un carré cartésien 

C 

si \p est P'-isolé, <j> Vest aussi. 
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Preuve. Considérons le diagramme commutatif 

\ 

B 

\ 

-> D gp 

vDf 

(3) 

Par hypothèse les carrés 

A • B 

sont cartésiens; de plus 

•> D 

et 

C -+D 

+Df 

est également cartésien car la localisation commute avec les "pull-backs" 
(une preuve de ce résultat dans le cas nilpotent est donnée dans [9], Théorème 
1.2.10 et le résultat s'étend immédiatement k^jV par définition de la P-locali-
sation dans-K/K (voir [8]) puisque dans la catégorie des groupes lim préserve 
les "pull-backs"). Puisque le diagramme (3) est commutatif, il s'ensuit que le 
carré 

•> B 

+ B* 

est cartésien. 
Une conséquence intéressante du théorème précédent est qu'en considérant 

la PP'-factorisation d'un carré cartésien arbitraire dansJK/K, on obtient une 
factorisation de ce carré en deux carrés qui sont également cartésiens. 
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THÉORÈME 3.2. Considérons le carré cartésien 

(4) 

a P a P . 
dans££ N. Si H —> K —> G et Hf —> K' —> G' désignent des PP'-factorisations de <j> 
et <t>f et si X: K —> K' est Vunique homomorphisme rendant commutatif le dia­
gramme 

a 

(5) 

(voir Définition 1.4), alors tous les carrés dans le diagramme (5) sont cartésiens. 

Preuve. On construit d'abord le "pull-back" de I3f et g ce qui nous donne le 
carré 

K 

X 

T 
K' 

-> G 

-*G ' 

puis alors on construit le "pull-back" de a et X, d'où le diagramme 

H -+K -+G 

h 

H'-

(7) X (8) (6) 

•+K' 
1—+G' 

dans lequel â est P'-bijectif puisque a l'est et que (7) est cartésien; de plus, /5 
est P'-isolé d'après le Théorème 3.1 puisque $' est P'-isolé et que (8) est car­
tésien. Puisque les carrés (4) et (6) sont tous deux cartésiens, le résultat 
découle de l'unicité des "pull-backs" et de l'unicité des PP'-factorisations. 

<t>3 ^3 

THÉORÈME 3.3. Si H —> Mj —> G, j = 1, . . . ,n, est un "pull-back" et si tous 
les \pj : Mj —> G sont P'-isolés, alors tous les <t>j.' H —» Mj le sont également. 
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Preuve. Ce résultat a été démontré pour n = 2 (Théorème 3.1). En procé­
dant par induction, on montre ensuite que si tous les \f/j sont P'-isolés pour 
j T^ k, alors (t>jc est P'-isolé. 

THÉORÈME 3.4. Le P'-isolateur du "pull-back" d'une famille finie d'homo-
morphismes dans ^JV est le "pull-back" de la famille de leurs P'-isolateurs. De 

façon précise, soit Hj—> G, j = 1, . . . , n une famille d'homomorphismes; si 
<t>j fj . Y; Pj 

H —> Hj—> G est le "pull-back" de cette famille et si K—>Kj—> G est le "pull-back" 

de la famille des P'-isolateurs des Hj —> G, alors K > G est le P'-isolateur de 

H >G. 

Preuve. Il suffit de montrer que l'application H > G se factorise en 

H —> K > G avec a P-bijectif et /3/y;- P'-isolé. On sait que /3/y-, est P'-isolé 
d'après le théorème précédent puisque tous les /3j le sont. Pour montrer 

aJ Pi 
l'existence de a, considérons pour chaque j la PP'-factorisation Hj —» Kj —> G 

* J . 

de Hj —> G. Puisque dans le diagramme commutatif 

(9) 

les deux diagrammes verticaux sont des ''pull-backs", l'existence de a : H —> K 
telle que y p. = otjcfrj pour chaque j est établie. En localisant le diagramme (9), 
on voit que chaque ajp est un isomorphisme puis alors que aP est un isomor-
phisme par unicité des ''pull-backs" puisque les "pull-backs" finis commutent 
avec la localisation. 

Notre prochain résultat est inspiré de [9], Théorème 1.3.6, que nous utilisons 
d'ailleurs dans la démonstration. Remarquons d'abord que si 0: H —> G est une 
inclusion et si {g)' désigne l'ensemble de tous les premiers sauf g, alors H est le 
* 'pull-back" (intersection) des inclusions I{qy (H) —» G où g parcourt l'ensemble 
7T de tous les premiers. Dans le cas où <£: H —> G n'est pas une inclusion, nous 
avons le résultat suivant: 

THÉORÈME 3.5. Désignons par H —> Kq —-> G une {g} {g}f-factorisation de 

https://doi.org/10.4153/CJM-1979-042-9 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1979-042-9


388 C. CASSIDY ET P. J. HILTON 

H —> G. Si H et G sont nilpotents de type fini et si ker 4> est de torsion, alors 
aq (3q 

H —> Kq —> G, où q parcourt TT, est un upull-back"'. 

Preuve. Pour chaque premier g, nous avons un diagramme commutatif 

\q ^ 
Considérons le ''pull-back" K —> KQ —> G; il existe un homomorphisme 

H : H -+ K tel que XV = a* pour chaque q. On voit facilement que /x est 

injectif puisque si x ^ 1 est un élément de H, alors ^(x) ^ 1 pour un certain q, 

d'où eQ\qn(x) * 1. 

Montrons maintenant que \x est surjectif. Il suffit pour cela de démontrer 
qu'il existe v : K —» H tel que /x*/ = ldK. Remarquons d'abord que le dia­
gramme 

H- -*G 

+ Ga 

e0 

Ho > Go 

est commutatif pour tout q £ -K et que if(resp. G) est le "pull-back" des 
Hq (resp. Gq) sur i70 (resp. G0), la rationalisation de if (resp. G) d'après [9], 
Théorème 1.3.6, puisque H et G sont de type fini. De plus, <£0 est injectif car 
ker <£ est de torsion par hypothèse. L'homomorphisme v : K —-» H est défini 
comme l'unique homomorphisme tel que eQv = eQ\Q; on voit qu'un tel homo­
morphisme existe et est unique si on s'assure que eoeq\

Q ne dépend pas de q. 
Puisque </>0 est injectif, cela revient à montrer que <j>oeoeq\

q ne dépend pas de g, 
ce qui est clair car <l>oeoeg\

Q = e0eqp
2\q (eQeq est la rationalisation de G, donc ne 

\q (3q 

dépend pas de q et K —-> Kq —» G est un "pull-back"). 
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Il ne reste qu'à vérifier que \xv — Id* ce qui revient à montrer que \q = \QIJLV 

pour tout g. Puisque Aç/x = aq, il faut montrer que \q = aqv pour tout g. Or, 
comme 

Kq 

Ha 

-> G 

+ Ga 

est un * 'pull-back", l'égalité est bien vérifiée puisque d'une part eqX
Q = eQagv 

et d'autre part j3q\q = (3qaqv; cette dernière égalité découle de eQfiq\q = 4>qeq\
q = 

<t>qeqv = 4>Qeqa
qv = eqfi

qaqv e t d u fa i t q u e G • 
d'après [9], Théorème 1.3.6. 

eo 
G est un "pull-back" 

Si ker 0 n'est pas de torsion, la conclusion n'est plus nécessairement vraie 
comme le montre l'exemple </>: Z —» 0; on a alors la factorisation Z —» Zq —-> 0 
pour chaque g mais Z n'est pas le "pull-back" des Zq —» 0. 

Nous remarquons que nous pouvons évidemment supprimer la condition que 
G soit de type fini. Cependant, nous ne savons pas si la condition que H soit de 
type fini est vraiment essentielle. 

Nous remarquons enfin que si 0: H —> G est une inclusion et si I[qy(H) 
désigne le {g} '-isolateur de H dans G (ou dans Ir(G), ce qui revient au même), 
alors i7est aussi le "pull-back" des inclusions I[qy (H) ^ ITT(H) ; il serait donc 

naturel de remplacer dans le théorème précédent Kq —> G par Kq —> K où 
a fi 

H —» K —» G est une TrV-factorisation de G et où l'homomorphisme ya est 
uniquement déterminé par les Propositions 1.2 et 1.3; il se pose cependant 
quelques difficultés dues au fait que dans le diagramme 

le carré n'est pas nécessairement un "pull-back". 

4. Quelques autres propriétés des isolateurs. Soit Q un groupe fixe. 
Si if et G sont des Ç-groupes localement nilpotents et si 0: H —» G est un 
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(J-homomorphisme, on montre facilement que les homomorphismes a et fi 

a & 
d'une PP ' - fac tor isa t ion H —* K —> G de <j> sont également des Q-homomor-
phismes (ici HP est muni de la Q-structure obtenue en localisant l 'action de Q 

sur H puis alors K devient unÇ-groupe en t a n t que "pu l l -back" ) . 

Pour tou t Ç-groupe G, nous désignons par GQ le sous-groupe des éléments 
de G qui restent fixes sous l 'action de Q. Pour tou t homomorphisme (/>: H —-> G, 
nous désignons par 4>Q: HQ —» GQ l 'homomorphisme induit par <j>. 

T H É O R È M E 4.1 . Soient H et G des Q-groupes nilpotents avec Q de type fini et soit 

a 0 
0: H —> G un Q-homomorphisme. Si H —-> K —> G est une PPf-factorisation de <£, 

aQ f3Q <j>Q 

alors HQ - > KQ - > GQ est une PPf-factorisation de HQ -*GQ. 

Preuve. Considérons le d iagramme commutat i f 

H ^ - + K — ^ G 

\

\e \e 

* <t>p * 
Hp ^ G p 

dans lequel le carré est cartésien. Nous obtenons par restriction un d iagramme 
commutat i f 

aQ 3Q 

HQ—^ >KQ — > G Q 

Puisque H et G sont ni lpotents et Q est de type fini, on a (GP)Q = (GQ)P et 
(HP)Q = (HQ)P d 'après [10], Proposition 5.6; de plus, eQ: HQ -> {HP)Q et 
eQ: GQ —> (GP)Q P-localisent. On voit tou t de suite que le carré dans le dia­
gramme (10) est cartésien et puisque eQ: GQ —> (GP)Q est P-bijectif, alors 

eQ. KQ _> (Hp)Q e s t également P-bijectif. Enfin, eQ: HQ -> (HP)Q et eQ: 
KQ - » (HP)Q é t an t P-bijectifs, il en est de même de aQ: HQ —> KQ. 

En uti l isant le même procédé, on peut montrer des résul ta ts similaires pour 
les terms des Q-suites centrales ascendantes et descendantes (voir [10]). 

T H É O R È M E 4.2. Si Q est de type fini et si H et G sont nilpotents avec exp TP> (H) 
a 13 <j> 

et expPp ' (G) finis, alors pour toute PPf-factorisation H —> K —> G de H —* G, 
v{

Qa v^P J/*Q0 
vl

QH > vl
QK——> vl

QG est une PPf-factorisation de vl
Q > v %

Q G . 
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THÉORÈME 4.3. Si H et G sont nilpotents, Tl
QH > T^K > Yl

QGestune 

PPf-factorisation de T'QH > T'QG. 

On sait en effet d'après [10], Théorème 3.5, que si N est un Q-groupe qui est 
nilpotent comme groupe, alors vl

Q(NP) = (VQN)P pourvu que Q soit de type 
fini et que expTP>(N) soit fini. Par ailleurs, pour tout Q-groupe nilpotent N, 
on a Ti

Q(NP) = (Ti
QN)P d'après [10], Corollaire 3.3. On procède alors comme 

dans la preuve du Théorème 4.1. 
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