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L’ISOLATEUR D’UN HOMOMORPHISME DE GROUPES
C. CASSIDY ET P. J. HILTON

Dans ce travail, nous désignons par.%. /4 la catégorie des groupes localement
nilpotents. Si P est un ensemble de premiers, nous disons que # est un P-
nombre et nous écrivons # € P si tous les facteurs premiers de # appartiennent
a P; on convient toujours que 1 € P. Dans tout ce qui suit, il est souvent
commode de ne pas faire explicitement la distinction dans la notation entre un
ensemble P de premiers et I’ensemble de tous les entiers naturels ayant tous
leurs facteurs premiers dans P; par exemple, n € P signifiera toujours que n
est un P-nombre mais pas nécessairement un premier. L'ensemble de tous les
premiers n'appartenant pas a P est désigné par P’; on convient que 1 appartient
alafoisa Peta P

Si GEXLN et HZG, le Pl-isolateur de H dans G est l'ensemble {x €
Glx® € H, n € P’} qui est noté I(H) mais aussi parfois I4(H) ou I (H) si
'on a besoin de spécifier de quel P ou de quel G il est question. Cette notion
d’isolateur d’un sous-groupe dans un groupe semble avoir été d’abord intro-
duite puis étudiée par Malcev [12] et Plotkin [14]. Philip Hall [6], Baumslag
[1] et Warfield [16] indiquent les principales propriétés des isolateurs dans
leurs notes sur les groupes nilpotents. Trés souvent, ces propriétés sont
semblables & certaines propriétés de la localisation et Stammbach [15] a
d’ailleurs remarqué que Ip (H) = e '(Hp) ot Ip (H) est le P'-isolateur de H
dans G et e:G — Gp est la P-localisation; Hilton et Stammbach ont exploité
cette propriété pour obtenir de nouveaux résultats a la fois sur les isolateurs et
sur la localisation (voir en particulier [11]). Mentionnons enfin que les isola-
teurs ont été étudiés dans d’autres contextes et particuliérement en rapport
avec les relations d’ordre partiel dans les groupes (voir & ce sujet [2], [3] et [5]).

Un sous-groupe H de G est dit P’-isolé dans G s'il coincide avec son P’-isola-
teur dans G, c'est-a-dire si H = e¢"1(Hp); autrement dit, H est P’-isolé si et
seulement si le carré

HC 1 4 ¢
e [4
H,C " 56,

est cartésien, ol e désigne la P-localisation et z(resp. zp) l'inclusion. Cette
caractérisation des sous-groupes isolés suggére la généralisation suivante: on
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dit qu'un homomorphisme ¢: H — G dans.Z A est P'-isolé si et seulement si le

diagramme
H—2 ¢
e e
¢p

Hp — G»p

est cartésien (¢p est I'unique homomorphisme rendant commutatif le dia-
gramme précédent; pour cette propriété universelle de la localisation, voir
(7]). On sait par ailleurs que le P’-isolateur d'un sous-groupe H de G est P’-
isolé dans G et que Hp = I(H)p; comme nous montrons ensuite que dans A4
tout homomorphisme ¢: H — G se laisse factoriser de facon essentiellement

a
unique sous la forme H — K — G, avec a P-bijectif et § P’-isolé (un homo-
morphisme a: H — K est dit P-bijectif s'il est 4 la fois P-injectif - c'est-a-
dire si ker a est de P’-torsion - et P-surjectif - c'est-a-dire si pour tout
y € K il existe n € P’ tel que y* € a(H)) et en particulier, si H £ G et ¢:
H — G est 'inclusion, alors H — Ip(H) — G est une telle factorisation de ¢,
nous sommes justifiés de définir le P’-isolateur de ¢: H — G comme tout
homomorphisme P’-isolé 8: K — G pour lequel il existe un homomorphisme P-
bijectif a: H— K tel que ¢ = Ba. On remarque que B est défini & une équivalence
prés. Rappelons qu’'un homomorphisme a est P-bijectif si et seulement si
ap est bijectif.

Dans ce travail, aprés avoir établi une bonne définition du P’-isolateur
d’un homomorphisme de groupes dans .Z.4/, nous étudions quelques-unes de
ses propriétés fondamentales. Nous cherchons ensuite A situer K comme
groupe par rapport aux groupes H et G. Par exemple, dans le cas nilpotent, que
peut-on dire de la classe de nilpotence de K connaissant celles de H et G?
Quand H peut-il étre identifié & un sous-groupe de K a 'aide de @, ou K 4 un
sous-groupe de G a l'aide de 8? Quand « et 8 sont-ils surjectifs?

Un peu plus loin, nous étudions un certain nombre de relations qui existent
entre les isolateurs et les ‘“‘pull-backs” dans £ 4. Enfin, étant donné certains
foncteurs de £ A dans £ A4, nous examinons le comportement des isolateurs
par rapport a ces foncteurs; de fagon précise, si Fest une opération effectuée dans
FLN, nous comparons l'isolateur de F(¢) avec le résultat de 'opération de F
sur l'isolateur de ¢. Dans cette direction, nos résultats sont en un certain sens
plus faibles que ceux que l'on peut obtenir dans le cas oi ¢ est une inclusion;
remarquons qu'il aurait été facile dans un grand nombre de cas d’obtenir de
véritables généralisations des résultats classiques sur les isolateurs mais alors
les énoncés auraient eu trop souvent un aspect artificiel; nous avons surtout
étudié les aspects des isolateurs qui restaient naturels dans le contexte des
homomorphismes de groupes.
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1. Définitions et propriétés fondamentales. Nous signalons une fois
pour toutes que tous les groupes considérés dans ce texte sont localement nil-
potents afin d’avoir une bonne théorie de la localisation.

Si P est un ensemble de premiers, le P’'-isolateur d'un sous-groupe H de G
est I'ensemble I(H) = {x € G| x" € H, n € P'}.

Si e: G — Gp désigne la P-localisation, alors I(H) = e 1(Hp). En effet, si
x € I(H), alors " € H pour un certain n € P/, d'od e(x*) € Hp, puis
e(x) € Hp. Réciproquement, supposons que x € G et e(x) =y € Hp; il
existe m € P’ tel que y" = e(h), h € H d'ott x™ = hu avec u* = 1, n € P'.
Si ¢ = nil grp {k, u}, x™° = k" d’aprés (7], Corollaire 6.2, d’ott e !(Hp) C
I(H).

Nous remarquons que cette méthode est sans doute la plus simple pour
démontrer que I(H) est un sous-groupe de G.

Un sous-groupe K de G est dit P’-isolé dans G si x € G, x* € K, n € P’
entraine x € K ou de fagon équivalente si K = I(K); il est clair que le P’-
isolateur de tout sous-groupe H de G est P’-isolé dans G.

On voit tout de suite qu'un sous-groupe H de G est P’-isolé dans G si et
seulement si le diagramme

HC Y ,¢

7
HP C_P_y GP
est cartésien. Cette propriété suggere la définition suivante:

Définition 1.1. Un homomorphisme ¢: H — G dans LA est dit P’'-isolé si
le diagramme

est cartésien.

THEOREME 1.1. Pour tout homomorphisme ¢: H — G, 1l existe une factorisa-
tion

H——»G

AW

dans LN o0 a est P-bijectif et B P’-isolé.
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Preuve. On obtient une factorisation ¢ = Ba en considérant le diagramme

¢
Hp ——> G,
dans lequel le carré est cartésien. Puisque e: G — Gp est P-bijectif, il s’ensuit
alors que p est P-bijectif et par conséquent P-localise puisque H p est P-local.
Puisque p et e: H — Hp sont P-bijectifs, il en est de méme de a.

Dans le diagramme (1), 'homomorphisme p: K — Hp P-localise; nous
conviendrons donc d’écrire tout simplement e 4 la place de p et avec cette
convention, nous remarquons que ap = Idyg, et Bp = ¢p.

a B
Définition 1.2. Une factorisation H — K — G de H— G avec a P-bijectif et
B P’-isolé est appelée une PP’-[actorisation de ¢.

Remarquons que HS I(H) S G est une PP’'-factorisation de 1'inclusion
H S G et que c’est méme la seule dans laquelle o et 3 sont des inclusions.

o B ¢
ProrosiTiON 1.1.  Pour toute PP’-factorisation H— K — G de H— G,

¢ (H) — B(K) — G est une PP'-factorisation de ¢(H) S G.

Preuve. Si x* = B(k) avecx € G,k € Ketn € P’ alorse(x") € Bp(Kp) =
B(K)p dou e(x) € B(K)p = Bp(Kp) et x € B(K) puisque B est P’-isolé;
B(K) — G est donc P’-isolé.

Il suffit maintenant de démontrer que ¢(H) — B(K) est P-surjectif. Soit
x = B(k) avec k € K; e(x) € ¢(H)p d'oit pour un certain n € P’, e(x") =
ep(h) avec h € H ce qui entraine x® = ¢(h).u avec u € T p (G); on applique
alors [7], Corollaire 6.2 comme précédemment.

ProposITION 1.2. Supposons Py D Ps et soit ¢ : H— G un homomorphisme.
Alors,

1) ¢ Pi-bijectif = ¢ Pq-bijectif

11) ¢ Py/-1s0lé = ¢ Py'-1s0lé.

Preuve. 1) est bien connu et pour prouver i), supposons le diagramme

¢

H—¢G

821 ' €2

Hp—* G,
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cartésien. En posant (K, #) = ker ¢, on obtient un diagramme commutatif

ot sg—2 ¢

€1 €1
K)—el—uPHpi——qsl—)Gpl
e e
v _ ¢
2
K>—>Hp GP

dans lequel ée; = ey et (K, eu) = ker ¢;, © = 1, 2; en effet, puisque ¢ est
Py-isolé, (K, eau) = ker ¢; et comme la localisation est exacte, K est Py-local
donc Pj-local car P, D Ps; il s'ensuit que (K, eyu) = ker ¢, et le diagramme
précédent est commutatif. Considérons maintenant x € G, y € Hp, tels que
e1(x) = ¢1(y). Comme es(x) = ¢2€(y), on sait qu'il existe a € H tel que
¢(a) = x et puisque ¢;1(y) = e1p(a) = ¢ie1(a), alors y = e;(ak) olt k € K car
le diagramme précédent est commutatif. Il est clair que ¢(ek) = x et que ak
est le seul élément de H vérifiant e; (ak) = y, ¢ (ak) = x car ¢ est Py'-isolé.

ProrosiTiON 1.3. Etant donné le diagramme commutatif

4A—2 5 B
] 12
B

C——D

avec o P-bijectif et B P’'-isolé, il existe un unique \ : 8 — C tel que a) BN = ¢ et
b) N = ¢.

v
CP—BL+DP
Preuve. Dans le diagramme ci-haut, o est P-bijectif et le carré inférieur est
cartésien; on peut donc définir un unique \ tel que a) BN = ¢ et b) e\ =
¢pap~le puisque ey = Ype = Bpppaple. Il suffit de voir que a) b) < a) b). Or
étant donné a) b), ela = ¢ppap~lea = ¢ppe = edp et Bha = Yo = B¢ d’on
\a = ¢. Par ailleurs, étant donné b), e\ = Ape = ¢ppaple.
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Un corollaire important de cette proposition est le théoréme suivant qui
établit 'unicité des PP’-factorisations de ¢ & une équivalence preés.

; . Lo B1 g B ) L.
THEOREME 1.2. St H— K; — G et H— Ks — G sont deux PP’-factorisations

de H — G, 1l existe un unique isomorphisme \ : K1 — K, tel que as = Ny et
1= Ba\

Nous remarquons que les PP’-factorisations d’'un homomorphisme dans
FN sont un exemple de la notion de (E, M)-factorisation introduite par
Kelly ([(4], (13]). Une (E, M)-factorisation des morphismes dans une catégorie S/
est définie comme un couple de classes de morphismes dans .2/ vérifiant les
axiomes suivants:

1) tout isomorphisme appartient a la fois & E et M.

1) E et M sont fermés par rapport a la composition.

111) pour tout carré commutatif

- —_— .

¢ ¥
B8

. — 3
dans & aveca € Eet B € M, il existe un unique X tel que B\ = Yet ha = ¢.
i) pour tout morphisme ¢ dans .7, il existe « € E et 8 € M tels que
¢ = Ba.

Définition 1.3. On appelle P’-isolateur de 'homomorphisme ¢ : H — G tout
homomorphisme P’-isolé 8 : K — G pour lequel il existe un homomorphisme
P-bijectif o« : H — K vérifiant ¢ = Ba.

Si H=<Geto¢: HS G est 'inclusion, le P’-isolateur de ¢ est I'inclusion
I(H) S G.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate des Propositions 1.2 et
1.3. Il se laisse regarder comme généralisation du Théoréme 1.2.

231 B1 &3 Ba
ProposITION 1.4. Supposons Py D Py st H— K1 — G (resp. H— Ky — G)
est une P1Py'-factorisation (resp. PoP, -factorisation) d'un homomorphisme ¢,
1l existe un unique \ rendant commutatif le diagramme

H;‘—l—bKlLG
]
1

]
WA
|

v

H—*,K,— B ,¢
De plus, \ est d la fois Py-bijectif et Py'-iso0lé.
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On peut également grice 4 la Proposition 1.3 définir la PP’-factorisation
d’un carré:

Définition 1.4. On appelle PP’-factorisation du carré commutatif

Hl__d’_l) Gl

h g
b2

H, —— G,
le diagramme commutatif

a

H—2 K, B > G,

h k g

a2 B2

H, > K, -G

o Bi ¢
dans lequel H; N K, 5 G ; est une PP’-factorisation de H; il G;pourt = 1,2
(k existe et est unique, en vertu de la Proposition 1.3).

Nous mentionnons enfin quelques propriétés qui montrent qu’en un certain
sens le P’'-isolateur peut étre considéré comme un foncteur exact & gauche.

ProrositiON 1.5. Considérons la PP’-factorisation

H—S kB 6
h k g
H2 2 7‘I<2 52 %62

définie précédemment. Posons Hy = ker h, Ko = ker k et Gy = ker g. St ay, Bo
et oo désignent les restrictions évidentes de ay, 81 et ¢1 = Biai respectivement, alors

ag Bo X .. b0
H,— K,— Gy est une PP'-factorisation de Hy — G,.

Preuve. ay est clairement P-bijectif puisque la localisation est exacte. Pour
montrer que (3¢ est P’-isolé, donnons nous x € Gy, y € Kop, avec e(x) = Bopy.
Il existe x € K;, unique, tel que B:(z) = x, e(z) = y; reste & démontrer que
z € K, c'est-a-dire, que k(2) = 1. Or B2k(2) = gB:1(2) = g(x) = 1,etek(z) =
kpe(z) = kp(y) = 1,d’otl k(z) = 1, et la démonstration est achevée.
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L’énoncé correspondant ol on pose H = coker h, K = coker ket G = coker
g n’est cependant pas vrai comme le montre I'exemple suivant:

on prend P’ = {1, 2} et le diagramme
0 — 0 ¥/
X2
— 0 >Z

Le conoyau devrait étre 0 — 0 — Z/2 mais 0 — Z /2 n'est pas P’-isolé.
ProrosiTION 1.6. Dans le diagramme commutatif

Go>—> Gl——» G2
o 1 o2

Hy)»—H,—»H,

onl les lignes sont exactes, 1) ¢y, po P'-isolés = ¢o P'-150lé, 10) ¢o, do P’ -1s0lés =
o1 P'-is0lé, mais 111) ¢o, ¢1 P’'-1s0lés > ¢ Py'-1501é.

Preuve. 1) est simplement un cas particulier de la Proposition 1.5. Pour
prouver 7z), on se sert des méthodes habituelles dites de ‘‘diagram chasing”’
comme dans la preuve de la Proposition 1.5 et on utilise le fait que la localisa-
tion est exacte. Un contre-exemple pour 7i7) est donné par

0 >0 -

ot l'on prend P’ = {1, 2}.

a B ]
2. Le groupe K dans une P P’-factorisation H - K — G de H — G.
Nous essayons ici d’obtenir des renseignements sur K a partir de la donnée

initiale H ﬂ G. Nous remarquons que contrairement a la situation classique, H
ne peut plus étre considéré comme sous-groupe de K pas plus que K peut étre
considéré comme sous-groupe de G en général. De plus, il se peut trés bien que
nil H > nil K et aussi nil K > nil G. Notre but est principalement d’établir
des critéres sur ¢ et si possible de caractériser les homomorphismes ¢: H — G
pour lesquels K posséde des propriétés données.

Nous remarquons d’abord que le résultat suivant découle immédiatement
des propriétés des ‘‘pull-backs’’.
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LEMME 2.1. Si 8 est P'-1s0lé, alors B est injectif (resp. surjectif) si et seulement
st B8 est P-injectif (resp. P-surjectif).

a
TuEOREME 2.1. Etant donné une PP’ -factorisation H — K E) GdeH i G.
1)B est injectif si et seulement si ¢ est P-injectif.
1) B est surjectif si et seulement si G est le P'-isolateur de ¢ (H) dans G.
111) a est injectif si et seulement si ¢|rp, @ est injectif.
) a est surjectif si et seulement si ¢ (H) est P'-isolé dans G et e(ker ¢) =
ker dp.

Preuve. 1) Puisque ¢ est P-injectif si et seulement si ¢ » est injectif, le résultat
découle immédiatement du Lemme 2.1 car ¢ = Bp.
11) Considérons le diagramme commutatif

B

H—2 3K >G
é A (2)
s(H) (k) 2nG

dans lequel N = 8. Puisque 8(K) est toujours le P’-isolateur de ¢ (H) dans G
d’apreés la Proposition 1.1, le probléme revient & montrer que 8 est surjectif si et
seulement si § est surjectif, ce qui est clair en vertu de la surjectivité de A.

111) Supposons « injectif et prenons x € Tp (H) (x 7 1). Puisque e(x) = 1
eta(x) # 1, on doit avoir ¢(x) # 1 car B est P’-isolé.

Réciproquement, puisque a est P-injectif, a(x) = 1 (x # 1) entraine que
x € Tp (H) etalors ¢ |7, @) n'est pas injectif.

1) Si «a est surjectif, nous voyons que ¢(H) est P’-isolé dans G d’aprés le
diagramme (2) puisque v est alors surjectif et que 3(K) est le P’-isolateur de
¢(H) dans G.

Par ailleurs si a est surjectif, nous voyons que e(ker ¢) D ker¢p. En effet,
soitx € Hptel que ¢p(x) = 1;0naalors (x, 1) € K et puisque « est surjectif,
il existe ¥y € H tel que a(y) = (x,1) d’'ot vy € ker ¢ et e(y) = x. L'inclusion
e(ker ¢) C ker ¢p est évidemment toujours vérifiée.

Réciproquement, supposons ¢(H) P’-isolé dans G et e(ker ¢) = ker ¢p.
Prenons un élément arbitraire (x, y) dans K, c’est-a-dire x € Hp, y € G et
¢p(x) = e(y), et montrons qu'il existe & € H tel que a(h) = (x, ). Puisque
¢ (H) est P’-isolé dans G et donc ¢(H) = B(K),onay = ¢(k) pour un certain
h € H; par ailleurs, ¢p(x) = e(y) = ep(h) = ¢ppe(h) dott x = e(k) mod
(ker ¢p) et par hypothése x = e(k) . e(h1) ou hy € ker ¢. Il est clair que
h = hhy vérifie a(h) = (x, y).

Nous supposons maintenant que H et G sont nilpotents; par le fait méme, K
est nilpotent et nil X < max (nil H, nil G). Dans la situation classique, on a
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toujours nil H < nil I(H) =< nil G et si G n’a pas de P’-torsion, alors nil H =
nil I(H). Nous avons ici le résultat suivant:

a
TuEOREME 2.2. Soitt H— K -Li G une PP’'-factorisation de H—‘i G. Alors,
1)st G n'a pas de P’'-torsion, nil K < nil H,
1) ST ¢ |rpi ) est injectif et en particulier si H n'a pas de P'-torsion, nil
K = nil H.

Preuve. 11) est clair puisque ¢ |7, injectif revient a dire quea est injectif.
Pour prouver 7), prenons pour x un (¢ + 1) — commutateur d’éléments de K
ou ¢ = nil H; on a clairement e(x) = 1 car nil Hp < nil AH; par ailleurs,
eB(x) = ¢pe(x) = 1 d'ot B(x) = 1 car G n'a pas de P’-torsion; puisque S est
P-isolé, x = 1letnil K < ¢.

Remarquons que si ni H ni G n’ont de la P’'-torsion, alors nil H = nil K. Il
se peut trés bien que nil H > nil K; on prend par exemple I'homomorphisme
trivial ¢: H — G ol H est un groupe de P’-torsion non trivial et G est n’importe
quel groupe nilpotent sans P’-torsion; dans ce cas-1a, K est trivial. De méme,
on peut trés bien avoir nil K > nil G; il suffit, par exemple, de considérer
’homomorphisme trivial ¢: H — G ot G est le group trivial et H n’importe
quel groupe nilpotent ayant des éléments qui ne sont pas de P’-torsion. Deés
que ¢ est P-injectif cependant, nil K =< nil G, car § est injectif.

Notons enfin que puisque K est le “pull-back” de e: G— Gp et ¢p:
Hp — Gp, alors K est de type fini si G est de type fini et ker ¢ » fini.

) a B ¢
TutoreME 2.3. Soit H — K — G une PP’'-factorisation de H — G. Si G est de
type fini et si ker ¢ est de torsion et de P-torsion finte, alors K est de type fini.

3. Isolateurs et ‘‘pull-backs’’. Nous étudions ici le comportement des
isolateurs et des homomorphismes P’-isolés par rapport a certains diagrammes
cartésiens. Par exemple, dans de tels diagrammes, si certains homomorphismes
sont P’-isolés, on peut en déduire que d’autres le sont également; nous mon-
trons également qu’en un certain sens les ‘‘pull-backs’ commutent avec les
isolateurs. Nous montrons enfin que si H et G sont de type fini et si ker(¢:
H — @) est de torsion, alors ¢ peut étre considéré comme le “pull-back’ de
certains de ses isolateurs.

THEOREME 3.1. Dans un carré cartésien
A—2 5B
f g
¥

C———D

st est P'-isolé, ¢ l'est aussi.
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Preuve. Considérons le diagramme commutatif

3)
fil_'l/’ Dg gp
N\

A —> B ¢ —D

Par hypothése les carrés

et

C — D Co —Dp
sont cartésiens; de plus

AP_—>BP

Cp—_')DP

est également cartésien car la localisation commute avec les ‘‘pull-backs”
(une preuve de ce résultat dans le cas nilpotent est donnée dans [9], Théoréme
1.2.10 et le résultat s’étend immédiatement 4 4.4 par définition de la P-locali-
sation dans ZA (voir [8]) puisque dans la catégorie des groupes lim préserve
les “‘pull-backs’’). Puisque le diagramme (3) est commutatif, il s’ensuit que le
carré

Ap— Bp

est cartésien.

Une conséquence intéressante du théoréme précédent est qu'en considérant
la PP’-factorisation d’un carré cartésien arbitraire dans £ A4, on obtient une
factorisation de ce carré en deux carrés qui sont également cartésiens.
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THEOREME 3.2. Considérons le carré cartésien

¢

H—¢

Hl_d)__}Gl

’ !

a B8 a B
dans LN .St H— K — Get H — K' — G’ désignent des PP'-factorisations de ¢
et ¢’ et si \: K — K’ est 'uniqgue homomorphisme rendant commutatif le dia-

gramme
H—2,rk-P ¢
h A g (5)
a— s g — g

(voir Définition 1.4), alors tous les carrés dans le diagramme (5) sont cartésiens.

Preuve. On construit d’abord le “‘pull-back’ de 8’ et ¢ ce qui nous donne le
carré

K——G

KI_)GI

puis alors on construit le “‘pull-back’ de o’ et X, d’ol le diagramme

H a > K 8 > G
hl M X 8 g (6)
o’ B’

dans lequel @ est P’-bijectif puisque o’ I’est et que (7) est cartésien; de plus, 8
est P’-isolé d’aprés le Théoréme 3.1 puisque B’ est P’-isolé et que (8) est car-
tésien. Puisque les carrés (4) et (6) sont tous deux cartésiens, le résultat
découle de 1'unicité des ‘‘pull-backs’ et de 'unicité des PP’-factorisations.

THEOREME 3.3. St HS M; b4 G, j=1,...,n,estun " pull-back’ et st tous
lesy,; . M; — G sont P'-isolés, alors tous les ¢ ;: H — M ; le sont également.
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Preuve. Ce résultat a été démontré pour n = 2 (Théoréme 3.1). En procé-
dant par induction, on montre ensuite que si tous les y; sont P’-isolés pour
7 # k, alors ¢, est P'-isolé.

THEOREME 3.4. Le P'-isolateur du “‘pull-back” d'une famille finie d'homo-
morphismes dans LN est le “‘pull-back’ de la famille de leurs P’-isolateurs. De

. . J . . . , . .
fagon précise, soit H;— G, j =1, ..., n une famille d' homomorphismes; si

;¥ . Y B )
H— H;— Gestle " pull-back’ de cette famille et s1 K — K ; — G estle “pull-back”

i
de la famille des P’-isolateurs des H; 3 G, alors K =G est le P'-isolateur de

Vid;

H— G.

. ¥ .
Preuve. 11 suffit de montrer que l'application H—— G se factorise en
By
H — K — G avec a P-bijectif et 8;v; P’-isolé. On sait que S;y; est P’'-isolé
d’aprés le théoréme précédent puisque tous les 3; le sont. Pour montrer

B

@
'existence de a, considérons pour chaque j la PP’-factorisation H; — K; — G

de H, 56 Puisque dans le diagramme commutatif

H K
(7] Y

H,—% K, ©)
'Z; B

G ———(

les deux diagrammes verticaux sont des ‘‘pull-backs”’, I'existence de a : H — K
telle que v, = a;¢,; pour chaque j est établie. En localisant le diagramme (9),
on voit que chaque «j, est un isomorphisme puis alors que ap est un isomor-
phisme par unicité des ‘‘pull-backs’’ puisque les “‘pull-backs’’ finis commutent
avec la localisation.

Notre prochain résultat est inspiré de [9], Théoréme 1.3.6, que nous utilisons
d’ailleurs dans la démonstration. Remarquons d’abord que si ¢: H — G est une
inclusion et si {¢q}’ désigne I'’ensemble de tous les premiers sauf ¢, alors H est le
“pull-back’ (intersection) des inclusions I, (H) — G ot ¢ parcourt 'ensemble
m de tous les premiers. Dans le cas ot ¢: H — G n'est pas une inclusion, nous
avons le résultat suivant:

af B¢
THEOREME 3.5. Désignons par H — K*— G une {q}{q}'-factorisation de
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¢

H— G. St H et G sont nilpotents de type fini et st ker ¢ est de torsion, alors
aq BII

H — K— G, o1 q parcourt w, est un ‘‘pull-back’.

Preuve. Pour chaque premier ¢, nous avons un diagramme commutatif

¢
ﬁﬂ
K —L 56
€ €
bq

H,—2G,

)\q 6‘1
Considérons le “‘pull-back” K — K?— G; il existe un homomorphisme
p: H— K tel que N = of pour chaque ¢. On voit facilement que u est
injectif puisque si x # 1est un élément de H, alorse,(x) # 1 pour un certain g,
d’ol e, \u(x) # 1.
Montrons maintenant que p est surjectif. Il suffit pour cela de démontrer

qu’il existe v : K — H tel que pv = Idgx. Remarquons d’abord que le dia-
gramme

H—2* ¢

6q eq

o, X
H,——>G,

€0 €

¢ Y.
H()———')Go

est commutatif pour tout ¢ € = et que H(resp. G) est le “pull-back” des
H, (resp. G,) sur H, (resp. Go), la rationalisation de H (resp. G) d’aprés [9],
Théoréme 1.3.6, puisque H et G sont de type fini. De plus, ¢, est injectif car
ker ¢ est de torsion par hypothése. L’homomorphisme » : K — H est défini
comme |'unique homomorphisme tel que e,y = ¢,A%; on voit qu'un tel homo-
morphisme existe et est unique si on s’assure que e¢e,\? ne dépend pas de g¢.
Puisque ¢, est injectif, cela revient & montrer que ¢oe0e,A? ne dépend pas de g,
ce qui est clair car ¢oeoe, N = eoe, 82\ (ee, est la rationalisation de G, donc ne
)\q q
dépend pasde get K — K¢ E) G est un “pull-back”).
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Il ne reste qu’a vérifier que wr = Id; ce qui revient & montrer que \? = Nuy
pour tout ¢. Puisque Ay = «?, il faut montrer que A = a% pour tout ¢. Or,
comme

q
Kti——— G

€q €

Hq——¢1—>Gq

est un ‘‘pull-back”, I'égalité est bien vérifiée puisque d'une part e\ = ea%
et d’autre part B2\? = B%%; cette derniére égalité découle de ¢,8\? = ¢\ =

e e
by = e = efla% et du fait que G- Gq——0>G est un ‘“‘pull-back”
d’aprés [9], Théoréme 1.3.6.

Si ker ¢ n’est pas de torsion, la conclusion n’est plus nécessairement vraie
comme le montre 'exemple ¢: Z — 0; on a alors la factorisation Z - Z, — 0
pour chaque ¢ mais Z n’est pas le “‘pull-back’ des Z, — 0.

Nous remarquons que nous pouvons évidemment supprimer la condition que
G soit de type fini. Cependant, nous ne savons pas si la condition que H soit de
type fini est vraiment essentielle.

Nous remarquons enfin que si ¢: H — G est une inclusion et si I,/ (H)
désigne le {q}’-isolateur de H dans G (ou dans I, (G), ce qui revient au méme),

alors H est aussi le “‘pull-back’ des inclusions I, (H) < I, (H); il serait donc
q q

naturel de remplacer dans le théoréme précédent K? — G par K‘— K ol

o3
H — K — G est une 7'w-factorisation de G et ol I'homomorphisme v? est
uniquement déterminé par les Propositions 1.2 et 1.3; il se pose cependant
quelques difficultés dues au fait que dans le diagramme

\ e, €q
g )
H, K,

le carré n’est pas nécessairement un ‘‘pull-back’’.

4. Quelques autres propriétés des isolateurs. Soit Q un groupe fixe.
Si H et G sont des Q-groupes localement nilpotents et si ¢: H — G est un
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Q-homomorphisme, on montre facilement que les homomorphismes o et f

a
d'une PP’-factorisation H — K E) G de ¢ sont également des Q-homomor-
phismes (ici Hp est muni de la Q-structure obtenue en localisant 'action de Q
sur H puis alors K devient un Q-groupe en tant que ‘‘pull-back’").
Pour tout Q-groupe G, nous désignons par G? le sous-groupe des éléments
de G qui restent fixes sous 'action de Q. Pour tout homomorphisme ¢: H — G,
nous désignons par ¢?: H? — G?1’homomorphisme induit par ¢.

THEOREME 4.1. Sotent H et G des Q-groupes nilpotents avec Q de type fini et soit

a B
¢: H— G un Q-homomorphisme. St H— K — G est une PP'-factorisation de ¢,
@ Q Q

alors H? — K9 — G est une PP'-factorisation de H? — G9.
Preuve. Considérons le diagramme commutatif

B

a

H > K — G

Hp_ﬂ_,GP

dans lequel le carré est cartésien. Nous obtenons par restriction un diagramme

commutatif

a® , KO .BQ

He > (G

2@ £ @ (10)
Q
(Hp) =225 (G)°

Puisque H et G sont nilpotents et Q est de type fini, on a (Gp)? = (G9)p et
(Hp)? = (H9)p d’'aprés [10], Proposition 5.6; de plus, e?: H? — (Hp)9 et
e?: G? — (Gp)? P-localisent. On voit tout de suite que le carré dans le dia-
gramme (10) est cartésien et puisque ¢?: G? — (Gp)? est P-bijectif, alors
e?: K9 — (Hp)? est également P-bijectif. Enfin, ¢?: H? — (Hp)? et e
K9 — (Hp)9 étant P-bijectifs, il en est de méme de a?: H? — K€.

En utilisant le méme procédé, on peut montrer des résultats similaires pour
les terms des Q-suites centrales ascendantes et descendantes (voir [10]).

THEOREME 4.2. St Q est de type fini et si H et G sont nilpotents avec exp T pr (H)

a B ¢
et expT p/ (G) finis, alors pour toute PP'-factorisation H— K — G de H— G,

1 1

vieu . vigb , L Vb
vigH —— v (K — v 4G est une PP’ -factorisation de vi o — vi,G.
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I g I
THEOREME 4.3. Si H et G sont nilpotents, T'gH — T'qK — TG estune

R
PP'-factorisation de T gH — T ,G.

On sait en effet d'aprés [10], Théoréme 3.5, que si N est un Q-groupe qui est
nilpotent comme groupe, alors v*4(Np) = (v'oNN)p pourvu que Q soit de type
fini et que expl p (V) soit fini. Par ailleurs, pour tout Q-groupe nilpotent N,
ona I''g(Np) = (T'',N)pd’apres [10], Corollaire 3.3. On procéde alors comme
dans la preuve du Théoréme 4.1.
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