
SUR LES REPRESENTATIONS UNITAIRES DES 
GROUPES DE LIE NILPOTENTS. VI 

JACQUES DIXMIER 

Soient T un groupe localement compact, T l'ensemble des classes de repré
sentations unitaires irréductibles de T. Dans (4), Godement a défini une 
topologie sur T que nous appellerons "topologie canonique." Cette topologie 
est facile à étudier lorsque T est abélien ou compact, mais fort mal connue 
en général. Dans un article récent (3), Fell a repris l'étude de la topologie 
canonique de T, et réussi à la calculer lorsque T est le groupe spécial linéaire 
complexe à n variables. L'espace Y est alors "presque" séparé, et, par suite, 
"presque" localement compact. 

Il semble nécessaire d'étudier complètement quelques cas particuliers avant 
d'entreprendre une théorie générale de Y. Dans un article antérieur (1), j 'ai 
déterminé Vensemble Y lorsque r est un groupe de Lie nilpotent simplement 
connexe de dimension < 5 (il y a essentiellement 8 tels groupes notés T3, 1%, 
TÔ,!, r5>2,. . . , r5f6 dans (1); nous conserverons ces notations ici). Nous allons 
calculer les topologies canoniques de r3, T4, r5 , i , r5,2, r5,3, et r5,6, et obtenir 
un résultat partiel pour r5,5 (le cas de r5)4 conduit à des calculs qui m'ont 
rebuté). Bien que l'écart entre les topologies trouvées et la séparation soit 
plus sévère que dans le cas de Fell, les espaces obtenus sont encore très 
raisonnables. La méthode des éléments "boundedly represented" de Fell ne 
semble pas utilisable dans notre cas; mais il nous suffira d'appliquer le premier 
chapitre de (3), en le combinant avec quelques calculs explicites, assez 
variables d'un cas à l'autre. 

Les résultats conduisent à un certain nombre de conjectures. Par exemple: 
(1) Soient Y un groupe de Lie nilpotent simplement connexe, çj son algèbre 

de Lie, U(g) l'algèbre enveloppante de g, 3(g) Ie centre de U(Q). Tout a Ç 3(g) 
définit une fonction scalaire fa sur Y. Alors fa est continue. (Ceci est main
tenant démontré; cf. P. Bernât et J. Dixmier, C. R. Acad. Sci. Paris, 1960). 

(2) Soit P l'ensemble des points U de Y possédant la propriété suivante: 
pour tout V G T, V 9^ U, il existe des voisinages de U et V qui sont dis
joints. Alors, P est une partie ouverte partout dense de T, et la topologie 
induite sur P par la topologie canonique de Y est la moins fine rendant con
tinues les fonctions fa. 

D'après (2), les caractères des groupes nilpotents simplement connexes sont 
des distributions tempérées. Nous les calculons pour T4 et r5,5, ce qui fait 
apparaître des fonctions de Bessel. 

NOTATIONS. On désignera par R le corps des nombres réels, par C le corps 
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des nombres complexes, par LG
2(Rn) l'ensemble des fonctions complexes sur 

Rn de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue, par ^ (R w ) l'ensemble 
des fonctions complexes sur Rn indéfiniment differentiates à décroissance 
rapide. Si T est un groupe de Lie nilpotent simplement connexe, il y a une 
notion intrinsèque de fonction polynôme sur T, donc &*{ Y) a encore un sens. On 
désignera par ^ la transformation de Fourier. Si F Ç ^ (R 4 ) , on notera F2A 
la fonction 

(êi, £2, £3, £4) -> JT^Cêi, 12, £3, i?4) exp - i(?2i?2 + Ç47ii)dri2drn, 

transformée de Fourier de T7 par rapport aux 2e et 4e variables; et on définira 
de manière analogue, pour F £ ^(Rn), la fonction 

FiU2...iP P o u r 1 < i i < **2 < . . . < ip < w. 

Si /?i, jÔ2, . . . , fin Ç R, on notera ^ (81, . . . , (3n) l'opérateur unitaire dans 
LG

2(RW) défini par 

0^(01, • • • , Ai)/) (*1, • • • , En) = /(Él + /3l, • • • , f» + A)-

Si h est une fonction complexe mesurable essentiellement bornée sur Rw, on 
notera par abus de notation) l'opérateur continu 
dans LC

2(RW) défini par 

(^ (* ) / ) ( f i , - . . , £ » ) = A(£i, • • • , fO/tti, • • • , f«). 

1. Quelques lemmes. 

LEMME 1. Soient A une C*-algèbre, B une partie partout dense de A; soient 
To un point du spectre A de A, et S C A. On suppose que, pour tout x G B, on 
a supTes\\T(x)\\ > | | r0(x) | | . Alors T0 est canoniquement adhérent à S. 

Démonstration. L'inégalité sup r e S | | r (x ) | | > ||7\)(V)|| s'étend par continuité 
à tout x £ A. Le lemme résulte alors du lemme 2.1 de (3). 

LEMME 2. Soient A une C*-algèbre, B une partie partout dense de A, et 2/ 
une topologie sur Â. On suppose que, pour tout x G B, la fonction T —» | | r (x) | | 
est continue pour ^7 Alors ^~est plus fine que la topologie canonique de A. 

Démonstration. Soit S une partie canoniquement fermée de Â. Si T0 £ A 
est adhérent à 5 pour J, on a supr€S | |7 ,(x)|| > | | r 0(x) | | pour tout x G B. 
Donc (Lemme 1) To est canoniquement adhérent à 5 et par suite T0 G 5. 
Donc 5 est fermée pour <S. 

LEMME 3. Soient Y un groupe localement compact, Y' un sous-groupe distingué 
fermé de Y, et <p l'application canonique de Y sur Y/Y'. Alors V application 
(f\U -^U o <p de ( r / r ' ) ~ dans Y est un homéomorphisme de (Y/Y')~ sur une 
partie fermée de Y. 

Démonstration. Le fait que <p soit un homéomorphisme de (Y/Y')~ sur une 
partie 5 de T résulte aussitôt du Théorème 1.5 de (3) et du fait qu'une partie 
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de r / r ' est compacte si et seulement si elle est l'image par ç d'une partie 
compacte de Y. D'autre part, si T Ç Y est canoniquement adhérent à 5, le 
Théorème 1.5 de (3) montre que les fonctions de type positif associées à T 
sont constantes sur les classes modulo Y'. En particulier, si x est un vecteur 
unitaire de l'espace où opère T, on a (T(y)x\x) = 1 pour 7 Ç r ' , donc 
T(y)x = x pour 7 £ T', donc 7"(7) = 1 pour 7 Ç r ' . Donc T £ S. 

LEMME 4. Soient F Ç ^ (Rn), A un espace topologique, X0 (z A, et <p une 
application continue de Kp X A daws Rw possédant la propriété suivante: il 
existe un K > 0, un a > 0, e£ un voisinage V de Xo dans A te/ g2/e ||<p(x, X)|| > 
i£||x||a pour \\x\\ > 1 et XG F. Posons \[/\(x) = F(<p(x, X)). Alors, quand X—>X0, 

i£x —• ^Axo 

dans LG
2(RP). 

Démonstration. Soit q = (p + l/)2a. Il existe une constante & > 0 telle que 
l^(y)l (1 + I M h < *• Alors. Pour X Ç F et x G Rp, ||x|| > 1, on a 

k k k 

\Mx)\ = \F(<p{x, x))|< Yqrf|^7x)ip < r + ^ p p = r+"^M I w y ' 
Donc^x Ç Lc

2(Rp), et 

I^Ax — ^Axol 

est, pour X Ç F, majoré par une fonction fixe de LC
2(BJ)). Comme 

iM*) - fa0(x) -»0 

pour chaque valeur de x quand X —* Xo, on voit que 

J>x(*) - *x0(*)l2<&-»0 
quand X —» X0. 

2. Topologie de r3 . D'après (1), proposition 3, Ë3 est réunion de 2 
sous-ensembles disjoints À et B: 

(1) 4̂ est l'ensemble des représentations U\(\ G R, X F^ 0) ; chaque repré
sentation [/x opère dans LG

2(R) et est définie par la formule 

(Ux(y)f)(d) = [expiX(p3 - p20)]/(0 + Pi) 

(T = (PI, P2, p8) G T3, / G LC
2(R), 0 É R). 

Toutes les fois que cela sera commode, nous identifierons A et R — {0} par 
l'application X —•> U\. 

(2) B est l'ensemble des représentations V\tll(\, fx G R) ; chaque repré
sentation V\tfi opère dans un espace de dimension 1, donc s'identifie à une 
fonction scalaire sur T3, conformément à la relation 

V\,„(y) = exp^(Xpi + MP2) 

(7 = (pi, P2, Pd) G T3). Nous identifierons éventuellement B et R2 par l'appli
cation (X, JJL) —-> V\tll. 
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Munissons A de la topologie de R — {0} et B de la topologie de R2. La 
topologie sur r 3 qui fait de f3 la somme topologique des espaces topologiques 
A et B précédents sera appelée la topologie des paramètres. D'après le Lemme 3, 
B est canoniquement fermé dans r3, et la topologie induite sur B par la 
topologie canonique de r 3 est la topologie des paramètres. 

Soit F G e5^(r3). Soient / et g des fonctions numériques complexes d'une 
variable réelle, continues à support compact. On a 

(1) (U,(F)f\g) 

« ni F (pu p-i, p-s)dp1dp2dpz J exp iX(p3 - p20)/(0 + pi)g(6) dd 

= JÏÏJ>(Pi ~- 0, p2, p3) exp iX(p3 — P20)f(pi)g(6)dpidp2dpz dd. 

Donc U\(F) est défini par le noyau 

(2) Kx(pu 0) = JJF(pi - 0, p2, Ps) exp iX(p3 - p2B)dp2dpz 

= A S ( P I - e,\0, - X). 

LEMME 5. Soit F G ^ ( r 3 ) . La fonction T —» J |JT(F) | | es* continue sur T3 

£>0̂ r /a topologie des paramètres. 

Démonstration. La continuité est immédiate sur £ . D'autre part, en utilisant 
les notations précédentes, l'application X —» K\ est une application fortement 
continue de R — {0} dans LC

2(R2) (Lemme 4). Donc l'application X —> U\(F) 
est continue pour la norme d'Hilbert-Schmidt des opérateurs et a fortiori 
pour la topologie uniforme. Ceci prouve la continuité de l'application 
X —» ||£/x(/0ll s u r A- D'où le lemme. 

Utilisant le Lemme 2, on voit que les ensembles canoniquement fermés de 
T3 sont à chercher parmi les ensembles Ax \J B\, où Ai C A et Bi d B sont 
fermés pour la topologie des paramètres. En outre, Ai et Bi doivent vérifier 
des conditions supplémentaires: 

LEMME 6. Soient Ai C A, Bi C B. On suppose Ai \J Bi canoniquement 
fermé. Alors, si 0 est adhérent à Ai dans R, on a ïji — B. 

Démonstration. Soit F G ^ ( T 3 ) . Soient f et g des fonctions numériques 
complexes d'une variable réelle, continues à support compact. Pour tout 
f3 G R, on a, d'après (1) 

(^>-K?)^(f)*) 
= J J J J 7 7 ^ ' P2' P»)

 exP *MP3 - P2d)f[e + pi + I j g(fl + £) dpidp2dp,de 

= J J J J ^ p 1 ' p2' P3) exP^(xPs - XP2# + 0P2)/(0 + pi)g(d)dpidp2dpzdO 

Quand X —> 0, ceci tend vers 
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F(pi, p^ pi) exp(i Ppi)f(6 + pi)g(d)dpidpidpidd 

= J J ^ 3 ( P I , -/S, 0)f(8 + Pl)W)dPidd = (Vf\g), 

où V est, dans Z,G
2(R), l'opérateur de convolution avec la fonction px —» 

A3(— Pu — 0,0). Ainsi, quand A —» 0, 

j(f)"Mf) 
tend faiblement vers V, donc limx_»o|| U\(F)\\ > || V||. Par transformation de 
Fourier, on voit que 

| | 7 | | = sup€eR|Fi28(Ç, ~/5,0) | = sup€eR | |7_€ i / î(F)| | . 

Donc limx^oll U\(F)\\ > || ^ ^ ( i 7 ) ! ! quels que soient £ Ç R, /z Ç R. Le Lemme 
6 résulte alors du Lemme 1. 

PROPOSITION 1. Les ensembles canoniquement fermes dans r 3 sont les ensembles 
Ai \J Bi {Ai C A, Bi C B) possédant les propriétés suivantes: 

(1) Ai est fermé dans A pour la topologie des paramètres; 
(2) Bi est fermé dans B pour la topologie des paramètres; 
(3) Si 0 est adhérent à Ai dans R, on a B\ — B. 

Démonstration. Nous savons déjà que les conditions (1), (2), et (3) sont 
nécessaires pour que Ai \J Bi soit canoniquement fermé. Supposons ces con
ditions remplies et montrons que Ai\J Bi est canoniquement fermé. Soit 
T Ç r3, TQAi U 5 i . Il s'agit de montrer que T n'est pas canoniquement 
adhérent à Ai U 5 i . Or T n'est pas canoniquement adhérent à Bi car Bx 

est canoniquement fermé. Il s'agit donc de prouver que T n'est pas canonique
ment adhérent à Ai. Nous allons pour cela construire une F G ^ ( T 3 ) telle 
que T(F) ^ 0, et telle que T'(F) = 0 pour Tr Ç A\. Distinguons deux cas. 

(A) r = UMiAi. 

Soient 6 Ç R, pi Ç R. Soit £ l'ensemble des points de R3 dont la 3e coordonnée 
appartient à —Ai. Puisque A\ est fermé pour la topologie des paramètres, le 
point (pi — 0, A0#, — A0) est extérieur à E. Soit G une fonction de ^ ( R 3 ) 
non nulle en ce point et nulle sur E. On a G = F2z pour F Ç ^ ( R 3 ) bien 
choisie. Alors, compte tenu de (2), U\0(F) est défini par un noyau de ^ ( R 3 ) 
qui n'est pas identiquement nul, donc 

UM(F) * 0; 

par contre, pour A Ç Au U\(F) est défini par le noyau 0, donc U\(F) = 0. 

(B) T=V^tiB1. 

D'après l'hypothèse (3) de la proposition, 0 n'est pas adhérent à Ai dans 

Kïï 
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R. Le point (— X0, — Mo, 0) est donc extérieur à l 'ensemble E in t rodui t plus 
haut . Il existe une F G ^ ( R 3 ) telle que U\(F) = 0 pour X G Al} et 
Fm(— Xo, — Mo, 0) 9e 0, donc 

Remarque. Le quot ient de T3 par un sous-groupe discret non trivial de son 
centre a donc un dual localement compact , qui s'identifie à la somme topo
logique de R2 et de Z — {0} (Z: ensemble des entiers rat ionnels) . 

3. Topo log ie de T4. D'après (1), Proposition 4, T4 est réunion de 3 sous-
ensembles disjoints A, B} C: 

(1) A est l 'ensemble des U\tll (X, \x G R, X ^ 0) ; chaque U\tfi opère dans 
L C

2 (R) et est définie par la formule 

( - | x P 2 + Xp4~ W + ïW/J (uxAy)f)(e) = exP ̂ - 2 xP2 + Xp4 " xp3^ + * X p 2 V ^ + Pl) 

(7 = (PI, P2, P3, p4) G r4f / G i c ( R ) , H R ) . 

(2) .S est l 'ensemble des V\ (X G R, X ^ 0) ; chaque V\ opère dans L C
2 (R) 

et est définie par la formule 

(Vx(y)f)(6) = exp ^X(p3 - p20)/(0 + Pi). 

(3) C est l 'ensemble des PF\;M (X, \x G R) ; chaque W\ilM s'identifie à une 
fonction scalaire sur T4 conformément à la relation 

WX,M(T) = exp i(Xpi + /xp2). 

D'après le Lemme 3, B \J C est canoniquement fermé dans T4, e t la 
topologie induite sur B VJ C par la topologie canonique de r 4 s'identifie à 
la topologie canonique de r 3 ; elle est donc connue par la Proposition 1. 

On définit sur T4 une "topologie des pa ramèt res" comme on Ta fait sur T3. 
Nous noterons 11+ (resp. II_) l 'ensemble des (X, /x) G R2 tels que X > 0 

(resp. X < 0). Nous identifierons A à 11+ U n_ , B à R - {0} et C à R 2 quand 
cela sera commode. 

Soit F G ^ ( r 4 ) . S o i e n t / et g deux fonctions numériques complexes d 'une 
variable réelle, continues à suppor t compact . On a 

(3) {UiAF)f\g) 

= J... JV(Pl, . . . , P4) exp i \ - \*P2 + Xp4 - \psd + h\Pjy(e + P1)W) 

dpi . . . dp^dd 

= I . . . I F(pi — 0, p2l pa, pi) exp 4 —2 X P2 ~̂  Xp4 ~~ Xp3^ ~*~ ^Xp2^ / 

f(pi)g(fi)dpi • • . dp4<M. 
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Donc U\,p(F) est défini par le noyau 

(4) Xx,„(pi,0) 

= I I I F(pi — 0, p2, P3, P4) exp ii —- - p2 + Xp4 — Xp30 + ^\p202)dp2dp;4pi 

= ^234! PI — 0, ô r ~~ è^"» ^ — X ) . 

LEMMG 7. SW* Fe ^ ( r 4 ) . La, fonction r~*\\T(F)\\ est continue sur Y± 
pour la topologie des paramètres. 

Démonstration. La continuité sur B \J C résulte du Lemme 5. D'autre part, 
en utilisant les notations précédentes, l'application (X, p) —* K\tll est une 
application fortement continue de A dans LG

2(R2) (Lemme 4). On en conclut 
comme au Lemme 5 que l'application (X, p) —> || U\tfJL(F)\\ est continue sur A. 

LEMME 8. Soient Ax C A, Bi G B, Ci C C. On suppose Ai U ^ i U C i 
canoniquement fermé. Alors: 

(1) Si Mo > 0 est tel que (0, po) soit adhérent à Ai dans R2, on a 

v^e Si, v - p^e Bi. 
(2) Si (0, 0) est adhérent à Ai C\ TI+ dans R2, on a F̂XO.MO £ Ci pour 

( M 
Po > hm(x,/i)_̂ (o,o)t(xi-M)ÉAinn+ \ —ô\ 

(3) Si (0, 0) es/ adhérent à Ai O II_ daws R2, cm a ^x0(M0 £ Ci £owr 

Mo < lim(x,M)_,(o,o))(x,M)tAinn-l —^ . / . 

Démonstration. Soit 7? Ç -5^(r4). Soient / et g des fonctions numériques 
complexes d'une variable réelle, continues à support compact. Pour p > 0, 
on a, d'après (3) 

UxAF)^[f)f\^ (f) «) = / • • • JF(PU • • • , P«) exp(*A)/(fl + Pl) 

g(6) dpi . . . dpi d6 

avec 

1 1 2 i 

Xp4 — Xp30 + /X2p3 + 2Xp20 — M2P2#. 
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Quand X —> 0 et /x —> /x0 > 0, l'intégrale tend vers 

J J F(pi, . . . , p4) exp i Mo(p3 - P2d)f(d + pi)g(d)dpi. . . dptdd 

Donc ^ (n*/\)~1U\>ii(F)<y (IJL*/\) tend faiblement vers FMJ, et par suite 

Hm(xlM)_>(o.Mo)ll̂ x.M(/?,)|| > ||tt»}||. 

Si (0, /xo) est adhérent à Ai dans R2, on a 

(Lemme 1). Considérant ^ ( — ̂ /\)~1U\tfJl(F)^ ( — /x*A), o n v ° i t de même 
que F-Mj G # i . 

Supposons maintenant que (0,0) soit adhérent à ^4iP\II+ dans R2. Soit 
/xo un nombre réel fini tel que 

/xo > lini(x,M)_»(o,o),(xt/i)eiiinn+i —ôy 

Il existe des suites de nombres réels Xn, fxn, fin tels que 

(A»,M»)->(O,O), (\n,»n) e / i i n n + , ~l~ + hKfi\->^. 

Alors, 

(UK,»Sn^(Pn)f\nPn)g) 

= J . J F(Pll . . . , P4) exp(iA)/(0 + pi)W)dpi. . . <W0 

avec 

A = - l^P2 + KPA - KPlifi - fin) + |A.P2(0 - fin)" 
Z An 

•ÔT^ + 1^/3 n)p2 + Xnp4 — Xwp3^ + \\nP26 + ^nfin(p3 ~ P2#)-

Remarquons que — J/x» + h\i2fin2 —» 0, donc que Ara/3W —> 0, quand fi —> -f- °° . 
Ceci posé, l'intégrale tend vers 

j . J F(pi, . . . , p4) exp(i/zop2)/(0 + Pi)g(9)dpi . . . <W# 

= JJ^234(p1' ~/X°' °' °)/(^ + p^dpidd = (™ 
où F est, dans LG

2(R), l'opérateur de convolution avec la fonction pi —> 
F2u(— Pi, — Mo, 0, 0). Quand n —> + 00 , 

^( /5n)- 1^„, , n(F)^ r(&) 
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tend faiblement vers V, donc 

limw^+J|E/xn,Mn(^)ll > s u p ^ R | F i 2 3 4 ( - ? , -Mo, 0, 0 ) | = S U D ^ R | | ^ , M O ( ^ ) | | . 

Donc W^^Q G Ci pour tou t £ G R. On raisonne de façon analogue lorsque 
(0, 0) est adhéren t à Ax C\ n _ dans R2 . 

Le Lemme 8 donne des conditions nécessaires pour que A\ \J Bx \J Ci soit 
canoniquement fermé. Pour prouver que ces conditions sont aussi suffisantes, 
nous aurons besoin du lemme suivant . 

L E M M E 9. Soit Ai une partie de A fermée pour la topologie des paramètres. 

Soit E V ensemble des points de R 4 de la forme 

( ' • I ? - W . M , - A ) , 

où t G R, 6 G R, (X,/x) G Ai. Alors Vadhérence de E dans R 4 est contenue 
dans la réunion des ensembles suivants: 

(1) E; 
(2) Vensemble des points (t, r, =L /xo% 0), où t G R, r G R, et où /x0 > 0 es£ 

tel que (0, /x0) stfiZ adhérent à Ai dans R 2 ; 
(3) si (0, 0) £5/ adhérent à A i O I I + da?z.s R2 , l'ensemble des points (t, T, 0, 0) , 

où 

r <^ l im(x, /x)_>(o,o) ,(x,M)eAinn+ 

(4) si (0, 0) es£ adhérent à Ai P\ II_ dans R2 , l'ensemble des points (t, r, 0, 0), 

T ^ lini(x,M)->(o,o),(x,M)eAinn-

(En fait, l 'énoncé précédent fournit exactement l 'adhérence de E\ mais 
nous n 'aurons pas besoin de ce fait.) 

Démonstration. Supposons que 

tn—*i\i~R~z~ ~~ 2 \&n ~~> ̂ 2 , X n 0 w —> £3 , — X n —•» £4 

(£w G R, 0W G R, (Xw, Mn) G ̂ 4i), et montrons que (£1, £2, £3, £4) appartient à 
l'un des ensembles du lemme. Si £4 ^ 0, trn 6nj \n, \xn ont des limites finies 
t, 0, X, fx; on a (X, /x) G ̂  1 puisque . l i est fermé dans A pour la topologie des 
paramètres, et 

£1 = ty £2 = 2 ^ "" ï ^ » £3 = X0, £4 = — X, 

donc (fi, £2, £3, £4) G £ . Supposons £4 = 0. Comme \fi~
1(^n — Xn

20w
2) —» 2£2, on 

a nn — \n
26n

2 —> 0, donc /*„ —> £3
2. Si £3 ^ 0, alors yuo = £s2 > 0, (0, /x0) est 

2X 

10 
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adhérent à Ai dans R2 , et (£lf £2, £3, £4) = (£1, £2, ± MO% 0). Enfin, si £3 = £4 = 0, 
(0, 0) est adhérent h Ai dans R2 . Supposons \n > 0 pour une infinité de valeurs 
de w (donc, en changeant de notat ions, pour toute valeur de n). Alors, (0, 0) 
est adhérent à A i C\ IT+ dans R2 . On a 

£2 = l i m l - - - — \\rfin) < lim b w ^ nm(x.M)->(o,o),(x.M)^inn+l ô T / • 

On raisonne de même si \n < 0 pour une infinité de valeurs de n. 

PROPOSITION 2. Les ensembles canoniquement fermés dans T4 sont les ensembles 
Ai \J Bi W Ci (Ai C A, Bi C B, Ci C C) possédant les propriétés suivantes: 

(1) yli est fermé dans A pour la topologie des paramètres; 
(2) B\\J Ci est canoniquement fermé dans B U C = r 3 ; 
(3) Si (0, fjLo) (où fjio > 0) est adhérent à Ai dans R2 , on a 

VjQ G S i ; 

(4) Si (0, 0) ^ adhérent à Ax C\ IT+ daws R2, ow a 

^XO.MO € C l 

toutes les fois que 

Mo > lim(xiM)_>(o>o)i(x,M)eAinn+\ —ô r 

(5) Si (0, 0) est adhérent à Ai Pi II_ daws R2, on a 

^XO.MO € C l 

toutes les fois que 

1 M 
Mo < hm(x,M)-^(o,o),(x,M)eAinn-l — o . 

Démonstration. Raisonnant comme pour la Proposition 1, on est ramené 
à ceci: supposons vérifiées les conditions (1) à (5) de la proposition; soit 
T G T4, T(Ai KJ Bi U Ci; et montrons qu'il existe une F Ç ^(T4) telle 
que J ' (F) ^ 0 et T'(F) = 0 pour JT' £ .4i. Distinguons trois cas. 

(A) r = C/XCMOMI. 

Soient pi G R, 0 Ç R. Utilisons le Lemme 9 et la notat ion E de ce lemme. 
Le point 

l pi — 0, ~ - — ^Ao# , Xo#, — Xo ) 

n ' appar t ien t pas à E (c'est immédiat) , donc lui est extérieur (Lemme 9). Soit 
Cz une fonction de ^ ( R 4 ) non nulle en ce point et nulle sur E. On a G = 7̂ 234 
pour F Ç '-^(R4) bien choisie. Alors, compte tenu de (4), on a 
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Ux0,m(F) * 0, 

e t U^,„(F) = 0 pour (A, M) € Au 

(B) T= V,0$ By. 

D'après l 'hypothèse (3) de la proposition, (0, Xo2) n 'est pas adhéren t à Ai 
dans R2 . D 'après le Lemme 9, quels que soient pi Ç R, 0 Ç R, le point 
(pi — 0, Xo#, — Xo, 0) est extérieur à E. Ra isonnant comme dans (A), et 
compte tenu de (2) et (4), il existe F e - ^ (R 4 ) telle que 

VM(F) ^ 0 

et Ux,n(F) = 0 pour (X, M) G Ax. 
(C) T = Î XO.MO î Ci. D 'après les hypothèses (4) e t (5) de la proposition, 

et compte tenu du Lemme 9, (— X0, — Mo, 0, 0) est extérieur à E. Ra isonnant 
comme dans (A), il existe F G ^ (R4) telle que Fnu s ° i t nulle sur E et non 
nulle en (— Xo, — Mo, 0, 0). Alors A34 est nulle sur E, donc U\^(F) = 0 pour 
(X,/x) e Ax e t 

4. T o p o l o g i e de r 5 , i . D 'après (1 , Proposition 5) , r 6 f i est une réunion 
de 2 sous-ensembles disjoints A et B. 

(1) A est l 'ensemble des U\(\ Ç R, X ^ 0) ; chaque C/\ opère dans L G
2 (R 2 ) 

et est définie par la formule 

(Ux(y)f)(du 62) = exp iX(pB - p20i - p402)/(0i + Pi, 02 + p3) 

(7 = (PI , . . . , p5) Ç r B . i , / G ^ è ( R 2 ) , *i, 02 G R ) . 

(2) 5 est l 'ensemble des Fx,M,„,r (X, fx, v, r (E R) ; chaque Fx,Mt„>T s'identifie 
à une fonction scalaire sur r 5 ; i , conformément à la relation 

Fx,M,„,T(7) = exp i(\pi + /xp2 + vpz + rp4). 

D 'après le Lemme 3, B est canoniquement fermé dans f 5 (i, e t la topologie 
induite sur B par la topologie canonique de r5 > i est la topologie canonique 
de R 4 = R4 . 

On définit sur r5 > i une ' ' topologie des pa ramè t r e s " comme on l'a fait sur 
r 3 . Ceci posé, les calculs du paragraphe 2 se t ransposent sans difficultés et 
fournissent le résul ta t su ivant : 

P R O P O S I T I O N 3. Les ensembles canoniquement fermés dans r 5 i i sont les en
sembles Ai \J Bi (Ai C A, Bi C B) possédant les propriétés suivantes: 

(1) Ai est fermé dans A pour la topologie des paramètres; 
(2) Bi est fermé dans B pour la topologie des paramètres; 
(3) Si 0 est adhérent à A 1 dans R, on a Bx = B. 

5. T o p o l o g i e de r5f2. D 'après (1 , Proposit ion 6) , rE;2 est réunion de 2 
sous-ensembles disjoints A, B: 
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(1) A est l 'ensemble des b\tli<v (X, ^ ^ R , \ 2 - f ^ 0 ) ; chaque cA,M, 
opère dans L C

2 (R) et est définie par la formule 

^ T 2 ~ i 2~ + X(p4 — p2Ô) + M(P5 — P30) / ( * + Pi) (UK,Ay)f)(e) = exP*[ 

(T = ( p i , . . . , PB) € r 5 , i , / G z è ( R ) , 0 e R ) . 

(2) i? est l 'ensemble des F\,M,„ (X, /x, v £ R) ; chaque F\jM)J, s'identifie à une 
fonction scalaire sur r5 j 2 , conformément à la relation 

^X,M,,(Y) = exp i{\pi + pp2 + yp8). 

D'après le Lemme 3, B est canoniquement fermé dans r 5 i 2 , et la topologie 
induite sur B par la topologie canonique de r5,2 est celle de R 3 = R3 . 

On définit sur ^ , 2 une topologie des paramètres . 
Avec les notat ions habituelles, on a 

(5) (C/A,M.,(/0/I*) 

= j . . JV(pi, . . . , p5) exp i[v X 2̂3 ~ T + X(p4 - P2̂ ) + M(P5 ~ P30) J 

= J J F(pi - 0, pa, . . . , p5) 

/ (0 + Pi)g(o)dpi... dptde 

Xp 3 — MP2 1 . / flN 
^ ^ T T - , 2~ + X(p4 — P2PJ 

X + M 
e x p A 

+ A*(P5 — P3#) f(pi)g(6)dpi...dP6dd. 

Donc U\!tl>v(F) est défini par le noyau 

(6) K^APUO) 

= J \ . . J V ( P I -

= ^ 2 ( P I - 0, • 

v . Xp3 — MP2 , w ^ 
P2, . • • , Pô) e x p l\v - 2 2 + X(p4 ~ P20) 

+ M(P5 — P3#) pp2^P3^P4^P5 

M" + X0, - -,"2-^-2 + M#, " X . - . ) . X + pT ' X + p 

L E M M E 10. Soit F g ^ ( r 5 ) 2 ) . La fonction T —> | | r ( F ) | | es£ continue sur r5,2 
^0wr /a topologie des paramètres. 

Démonstration. Les raisonnements sont analogues à ceux des Lemmes 5 et 
7. Pour pouvoir utiliser le Lemme 4, il faut cet te fois observer que 

\v 
(7) (PI 

9 ) ! + (^ + M y + ( . X2 + M 
2 + M0) + A 2 + /u2 

= (Pi - 0) + (X' + M )0 + r ? — - ; 
A + M 

>K( P l
2 + 02) 

pourvu que X2 + ,u2 soit minoré par une constante > 0. 

+ X2 + M2 
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L E M M E 11. Soient Aid A, BiC_B. On suppose Ai \J Bx canoniquement 
fermé. Alors, si (0 ,0 ,0) est adhérent à Ai dans R3 , B\ contient tout point (a, /3, 7) 
possédant la propriété suivante: il existe des suites /5„, yn, \n, fxn, vn de nombres 
réels tels que 

fin —>P, ln-^7, (K, Vn, Vn) -> (0, 0, 0), (Xn, fXn, yn) Ç A i, — X„7n + fXn/3n + Jn = 0. 

Démonstration. Soient a, /3, 7, /3n, yn, \n, \xn, vn avec les propriétés du lemme. 
La condition — \nyn + M A + vn — 0 exprime qu 'on peut résoudre en 6n 

le sys tème: 

^ Q | P"r^n O Ù ^nVn   
A A ~T A 2~, 2 — — Pru HnPn ~ ~T^~~\ 2 — ~~ Yw 

An t M n Aw ~h \Xn 

Avec les nota t ions habituelles, on a 

= J . . J F(pi, . . . , P5) exp (ib)f(6 + Pi)W)dpi . • . dPbdd 

avec 

A = Vn-~~2— ~2~ + Xwp4 — Anp2(0 + 0n) + MnP5 — M»P3^ + #w) 
Aw -r Mn 

= —Kp20 — HnP$ + Xwp4 + Vnpb + /3„p2 + 7«P3-

Quand n —> + °° , l ' intégrale tend vers 

J J F(Pi, . . . , p5) exp i (0P2 + 7P3)/(^ + pi)g(d)dpi. . . dp5J0 

^234 6 (PI , - 0 , - 7 , 0, O)/(0 + pi)W)dpid0 = (Vf\g) 'S S' 
où V est, dans L G

2 ( R ) , l 'opérateur de convolution avec la fonction pi —• 
^2345(- pi, - 0 , - 7 , 0, 0). Donc 

tend faiblement vers V quand n —» + °° , et par suite 

l i m n ^ + œ | | ^ X „ . M » , V n ( ^ ) | | > S U p ç € R | F i 2 3 4 B ( ~ ê , ~ 0 , ~ Y , 0 , 0 ) | 

= supf e R| |F f i p i 7 (F) | | . 

Donc Va,0,y G -Bi. 

PROPOSITION 4. Les ensembles canoniquement fermés dans r5>2 S0w£ /es en
sembles Ai \J Bi {Ai C A, Bi C B) possédant les propriétés suivantes: 

(1) Ai est fermé dans A pour la topologie des paramètres; 
(2) Bi est fermé dans B pour la topologie des paramètres; 
(3) Si (0, 0, 0) est adhérent à Ai dans R3 , Bi contient tout point (a, (3, y) 

tel qu'il existe des suites /3W, yn, Xn, jin, vn, avec fin —>0, yn —* 7, (Xw, \xn, vn) —* (0, 0, 0), 
(Xw, nn, vn) £ Ai, — \nyn + M A + vn = 0. 
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Démonstration. Raisonnant comme pour la Proposition 1, on est ramené à 
ceci: supposons vérifiées les conditions (1), (2), et (3) de la proposition; soit 
T G r5,2, T^Ai \J Bi\ et montrons qu'il existe une F G ^ ( r 5 , 2 ) telle que 
T{F) * 0 et r (F) = 0 pour V G Ax. 

(A) Supposons 

Soient pi G R, 6 G R. Soit E l'ensemble des points de RB de la forme 

U M' + . 2 ^ 2, M»' - r r ~ 5 , -X , - M ) , 

\ X + M A + M / 

* G R, 0' G R , (x,/i,y) G ^ i . 

Comme Ai est fermé dans 4̂ pour la topologie des paramètres, il est facile 
de voir que E est fermé dans l'ensemble des points de R5 dont les deux der
nières coordonnées ne sont pas nulles simultanément. Donc 

I a \ a _L Mô Q â AQVQ \ 

\pl — U, AQU -\- 2 | 2 » M0# — - 2 , 2 » "" AO, — MO I 
\ Ao + Mo Ao + MO / 

est extérieur à E. D'où l'existence d'une F G ^ ( r 6 , 2 ) telle que F2345 soit non 
nulle en ce point et nulle sur E. Alors, 

(F) * 0, 

et U\tfX>v(F) = 0 pour (X, M, *>) G -4i. 
(B) Supposons T = FXO.MO.J'O $-Si- Alors, (— X0, — M0> — p0, 0, 0) n'est pas 

adhérent à E dans R5. En effet, supposons qu'il existe des suites tn, dn, \n, y,n, 
vn avec 

tn —> ~ Ao, K"n "T 7~2 i 2 —» — MO, M*"n ~ x 2 , 2 ~ * ~" ^0, 
Aw f Mn Aw "T \Xn 

\n —> o, JU„ —> o, (x n , M*, yB) e ^41. 

Posons 

# ^ ^ Mît*'?? /j i A-nVn 

Pn — — An"n " T~2~~\ 2 , 7w — "" M A "T 7""2~j 2 • 
Xw + Mrc X„ + Mn 

On a - \nyn + M A + ^ = 0, et vn = \nyn - / / A —» 0. D'après l'hypothèse 
(3) de la proposition, on a donc (Xo, Mo, VQ) G -Bi, ce qui est contradictoire. 
Ceci posé, il existe une F G ^(T&j) telle que A2345 soit nulle sur E et non 
nulle en (— X0, — Mo, — vo, 0, 0). Alors A345 est nulle sur E, donc U\tlltV(F) = 0 
pour (X, M, *0 G ^4i, et 

6. Topologie de ^ , 3 . D'après (1, Proposition 7), r5,3 est réunion de 
3 sous-ensembles disjoints A, B, C: 
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(1) A est l'ensemble des U\(X Ç R, X ^ 0) ; chaque U\ opère dans LC
2(R2) 

et est définie par la formule 

(Ux(y)f)(6h 02) = exp iX(pB - p46>i + W i * - P302)/(0i + Pi, 02 + p2) 

(T = ( p i , . . . , PB) e r 5 ) 3 , / e £à(R2) , 0i, ^ G R). 

(2) B est l'ensemble des V\tfi(\, /x Ç R, X ^ 0) ; chaque V\tfJL opère dans 
LC

2(R) et est définie par la formule 

(VxAy)f)W = expi(Xp4 - Xp20 + Mp8)/(0 + P l ) . 

(3) C est l'ensemble des ^xiM,y(X, /x, *> £ R); chaque Wx,,!,* s'identifie à une 
fonction scalaire sur rB,3, conformément à la relation 

W\tllfV(y) = expi(Xpi + /xp2 + vpz). 

D'après le Lemme 3, B U C est canoniquement fermé dans r5(3, et la 
topologie induite sur B U C par la topologie canonique de Fs.s est la topologie 
canonique de (T3 X R ) - = T3 X R. 

On définit sur FB^ une topologie des paramètres. 
Avec les notations habituelles, on a 

(8) (U,(F)f\g) = 

I . . . I F(ph . . . , p5) exp i\(pb - p40i + \p$[ - pzd2)f(di + pi, 02 + P2) 

g(0i, d2)dp1 • • • dpbdBidB2 = 

I . . . I F(px - 0i, p2 - 02, P3, p4, PB) exp(t\^)/(pi , pn)g(fti, 62)dpi . . . dpsdOidO* 

où 

Y4 = p 5 — P401 + ^p201 — 2^201 — P302-

Donc U\(F) est défini par le noyau 

(9) Kx(pu p2,0i, 02) 

= 111 F(pi — 0i, p2 — 02, P3, P4, PB) exp(iX^Î )dpzdpdph 

= e x p ^"X(p2 - 02)0i . ^ 3 4 B ( P I - 0i, P2 - 02, X02, X0i, - X ) . 

LEMME 12. Soit F Ç ^ ( ^ , 3 ) . La fonction T —> \\T(F)\\ est continue sur r5,;5 

£0^r /a topologie des paramètres. 

Démonstration. D'après le Lemme 4, la fonction (px, p2, 0i, 02) —»^34B(PI — 0i, 
p2 — 02, X02, X0i, — X) est un élément de LG

2(R4) qui dépend continûment de 
X G R — {0} pour la topologie forte. D'autre part, l'opérateur unitaire de 
multiplication par exp \ï\(p2 — 02)0i2 dans LC

2(R4) dépend continûment de 
X pour la topologie forte. Donc l'application X —> K\ de R — {0} dans LC

2(R4) 
est fortement continue. On achève alors comme pour le Lemme 5. 
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LEMME 13. Soient AXÇ_A, BXCB, d C C. On suppose AXVJBXU Ci 
canoniquement fermé. Si 0 est adhérent à Ai dans R, on a Bx = B, Ci = C. 

Démonstration. Soient #i, ($2 £ R. Avec les notations habituelles, on a 

^ ( e x p ( - ^ | 

= I . . . I F(ph . . . , pi) exp iX(p5 — pidi + èp20i — P30i) 

exp - \i — l 02 - — + P*/ 

/ fi. 
^ 1 - T + p 1 , 0 2 - T + p 2 ; e x p ^ Y ^ 2 - Y > ) g ^ 1 - Y , 0 2 - - > ) 

^ P i . . . dpsddidBi 

= J . . J F(Pi, . . . , P5) exp(iA)/(0i + pi, 02 + p2)g(0i, 02)dpi. . • dphd6lde2 

avec 

A = xP5 - xP4(01 + Y ) + ixP2(0x + ^ j - xP3(02 + f ) - 1 ^ 2 

= XpB — Xp401 + ^Xp201 — Xp302 — Pipi + /5lP201 — ^2P3-

Quand X —> 0, l'intégrale tend vers 

I . . . I F(pi, . . . , p5) exp i( — ^2p3 ~ 0ip4 + /3iP20i)/(0i + Pi, 02 + p2) 

X~P2 

g(0i, 0 2 ) d p i . . . dp*>ddidd2. 

D'autre part, on peut identifier canoniquement LC
2(R2) à l'espace des 

fonctions de carré intégrable sur R pour la mesure de Lebesgue et à valeurs 
dans LG

2(R) c'est-à-dire encore à l'intégrale hilbertienne 

dt 

où, pour tout t, &t = LC
2(R); dans cette identification, l'élément (0i, 02) —* 

/(0i, #2) de LC
2(R2) correspond au champ de vecteurs d2—*fe2j où /^2 est 

l'élément de LC
2(R) défini (pour presque tout 02) par 

fe2(di) =/(0i ,0 2 ) . 
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Supposons 0i y£ 0. Pour chaque 02 £ R, considérons l'opérateur 

dans 

$ , , = Lè(R). 

Cet opérateur a une norme indépendante de 02 et dépend continûment 02 pour 
la topologie forte. L'application 

< - { •> -
est donc un champ continu borné d'opérateurs, et définit dans 

•»0 
$>e2dd2 = L è ( R 2 

R ' R 

un opérateur 5, de norme 

\\V.,l} ^(F)\l 

tel que 

= J . J V ( P I , . • • , PB) exp i( —/32p3 ~ 0iP4 + j8 ip^ i ) /^ i + Pi + ^ , 02J 

g( 0X + — , 02 W
1 • • • dp5d0idd2 

= I . . . I F(pi, . . . , p5) exp i ( -0 2 p3 - 0ip4 + 0iP20i) exp(-^'p202) 

/(0i + pi, d2)J(fi^)dpl . . . dpr0ddide2. 

Désignons par ^ 2 la transformation de Fourier par rapport à la 2e variable 
dans LC

2(R2). D'après la formule de Plancherel, on a 

J exp(-ip202)/(0i + pi, 02)g(0i, 02)d02 

= ^ J 0^2/) (01 + PI, 02 + P2)^2gK6M2Td»2. 

Donc 

= I . . . J F(pi, . . . , p5) exp i( —j82P3 - £ip4 + Pip$i)f(0i + Pi, 02 + p2) 

g(0i, 02)dPl . . . dpsd0id62. 

https://doi.org/10.4153/CJM-1960-028-6 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1960-028-6


GROUPES DE LIE NILPOTENTS 341 

En définitive, quand X —» 0, l'opérateur 

4°°(» $ *)Kfe • £) "Mt • ?)" 4-(»> £ -))"' 
tend faiblement vers J^SJ^Y"1. Par suite, 

limx̂ ol 1̂ (̂ )11 > ||5|| = 117^.^,(^)11. 
Donc V\tfi £ 5 i quels que soient X et M, ce qui prouve que Bi = B. Comme 
Bi est partout dense dans B U C pour la topologie canonique d'après la 
Proposition 1, on a aussi Ci = C. 

PROPOSITION 5. Les ensembles canoniquement fermés dans T$tz sont les ensem
bles A i \J B\ \J Ci (Ai<ZA,Bi C B, Ci C C) possédant les propriétés suivantes: 

(1) A\ est fermé dans A pour la topologie des paramètres; 
(2) B\ VJ Ci est canoniquement fermé dans B VJ C = f 3 X R; 
(3) Si 0 6s£ adhérent à Ai dans R, on a Bx = 5 , Ci = C. 

Démonstration. Supposons remplies les conditions (1), (2), et (3) de la 
proposition. Soit T Ç T&fz avec T $ Ai KJ Bi KJ Ci. Il s'agit de construire une 
F € ^ ( r 5 , 8 ) telle que r ( F ) ^ 0 et r ' ( i 0 = 0 pour V £ Ax. 

(A) Supposons T = U\0 $Ai. Il existe T7 Ç j^( r 5 ,3 ) telle que A45 soit 
nulle lorsque la 5e variable appartient à A1 et non nulle lorsque la 5e variable 
a pour valeur X0. Alors, compte tenu de (9), on a U\Q(F) 9e 0 et U\(F) = 0 
pour X ^ Ai. 

(B) Supposons 7" = FXO,MO i Bi- D'après la condition (3) de la proposition, 
0 est non adhérent à Ai dans R. Donc il existe F G ,$^(^,3) telle que 
^2345(pi — 0, Xo#, — Mo, — Xo, 0) 9e 0 pour certaines valeurs de pi et 0, et telle 
que 2̂345 (donc aussi Fui) soit nulle lorsque la 5e variable appartient à Ai. 
La première condition entraîne facilement que V\0tft0 (F) ^ 0; la deuxième 
entraîne que U\(F) = 0 pour X Ç Av 

(C) Si T = W\Qtfi0tV0 Ç Ci, le raisonnement est analogue à celui de (B). 

7. Topologie de r5,5. D'après (1, Proposition 9), r5,5 est réunion de 
3 sous-ensembles disjoints A, B, C; 

(1) A est l'ensemble des U\tlifVtP (X, /*, V, p Ç R, /x3 — Ï>2 + X2p = 0, 
X2 + M2 + Ï'2 ^ 0); chaque U\jfitV,p opère dans LC

2(R) et est définie par la 
formule 

(U^,v.P(y)f)(6) = 

e X P * | - | ^ p 2 - | f (P3 - P20) + X(p5 - P40 + èp302 - èp203)j/(0 + Pi) 

si X 7̂  0, et par la formule 

(Î /X,„. , .P(7)/)(0) = e x p î ( - | * p 2 - " (P4 - P30 + èp202))/(0 + Pi) 

si X = 0. 
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(7 = (Ph..., PB) € rBlB,/ e Lc(R), 0 e R). 

(2) 5 est l'ensemble des F\ (X Ç R, X 5̂  0); chaque V\ opère dans LG
2(R) 

et est définie par la formule 

(Vx(y)f)(0) = expiX(p3 - P20)/(0 + P l ) . 

(3) C est l'ensemble des W\tli (X, p. Ç R) ; chaque PF\f/1 s'identifie à une 
fonction scalaire sur IYB conformément à la relation 

W\>fl(y) = exp i(Xpi + /1P2). 

D'après le Lemme 3, B KJ C est canoniquement fermé dans FB.B, et la topo-
logie induite sur B U C par la topologie canonique de Tst$ est la topologie 
de T3. 

On définit sur r5>5 une topologie des paramètres. 
Avec les notations habituelles, on a, pour X ^ 0 

(10) ( t / x . , . r . p ( /W 

= J ... J F(plf . . . , P5) exp(i4)jf(0 + pijgtfjdpi. . . dp5d0 

= J . . . J F(pi — 0, p2, . . . , pB) exp(£4)/(pi)g(0)dpi. . . dp&dfl, 

avec 

4̂ = - | p P 2 - ^ (P8 » P20) + X(P5 - P40 + èP302 ~ ip20") . 

Donc U\tlltv,P(F) est défini, pour X ^ 0 , par le noyau 

(11) I . . . J F(pi — 0, p2f . . . , p5) exp(iA)dp2dpzdpidpè 

= ^234BI Pi - ~ ^ ' Q X 2 ~ ~ ~ 2 X ^ ~ ' ~ ^ ^ ' 2 X ~~ ^ ^ ' ^ ' ~~ / ' 

Pour X = 0, on a 

(12) (UK,,v,p(F)fk) 

= J . . . J F(pi, . . . , p&) exp il - - % 2 - - (p4 — P30 + |P202) ) 

/ (* + Pi)W)dpi . . . <W0 

= J • J ^ ( P I — 0, P2, . . . , PB) exp d - - ^ p2 - - (p4 - P30 + |p20
2) ) 

f(pi)W)dpi • . • <W0. 
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Donc U\tp,VtP(F) est défini, pour X = 0, par le noyau 

(13) j J V ( P I - 0, P2, . . - , PB) e x p ^ - | % 2 - - (p4 - P80 + W 2 ) ) 

^P2 . . . dpz 

— -̂ 2345V Pi — #, 77 ~ + ô ~ ^ ' 0» ~ » ̂  / 
\ O I> Z jll fJL jJL / 

Nous nous contenterons de démontrer le résultat suivant: 

PROPOSITION 6. La topologie induite sur A par la topologie canonique est la 
topologie des paramètres. 

Démonstration. Soit A\ une partie de A canoniquement fermée dans A, et 
montrons que Ax est fermée dans A pour la topologie des paramètres. Soit 
(Xw, Mn» Vn, Pn) une suite de points de Ai telle que Xn, /xn, vn, pn aient des limites 
finies X, /z, v, p, où X, fx, v ne sont pas simultanément nuls. Il s'agit de montrer 
que (X, M, v, p) € Ai. 

Si X ̂  0, la formule (10) montre que 

(u^n,^n(F)f\g) -> (uKll,unfk), 
donc que 

(F) 

tend faiblement vers U\,n,v,P(F)y donc que 

(F) > ||tfx.,,,.,(F)l|. 

Alors Z7\)M ,̂p est canoniquement adhérent à 4̂1 (Lemme 1), donc U\^tViP G / l i . 
On raisonne de même si X = 0 et si \n = 0 pour une infinité de valeurs de n. 

Supposons maintenant X = 0, et \n ^ 0 pour une infinité de valeurs de n, 
donc, en changeant de notations, pour tout n. On a /x3 — v2 = 0, donc n > 0. 
Faisons d'abord l'hypothèse que v < 0, d'où M(AO* = — V. On a \xn > 0 pour 
n assez grand, et 

(u,.,.,..„(n^)}\^(()s) 

= j JF(PU . . . , p5) exp(iA)/(0 + Pi)ï(d)dpi. . . <W0 

avec 

A = - 3 x 7 p 2 ~ 2 x 7 p ' + 2 S p2v " 5 / + Xnp5 - Kpy " S) 

i 

3 X; 

1 Pn 
3vn ~ llnfXn 

I P2 + Xn(p5 - PtP + §P302 ~ |P203) + /4(P4 — P3# + |P20 ) . 
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Donc, quand n —> + °° , 

("»•- ^^(il'Hê^ 
J . . . J F(Ph . . . , p5) exp i( - - % 2 - - (p4 - P30 + èp2^2) ) 

/(* + Pi)W)dpi. • . dpfidfl = (Uxtfi,v.P(F)f\g), 

et le ra isonnement s 'achève comme plus hau t . Enfin, si v > 0, il suffit de 
changer pa r tou t /v* en — /x / dans ce qui précède. 

Pour établir que, réciproquement , une part ie de A fermée pour la topologie 
des paramètres est canoniquement fermée dans A, nous aurons besoin du 
lemme suivant . 

L E M M E 14. Soit Ai une partie de A fermée pour la topologie des paramètres. 
Soit Ei V ensemble des points de R 4 de la forme 

où 6 Ç R, (X, n, v, p) £ Ai, \ ?* 0. Soit E<i Vensemble des points de R 4 de la 
forme 

fe + k-f* -L°> - -°) 
oit 6 Ç R, (0, /x, ?, p) £ Ai. Alors, Ei KJ E2 est fermé dans R 4 — 12, en désignant 
par 12 l'ensemble des points de R 4 dont les 2 dernières coordonnées sont nulles. 

Démonstration. (A) Supposons d 'abord que 

ô 72 ~~ ô T~ #n + 6 ^ A —* £l, ô \ è ^ n ~> £2, \fin ~^ ?3, — Xn —> £4, 

où (Xw, MW, j / n , pn) (z Ai, \n 5^ 0, e t où £1, £2, £3, £4 sont des nombres réels finis 
tels que £3 et £4 ne soient pas nuls tous les deux. Mont rons que (£1, £2, £3, £4) 
Ç £ i U £ 2 . 

Si £4 5^ 0, 0W, donc, /xw/Xw donc vn/\n
2, donc /xw e t vn, on t des limites finies, 

donc 

2 3 
"n - Mr* 

Pn = 72 

a une limite finie. Soient X, /x, v, p, 0 les limites de \n, p.n, vn, pn, 9n. On a 
(X,M, v,p) e Au et 

ô 72 ~" ô X ^ "^ ^ ^ = ^ ' 2 X ~~ *^ = ^2' ^ = ?3> ~~ ^ = ?4> 

d o n c (£1, £2 , £3, £4) G J E I . 

https://doi.org/10.4153/CJM-1960-028-6 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1960-028-6


GROUPES DE LIE NILPOTENTS 345 

Si £4 = 0 (donc £3 ^ 0), on a ixn — (\n6n)
2-^0, donc Mw —» f3

2 > 0, et 
2ï/n - SunXtfin + (XA) 3 - > 0 , donc ?n - » £3

3. Par ailleurs, 

3ArA 2l - ~f — - ~ 0W + \\ndn) \n6n — l - r-2 — \\n6nJ 

>zfzm&-ê). 
Addit ionnant , on t rouve que 

2 3 

?n — Mn 
_ pw 

tend vers 3 £ 3
2 ( 2 ^ 3 - £2

2). Posons M = £3
2, * = Is3, P = 3£8

2(2fi{8 - £2
2). Ce 

qui précède prouve que (0, M, v, p) £ Ai; posant de plus 0 = — £2/^3, on 
constate que 

! P , I l f l 2 _ > la - t v- - t 
- -f- - C/ — £i, V — %2, — ^3 
Dî» ZjLl M M 

d o n c (f i , £2, f3, f4) € £ 2 . 
(B) Supposons que 

1 Prc , 1 Vn Q2 V O ^w /, o *V v f. 

O P» 2 fin Mrc Mn 

o ù (0 , fjLn, vnj pn) Ç Ai, e t où £1, £2, £3 s o n t d e s n o m b r e s rée l s finis t e l s q u e 
£3 ^ 0 . C o m m e vn

2 = /zw
3, o n a vn/fxn = Ï>W

5, d o n c /xn e t vn o n t d e s l i m i t e s 
finies M = £3

2 e t v = £3
3. A l o r s , 0W e t p„ o n t d e s l i m i t e s finies 6 e t p. O n a 

(0, M, P, P ) € A u e t 

- r Ô " - ci» ~~ " — Ç2, — ?3, 
O P Z M jLt M 

donc (£1, £2, £3, 0) Ç £2. Ceci achève la démonstra t ion du lemme. 
Revenons à la démonstrat ion de la Proposition 6. Soit Ai une part ie de A 

fermée pour la topologie des paramètres . Soit (X0, Mo, vo, PO) un point de A 
n ' appa r t enan t pas h Ai. Soient pi, 6 deux nombres réels. Conservons les 
notat ions du Lemme 14. Si X0 ^ 0, le point 

/ l ^ o lMo f l , u fl3 I M O 1. fl2 . . . ] 
\ 3 X2o ~~ 2 Xo * + * M ' 2 Xo ~ * M ' X A " X 7 

n ' appar t i en t pas à E i U £ 2 , donc est extérieur à £ i U E2 . Si Xo = 0, le point 

\ b v0 1 Mo Mo Mo / 
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n'appartient pas à £ i U E2, donc est extérieur à Ex VJ E2. Dans les deux cas, 
il existe une F G ^ ( r 5 ) 5 ) telle que F2Ub soit nulle sur R X (Ex U E2) et non 
nulle au point 

Pi — #, ÔT2 — ô T " ^ + ÏÏ^O0 » ô 7 ~ ^ ° ^ ' ^ » ~ ^ ° o Xo -̂  Ao ^ Ao 

resp. au point 

L-e, Ie*+ $*<?, -û« 
Mo / 

si Xo = 0 ). Alors, 

,M0 ,"0 ,P0 

et U\flltV,p(F) = 0 pour (X, JLI, V, p) G -4i. Donc CAO./IÔ O-PO
 e s t extérieur à . l i 

pour la topologie canonique. Ceci prouve que .4i est canoniquement fermé, et 
achève la démonstration de la proposition 6. 

Remarque. La mesure de Plancherel sur A C r5;5 est défiine par la forme 
differential w = \~2d\dfxdv (1, Proposition 9). Comme 2\~2d\dp.dv = v^dXd/jidp, 
w est régulière sur tout A, contrairement à ce qui est dit dans (1), p. 322, 
1. 18-21. 

8. Topologie de r5)6. D'après (1, Proposition 10), î\, 6 est réunion de 
4 sous-ensembles disjoints A, B, C, D: 

(1) A est l'ensemble des U\(\ G R, X ^ 0) ; chaque U\ opère dans LC
2(R2) 

et est définie par la formule 

= exp iX(p5 — P401 + \ pldl + \ P3#l - \ P20Ï — P3#2 + P26ld2)f(di + ph d2 + P*) 

(7 = (PI, . . . , PB) G r5.6, / G Lè(R2), 0i, 02 G R). 

(2) 5 est l'ensemble des F\,M (X,/x G R, X ^ 0) ; chaque V\tll opère dans 
LC

2(R) et est définie par la formule 

l̂ — ôVP2 + Xp4 — Xp30 + \\p2Q
2 ) ( ^ X . M ( 7 ) / ) W = e x p ^ - - £ p 2 + Xp4 - Xp30 + \\p#')f(e + pi). 

(3) C est l'ensemble des W\ (X G R, X ^ 0) ; chaque W\ opère dans LC
2(R) 

et est définie par la formule 

(Wx(y)f)(6) = exp^X(p3 - p2d)f(6 + P l ) . 

(4) D est l'ensemble des X\t(X (X, fx G R) ; chaque XX,M s'identifie à une 
fonction scalaire sur r5 ;6 conformément à la relation 

X\,p(y) = expi(Xpi + /xp2). 

D'après le Lemme 3, B \J C KJ D est canoniquement fermé dans r5)6 et 
la topologie induite sur B \J C W D par la topologie canonique de r 5 6 est 
la topologie canonique de r4 . 
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On définit sur r5>6 une topologie des paramètres. 
Avec les notations habituelles, on a 

(14) (Ux(F)f\g) 

= J . . . J F(ph . . . , p5) exp i\(pb - p40i + èp2#i + !P30I - I P20i 

- P302 + P20102)/(01 + Pi, 02 + P2)g(d^d2)dpl . . . rfp5^01^02 

= J . . . J F(pi - 0i, p2 - 02, P3, P4, PÔ) exp(>X4)/(pi, p2)g(0i, 02y^Pi . . . dp5 

dd1dd2 

avec 

^4 = p5 — p40i + | ( p 2 — 02) 01 + 2P301 "~ i ( p 2 — 02)01 — P302 + (p2 ~ 02)0102-

Donc U\(F) est définie par le noyau 

(15) Xx(pi,p2,0i,02) 

= 111 F(pi — 0i, p2 — 02, P3, P4, pb) exp(i\A)dpsdpdpb 

= expiX(|(P2 - 02)
20i - i(p2 - 02)0? + (p2 - 02)0i02) 

-^345(pi - 01, P2 — 02, X02 — 2^01) ^01> ~ ^) ' 

LEMME 15. Soit F G «^(^.e). La fonction T —> \\T(F)\\ est continue sur r5(6 

pour la topologie des paramètres. 

Démonstration analogue à celle du Lemme 12. 

LEMME 16. Soient Ax C A, Bx C B, d C C, Dx C D. On suppose Ax U Bx 

U Ci U Di canoniquement fermé. Si 0 est adhérent à Ai dans R, on a B\ = B, 
d = C, Di = D. 

Démonstration. Soit /3i Ç R — {0}. Avec les notations habituelles, on a 

v 
hlit 

= J . . J V ( P l PB) exp(ÏA) e x p [ - i ( | | | (d, - ^ + p2) 

+ ^ 1 V 2 " ^ + P2))j 
exp[<èfî(^ - é ) + **(* - $)%•>-% + »> d*-ê + ») 

g(e! - ^ , <?2 - ^ ) dPl... dptddrddt 
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= j j F(pu . . . , Pi) exp(iA) e x p [ - * Q | è P2 + Pi(es - f ^ ) P2 

+ ht »J)]J(K - f + P. * - 1 + P.) ̂  - f. •, - -|) 

dpi . . . dpsddidd'z 

= J . . . J f(pi, . . . , p6) exp(iA')/(0i + Pi, 02 + p2) g(0i, f2)dPl. . . dpsdOidB* 

avec 

A' = XP5 - XP4l0i + f ) + i\pl(^i + Y) + ^ ( f l i + f1)2-iXP2(^1 + | î 

3 V2 + 2X7 + Xp2 V 
10Î 

Xp3(02 + ~^) + \P2\0I + ~)[d2 + - ^ - - g p2 - j8lP202 - ^1P2 

= X(p5 — p/fil + |p2#l + 20301 — ip201 —P302 + P20102) — ^1P4+^1P301—è^lP201-

Donc, quand X —> 0, l ' intégrale étudiée a pour limite 

J . . . J F(pu . . . , pB) exp ï(-i8ip4 + / W i - hPmOl) /(0i + Pi, 02 + p2) 

g(0i, 02) dpi . . . dpv>dd\dd2. 

Identifions, comme au paragraphe 6, l'espace LC
2(R2) à l'intégrale hilbertienne 

r® 
J $M»2, 

ou 

$e* = £ c ( R ) 

pour tou t 02 G R. Le champ d 'opérateurs 

02 —» F_/3l)_2^102(F) 

est fortement continu (et même beaucoup mieux!) et il définit dans L G
2 (R 2 ) 

un opérateur S tel que 

(Sf\g) = j(V-^2s1e2(F)fe2\ge2) dd2 

= J . . . J F(Ph . . . , p5) exp i(-p2d2 - j8ip4 + iSip30i - i/3ip20i) 

/ (0 i + Pi, 02)g(0i, 02)^pi . . . dpbdBide2. 

Désignant encore par ^ 2 la t ransformation de Fourier par rappor t à la 
2e variable dans Z C

2 (R 2 ) , on obt ient 
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( J ^ J ^ V l s ) = J . . . JF(Ph . . . , PB) e x p i ( - ^ l P 4 + / W i - ijSiprfï) 

/(0i + PI, 02 + P2)g(euliï)dpi. . • dpsddtddz. 

En définitive, quand X —> 0, l'opérateur 

^ <1 fi ». + i^)Mr • I) w^(f • I)"' 
^ e x p * ( j ^ 0 2 + i/3i0îj) 

tend faiblement vers i ^ S ^ - 1 . Par suite 

ïm\^o\\Ux(F)\\ > sup^cRllF-^.-^flaCF)!! = supMeR|| V-filtll(F)\ |. 

Donc F - ^ ^ G 2?i. Comme /3i et /z sont arbitraires (^i ^ 0), on a 5 i = 5 . 
D'après la Proposition 2, B est partout dense dans B\J C\JD pour la topo-
logie canonique, donc C\ = C, Di = D. 

PROPOSITION 7. Les ensembles canoniquement fermés de T^^ sont les ensembles 
A1VJ B1KJ Ci U Z>i ( i i C i J i C ^ , Ci C C, D1CD) possédant les pro
priétés suivantes: 

(1) ^4i est fermé dans A pour la topologie des paramètres; 
(2) B\ \J Ci U J9i es£ canoniquement fermé dans B \J C\J D = r 4 ; 
(3) 5^ 0 es/ adhérent à Ai dans R, on a £ i — 5 , Ci = C, Z>i = Z). 

Démonstration. Supposons remplies les conditions (1), (2), et (3) de la 
proposition. Soit T £ r5>6 avec T ^Ai^J B\\J C\\J D\. Il s'agit de con
struire une F e ^ ( r 5 ) 6 ) telle que T(F) ^ 0 et V(F) = 0 pour V Ç Ax. 

(A) Supposons 2" = U\0 $Ai. Il existe T7 £ ^ ( r 5 > 6 ) telle que 3̂45 soit nulle 
lorsque la 5e variable appartient à Ai et non nulle lorsque la 5e variable a 
pour valeur X0. Alors U\o(F) ^ 0 et £/\(F) = 0 pour X £ ^4i. 

(B) Supposons T = V\0tfi0^Bi. Alors, d'après la condition (3) de la pro
position, 0 est non adhérent à Ai dans R. Donc il existe F G ^ ( r 5 i 6 ) telle 
que A345, et par suite A45, soient nulles lorsque la 5e variable appartient à 
Ai, et telle que la fonction 

(pi, 0) —* ^234ôl Pi _ ^' Ô \~ ~ ï ^ ' ^ ° ^ ' ~~^0, 0 ) 

ne soit pas identiquement nulle. Alors V\0tll0(F) 9^ 0, et U\(F) = 0 pour \ £ Ax. 
(C) On raisonne de manière analogue pour T = W\x (£ Ci ou T = Xx0,M0 i D\. 

9. Etude des caractères. 

PROPOSITION 8. Soit IY le sous-groupe de T4 d'équation pi = 0. Le caractère 
de U\ilx est une mesure concentrée sur IV. Sa restriction à iY est définie par la 
densité 
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où il faut prendre le signe + pour Xp2 > 0, et le signe — pour Xp2 < 0. 

Démonstration. On a, pour F £ ^ ( r 4 ) , 

tr(f/x,M(^)) = / ^ ( o , | J - |X02, X0, - X 

Donc le caractère de U\tll est l'extension à T4 d'une distribution définie sur 
r4 ' . Identifiant r 4 ' à R3 grâce au système de coordonnées (p2, P3, Pi) on voit 
que cette distribution est la transformée de Fourier j^~ra de la mesure m à 
croissance lente définie par la formule 

m{f) = J /( | f - iM*,M,-x)d* 

(/, fonction continue à support compact dans R3). Soit mT la mesure à support 
compact définie par la formule 

mT(f) = X / ( i X ~ *X*2' X '̂ ~X) de' 
Quand T —» + °°, m r tend vers m au sens des distributions tempérées. Donc 
$FmT tend vers $Fm au sens des distributions tempérées. Or, ^mT est la 
fonction 

(17) (P2, P3, p4) -» J e x P -*|_ \ 2 X ~ * X V P 2 + X6>P3 " X p 4J ^ 

Nous allons vérifier que, quand T —> + °° , cette fonction converge simplement 
vers la fonction (16), en restant majorée en module par une fonction localement 
intégrable fixe. On en conclura que la fonction (17) tend vers la fonction (16) 
au sens des distributions, donc que la fonction (16) est la distribution & m 
cherchée. 

Supposons Xp2 > 0. Dans l'intégrale (17), faisons le changement de variables 
(èXp2)*(0 - Pz/P2) = f. Elle devient 

L M exp*U - %x - - P 2 + X p 4 I T — J dÇ 
J(^2)ï(_r_p3/p2) L P2 2 X J \ X p 2 / 

/ 2 V j / 2p2 P 4 - pi M \ f (^ )* ( r -p , /p S ) 2 

= l 7—) e x p - l X - p 2 ) I exp(tf)df . 
\Xp2/ 2 \ p2 X / J(X|i)è (_ r_P3 /p2 ) 

Or, un calcul é lémentaire mont re que 

J1 *& 1 

exp(# 2 )# < 4 
a I 

quels que soient a et b. Et, quand 7" —-> + 00, l'intégrale tend vers 

J^exptfr2) # = y f a + *). 
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La proposition est donc vérifiée pour Xp2 > 0. On procède de façon analogue 
pour Xp2 < 0. 

PROPOSITION 9. Soit T5,b le sous-groupe de r5>5 d'équation pi = 0. Pour 
X 7e 0, le caractère de U\ili>v,P est une mesure concentrée sur T$j!. Sa restriction 
à T5^

f est définie par la densité d suivante; on pose 

<.-|(f)'(x^ 
2, \Xp2/ \ p 

P3 M 

Xp2/ \ P2 X 

A -L_l 6 \ \ v ^ f 3p2P5 - 3p2p3P4 + PS V ) A{ \ 
d = ±\r~) e X P 3 y 2 - ^2 P2j A(p2 , P3, P4J 

cw i/ /aw/ prendre le signe + /wwr Xp2 > 0, le signe — pour Xp2 < 0, et où 

(2 3 / 2 \ 
A = ? a * x i / * \3T73 / ^ r a > ° 

A = Y (h)h [Jifz(Mh)h) + /-i/8(?a(*a)*)] /><wr « < 0. 

(Ji/z, /-1/3, ^1/3 sow/ Zes notations classiques pour les fonctions de B es sel.) 

Démonstration. On a, pour F e «^(TB.B) et X ̂  0, 

tr(t/x,M,pW) = J^2345(o, |-x-2 - | ^ 0 + |X03, | ^ - èX02, X0, - x ) d». 

Donc le caractère de U\illtV,P et l'extension à r5,5 d'une distribution définie 
sur r5f5

/. Identifiant r 5 y à R4 grâce au système de coordonnées (p2, P3, P4, P5), 
on voit que cette distribution est la transformée de Fourier $Fm de la mesure 
m à croissance lente définie par la formule 

-W-J>0?-SÏ, + *x '-5?-»M,-M--x) de 

(/, fonction continue à support compact dans R4). Procédant comme pour 
la Proposition 8, on est amené à considérer l'intégrale 

(18) f exp - i [ ( j ^ - \ ±0 + èX03jp2 + ( | J - i^2)p3 + X0p4 - Xp5J d». 

Supposons p2 ^ 0. Faisant, dans cette intégrale, le changement de variable 

(ixPî)* (*- - ) = r, 
\ P2/ 

elle devient 

( 6 y i f 3p2Ps - 3p2p3P4 + P3 v \ Çv [ . s . If 6 Y 

/ \ 2p2P4 — P3 M V ,._ 

V x — s — Â p y f J * 

https://doi.org/10.4153/CJM-1960-028-6 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1960-028-6


352 JACQUES DIXMIER 

avec 

« = (*xPï)* \-T-£) v= (|xP2)
è (r - £) 

Une majoration élémentaire montre que 

J exp -i(Ç* + aÇ)dÇ < 10 

quels que soient a, b, a. Donc jFw est la fonction 

/ 6 V il 3p2P5 — 3p2p3P4 + pi V \ f+°° .. 3 , „N 7V 
± W CXP 3 VX 3 ' " X" "V l œ

 6XP "^ + at) * 
où il faut prendre le signe + pour Xp2 > 0, le signe — pour Xp2 < 0. Or, on 
a (intégrale d'Airy) 

1 . C X P Z ( f + aï) * = l 2 x / 3 (*«) W (2(^) 8 / 2 ) + / - i „ (2( | a ) 3 / 2 ) ] («<0) . 

D'où la proposition. 
Je dois à Delsarte la remarque que la limite de l'intégrale (18), quand 

T —» + °° , peut se calculer explicitement. 
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