
Compositio Mathematica116: 81–110, 1999. 81
c
 1999Kluwer Academic Publishers. Printed in the Netherlands.

F -isocristaux unipotents

BRUNO CHIARELLOTTO1 and BERNARD LE STUM2
1Dipartimento di Matematica Pura ed Applicata, Università degli Studi di Padova, Via Belzoni 7,
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Abstract. We show that unipotent overconvergent isocrystals are algebraic and that the category
of unipotent overconvergent isocrystals has a Frobenius automorphism. We also prove a structure
theorem for unipotent overconvergentF -isocrystals over an open subset of the line, analogous to
Dieudonńe–Manin decomposition theorem forF -isocrystals.

Résuḿe. Nous montrons que les isocristaux surconvergents unipotents sont algébriques et que
la cat́egorie des isocristaux surconvergents unipotents possède un automorphisme de Frobenius.
Nous d́emontrons aussi un théor̀eme de structure pour lesF -isocristaux surconvergents unipotents
sur un ouvert de la droite, analogue au théor̀eme de d́ecomposition de Dieudonné–Manin pour les
F -isocristaux.
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Introduction

SoientK un corps de nombres etV une varíet́e alǵebrique surK. Supposons que
l’on dispose de la th́eorie des motifs. On peut alors associeràV lesHi

mot(V ) qui
sont des motifs surK et qui s’expriment̀a travers leurs réalisations complexes,
étale, de de Rham, cristallines,: : : . Dans [D], P. Deligne se pose la question du�1

motivique deV qui serait une variante non abélienne du dual deH1
mot(V ). Celui-

ci doit s’exprimerà travers ses réalisations. Bien ŝur, on devine aiśement ce que
doiventêtre les ŕealisations complexe etétale. Pour construire la réalisation de de
Rham de�mot

1 (V ) lorsqueV est lisse, on peut considérer le groupe proalǵebrique
�dR1 (V ) qui classifie les modules̀a connexion int́egrables ŕeguliersà l’infini. Pour
des raisons techniques, par exemple, le fait que ce groupe ne commute pas aux
extensions de la base (voir [Del], 10.35), il faut se limiter au groupe�dR;un1 (V ) qui
s’obtient en passantà la limite sur tous les quotients unipotents. Celui-ci classifie
les modules̀a connexion int́egrables unipotents.

Il s’agit ensuite de d́efinir les ŕealisations cristallines de�mot
1 (V ). L’approche

propośee par P. Deligne est la suivante: on choisit une placev du corps de nom-
bresK au-dessus d’un nombre premierp et on d́efinit �cris;un

1 (V ) en v comme
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82 BRUNO CHIARELLOTTO AND BERNARD LE STUM

étant�dR;un1 (V 
KKv). Pour munir ce groupe d’un automorphisme de Frobenius,
on suppose donnés un sch́ema propre et lisseP sur l’anneau des entiers deKv

et un diviseur̀a croisements normauxZ dansP tels queV 
K Kv soit la fibre
géńerique du compĺementaire deZ dansP . On construit alors̀a la main l’en-
domorphisme de Frobenius et on montre qu’il est bijectif. Nous proposons une
construction plus directe. SiX est une varíet́e alǵebrique de type fini sur un corps
parfait k de caract́eristiquep > 0, on peut consid́erer le groupe�rig;un

1 (X) qui
classifie les isocristaux surconvergents unipotents surX. Dans le cas particulier
où X est la fibre sṕeciale du compĺementaire deZ dansP , on peut montrer que
�

rig;un
1 (X) = �un1 (V 
KKv). Le groupe�rig;un

1 (X) est muni de manière naturelle
d’un automorphisme de Frobenius.

En fait, dans cet article, nous ne parlerons pas de�1. Nous allons tout simple-
mentétudier la cat́egorie des isocristaux surconvergents unipotents surX. Nous
montrerons que le Frobenius est une auto-équivalence et que, lorsqueX est la
fibre sṕeciale du compĺementaire deZ dansP , cette cat́egorie est naturellement
équivalentèa celle des modules̀a connexion int́egrables unipotents surV 
K Kv.
Nous laissons au lecteur qui le souhaite le soin d’utiliser les catégories tanna-
kiennes pour traduire nos résultats dans le langage de P. Deligne. D’autre part, une
bonne partie de cet article est consacré à l’étude de ces isocristaux surconvergents
unipotents qui possèdent une structure de Frobenius. Nous verrons que même dans
le cas deP1 moins trois points, cette condition est loin d’être automatique. Nous
établirons aussi des théor̀emes de structure pour lesF -isocristaux surconvergents
unipotents sur un ouvert de la droite.

Dans la premìere partie, apr̀es un bref rappel sur la cohomologie de de Rham
et les extensions de modulesà connexion en ǵeoḿetrie rigide, nous d́emontrons
(Proposition 1.2.2) que le fait pour une connexion d’être surconvergente est stable
par extension.

Dans la seconde partie, après les rappels de rigueur sur les isocristaux surcon-
vergents et leur cohomologie, nous montrons (Proposition 2.2.2) que les classes
d’extensions de tels objets peuvent se calculerà l’aide de la cohomologie rigide sous
certaines hypoth̀eses ǵeoḿetriques. Nous en déduisons (Proposition 2.2.4) qu’une
extension d’isocristaux sur une courbe est détermińee par sa restrictioǹa un ouvert
non vide. Nous montrons ensuite (Proposition 2.3.5) que les isocristaux unipo-
tents sont munis d’une filtration naturelle. Pour finir, nous montrons (Proposition
2.4.1) que sous des hypothèses ǵeoḿetriques assez géńerales, les isocristaux unipo-
tents sont alǵebriques, et un th́eor̀eme de descente par Frobenius (Proposition
2.4.2).

Dans la troisìeme partie, après quelques rappels sur les structures de Frobenius,
nousétendons (Proposition 3.2.2) la Proposition 2.2.2 auxF -isocristaux surcon-
vergents (il est ńecessaire pour cela de supposer le corps résiduel alǵebriquement
clos). Nous en d́eduisons (Proposition 3.2.4 et Corollaire 3.2.5) quelques résultats
concernant les extensions deF -isocristaux sur les courbes.
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La quatrìeme partie est consacrée auxF -isocristaux unipotents. Il s’agit deF -
isocristaux dont l’isocristal sous-jacent est unipotent. Nous donnons (Proposition
4.1.2 et Corollaire 4.1.3) d’autres caractérisations de ces objets et nous montrons
(Proposition 4.1.5) qu’unF -isocristal unipotent sur une courbe est détermińe par sa
restrictionà un ouvert non vide. Nouśetablissons ensuite un théor̀eme de structure
pour lesF -isocristaux unipotents sur un ouvert de la droite: ceux-ci sont toujours
(Proposition 4.2.2) somme directe de décaĺes deF -isocristaux surconvergentsà
pentes entìeres. On peut m̂eme supposer (Corollaire 4.2.4) que ces pentes for-
ment un intervalle deZ. On construit aussi (Th́eor̀eme 4.2.3) une filtration par
les pentes.

Le cinquìeme chapitre se propose d’étudier deux questions concernant lesF -
isocristaux unipotents sur un ouvert de la droite affine. La première est de savoir si
la filtration naturelle et la filtration par les pentes sont essentiellement différentes.
Et la ŕeponse est oui. La seconde question est de savoir si tout isocristal unipotent
peuxêtre muni d’un Frobenius. Et là, la ŕeponse est non.

Nous ferons un usage intensif des résultats de P. Berthelot sur la cohomologie
rigide (voir [B1] et la suite). Le lecteur pourra aussi consulter les autres publications
de P. Berthelot sur le sujet.

1. Extensions et ǵeométrie rigide

1.1. COHOMOLOGIE DE DE RHAM ANALYTIQUE RIGIDE

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques résultats sur la cohomologie de
de Rham des modulesà connexion int́egrable sur une variét́e rigide. Ce sont des
résultats dont les analogues algébriques et analytiques complexes sont bien connus.

On d́esigne parK un corps ultraḿetrique complet de caractéristique nulle.

LEMME 1.1.1. SoientV une varíet́e analytique rigide connexe localement intègre
et E unOV -module localement libre de rang fini. Alors, pour tout pointx deV ,
l’application canonique�(V; E)! Ex est injective.

Ce ŕesultat est connu dans le cas du faisceau structural (voir par exemple [B1])
et il est donc aussi valide lorsqueE est libre. En ǵeńeral, on se donne une section
s deE surV qui s’annule dansEx et un recouvrement admissiblefUig deV par
des ouverts connexes sur lesquelsE est libre. On noteV 0 (resp.V 00) la réunion
desUi sur lesquelss est nulle (resp.s n’est pas identiquement nulle). Six 2 Ui,
alorss est nulle surUi et on voit donc queV 0 est non vide. CommeV est connexe,
il suffit donc pour conclure de vérifier queV 0 et V 00 forment un recouvrement
(nécessairement admissible) disjoint deV . Sinon, on peut trouvery 2 V 0 \ V 00 et
donci etj tels quey 2 Ui ety 2 Uj avecs nulle surUi et non identiquement nulle
surUj . En particulier,s s’annule dansEy. CommeE est libre surUj, on obtient
une contradiction. 2
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PROPOSITION 1.1.2.SoientV une varíet́e analytique rigide lisse etE unOV -
moduleà connexion int́egrable surV . Alors

(i) SiV a un nombre fini de composantes connexes,H0
dR(V; E) est de dimension

finie.
(ii) Si V est connexe avec un point rationnel, on a une injection canonique

H0
dR(V; E) 
K OV ,! E .

Pour d́emontrer la première assertion, on peut, quitteà faire une extension finie
deK et remplacerV par une de ses composantes connexes, supposer queV est
connexe avec un point rationnelx. Il suffit donc de d́emontrer la seconde assertion.
CommeE est localement libre etV connexe localement intègre, l’application
canonique�(V; E) ! M = ÊV;x est injective. CommeK est de caractéristique
nulle,V lisse etx rationnel, on aÔV;x

�= K[[t1; : : : ; td]]. Le th́eor̀eme de Cauchy
formel nous dit que siM est unK[[t1; : : : ; td]]module libre de rang fini muni d’une
connexion int́egrabler, alorsH0

dR(M) 
K K[[t1; : : : ; td]] �= M . Notre assertion
en ŕesulte imḿediatement. 2

PROPOSITION 1.1.3.SoientV une varíet́e analytique rigide lisse sépaŕee et
E 0 et E 00 deuxOV -modules coh́erentsà connexion int́egrable. Alors, il existe des
isomorphismes fonctoriels

Homr(E
00; E 0) �= H0

dR(V;Hom(E 00; E 0))

et

Extr(E
00; E 0) �= H1

dR(V;Hom(E 00; E 0)):

(Bien ŝur, dans cet́enonće, Homr et Extr désignent respectivement l’espace
vectoriel des homomorphismes horizontaux et celui des classes d’extensions de
modules coh́erents̀a connexion int́egrable surV . De plus, le premier isomorphisme
est bien connu.)

SoientE une extension deE 00 par E 0; fUig un recouvrement affinoı̈de deV
et pour touti; 'i: E 0jUi

� E 00jUi

�
�! EjUi

une trivialisation de l’extension surUi.

La matrice de'�1
jjUi

� 'ijUj
est de la forme

�
1 mij

0 1

�
avecmij 2 Hom(E 00jUi\Uj

;

E 0jUi\Uj
) = �(Ui\Uj ;Hom(E 00; E 0)). On peut alors considérer la 1-cochaine(mij)

du complexe de Cech deHom(E 00; E 0) pour le recouvrementfUig et l’application
qui à E associe(mij) est lińeaire. On sait que notre cochaine est un cocycle
et que ŕeciproquement tout cocycle fournit une trivialisation de l’extension. De
plus, ce cocycle est un cobord si et seulement si l’extension est triviale. On peut
vérifier tout celàa la main ou arguer du fait que les recouvrements affinoı̈des sont
acycliques pour les faisceaux cohérents et que l’on a l’isomorphisme Ext(E 00; E 0) �=
H1(V;Hom(E 00; E 0)) car,E 00 étant localement libre,Ext1(E 00; E 0) = 0.
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Notre trivialisation munitE 0jUi
� E 00jUi

d’une connexion dont la matrice est de la

forme
�
r0 ui
0 r00

�
avecui 2 Hom(E 00jUi

; E 0jUi


1

Ui
) = �(Ui;Hom(E 00; E 0)

1).

On peut alors former le complexe de de RhamHom(E 00; E 0)

� et consid́erer la
1-cochaine(mij ; ui) du complexe de Cech deHom(E 00; E 0)
 
� pour le recouv-
rementfUig. On peut ensuite v́erifier à la main les assertions suivantes

(a) L’application quìaE associe(mij; ui) est lińeaire.
(b) La cochaine(mij ; ui) assocíeeàE est un cocycle.
(c) Tout cocycle provient d’une extension.
(d) Le cocycle associéàE est un cobord si et seulement si l’extensionE est triviale

comme extension de modulesà connexions.

On obtient ainsi notre isomorphisme Extr(E
00; E 0) �= H1

dR(V;Hom(E 00; E 0)),
qui est clairement fonctoriel. 2

1.1.4. SoitV une varíet́e analytique rigide lisse surK. On d́esigne parP le
compĺet́e formel deV � V le long de la diagonale et parP son faisceau structural.
On d́esigne aussi parI l’id éal deOV dansP si bien que
1

V = I=I2. On note
�:P ! P 
 P le morphisme canonique induit parf 
 g ! f 
 1 
 g. Le
morphisme� � p�1:P ! P 
 P est à valeurs dansP 
 I et nous noterons
r:P ! P 
 
1

V le morphisme obtenu moduloI2.
Se donner une connexion intégrable sur unOV -moduleàE revientà se donner

un homomorphisme continu�: E ! E 
 E se ŕeduisant̀a l’identité moduloI et
rendant commutatif le diagramme suivant

�: E - E 
 P

id 
 �: E 
 P

�

?

- E 
 P 
 P

�
id

?

En fait,��p�1: E ! E
P està valeurs dansE
I et fournit moduloI2 la connexion
r: E ! E 
 
1

V deE . En particulier, on dispose d’un diagramme commutatif

r: E - E 

1
V

id 
r: E 
 P

�

?

- E 
 P 
 
1
V :

�
id

?

Rappelons aussi que c’est en prolongeant� par linéarit́e que l’on obtient l’isomor-
phisme de Taylor formel":P 
 E

�
�! E 
 P.
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Supposons données des coordonnées localest1; : : : ; tm surV . Désignons par
�1; : : : ; �m les sections deP induites par 1
 ti � ti 
 1 et dt1; : : : ;dtm leurs
images dans
1

V . On a alorsP = O[[� ]], qui est muni des d́erivées partielles
@=@�i. On a �(�i) = 1 
 �i + �i 
 1 et on en d́eduit que siP 2 P, alors
r(P ) = � @=@�i(P )
 dti. Si onécrit poure 2 E ;r(e) = � @=@ti(e) 
 dti, on
a alors pour touti un diagramme commutatif

@=@ti: E - E

id 
 @=@�i: E 
 P

�

?

- E 
 P:

�

?

SupposonsE libre de basefe1; : : : ; erg, soientA = (P��) la matrice de
l’isomorphisme de Taylor dans les basesp�2(e1); : : : ; p

�
2(er) et p�1(e1); : : : ; p

�
1(er)

etMi = (f��) la matrice de l’action de@=@ti surfe1; : : : ; erg. Il résulte alors de
la commutativit́e de notre diagramme que pour tout� = 1; : : : ; r, on a

�e� 
 @=@�i(P��) = �p�2(f�
)(�e� 
 P
�)

et donc@=@�i(P��) = �p�2(f�
)P
� . Cela signifie que@=@�i agit surA comme
p�2(Mi). Nous utiliserons ce résultat dans le prochain paragraphe.

1.2. EXTENSIONS ET SURCONVERGENCE

On d́esigne toujours parK un corps ultraḿetrique complet de caractéristique nulle.
On noteV l’anneau des entiers deK et k son corps ŕesiduel. On se donne unV-
sch́ema formelP , un sousk-sch́ema ferḿeY deP , un ouvertX deY et on suppose
P lisse au voisinage deX. On renvoie aux articles de P. Berthelot (e.g. [B1], 1.1.2,
1.1.9 et 1.2.1) pour les définitions des tubes et des voisinages stricts.

1.2.1. On rappelle que siV est un voisinage strict de]X[P dans ]Y [P et E
un OV -module coh́erent, alorsjyE := j� lim

�!
j0�j

0�E , où j0 parcourt les inclu-

sions de voisinages strictsV 0 de ]X[P dansV et j désigne l’inclusion deV
dans]Y [P . On obtient ainsi un foncteur exactjy de la cat́egorie desOV -modules
coh́erents̀a connexion int́egrable dans celle desjyO]Y [-modules coh́erents̀a con-
nexion int́egrable. Ŕeciproquement, si on se donne unjyO]Y [-module coh́erentE à
connexion int́egrable, on sait qu’il existe un voisinage strictV de]X[P dans]Y [P
et unOV -module coh́erentà connexion int́egrableEV tel queE = jyEV . En fait,
on obtient ainsi unéequivalence entre la catégorie limite inductive de celles des
OV -modules coh́erents̀a connexion int́egrable et la catégorie desjyO]Y [-modules
coh́erents̀a connexion int́egrable.
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SiE 0 etE 00 sont deuxOV -modules coh́erents̀a connexion int́egrable etE est une
extension deE 00 parE 0, on obtient en appliquantjy, une extensionjyE dejyE 00 par
jyE 0. Réciproquement, toute extension dejyE 00 parjyE 0 provient, par application
du foncteurjy; d’une extensionE deE 00 parE 0 sur un voisinage strict suffisamment
petit de]X[P .

On rappelle qu’une connexion intégrable sur unjyO]Y [-module coh́erentE est
surconvergente(le long du compĺementaire deX dansY ) si l’isomorphisme de
Taylor provient d’un isomorphisme sur un voisinage strict du tube de la diagonale.

PROPOSITION 1.2.2.Avec les hypoth̀eses et notations ci-dessus, la propriét́e
pour un jyO]Y [-module coh́erentà connexion int́egrable, que sa connexion soit
surconvergente, est stable par extension.

Dans cette d́emonstration nous suivons une suggestion de F. Baldassarri. La
questionétant de nature locale surP et surX, on peut se placer comme dans
[B1] sous les hypoth̀eses suivantes:P etX sont affines,Y nX = Y \ V (g) avec
g 2 �(P;O) et il existe des sectionst1; : : : ; tm 2 �(P;O) telles que
1

P soit libre
au voisinage deX de base dt1; : : : ;dtm. On note@1; : : : ; @m la base duale.

Soit 0! E0 ! E ! E00 ! 0 une suite exacte dejyO]Y [-modules coh́erents̀a
connexion int́egrable. Celle-ci provient par application du foncteurjy d’une suite
exacte 0! E 0 ! E ! E 00 ! 0 de modules coh́erents̀a connexion int́egrable sur
un voisinage strict de]X[P .

On se donne� < �0 < � < 1 et un ouvert affinöıdeU de [Y ]�0 \ U�, avec
U� = fx 2 PK ; jg(x)j > �g, tel queE ; E 0 et E 00 soient libres surU . Choisissons
une baseB0 de�(U; E 0) et compĺetons la en une baseB de�(U; E). La matrice de

l’action de@i surB dans�(U; E) est alors de la forme
�
Mi Ni

0 Pi

�
:Par construction,

Mi est la matrice de l’action de@i surB0 dans�(U; E 0)etPi est la matrice de l’action
de@i sur l’imageB00 deB dans�(U; E 00). On dispose aussi d’un isomorphisme de
Taylor formel":�(U;P 
E) �

�! �(U; E 
P) et sa matrice dans les basesp�1
2 (B)

etp�1
1 (B) est de la forme

�
A B
0 C

�
: Si on notep1; p2:P �P ! P les morphismes

de projection et si on pose

V 0 := [Y ]P 2�0 \ p
�1
1 (U) = [Y ]P 2�0 \ p

�1
2 (U) �= U �Bn(0; �0);

on dispose d’un morphisme canonique�(V 0;O)! �(U;P)qui permet d’identifier
�(U;P) avec le compĺet́e de�(V 0;O). SiE0 (resp.E00) est surconvergent, on peut,
comme dans [B1], prendre� suffisamment proche de 1 pour que l’isomorphisme
de Taylor formel pourE0 (resp.E00) surU provienne d’un isomorphisme de Taylor
analytique

"0:�(V 0; p�2E
0)

�
�! �(V 0; p�1E

0)(resp: "00:�(V 0; p�2E
00)

�
�! �(V 0; p�1E

00)):
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Il suit queA (resp.C) est à coefficients dans�(V 0;O). Comme l’action de

@=@�i sur
�
A B
0 C

�
est donńee par

p�2

 
Mi Ni

0 Pi

!
=

 
p�2Mi p�2Ni

0 p�2Pi

!

on obtient les relations suivantes

@=@�i(A) = (p�2Mi)A; @=@�i(B) = (p�2Mi)B + (p�2Ni)C

et

@=@�i(C) = (p�2Pi)C:

On a donc

@=@�i(B) = @=@�i(AA
�1B) = A@=@�i(A

�1B) + @=@�i(A)A
�1B

= A@=@�i(A
�1B) + (p�2Mi)AA

�1B

= A@=@�i(A
�1B) + (p�2Mi)B:

Puisque d’autre part,@=@�i(B) = (p�2Mi)B + (p�2Ni)C, on obtient l’identit́e
A@=@�i(A

�1B) = (p�2Ni)C et on a donc@=@�i(A�1B) = A�1(p�2Ni)C:Comme
A�1(p�2Ni)C està coefficients dans�(V 0;O) et que� < �0, on voit queA�1B est
à coefficients dans�(V;O) avec

V := [Y ]P 2� \ p
�1
1 (U) = [Y ]P 2� \ p

�1
2 (U) �= U �Bn(0; �):

Il suit queA;B et C sont à coefficients dans�(V;O) et donc que l’isomor-
phisme de Taylor formel pourE provient d’un isomorphisme de Taylor analytique
":�(V; p�2E)

�
�! �(V; p�1E). On en d́eduit comme dans [B1], la surconvergence

de E: en effet, il existe un recouvrement fini de[Y ]� \ U� par des ouvertsU
satisfaisant nos hypothèses. 2

1.2.3. SoientV un voisinage strict de]X[P dans]Y [P et E 0 et E 00 deuxOV -
modules coh́erents à connexion int́egrable. On a un homomorphisme cano-
nique Extr(E 00; E 0) ! Extr(jyE 00; jyE 0): En passant̀a la limite, on obtient pour
tous lesjyO]Y [-modules coh́erentsà connexion int́egrableE0 et E00, un isomor-
phisme lim

�!
Extr(E 00V ; E

0
V )

�
�! Extr(E00; E0) lorsqueE 0V et E 00V parcourent les

OV -modules coh́erents̀a connexion int́egrable tels queE0 = jyE 00V etE00 = jyE 0V .
D’autre part, siV est un voisinage strict de]X[P dans]Y [P et si E est un

OV -module coh́erentà connexion int́egrable, on a un homomorphisme canonique
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E ! jyEjV et la cohomologie dejyE ne d́epend que d’un voisinage strict de]X[P .
On a donc une application canoniqueHi

dR(V; E) ! Hi
dR(]Y [P ; j

yE):
SiE est unjyO]Y [-module coh́erent̀a connexion int́egrable, on obtient un homo-

morphisme canonique lim
�!

Hi
DR(V; EV )! Hi

dR(]Y [P ; E) lorsqueEV parcourt les

OV -modules coh́erents̀a connexion int́egrable tels queE = jyEV . Celui-ci n’a pas
de raison d’̂etre injectif en ǵeńeral car on ne sait pas faire commuter la cohomologie
et les limites inductives sans argument de compacité.

Si E 0 et E 00 sont deuxOV -modules coh́erentsà connexion int́egrable, on a
Hom(E00; E0) = jyHom(E 00; E 0). Grâce à la Proposition 1.1.3, on en déduit
pour tousjyO]Y [-modules coh́erentsà connexion int́egrableE0 etE00, une fl̀eche
naturelle

Extr(E
00; E0)! H1

dR(]Y [P ;Hom(E00; E0)):

Rappelons que l’on a aussi un isomorphisme

Homr(E
00; E0)

�
�! H0

dR(]Y [P ;Hom(E00; E0)):

2. Extensions d’isocristaux surconvergents

2.1. COHOMOLOGIE RIGIDE

2.1.1. SiX est un sch́ema śepaŕe de type fini surk, on dispose de la catégorie des
isocristaux surconvergents surX dont les objets se décrivent par leursréalisations
comme suit. On plongeX comme ouvert d’unk-sch́ema propreY et on suppose,
pour simplifier, que l’on peut plongerY comme ferḿe dans unV-sch́ema formel
P avecP lisse au voisinage deX. Cela est toujours possible localement ou
si X est quasi-projectif. Dans le cas géńeral, il faudrait recoller les diff́erentes
constructions. On dispose alors d’uneéquivalenceE 7! EP entre la cat́egorie
des isocristaux surconvergents surX et celle desjyO]Y [-modules coh́erentsà
connexion int́egrable surconvergente. On dit queEP est laréalisationdeE sur
P . On rappelle aussi queHi

rig(X;E) := Hi
dR(]Y [P ; EP ) ne d́epend pas du choix

de la ŕealisation deE. Enfin, on noteOy
X l’isocristal trivial dont la ŕealisation est

jyO]Y [.
On peut identifier la catégorie des isocristaux surconvergent sur Spec(k) avec

la cat́egorie desK-espaces vectoriels. Remarquons aussi que la catégorie des
isocristaux surconvergent surX est fonctorielle enX. En particulier, lafibred’un
isocristal surconvergentE en un pointrationnelx deX esti�xE où ix: Speck ,! X

est l’inclusion du pointx. Enfin, on dit queE estconstantsi E �= H 
K Oy
X où

H est un isocristal surK.

LEMME 2.1.2. SiE est un isocristal surconvergent surX alorsH0
rig(X;E) est

de dimension finie. SiX est connexe avec un point rationnel, on a une injection
canoniqueH0

rig(X;E) 
K Oy
X ,! E:
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On reprend des arguments que P. Berthelot utilise dans sa version provisoire
de la suite de [B1]. Comme pour tout faisceau cohérentE sur un voisinage strict
V de ]X[P , on a une injection canoniquejyEjV ,! j�j

�E avecj: ]X[P ,! V , on
voit que siEP = jyE , alorsH0

rig(X;E) � H0
dR(]X[P ; E). La premìere assertion

résulte donc de la Proposition 1.1.2. SiX est connexe avec un point rationnel,
alors ]X[P est aussi connexe avec un point rationnel et on a donc, grâce à la
Proposition 1.1.2,

H0
dR(]X[P ; E)
K O]X[ ,! j�E

si bien que

H0
dR(]X[P ; E)
K j�O]X[ ,! j�j

�E

et donc

(H0
rig(X;E) 
K jyOV )jV ,! (jyE)jV : 2

Remarque2.1.3. SiE est un isocristal surconvergent surX connexe avec
un point rationnel, il existe un plus grand sous objet constant dansE, c’est
H0

rig(X;E) 
K Oy
X ; en effet siH est un isocristal surK et H 
K Oy

X ,! E.
Alors

H = H0
rig(X;H 
K Oy

X) ,! H0
rig(X;E):

PROPOSITION 2.1.4.SoientX une courbe lisse et connexe surk; U un ouvert
affine non vide deX etZ son compĺementaire. SiE est un isocristal surconvergent
surX, on a un isomorphismeH0

rig(X;E)
�
�! H0

rig(U;E) et une suite exacte (de
Gysin)

0! H1
rig(X;E) ! H1

rig(U;E) ! H0
rig(Z;E) ! H2

rig(X;E) ! 0:

LorsqueX est affine, ce ŕesultat est bien connu (voir par exemple l’appendice
de [E-LS]). Dans le cas géńeral, on choisit un voisinage affineV deZ dansX
et on noteE� �

� la suite spectrale de cohomologie rigide associée au recouvrement
fU; V g. Cette suite spectrale sera construite en toute géńeralit́e dans la suite de [B1]
comme conśequence de la Proposition 2.1.8 de [B1]. Puisque notre proposition est
vraie dans le cas affine,d0 0

1 est surjective et on a doncE1 0
2 = 0. Puisque l’on

a bien ŝur aussiE2 0
2 = 0, on voit queH1

rig(X;E) = E0 1
2 . De plus, on a aussi

H2
rig(X;E) = E1 1

2 . Le complexeE� 1
1 nous fournit donc une suite exacte

0 ! H1
rig(X;E) ! H1

rig(U;E)�H1
rig(V;E)

! H1
rig(U \ V;E) ! H2

rig(X;E) ! 0:

comp4211.tex; 7/08/1995; 8:18; v.7; p.10

https://doi.org/10.1023/A:1000602824628 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1000602824628


F -ISOCRISTAUX UNIPOTENTS 91

On consid̀ere alors le morphisme de suites exactes courtes (la seconde provenant
du cas affine de la proposition)

0 - H1
rig(V;E) - H1

rig(U;E)�H1
rig(V;E) - H1

rig(U;E) - 0

0 - H1
rig(V;E)

wwwwwwwwww
- H1

rig(U \ V;E)

?

- H0
rig(Z;E)

?

- 0:

Le lemme du serpent nous fournit alors la suite exacte annoncée. 2

2.2. COHOMOLOGIE RIGIDE ET EXTENSIONS

On notera ExtIsoy l’espace des classes d’isomorphisme d’extensions d’isocristaux
surconvergents surX.

SoientE0 etE00 deux isocristaux surconvergents surX. La construction de 1.2.3
fournit un homomorphisme fonctoriel enX;E etK

ExtIsoy(E
00; E0)! H1

rig(X;Hom(E00; E0)):

En effet, on a par 1.2.2, ExtIsoy(E
00; E0) = Extr(E00

P ; E
0
P ) et toutes nos construc-

tions sont fonctorielles. On a bien sur aussi

HomIsoy(E
00; E0) = H0

rig(X;Hom(E00; E0)):

LEMME 2.2.1. Supposons queX soit un ouvert lisse de la fibre spéciale d’un
sch́ema formel propre et platP . Si E est un isocristal surconvergent surX,
alors lim

�!
Hi
dR(V; EV )

�= Hi
rig(X;E) lorsqueEV parcourt lesOV -modules coh́e-

rentsà connexion int́egrable tels queEP = jyEV .

Sous nos hypoth̀eses, le tube]X[P deX dansPK est quasi-compact. Il suit que
tout voisinage strict de]X[P dansPK contient un voisinage strict qui est quasi-
compact. On peut ainsi trouver un voisinage strict lisse quasi-compactV de ]X[P
dansPK et unOV -module coh́erentà connexion int́egrableE tels queEP = jyE .
On a doncHi

rig(X;E) := Hi
dR(PK ; EP ) = Hi

dR(PK ; j
yE): En fait, comme la

cohomologie d’unjyOV -module ne d́epend que d’un voisinage strict, on a

Hi
rig(X;E) = Hi

dR(V; j
yE) := Hi(V; jyE 

�):

Si on notej0 l’inclusion d’un voisinage strictV 0 dansV , on sait quej0� transforme
injectifs en acycliques et quejy; lim

�!
, etj0� sont exacts. On a doncjy = lim

�!
Rj0�j

0�

si bien que

Hi
rig(X;E) = Hi(V; lim

�!
Rj0�j

0�E 
 
:):
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CommeV est quasi-compact, on a

Hi
rig(X;E) = lim

�!
Hi(V;Rj0�j

0�E 
 
:)

et puisquej0� transforme injectifs en acycliques,

Hi
rig(X;E) = lim

�!
Hi(V 0; j0�E 

:) = lim

�!
Hi
dR(V

0; j0�E): 2

PROPOSITION 2.2.2.SiX est un ouvert lisse de la fibre spéciale d’un sch́ema
formel propre et platP et siE0 etE00 sont deux isocristaux surconvergents surX,
on a un isomorphisme naturel

ExtIsoy(E
00; E0)

�
�! H1

rig(X;Hom(E00; E0)):

Résulte imḿediatement de 2.2.1 et de notre construction dans 1.2.3. 2

Notre hypoth̀ese est satisfaite par exemple siX est affine et lisse, siX est une
courbe lisse ou bien sûr si X est un ouvert lisse d’une réduction d’une varíet́e
propre et lisse surK.

Remarque2.2.3. SiX est connexe avec un point rationnel, une extension
E deOy

X par un isocristal surconvergentE0 est non-triviale si et seulement si
l’application canoniqueH0

rig(X;E
0) ! H0

rig(X;E) est bijective. En effet, on sait

queH0
rig(X) = K et on se donne une suite exacte 0! E0 �

�! E ! Oy
X ! 0. Si

celle-ci est scind́ee, on aH0
rig(X;E) = H0

rig(X;E
0) �K et la condition est donc

bien suffisante. Ŕeciproquement, comme la suite

0! H0
rig(X;E

0)! H0
rig(X;E) ! H0

rig(X) = K

est exactèa gauche, on voit que si la condition n’est pas remplie, la flèche
H0

rig(X;E) ! K est non-nulle et donc surjective. Soientu:K ! H0
rig(X;E)

une section et
 le morphisme composé deu 
 1:Oy
X ! H0

rig(X;E) 
K Oy
X et

de l’inclusionH0
rig(X;E) 
K Oy

X ,! E. Par construction,
 est une section de�.

PROPOSITION 2.2.4.SoientX une courbe lisse et connexe surk, U un ouvert
affine non vide deX etZ son compĺementaire. SiE0 etE00 sont deux isocristaux
surconvergents surX, on a un isomorphisme

HomIsoy(E
00; E0)

�
�! HomIsoy(E

00
jU ; E

0
jU )

et une injection canoniqueExtIsoy(E
00; E0) ,! ExtIsoy(E

00
jU ; E

0
jU ):
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Résulte de 2.2.2 et 2.1.4. 2

2.3. ISOCRISTAUX UNIPOTENTS

DÉFINITION 2.3.1. UnF -isocristal surconvergent est ditunipotents’il est exten-
sion it́eŕee deOy

X .

Remarquons en particulier qu’unF -isocristal surconvergentE est unipotent si
et seulement si il est extension deOy

X par unF -isocristal surconvergent unipotent
G. En fait, il suffit qu’il existe une suite exacteà gauche 0! G! E ! Oy

X avec
G unipotent.

PROPOSITION 2.3.2.LesF -isocristaux surconvergents unipotents sont stables
par extension, sous-objet, quotient, produit tensoriel, hom interne, dual et image
inverse.

Soient (�): 0! E0 ! E ! E00 ! 0 une suite exacte avecE0 etE00 unipotents.
Montrons par ŕecurrence sur le rang deE qu’il est unipotent. PuisqueE00 est
unipotent, il est extension deOy

X par unF -isocristal surconvergent unipotentG00.
Soit 0! E0 ! G ! G00 ! 0 la suite exacte obtenue en tirant la suite (�) par
G00 ! E00. Par ŕecurrence,G est unipotent et on a une suite exacte 0! G! E !

Oy
X ! 0, ce qui montre queE est bien unipotent.
SoientE un F -isocristal surconvergent unipotent etE0 un sous objet deE.

Montrons par ŕecurrence sur le rang deE queE0 est unipotent. On peutécrireE
comme extension deOy

X par unF -isocristal surconvergent unipotentG. SoitG0

le noyau du morphisme composé E0 ,! E ! Oy
X . Alors G0 est un sous objet

deG et est donc unipotent par hypothèse. Comme on a une suite exacteà gauche
0! G0 ! E0 ! Oy

X , on voit queE0 est unipotent.
SoitE unF -isocristal surconvergent unipotent. Montrons par récurrence sur le

rang deE que son dualE�est aussi unipotent. OńecritE comme extension deOy
X

par unF -isocristal surconvergent unipotentG. On a donc une suite exacte 0!
Oy
X ! E�! G�! 0 etE� est donc unipotent comme extension d’unipotents.
Donnons nous maintenant deuxF -isocristaux surconvergents unipotentsE et

E0. Montrons par ŕecurrence sur le rang deE 
 E0 qu’il est unipotent. Ońecrit
E comme extension deOy

X par unF -isocristal surconvergent unipotentG si bien
queE 
 E0 est extension deE0, qui est unipotent par récurrence, parG
 E0 qui
l’est aussi.

La dernìere assertion résulte de l’exactitude du foncteur image inverse et du fait
qu’il préserve l’isocristal trivial. Toutes les autres se déduisent formellement de
celles que nous venons de prouver. 2

De 2.2.4, on d́eduit la proposition suivante:
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PROPOSITION 2.3.3. SoientX une courbe lisse et connexe surk et U un
ouvert affine non vide deX. Alors un isocristal surconvergent unipotent surX est
détermińe par sa restrictioǹaU . 2

Remarques2.3.4. (i) SiE est un isocristal surconvergent unipotent non nul
surX, alorsH0

rig(X;E) est non nul: on proc̀ede par ŕecurrence sur le rang de
E. On sait queH0

rig(X) est non nul. En ǵeńeral, onécritE comme extension de

Oy
X par un isocristal surconvergent unipotentG, ce qui nous fournit une injection

H0
rig(X;G) ,! H0

rig(X;E) et H0
rig(X;G) est non nul par hypoth̀ese. Le m̂eme

genre d’argument permet de voir queH0
rig(X) �= H0

rig(X;E) si et seulement siE

est une suite d’extensions non triviales deOy
X .

(ii) SiE est un isocristal surconvergentunipotent surX connexeet si on note�rig

la caract́eristique d’Euler–Poincaré rigide, alors�rig(E) = �rig(X) rangE; comme
�rig est additif, c’est une conséquence imḿediate de la d́efinition. En particulier,
on voit que siE0 etE00 sont deux isocristaux unipotents sur la droite affine moins
n points, on a

dimK ExtIsoy(E
00; E0)

= (n� 1)rang(E0)rang(E00) + dimK HomIsoy(E
00; E0):

(iii) Il r ésulte de [B2] (et [C-M] losquek est fini) que siE est un isocristal
surconvergent unipotent surX lisse, alors pour touti;Hi

rig(X;E) est de dimension
finie.

PROPOSITION 2.3.5.Si X est connexe, un isocristal surconvergent surX est
unipotent si et seulement s’il possède une filtration (croissante, exhaustive et
sépaŕee) dont le gradúe est constant. Il existe en fait une unique telle filtration
surE satisfaisantGriE = H0

rig(X;E=Fil i�1E)
K Oy
X et elle est fonctorielle.

La condition est clairement suffisante car les isocristaux constants sont unipo-
tents et pour montrer que celle-ci est nécessaire, il suffit de montrer la dernière
assertion. L’unicit́e est claire. Pour montrer l’existence, on procède par ŕecurrence
sur le rang deE. PosonsE0 := H0

rig(X;E)
KO
y
X . D’après la Remarque 2.3.4.(i),

H0
rig(X;E) est un isocristal non nul surK et commeX est connexe, on a une injec-

tion d’isocristaux surconvergents unipotentsE0 ,! E. Il résulte de la Proposition
2.3.2 queE00 := E=E0 est un isocristal surconvergent unipotent. Par récurrence, il
poss̀ede une unique filtration satisfaisant

Gri(E00) = H0
rig(X;E

00=Fili�1E
00)
K Oy

X :

On d́efinit alors Fili+1E en tirant la suite exacte courte 0! E0 ! E ! E00 ! 0
par FiliE00 ,! E00. Pouri > 0, on aE=FiliE = E00=Fili�1E

00 et donc Gri+1(E) =
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Gri(E00) = H0
rig(X;E=FiliE) 
K Oy

X et bien ŝur, par construction Gr0(E) =

E0 = H0
rig(X;E) 
K Oy

X . 2

Nous appellerons cette dernière filtration lafiltration naturellesurE. On a toujours
Fili(E0 � E00) = FiliE0� FiliE00 et siH est un isocristal surK, alors Fili(E 
K

H) = FiliE 
K H.

2.4. DEUX PROPRÍETÉS REMARQUABLES DES ISOCRISTAUX SURCONVERGENTS
UNIPOTENTS

On se donne unsch́emapropre et lisseP sur (V) et un diviseurà croisements
normauxZ dansP . On noteX (resp.V ) la fibre sṕeciale (resp. ǵeńerique) du
compĺementaire deZ dansP . AlorsV rig est un voisinage strict de]X[

P̂
dansP rig

et on dit qu’un isocristal surconvergentE surX estalgébriques’il existe un module
à connexion int́egrableE surV tel queE

P̂
= jyE rig. On a alors un morphisme

naturelHi
dR(V; E)! Hi

dR(V
rig; E rig)! Hi

rig(X;E):

PROPOSITION 2.4.1.Avec les notations qui préc̀edent, siE est un modulèa con-
nexion int́egrable unipotent surV , alors la connexion dejyE rig est surconvergente.
Si on d́efinitE parEP := jyE rig, on obtient ainsi unéequivalenceentre la catégorie
des modules̀a connexion int́egrable unipotents surV et celle des isocristaux sur-
convergents unipotents surX. De plus, on a pour touti,Hi

rig(X;E) = Hi
dR(V; E):

En particulier, on voit que tout isocristal surconvergent unipotentE surX est
algébrique.

Montrons par ŕecurrence sur le rang deE que siE est unipotent, alorsjyE rig est
unipotent, que sa connexion est surconvergente, et que pour touti, on a

Hi
dR(]Y [P ; j

yE rig) = Hi
dR(V; E):

Si E est de rang 1, alorsE = OV et jyOrig
V est bien ŝur unipotentà connexion

surconvergente. De plus, il résulte de [B-C] que

Hi
dR(]Y [P ; j

yO
rig
V ) = Hi

rig(X) = Hi
dR(V ) = Hi

dR(V;OV ):

Si le rang deE est strictement supérieur à 1, onécrit E comme extension de
OV par unOV -moduleà connexion int́egrable unipotentG. Comme les foncteurs
E 7! E rig et jy sont exacts, on voit quejyE rig est extension dejyOrig

V par jyGrig.
Par ŕecurrence,jyGrig est unipotent, sa connexion est surconvergente, et pour tout
i, on aHi

dR(]Y [P ; j
yGrig) = Hi

dR(V;G). On voit donc quejyE rig est unipotent et
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sa connexion est surconvergente par 1.2.2. De plus, on a un morphisme de suites
exactes longues

Hi
dR(V;G) - Hi

dR(V; E) - Hi
dR(V ) - Hi+1

dR (V; E)

Hi
dR(]Y [P ; j

yGrig)

?

o

- Hi
dR(]Y [P ; j

yE rig)

?

- Hi
rig(X)

?

o

- Hi
dR(]Y [P ; j

yGrig)

?

o

qui nous donne par récurrence l’isomorphisme annoncé.
Montrons que notre foncteur est essentiellement surjectif. On se donne un

isocristal surconvergent unipotentE et on montre qu’il existe un modulèa con-
nexion int́egrable unipotentE surV tel queEP = jyE rig. On proc̀ede par ŕecurrence
sur le rang deE que l’on écrit comme extension deOy

X par unF -isocristal
surconvergentG. Par ŕecurrence, on aGP = jyGrig avecG unipotent et on a un
isomorphisme ExtIsoy(O

y
X ; G) = H1

rig(X;G) = H1
dR(V;G) = Extr(OV ;G), ce

qui montre queE provient d’une extensionE deOV parG.
Il resteà vérifier que notre foncteur est pleinement fidèle. SoientE (resp.E 0)

un moduleà connexion int́egrable unipotent surV et E (resp.E0) l’isocristal
correspondant. On aHom(E;E0) = jyHom(E rig; E 0rig) et Hom(E rig; E 0rig) =
Hom(E ; E 0)rig: De plus, commeE et E 0 sont unipotents, il en va de m̂eme de
Hom(E ; E 0). On a donc HomIsoy(E;E

0) = H0
rig(X;Hom(E;E0)) = H0

dR(V;
Hom(E ; E 0)) = Homr(E ; E

0). 2

On suppose maintenant quek contientFq avecq = pa et queX = X0 
Fq k
avecX0 sch́ema śepaŕe de type fini surFq . On noteFX0 la puissancea-ième du
Frobenius absolu deX0 etFX = FX0 
Fq k. On suppose aussi queX est un ouvert
de la fibre sṕeciale d’unV-sch́ema formel propre et plat.

PROPOSITION 2.4.2.Avec les notations qui préc̀edent, siE est un isocristal
surconvergent unipotent surX, alorsF �

XE est aussi unipotent. On obtient ainsi
une auto-́equivalence de la catégorie des isocristaux surconvergents unipotents sur
X.

Il r ésulte de la Proposition 2.3.2 que siE est unipotent, alorsF �
XE aussi.

Montrons que notre foncteur est essentiellement surjectif. On se donne un isocristal
surconvergent unipotentE0 et on montre qu’il existe un isocristal surconvergent
unipotentE tel queE0 = F �

XE. On proc̀ede par ŕecurrence sur le rang deE0

que l’on écrit comme extension deOy
X par un isocristal surconvergent unipotent

G0. Par ŕecurrence, on peut́ecrireG0 = F �
XG avecG unipotent. Il ŕesulte de la
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Proposition 2.1? de [E-LS] que le Frobenius induit un isomorphismeH1
rig(X;G

0) �=

H1
rig(X;G) et on donc a un isomorphisme

ExtIsoy(O
y
X ; G

0) = H1
rig(X;G

0) �= H1
rig(X;G) = ExtIsoy(O

y
X ; G):

Il suit queE0 provient bien d’une extensionE deOy
X parG.

Il resteà vérifier que notre foncteur est pleinement fidèle. SoientE etE0 deux
isocristaux surconvergents unipotents. Il résulte de la Proposition 2.1 de [E-LS]
queH0

rig(X;F
�
XHom(E;E0)) �= H0

rig(X;Hom(E;E0)) et on a donc

HomIsoy(F
�
XE;F

�
XE

0) = H0
rig(X;Hom(F �

XE;F
�
XE

0))

= H0
rig(X;F

�
XHom(E;E0)) �= H0

rig(X;Hom(E;E0))

= HomIsoy(E;E
0): 2

3. F-isocristaux

3.1. GÉNÉRALITÉS

On suppose maintenantk algébriquement clos de caractéristiquep > 0, on fixe un
entier positif non nula et on poseq = pa. Lorsque nous parlerons deFrobenius, il
s’agira toujours dua-ième it́eŕe du Frobenius absolu. On fixeà nouveau un entier
positif non nule et on d́esigne parK (resp.K0) le corps obtenu en ajoutant une
racine primitivee-ième� dep au corps des fractions deW (k) (resp.W (Fq )). On
posed := ea = [K0 : Qp ] et on note� le Frobenius deK qui laisse� invariant.

3.1.1. UnFrobeniussur unK-espace vectorielH est tout simplement un endo-
morphisme semi-lińeaire. UnF -isocristal est un isocristal (espace vectoriel de
dimension finie) muni d’un Frobenius bijectif. Tout� 2 Q s’écrit de manìere
unique sous la forme� = r=sd avecr et s deux entiers premiers entre eux et
s > 0 (on rappelle qued est le degŕe deK0 sur Qp ). Si on d́esigne parK�[T ]
l’anneau de polynomes non commutatif défini par la conditionTa = �(a)T , on
poseK(��) := K�[T ]=(T

s � �r). C’est un isocristal surK que l’on munit d’un
Frobeniusen utilisant la multiplicatioǹa droite parT . SiH est un espace vectoriel
muni d’un Frobenius�, on poseH(��) = H 
K K(��). Lorsque� est entier,
on retrouve le twist̀a la Tate. L’application canoniqueK ! K(��) fournit un
isomorphismeH�s=�r �= H(��)�=1. Remarquons aussi que le dual deK(��)
estK(�) et que l’on a toujoursK(��)(��) �= K(�(� + �))N (pour un certain
entierN ??) et de m̂eme Hom(K(��);K(��)) �= K(�(�� �))N (pour un autre

? Nous signalons au lecteur une ommission dans l’énonće de la Proposition 2.1 de [E-LS]: en
effet, la version sans support nécessite l’hypoth̀ese queX soit lisse.
?? Nous signalons au lecteur que la formule donnée dans [Dem] est incorrecte.

comp4211.tex; 7/08/1995; 8:18; v.7; p.17

https://doi.org/10.1023/A:1000602824628 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1000602824628


98 BRUNO CHIARELLOTTO AND BERNARD LE STUM

entierN). Le th́eor̀eme de d́ecomposition de Manin (voir [Dem] lorsqued = 1)
nous dit que toutF -isocristalH surK s’écrit de manìere unique comme somme
directe de copies deK(��). On dit alors que� est unepentedeH.

3.1.2. SoientX un sch́ema śepaŕe de type fini surk etF le Frobenius deX, c’està
dire lea-ième it́eŕe du Frobenius absolu. UnF -isocristal surconvergentsurX est
un couple forḿe d’un isocristal surconvergentEet d’un isomorphisme':F �E

�
�!

E. Bien ŝur, on peut identifier la catégorie desF -isocristaux surconvergents sur
Spec(k) avec la cat́egorie desF -isocristaux surK et la fibre d’unF -isocristal
surconvergentE en un point ferḿex deX est de manìere naturelle unF -isocristal
surK. On dit que� 2 Q est une pente duF -isocristal surconvergentE s’il existe un
point ferḿex deX tel que� soit une pente deEx. UnF -isocristal unit́eest unF -
isocristal surconvergent dont tous les pentes sont nulles. Cela signifie que les fibres
en chaque point ferḿe sont desF -isocristaux unit́es. On dit qu’unF -isocristal
surconvergentE surX estconstantsiE �= Oy

X 
KH oùH est unF -isocristal sur
K. SiE est unF -isocristal surconvergent surX, on poseE(��) := E
KK(��)
et on dit queE(��) est undécaĺe deE. Enfin, rappelons que siE est unF -
isocristal surconvergent surX, alors l’espace vectorielHi

rig(X;E) est muni de
manìere naturelle d’unFrobenius�.

Remarque3.1.3. SiE est unF -isocristal surconvergent surX, le plus grand sous
objet constant deE est stable par Frobenius. En effet, c’estH0

rig(X;E)
K Oy
X . Il

en ŕesulte que toutes les pentes deH0
rig(X;E) sont des pentes deE. En particulier,

on voit que siE est unF -isocristal unit́e, alorsH0
rig(X;E) est aussi unF -isocristal

unité.

PROPOSITION 3.1.4.SoientX une courbe lisse et connexe surk, U un ouvert
affine non vide deX etZ son compĺementaire.SoitE unF -isocristal surconvergent
surX. Alors, l’isomorphismeH0

rig(X;E)
�
�! H0

rig(U;E) et la suite de Gysin

0! H1
rig(X;E) ! H1

rig(U;E) ! H0
rig(Z;E)(�1) ! H2

rig(X;E) ! 0

sont stables par Frobenius. On a un isomorphisme

H0
rig(X;E)

�=1 �
�! H0

rig(U;E)
�=1

et une suite exactèa gauche

0! H1
rig(X;E)

�=1 ! H1
rig(U;E)

�=1 ! H0
rig(Z;E)

�=q�1
:

En fait, siH1
rig(X;E) est de dimension finie, on a une suite exacte longue

0 ! H1
rig(X;E)

�=1 ! H1
rig(U;E)

�=1 ! H0
rig(Z;E)

�=q�1

! H2
rig(X;E)

�=1 ! 0:
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Les premìeres assertions sont des conséquences de la construction de la suite
de Gysin (voir par exemple [E-LS]). La seconde résulte de la surjectivité de�� 1
sur les espaces en question (voir par exemple le Lemme 5.6 de [I]). 2

Remarque3.1.5. Sous les hypothèses de la proposition, on voit que siE est un
F -isocristal surconvergent unité, alorsH1

rig(X;E)
�=1 �

�! H2
rig(U;E)

�=1. Cela

résulte du fait que par la Remarque 3.1.3, on aH0
rig(Z;E)

�=q�1
= 0 siE est unit́e.

3.2. EXTENSION DEF-ISOCRISTAUX SURCONVERGENTS

Si E0 etE00 sont deuxF -isocristaux surconvergents surX, HomIsoy(E
00; E0) est

naturellement muni d’un Frobenius donné par'(n) = '0 � F �(n) � '00�1. De
la même manìere, on munit ExtIsoy(E

00; E0) d’un Frobenius� comme suit: on
composeF �: ExtIsoy(E

00; E0)! ExtIsoy(F
�E00; F �E0) avec

'0: ExtIsoy(F
�E00; F �E0)! ExtIsoy(F

�E00; E0)

puis avec'00�1: ExtIsoy(F
�E00; E0)! ExtIsoy(E

00; E0). Il est clair que si ExtF -isoy

désigne les classes d’extensions deF -isocristaux surconvergents, alors l’applica-
tion ExtF -isoy(E

00; E0)! ExtIsoy(E
00; E0) a pour image ExtIsoy(E

00; E0)�=1.

PROPOSITION 3.2.1.L’application canoniqueExtF -isoy(E
00; E0)! ExtIsoy(E

00;
E0)�=1 est bijective.

Comme cette application est linéaire et surjective, il suffit de montrer que toute
structure de Frobenius sur l’extension triviale est triviale. Une telle structure est
donńee surE0 � E00, par une matrice

�
'0 m
0 '00

�
ou m 2 HomIsoy(F

�E00; E0).

Comme Hom(E00; E0) = H0
rig(X;Hom(E00; E0)) est de dimension finie par 2.1.2,

alors� � 1 est surjective sur cet espace (voir par exemple [I]) et il existe donc
n:E00 ! E0 tel que(��1)(n) = m�'00�1, c’està direm = '0 �F �(n)�n�'00.
On a donc 

1 n

0 1

! 
'0 m

0 '00

!
=

 
'0 0

0 '00

! 
1 F �(n)

0 1

!
: 2

SiE0 etE00 sont deuxF -isocristaux surconvergents surX, on a un homomor-
phisme fonctoriel

ExtF -isoy(E
00; E0)! H1

rig(X;Hom(E00; E0))�=1:

PROPOSITION 3.2.2.Supposons que l’on peut plongerX comme ouvert de la
fibre sṕeciale d’un sch́ema formel propre et platP . Alors, siE0 etE00 sont deux
F -isocristaux surconvergents surX, on a un isomorphisme naturel

ExtF -isoy(E
00; E0)

�
�! H1

rig(X;Hom(E00; E0))�=1:
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100 BRUNO CHIARELLOTTO AND BERNARD LE STUM

Notre assertion résulte de 2.2.2 et 3.2.1. 2

Remarques3.2.3. (i) SiE est extension deE00 parE0, alors les pentes deE
sont les pentes deE0 et deE00. En particulier, siE est unF -isocristal filtŕe, les
pentes deE sont les pentes du gradué deE.

(ii) Par construction, les isomorphismes canoniques

ExtIsoy(E
00(�); E0) �= ExtIsoy(E

00; E0)(��) �= ExtIsoy(E
00; E0(��))

sont compatibles aux Frobenius. On a donc

ExtF -isoy(E
0(�); E00) �= ExtF -isoy(E

0; E00(��)):

PROPOSITION 3.2.4.SoientX une courbe lisse et connexe surk etU un ouvert
affine non vide deX. SoientE0 etE00 deuxF -isocristaux surconvergents surX.
Alors, on a un isomorphisme

HomF -isoy(E
00; E0)

�
�! HomF -isoy(E

00
jU ; E

0
jU )

et une suite exactèa gauche

0! ExtF -isoy(E
00; E0)! ExtF -isoy(E

00
jU ; E

0
jU )!

M
x62U

HomF -iso(E
00
x(1); E

0
x):

S’il n’existe pas de pentes� de E0 et � de E00 telles que� � � = 1, alors
ExtF -isoy(E

00; E0)
�
�! ExtF -isoy(E

00
jU ; E

0
jU ).

SiExtIsoy(E
00; E0) est de dimension finie, on a une suite exacte

0 ! ExtF -isoy(E
00; E0)! ExtF -isoy(E

00
jU ; E

0
jU

!
M
x 62U

HomF -iso(E
00
x(1); E

0
x)! 0

lorsqueX est affine, et une suite exacte

0 ! ExtF -isoy(E
00; E0)! ExtF -isoy(E

00
jU ; E

0
jU )

!
M
x 62U

HomF -iso(E
00
x(1); E

0
x)! HomF -isoy(E

00(1); E0)! 0

lorsqueX est propre.

Cela ŕesulte de 3.1.4 appliqué à Hom(E00; E0) et de 3.2.2. Pour la dernière
assertion, on utilise aussi la dualité surX propre et lisse (qui résulte de la dualité
en cohomologie cristalline). 2
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COROLLAIRE 3.2.5. Si X est un ouvert de la droite et� et � deux nombres
rationnels, alorsExtF -isoy(O

y
X(��);O

y
X (��)) = 0 si �� � 6= 1.

On peut supposer queX = P1
k auquel cas notre assertion résulte de la nullit́e de

H1
rig(P

1
k). 2

4. F-isocristaux unipotents

Les hypoth̀eses et notations sont comme dans le paragraphe 3:k est alǵebriquement
clos de caractéristiquep > 0 etq = pa où a est un entier positif non nul.e désigne
un entier positif non nul etK (resp.K0) est le corps obtenu en ajoutant une racine
primitive e-ième� dep au corps des fractions deW (k) (resp.W (Fq )). On rappelle
aussi qued = [K0 : Qp ] et que� est le Frobenius deK qui laisse� invariant.

4.1. DÉFINITIONS

DÉFINITION 4.1.1. UnF -isocristal surconvergentE sur X est dit unipotent
si l’isocristal surconvergent sous-jacent est unipotent. Attention, il ne s’agit pas
d’un objet unipotent de la catégorie desF -isocristaux surconvergents. En fait, les
objets unipotents de cette catégorie sont lesF -isocristaux surconvergents unipo-
tents unit́es.

PROPOSITION 4.1.2.Si X est connexe, unF -isocristal surconvergent surX
est unipotent si et seulement s’il possède une filtration (croissante, exhaustive et
sépaŕee) dont le gradúe est constant. En fait, la filtration naturelle surE est stable
par Frobenius.

La condition est clairement suffisante car lesF -isocristaux constants sont unipo-
tents et pour montrer qu’elle est nécessaire, il suffit de montrer la dernière assertion.
Celle-ci ŕesulte de la fonctorialité de la filtration naturelle. 2

COROLLAIRE 4.1.3.SiX est connexe, unF -isocristal surconvergent surX est
unipotent si et seulement s’il est extension itérée de d́ecaĺes deOy

X . 2

Remarque4.1.4. SoitE unF -isocristal surconvergent unipotent surX connexe.
Alors, les pentes deE sont exactement les rationnels� qui apparaissent comme
quotients dans unéecriture deE comme extension itéŕee deF -isocristaux de la
formeOy

X(��). En d’autres termes, ce sont les� tels queOy
X(��) est un sous-

quotient deE. En particulier, les pentes deEx sont ind́ependantes du choix du
point ferḿex.

PROPOSITION 4.1.5.SoientX une courbe lisse et connexe surk etU un ouvert
affine non vide deX. Alors,

(i) UnF -isocristal surconvergent unipotent est détermińe par sa restrictioǹaU .
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102 BRUNO CHIARELLOTTO AND BERNARD LE STUM

(ii) ToutF -isocristal unipotent unit́e surU se prolonge de manière uniquèaX.

C’est une conśequence de 3.2.4. 2

CORLLAIRE 4.1.6. Sur un ouvert de la droite, toutF -isocristal unipotent unit́e
est trivial. 2

4.2. F -ISOCRISTAUX UNIPOTENTS SUR UN OUVERT DE LA DROITE AFFINE

On d́esigne maintenant parX un ouvert de la droite affine.

PROPOSITION 4.2.1.SoientE0 etE00 deuxF -isocristaux surconvergents unipo-
tents surX. S’il n’existe pas de pentes� deE0 et� deE00 telles que�� � = 1,
alorsExtF -isoy(E

00; E0) = 0.
On proc̀ede par ŕecurrence sur le rang deE0. On proc̀ede ensuite par récurrence

sur celui deE00. On écrit E00 comme extension deOy
X(��) par unF -isocristal

surconvergentG00. On a une suite exacte au milieu

ExtF -isoy(O
y
X(��); E

0)! ExtF -isoy(E
00; E0)! ExtF -isoy(G

00; E0)

avecG00 et Oy
X(��) satisfaisant les m̂emes hypoth̀eses queE00. On peut donc

supposer queE00 = Oy
X(��). On proc̀ede de la m̂eme fac¸on pourE0 et on se

ramène ainsi au cas où E0 = Oy
X(��). Or on a vu dans le Corollaire 3.2.5 que

ExtF -isoy(O
y
X(��);O

y
X(��)) = 0 si�� � 6= 1. 2

PROPOSITION 4.2.2.Soit E un F -isocristal surconvergent unipotent surX.
Alors,E est somme directe de décaĺes deF -isocristaux surconvergents̀a pentes
entìeres.

On raisonne par récurrence sur le rang deE. On écrit E comme extension
deOy

X(��) par unF -isocristal surconvergentG. Par ŕecurrence, on peut́ecrire
G = G0 � G00, où les pentes deG0 sont congruentes̀a � moduloZ et aucune de
celles deG00 ne le sont. Il ŕesulte alors de 4.2.1 que

ExtF -isoy(O
y
X(��); G) = ExtF -isoy(O

y
X(��); G

0)� ExtF -isoy(O
y
X(��); G

00)

�= ExtF -isoy(O
y
X(��); G

0):

On peut donćecrireE = E0 �G00 et on applique l’hypoth̀ese de ŕecurrence. 2

THÉORÈME 4.2.3. SoitE unF -isocristal surconvergent unipotent sur un ouvert
X de la droite affine. AlorsE poss̀ede une unique filtration (finie, croissante,
exhaustive et śepaŕee index́ee parQ) telle queGr�E �= Oy

X(��)
n� : Celle-ci est

fonctorielle.
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On proc̀ede par ŕecurrence sur le rang deE. Soient� la plus petite pente deEetn
maximal tel queE contienneOy

X(��)
n. Si� était une pente du quotientG deE par

Oy
X(��)

n, on pourrait trouver gr̂aceà la Remarque 4.1.4.(i), un sous-F -isocristal
surconvergentG0 de G et un morphisme non nulG0 ! Oy

X(��). Comme les
pentes deG sont> �, il résulte de la Proposition 4.2.1 que ce morphisme possède
une section. On voit ainsi queG0, et donc aussiG, contient une copie deOy

X(��).
On tire alors la suite exacte 0! Oy

X(��)
n ! E ! G ! 0 par notre injection

Oy
X(��) ,! G et on obtient une suite exacte courte

0! Oy
X(��)

n ! E0 ! Oy
X(��)! 0

qui est scind́ee par 4.2.1. On a doncOy
X(��)

n+1 �= E0 ,! E, ce qui contredit notre
hypoth̀ese. On voit donc que� n’est pas une pente deG. Comme c’est une pente
deE, le rang deG est strictement plus petit que celui deE et on peut appliquer̀a
G notre hypoth̀ese de ŕecurrence.

Donnons nous maintenant un morphismeu:E ! E0 entre deuxF -isocristaux
surconvergents unipotents. Comme les pentes de Fil�E sont6 � et que celles de
E0=Fil�E0 sont> �, le morphisme composé Fil�E ! E ! E0 ! E0=Fil�E0 est
nul. Nous voyons donc queu respecte les filtrations. Comme corollaire, on obtient
l’unicit é de notre filtration. 2

Par d́efinition, cette filtration est lafiltration par les pentes.

COROLLAIRE 4.2.4.SiE est unF -isocristal surconvergentunipotent indécompo
sable (en tant queF -isocristal surconvergent) surX, ses pentes sont�; � +
1; : : : ; �+ r.

Grâceà la Proposition 4.2.2, on sait que les pentes deE sont toutes congrues
moduloZ. Supposons qu’il existe� tel que 06= Fil�E = Fil�+1E 6= E. Alors la
suite exacte 0! Fil�E ! E ! E=Fil�E ! 0 est scind́ee: en effet, comme les
pentes de Fil�E sont6 � et que celles deE=Fil�E = E=Fil�+1E sont> � + 1,
cela ŕesulte de la Proposition 4.2.1. 2

5. Exemples et compĺements

On d́esigne toujours parX un ouvert de la droite affine. Quitteà faire des d́ecalages
et des sommes directes, toutF -isocristal surconvergent unipotentE peut s’obtenir
à partir deF -isocristaux surconvergents unipotents indécomposables̀a pentes
entìeres. De plus, quittèa faire un nouveau d́ecalage, on peut supposer que les pentes
sont 0;1;2; : : : ; r. On dispose alors d’une filtration telle que GriE �= Oy

X(�i)
ni .
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104 BRUNO CHIARELLOTTO AND BERNARD LE STUM

En d’autres termes, si on relèveX de la manìere habituelle,E poss̀ede une base
dans laquelle la matrice du Frobenius est triangulaire, et dont les valeurs propres
sont 1; q; : : : ; qr. Plus pŕeciśement, elle est de la forme

0
BBBBB@

A0 � � �

0 A1 � �

� � � �

0 � 0 Ar

1
CCCCCA

avecAi = qiIn. En reprenant les arguments de la démonstration de la Proposition
3.2.1, on peut m̂eme trouver une base dans laquelle la matrice du Frobenius est la
matrice diagonale

D(1; : : : ;1; q; : : : ; q; : : : ; qr; : : : ; qr):

En particulier, le Frobenius est semi-simple.

5.1. COMPARAISON DES FILTRATIONS

Par fonctorialit́e, la filtration par les pentes est ‘plus fine’ que la filtration naturelle.
On peut se demander si elle est strictement plus fine.

5.1.1. Avant de poursuivre, il est nécessaire de faire la remarque suivante: siE est
un F -isocristal surconvergent unipotent indécomposable non constant et si� est
une pente deE0 := Filnat

0 E, alors� + 1 est une pente deE=E0. En effet, comme
E0 est constant,Oy

X(��) est facteur direct dansE0. On peut alors pousser la suite
exacte 0! E0 ! E ! E=E0 ! 0 parE0 ! Oy

X(��) pour obtenir une suite
exacte 0! Oy

X(��) ! F ! E=E0 ! 0. Si�+ 1 n’est pas une pente deE=E0,
alors cette suite est scindée etOy

X(��) est facteur direct dansE. Ce qui contredit
nos hypoth̀eses.

5.1.2. Montrons maintenant que siE est unF -isocristal surconvergent unipotent
indécomposable de rang au plus 3,à pentes 0;1; : : : ; alors les deux filtrations
cöıncident:

Il suffit bien ŝur de traiter le cas òu E n’est pas constant. Supposons que
Filpente

0 E 6= Filnat
0 E, alors Filnat

0 E a au moins deux pentes distinctes et est donc
de rang au moins 2. La Remarque 5.1.1 nous dit queE=Filnat

0 E a, lui aussi, au
moins deux pentes distinctes et est donc aussi de rang au moins 2. On obtient
donc une contradiction avec notre hypothèse que le rang deE est au plus 3. On
a donc ńecessairement Filpente

0 E = Filnat
0 E et on peut consid́erer le quotientF .

S’il est ind́ecomposable, on conclut par récurrence. Sinon, comme il est de rang
au plus 2, il est constant et on a donc Filnat

1 E = E. Il suffit donc pour conclure
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de montrer que 2 n’est pas une pente deE. Le seul cas non trivial est celui où
F est de rang 2 et on a donc une suite exacte 0! Oy

X ! E ! F ! 0 que
l’on peut tirer parOy

X(�2)! F pour obtenir une extension deOy
X(�2) parOy

X .
Elle est ńecessairement scindée, ce qui montre queOy

X(�2) est contenu dansE.
Contradiction.

5.1.3. Nous ne l’avons pas vérifié, mais le ŕesultat pŕećedent se ǵeńeralise prob-
ablement auxF -isocristaux de rang quelconque lorsqueX = P1

knf0;1g. Nous
allons voir cependant que que l’on peut construire unF -isocristal surconvergent
unipotent ind́ecomposable de rang 4 surP1

knf0;1;1g à pentes 0, 1 et 2 pour lequel
les deux filtrations ne coı̈ncident pas.

Remarquons tout d’abord qu’il existe des extensionsF deOy
X(�1) parOy2

X

qui sont ind́ecomposables: En effet, dire que leF -isocristal surconvergentF
est d́ecomposable signifie que l’on peut l’obtenir en poussant une extension de

Oy
X(�1) parOy

X par un morphisme non nulOy
X ! Oy2

X . Comme

HomF -isoy(O
y
X ;O

y2

X) = [H0
rig(X)�=1]2 = K2

0;

cela signifie qu’il existea; b 2 K0 non tous nuls tels queF soit dans l’image de
l’application linéaire

H1
rig(X)�=q = ExtF -isoy(O

y
X(�1);Oy

X )! ExtF -isoy(O
y
X (�1);Oy2

X)

= [H1
rig(X)�=q]2:

� 7! (a�; b�):

Notre assertion résulte donc du fait que dimH1
rig(X)�=q = 2 > 1.

Donnons nous maintenant une extension non trivialeD deOy
X(�1) parOy

X .
La flèche naturelleH1

rig(D)! H1
rig(X)(�1) étant surjective, il en va de m̂eme de

l’applicationévidente

ExtF -isoy(O
y
X(�2);D �Oy

X(�1))! ExtF -isoy(O
y
X (�2);Oy2

X(�1)):

Il existe donc une extension (non triviale)E deOy
X(�2) parD � Oy

X(�1) qui

donneF (�1) lorsqu’on la pousse par le morphismeD�Oy
X(�1))! Oy2

X(�1)).
Étudions les filtrations surE. On a bien ŝur Filpente

0 E = Oy
X et Filpente

1 E =

D �Oy
X(�1). D’autre part, commeE est une extension non triviale deOy

X(�2)
parD � Oy

X(�1), on aH0
rig(E) = H0

rig(D � Oy
X(�1)) = K � K(�1) si bien

que Filnat
0 E = Oy

X � Oy
X(�1). En particulier, on voit que Filpente

0 E 6= Filnat
0 E

et donc, comme annoncé, que les deux filtrations ne coı̈ncident pas. Montrons
aussi que Filnat

1 E est de rang 3. Il s’agit de montrer que le quotient deE par
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Filnat
0 E n’est pas constant. Or celui-ci n’est autre que l’extension que l’on obtient

en poussant l’extensionF (�1) par la premìere projectionOy2

X(�1) ! Oy
X(�1).

Et cette extension n’est pas triviale carF est ind́ecomposable.
Pour finir, il restèa vérifier queE est ind́ecomposable. Supposons le contraire;

on peut donćecrireE = E1 � E2 et comme Filnat
0 E = Oy

X � Oy
X(�1), on a

nécessairementOy
X � E1 etOy

X(�1) � E2 (ou le contraire). De plus, comme
Filnat

1 E est de rang 3, on a obligatoirementE1 ouE2 de rang 1. Il suit queE1 = Oy
X

ouE2 = Oy
X(�1). Le premier cas ne peux pas se produire carE1 � D � E etD

est ind́ecomposable. Il restèa traiter le second cas. CommeF (�1) est le quotient de
E parOy

X et que HomF -isoy(O
y
X ;O

y
X(�1)) = 0, la sectionE ! E2 se factoriserait

parF (�1). Or, celui-ci est ind́ecomposable. Contradiction.

5.1.4. Dans l’exemple préćedent, si l’on rel̀eveX de la manìere habituelle, on peut
prendre pourE leF -isocristal dont la connexion et le Frobenius sont donnés dans
une basefe1; e2; e3; e4g par les matrices

0
BBBBB@

0 1=t 0 0

0 0 0 1=t

0 0 0 1=t� 1

0 0 0 0

1
CCCCCA et

0
BBBBB@

1 0 0 0

0 q 0 0

0 0 q qu

0 0 0 q2

1
CCCCCA

avecu = log(1� tq)� log(1� t)q. On a alors Filpente
0 E = (e1), Filnat

0 E = (e1; e3)
et Filpente

1 E = Filnat
1 E = (e1; e2; e3). Pour montrer queE est ind́ecomposable, on

peut refaire de manièreélémentaire le raisonnement de 5.1.3.

5.2. STRUCTURE DE FROBENIUS SUR LES ISOCRISTAUX UNIPOTENTS

Toutes les notionśelémentaires concernant lesF -isocristaux (surconvergents) que
nous avons rappelées plus haut lorsque le corps de base estK sont encore valables
au dessus deK0. Bien ŝur, on ne dispose plus alors du théor̀eme de d́ecomposition de
Manin. Mais on a un foncteur de changement de baseE 7! EK pour les isocristaux
comme pour lesF -isocristaux et une application canoniqueH1

rig(E) 
K0 K !

H1
rig(EK). En utilisant la dernìere remarque de [B3], on peut facilement montrer

par ŕecurrence sur le rang, que siE est un isocristal unipotent surX lisse, cette
application est un isomorphisme.

On se pose maintenant la question de savoir si tout isocristal unipotent au dessus
d’un ouvert de la droite possède une structure de Frobenius. On suppose ici pour
simplifier quee = 1.

5.2.1. SoitX = P1
Fq
nf0;1g. Nous allons voir que siE est un isocristal surcon-

vergent unipotent surX qui est une suite d’extensionsnon trivialesdeOy
X alors
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E poss̀ede une structure de Frobenius. On procède par ŕecurrence sur le rang de
E en montrant au passage que l’on peut supposer queH1

rig(E) = K0(�1). On

écritE comme extension non triviale deOy
X parG. Notre hypoth̀ese de ŕecurrence

nous dit queG poss̀ede une structure de Frobenius telle queH1
rig(G) = K0(�1).

L’action de Frobenius est donc la multiplication parq. On en d́eduit une application
surjective ExtF -isoy(O

y
X ; G(1)) ! ExtIsoy(O

y
X ; G): Cela montre queE peutêtre

muni d’une structure de Frobenius qui en fait une extension deOy
X parG(1). Il

resteà montrer queH1
rig(E) = K0(�1). Pour cela, on considère la suite exacte

longue de cohomologie

0 ! H0
rig(G)(1)! H0

rig(E) ! K0 ! H1
rig(G)(1)! H1

rig(E)

! K0(�1)! 0:

Comme notre extension n’est pas triviale, on a nécessairementH0
rig(G)(1)

�
�!

H0
rig(E) et comme on est surP1

Fq
nf0;1g, la caract́eristique d’Euler–Poincaré d’un

isocristal unipotent est nulle. On a donc

dimH1
rig(E) = dimH0

rig(E) = dimH0
rig(G) = dimH1

rig(G) = 1:

On voit donc que les fl̀echesK0(�1) ! H1
rig(G) et H1

rig(E) ! K0(�1) sont
nécessairement bijectives.

5.2.2. Dans 5.2.1, l’hypoth̀ese queE est une suite d’extensions non triviales n’est
pas ńecessaire?. On peut montrer que tout isocristal surconvergent unipotent sur
X := P1

Fq
nf0;1g est somme directe d’isocristaux surconvergents satisfaisant les

hypoth̀eses de 5.2.1. Malheureusement, la seule démonstration que nous avons de
ce ŕesultat est assez laborieuse et nous préférons ne pas la reproduire ici. On voit
donc que tout isocristal surconvergent unipotent surX poss̀ede une structure de
Frobenius.

5.2.3. Le ŕesultat de 5.2.1 est toujours valable pour un cristal de rang 2 lorsque
X est la droite affine priv́ee den points. On aH1

rig(X) = Kn
0 (�1) et on a donc

une surjection ExtF -isoy(O
y
X(�1);Oy

X) ! ExtIsoy(O
y
X ;O

y
X): Il suit que siE est

une extension deOy
X parOy

X , on peut munirE d’une structure de Frobenius qui
en fait une extension deOy

X(�1) parOy
X . De plus, siE est une extension non

triviale, toute structure de Frobenius surEK està isomorphisme près, obtenue par
extension de la base et décalagèa partir de celle ci. En effet, on a un isomorphisme
ExtF -isoy(O

y
Xk

(�1);Oy
Xk

) = H1
rig(EK)

�=q = H1
rig(E) = ExtIsoy(O

y
X ;O

y
X).

5.2.4. Nous allons voir que le résultat de 5.2.1 est faux pour un cristal de rang 3
surX := P1

Fq
nf0;1;1g. En effet, commeH1

rig(X) 6= 0, il existe une suite exacte

? E. Pons a donńe une d́emonstration directe de ce résultat.
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non scind́ee 0! Oy
X

�
�! E0 �

�! Oy
X ! 0. Par 5.2.3, on peut munirE0 d’un

Frobenius. Le morphisme� fournit une surjectionH1
rig(E

0)! H1
rig(X) et on note

U le compĺementaire dansH1
rig(E

0) du noyau de cette fl̀eche. Tout� 2 U nous

fournit une suite exacte 0! E0 ! E ! Oy
X ! 0 telle que la suite exacte

0! Oy
X ! E00 ! Oy

X ! 0

obtenue en la poussant par� ne soit pas scind́ee. Consid́erons alors les filtrations
naturelles. On a Fil0E = Fil0E0 = Oy

X et E0 = Fil1E0 � Fil1E. En fait, on a
mêmeE0 = Fil1E. Sinon, on auraitE = Fil1E et donc Gr1E = E00, ce qui est
impossible par hypoth̀ese. Supposons queE est muni d’un Frobenius. Comme la
filtration naturelle est stable par Frobenius, le sous isocristalE0 deE est stable
sous l’action du Frobenius deE. Puisque toute structure de Frobenius surE0

K està
isomorphisme pr̀es, obtenue par décalagèa partir de l’originale, il existei etj 2 Z

tels que la suite exacte d’isocristaux surconvergents

0! E0
K(j) ! EK ! Oy

Xk
(i)! 0

soit stable par les Frobenius. On voit donc que� 2 H :=
S
i;jH

1
rig(E

0
K)

�=qj�i
.

On a une suite exacte courte

0! Oy
X

�
�! E0

K

�
�! Oy

X(�1)! 0

qui nous fournit une suite exacte

0! K(�1)! K2(�1)! H1
rig(E

0
K)! K2(�2)! 0:

Il suit que si l’on prend� 2 UnH, alorsEK ne peut pas avoir de structure de
Frobenius.

5.2.5. Si l’on rel̀eveX de la manìere habituelle, on peut prendre pourE le
F -isocristal surP1nf0;1;1g dont la connexion est donnée par la matrice

0
BB@

0 1=t 1=(t� 1)

0 0 1=t

0 0 0

1
CCA :

La connexion surE0 = F �E est alors donńee par

0
BB@

0 q=t qtq�1=(tq � 1)

0 0 1=t

0 0 0

1
CCA :
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On vérifie aiśement que, quittèa faire un d́ecalage et un changement de base qui
n’altère pas les matrices ci-dessus, la matrice du Frobenius est nécessairement de
la forme

0
BB@

1 0 u

0 q 0

0 0 w

1
CCA :

On peut alors v́erifier à la main que cela est impossible.

5.2.6. Il est cependant fort possible que tout isocristal surconvergent unipotent
puisse se ŕealiser comme quotient (ou sous-objet) d’unF -isocristal surconvergent
unipotent?. Nous esṕerons pouvoir revenir sur cette question dans le futur. Dans
l’exemple pŕećedent, il suffit de consid́erer leF -isocristal surP1nf0;1;1g dont la
connexion est donńee par la matrice

0
BBBBB@

0 0 0 1=(t� 1)

0 0 1=t 1=(t� 1)

0 0 0 1=t

0 0 0 0

1
CCCCCA :

La connexion surF �E est alors donńee par

0
BBBBB@

0 0 0 qtq�1=(tq � 1)

0 0 q=t qtq�1=(tq � 1)

0 0 0 q=t

0 0 0 0

1
CCCCCA

et on muniE du Frobenius dont la matrice est

0
BBBBB@

q 0 0 u

q � 1 1 0 0

0 0 q 0

0 0 0 q2

1
CCCCCA

avecu = log(1� tq)� log(1� t)q.

? P. Deligne nous a montré en utilisant les catégories tannakiennes que cette question admet une
réponse positive.
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