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Abstract. We show that unipotent overconvergent isocrystals are algebraic and that the category
of unipotent overconvergent isocrystals has a Frobenius automorphism. We also prove a structure
theorem for unipotent overconvergeRtisocrystals over an open subset of the line, analogous to
Dieudone—Manin decomposition theorem farisocrystals.

Résune. Nous montrons que les isocristaux surconvergents unipotents s@firiglges et que
la cakgorie des isocristaux surconvergents unipotentseplessin automorphisme de Frobenius.
Nous cemontrons aussi un &oeeme de structure pour lg8-isocristaux surconvergents unipotents
sur un ouvert de la droite, analogue aédieme de écomposition de DieudogrManin pour les
F-isocristaux.
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Introduction

SoientK un corps de nombres &t une varete algebrique surk. Supposons que
I'on dispose de la tborie des motifs. On peut alors assodiéf les H (V) qui
sont des motifs suk et qui s’expriment travers leursé@alisations complexes,
étale, de de Rham, cristallines, . Dans [D], P. Deligne se pose la questiondu
motivique deV qui serait une variante non @enne du dual déf} (V). Celui-
ci doit s’exprimera travers sesealisations. Bien(®, on devine aBment ce que
doiventétre les ealisations complexe étale. Pour construire |@alisation de de
Rham der"(V') lorsqueV est lisse, on peut congicer le groupe proaébrique
m{® (V) qui classifie les modulesconnexion irggrables&guliersa I'infini. Pour
des raisons techniques, par exemple, le fait que ce groupe ne commute pas aux
extensions de la base (voir [Del], 10.35), il faut se limiter au grmfﬁe“"(V) qui
s'obtient en passaiitla limite sur tous les quotients unipotents. Celui-ci classifie
les modules connexion irkgrables unipotents.

Il s'agit ensuite de éfinir les €alisations cristallines de["'(V). L'approche
propoge par P. Deligne est la suivante: on choisit une plada corps de nom-

bres K au-dessus d’'un nombre premietet on cfinit 7<">"" (V) env comme

INTERPRINT: J.N.B. PIPS Nr.: 153758 MATHKAP
comp4211.tex; 7/08/1995; 8:18; v.7; p.1

https://doi.org/10.1023/A:1000602824628 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000602824628

82 BRUNO CHIARELLOTTO AND BERNARD LE STUM
étantwfR’“”(V ® K K,). Pour munir ce groupe d’un automorphisme de Frobenius,
on suppose doras un schma propre et liss® sur 'anneau des entiers d€,

et un diviseura croisements normau¥ dansP tels queV ® x K, soit la fibre
gérérigue du com@mentaire deZ dansP. On construit alorsaa la main I'en-
domorphisme de Frobenius et on montre qu'il est bijectif. Nous proposons une
construction plus directe. S{ est une vagt algebrique de type fini sur un corps
parfait £ de caradristiquep > 0, on peut consierer le grouperg'g’“"(X) qui
classifie les isocristaux surconvergents unipotentsXsubans le cas particulier
ou X est la fibre spciale du com@mentaire de&Z dansP, on peut montrer que
" X) = 7¥(V @k K,). Le grouper; > (X) est muni de makire naturelle
d’un automorphisme de Frobenius.

En fait, dans cet article, nous ne parlerons pasdéous allons tout simple-
mentétudier la catgorie des isocristaux surconvergents unipotentsXsulous
montrerons que le Frobenius est une agdoivalence et que, lorsqueé est la
fibre sgciale du com@mentaire de&Z dansP, cette catgorie est naturellement
équivalentex celle des modules connexion irgrables unipotents st @ i K.

Nous laissons au lecteur qui le souhaite le soin d'utiliser lesgoates tanna-
kiennes pour traduire nogésultats dans le langage de P. Deligne. D’autre part, une
bonne partie de cet article est congegt’ étude de ces isocristaux surconvergents
unipotents qui poggient une structure de Frobenius. Nous verrons deregrdans

le cas deP! moins trois points, cette condition est loirétfe automatique. Nous
établirons aussi desébemes de structure pour lésisocristaux surconvergents
unipotents sur un ouvert de la droite.

Dans la pren@ire partie, aprs un bref rappel sur la cohomologie de de Rham
et les extensions de modulasconnexion en gonetrie rigide, nous @montrons
(Proposition 1.2.2) que le fait pour une connexio@tce surconvergente est stable
par extension.

Dans la seconde partie, &grles rappels de rigueur sur les isocristaux surcon-
vergents et leur cohomologie, hous montrons (Proposition 2.2.2) que les classes
d’extensions de tels objets peuvent se calaul@ide de la cohomologie rigide sous
certaines hypotbses gonetriques. Nous enétluisons (Proposition 2.2.4) qu’une
extension d’isocristaux sur une courbe exiedmirée par sa restrictioa un ouvert
non vide. Nous montrons ensuite (Proposition 2.3.5) que les isocristaux unipo-
tents sont munis d’une filtration naturelle. Pour finir, nous montrons (Proposition
2.4.1) que sous des hypetes gonetriques assezdgerales, les isocristaux unipo-
tents sont algbriques, et un #oeme de descente par Frobenius (Proposition
2.4.2).

Dans la troistme partie, agrs quelgues rappels sur les structures de Frobenius,
nousétendons (Proposition 3.2.2) la Proposition 2.2.2 Adisocristaux surcon-
vergents (il est acessaire pour cela de supposer le coepgluel alg@briquement
clos). Nous en éduisons (Proposition 3.2.4 et Corollaire 3.2.5) quelqassltats
concernant les extensions #eisocristaux sur les courbes.
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La quatreme partie est consd@® auxF'-isocristaux unipotents. Il s’agit de-
isocristaux dont I'isocristal sous-jacent est unipotent. Nous donnons (Proposition
4.1.2 et Corollaire 4.1.3) d’autres car@agsations de ces objets et nous montrons
(Proposition 4.1.5) gu’uf-isocristal unipotent sur une courbe estefmiré par sa
restrictiona un ouvert non vide. Noutablissons ensuite unébreme de structure
pour lesF-isocristaux unipotents sur un ouvert de la droite: ceux-ci sont toujours
(Proposition 4.2.2) somme directe decdks deF'-isocristaux surconvergenés
pentes enéires. On peut Bme supposer (Corollaire 4.2.4) que ces pentes for-
ment un intervalle deZ. On construit aussi (T8oeme 4.2.3) une filtration par
les pentes.

Le cinqueme chapitre se proposeétlidier deux questions concernant Iés
isocristaux unipotents sur un ouvert de la droite affine. La pregrést de savoir si
la filtration naturelle et la filtration par les pentes sont essentiellemeateiffes.

Et la reponse est oui. La seconde question est de savoir si tout isocristal unipotent
peuxétre muni d’'un Frobenius. EaJ la ieponse est non.

Nous ferons un usage intensif désultats de P. Berthelot sur la cohomologie
rigide (voir [B1] et la suite). Le lecteur pourra aussi consulter les autres publications
de P. Berthelot sur le sujet.

1. Extensions et @ométrie rigide
1.1. COHOMOLOGIE DE DE RHAM ANALYTIQUE RIGIDE

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelgessitats sur la cohomologie de

de Rham des modulésconnexion iriégrable sur une va rigide. Ce sont des

résultats dont les analogueséligiques et analytiques complexes sont bien connus.
On désigne paiK un corps ultraratrique complet de caramistique nulle.

LEMME 1.1.1. SoientV une varéte analytique rigide connexe localemengigte
et £ un Oy-module localement libre de rang fini. Alors, pour tout painde V,
I'application canoniqud’(V, &) — &, estinjective.

Ce iesultat est connu dans le cas du faisceau structural (voir par exemple [B1])
et il est donc aussi valide lorsqdeest libre. En @réral, on se donne une section
s de& surV qui s’annule dang, et un recouvrement admissib{é’;} de V' par
des ouverts connexes sur lesquglsst libre. On notd/’ (resp.V") la réunion
desU; sur lesquels est nulle (resps n'est pas identiquement nulle). Sie U;,
alorss est nulle suf/; et on voit donc qué&” est non vide. Commg est connexe,

il suffit donc pour conclure deérifier queV’ et V" forment un recouvrement
(nécessairement admissible) disjointideSinon, on peut trouvey € V' N V" et
donc: etj tels quey € U; ety € U; avecs nulle surU; et non identiguement nulle
surU;. En particulier,s s’annule dansg’,. Comme¢ est libre sur/;, on obtient
une contradiction. O
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PROPOSITION 1.1.2.SoientV une varéte analytique rigide lisse e un Oy -
modulea connexion irggrable sur’. Alors

(i) SiV aun nombre fini de composantes connexgs, (V. €) est de dimension
finie.

(i) Si V est connexe avec un point rationnel, on a une injection canonique
HgR(V, €)@k Oy — €.

Pour cemontrer la prengire assertion, on peut, quitidaire une extension finie
de K et remplacel/ par une de ses composantes connexes, SUpposéf qae
connexe avec un point rationnelll suffit donc de @montrer la seconde assertion.
Comme¢ est localement libre e’ connexe localement iagre, I'application
canonique’(V, &) — M = E‘V,m est injective. CommeX est de caraéristique
nulle, V lisse etz rationnel, on &y, = K[[t1, ... ,t4]]. Le theome de Cauchy
formel nous dit que sif estunK{[¢1, . . ., t4]] module libre de rang fini muni d’'une
connexion inkgrableV, alorsHY, (M) ® x K[[t1,...,tq]] = M. Notre assertion
en ©esulte imnédiatement. |

PROPOSITION 1.1.3.SoientV une varéte analytique rigide lisseéparee et
&' et&" deuxOy-modules corentsa connexion iregrable. Alors, il existe des
isomorphismes fonctoriels

Homy (£",&") 2 HS,(V, Hom(E",E"))
et
Exty(£",&") = Han(V,Hom(E",E")).

(Bien dir, dans ceénon@&, Homy et Ext; désignent respectivement I'espace
vectoriel des homomorphismes horizontaux et celui des classes d’extensions de
modules cobrentsa connexion irgrable su¥’. De plus, le premierisomorphisme
est bien connu.)

Soient& une extension d€” par &', {U;} un recouvrement affiide deV’
et pour touti,cpi:E"Ui ) 5({] — &)y, une trivialisation de I'extension suy;.

. _1 1 my; "
La matrice dep ;; o pijy, estde la forme( o 1 ) avecm; € Hom(&y,

5|,UmU]-) =T(U;NU;, Hom(E",£")). On peut alors conséder la 1-cochaingn;;)

du complexe de Cech déom(E",E’) pour le recouvremertl/; } et I'application

qui a £ associe(m;;) est lintaire. On sait que notre cochaine est un cocycle
et que éciprogquement tout cocycle fournit une trivialisation de I'extension. De
plus, ce cocycle est un cobord si et seulement si I'extension est triviale. On peut
vérifier tout celaa la main ou arguer du fait que les recouvrements affiemsont
acycliques pour les faisceaux @bnts et que I'on a l'isomorphisme E&t', £') =
HYV,Hom(E",£")) car,£" étant localement libre§zt1 (", &) = 0.
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Notre trivialisation muni€;. & &, d’'une connexion dont la matrice est de la
forme(% g?,) avecu; € Hom(Ef, , €l ® OF.) = LU, Hom(E",€') @ Q1Y)
On peut alors former le complexe de de Riam(E", £’) @ Q° et consi@rer la
1-cochaingm;;, u;) du complexe de Cech déom(£",E") @ Q° pour le recouv-
rement{U;}. On peut ensuiteé&rifier a la main les assertions suivantes

(a) L'application quia £ associgm;;, u;) est lineaire.

(b) La cochaingm;;, u;) assocdea & est un cocycle.

(c) Tout cocycle provient d'une extension.

(d) Le cocycle assoea & est un cobord si et seulement si I'extensioest triviale
comme extension de modulagonnexions.

On obtient ainsi notre isomorphisme BXE”, ') & Hi,(V,Hom(E",E")),
qui est clairement fonctoriel. O

1.1.4. SoitV une varét analytique rigide lisse suk. On cesigne parP le
compkte formel deV” x V' le long de la diagonale et p& son faisceau structural.
On désigne aussi paf I'id éal deOy dansP si bien queQi, = Z7/Z2. On note
0:P — P ® P le morphisme canonique induit pdr® ¢ - f ® 1® g. Le
morphismeé — p;:P — P ® P esta valeurs dang ® Z et nous noterons
V:P — P ® Q1 le morphisme obtenu moduft?.

Se donner une connexion&grable sur ui®y-modulea £ revienta se donner
un homomorphisme contimt £ — £ ® £ se eduisant l'identitt moduloZ et
rendant commutatif le diagramme suivant

0: E ERP

0 O®id

WR.EQP —EQP P

Enfait,—pi: £ — EQP estavaleursdanS®7 et fournit moduldZ? la connexion
ViE—=E® Q%/ deé&. En patrticulier, on dispose d’'un diagramme commutatif

v: £ £

0 ®id

idR@V:EQP — EQP @ M.

Rappelons aussi que c’est en prolong&querr linéarie que I'on obtient I'isomor-
phisme de Taylor forme: P ® £ — £ ® P.
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Supposons dorees des coordoes locales;, . .., t,, surV. Désignons par
T1,---,Tm l€S sections dé induites par I ¢t; — ¢; ® 1 et d,...,dt, leurs
images dan€2{.. On a alorsP = O[[r]], qui est muni des @rivées partielles
0/0r;. Ona 0(1;) = 1® 7, + 7, ® 1 et on en @duit que siP € P, alors
V(P) = X 9/07;(P) ® dt;. Si onécrit poure € £,V (e) = £ 9/0t;(e) ® dt;, on
a alors pour tout un diagramme commutatif

ojot;  E———+ €

id®0/0r. ERP — £EQP.

Supposons’ libre de basefes,...,e,}, soientA = (P,3) la matrice de
I'isomorphisme de Taylor dans les baggéer), ..., p5(er) etpi(er),. .., pi(er)
et M; = (fop) la matrice de I'action dé&/0t; sur{es, ..., e, }. Il résulte alors de
la commutativié de notre diagramme que pourteut1,...,r,0na

Yeg ® 0/07i(Pap) = Xp3(fary)(Xes @ Pyg)

et doncd/0t;(P,s) = Xp5(fay)Pys- Cela signifie qué/or; agit surA comme
p5(M;). Nous utiliserons ceasultat dans le prochain paragraphe.

1.2. EXTENSIONS ET SURCONVERGENCE

On césigne toujours pak un corps ultraratrique complet de caraaistique nulle.
On noteY I'anneau des entiers d€ et k son corpsé&siduel. On se donne u#
sctemaformelP, un sous:-sctemaferngY de P, un ouvertX deY eton suppose

P lisse au voisinage d& . On renvoie aux articles de P. Berthelot (e.g. [B1], 1.1.2,
1.1.9 et 1.2.1) pour lesafinitions des tubes et des voisinages stricts.

1.2.1. On rappelle que §i est un voisinage strict deX[p dans]Y[p et &
un Oy-module cokrent, alorsjf€é = j, @ jii™&, ou 4/ parcourt les inclu-
sions de voisinages strictg’ de | X[p dansV et j désigne l'inclusion delV’
dans]Y[p. On obtient ainsi un foncteur exagt de la caggorie de)y-modules
cohérentsa connexion iregrable dans celle dg’%(’)]y[-modules cobrentsa con-
nexion ineégrable. Rciproguement, sion se donnejjﬂ)]y[-module colerentt a
connexion inkgrable, on sait qu'il existe un voisinage stficde] X [p dans|Y [p
et unOy-module colerenta connexion iriégrablesy tel queFE = jt&y. En fait,
on obtient ainsi uné&quivalence entre la @&gorie limite inductive de celles des
Oy-modules cobrentsa connexion irggrable et la cégorie deg’f(’)}y[-modules
cohérentsa connexion irégrable.
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Si&' et€” sont dewy -modules cobrentsa connexion iriégrable ef est une
extension d&€” par&’, on obtient en appliquarit, une extensior’€ dej£" par
jT&'. Réciproquement, toute extension i€ par;jT&’ provient, par application
du foncteur;t, d’une extensio& de&” par€’ sur un voisinage strict suffisamment
petit de| X [p.

On rappelle qu’une connexion &drable sur U[jTO]Y[-moduIe colrentE est
surconvergent@e long du comm@mentaire deX dansY’) si 'isomorphisme de
Taylor provient d'un isomorphisme sur un voisinage strict du tube de la diagonale.

PROPOSITION 1.2.2.Avec les hypo#ses et notations ci-dessus, la préi
pour uan(’)]y[-moduIe cobrenta connexion irgrable, que sa connexion soit
surconvergente, est stable par extension

Dans cette dmonstration nous suivons une suggestion de F. Baldassarri. La
guestionétant de nature locale st et surX, on peut se placer comme dans
[B1] sous les hypothses suivante$? et X sont affinesy’\X =Y NV (g) avec
g € T(P,0) etil existe des sectionts, . . . , t,, € ['(P, 0) telles quen’, soit libre
au voisinage d& de basedl, ..., dt,. On noted, ..., d,, la base duale.

Soit0—+ E' —+ E — E"” — 0 une suite exacte @éo}y[-modules cobrentsa
connexion inégrable. Celle-ci provient par application du fonctgud’une suite
exacte 0— & — & — £" — 0 de modules cd¥rentsa connexion irégrable sur
un voisinage strict d&X [p.

On se donne) < ' < A < 1 et un ouvert affinie U de [Y],, N U,, avec
Uy = {z € Pg,|g(z)| > A}, tel que&, &’ etE” soient libres sut/. Choisissons
une baseé’’ deT'(U, £’) et compétons la en une bagedeI'(U, £). La matrice de
I'action deg; surB dandl(U, £) est alors de Iaformé Agi 11\3[ ) Par construction,

M; estlamatrice de I'action d& surB’ dand*(U, £') et P; estla matrice de I'action
ded; sur 'imageB” de B dansl'(U, £"). On dispose aussi d’'un isomorphisme de

Taylor formele: T'(U, P ® £) = T'(U, £ @ P) et sa matrice dans les baggs (B)
etpil(B) estde Iaforme( ’g g ) Sion notepy, po: P x P — P les morphismes
de projection et si on pose

V' = [Y]pey Npy H(U) = [Y]pzy Npp (U) = U x BY0,7),

on dispose d’'un morphisme canonidu@”, ©) — I'(U, P) qui permet d’identifier
I'(U, P) avecle comgdte del'(V', ©). Si E' (resp.E") est surconvergent, on peut,
comme dans [B1], prendre suffisamment proche de 1 pour que I'isomorphisme
de Taylor formel pou®’ (resp.E") surU provienne d’un isomorphisme de Taylor
analytique

e D(V!, pi&') < T(V!, pi€') (resp : T(V', ps€") = T(V', pie™)).
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Il suit que A (resp.C) esta coefficients dan¥(V’, ©). Comme l'action de

0/0T; sur(f)1

B

p ) est donee par

)=

N;
P;

psM;  p5N;
0

)

p5b;

on obtient les relations suivantes

0/0ti(A)
et

d/07;(C)
On adonc

0/07;(B)

Puisque d’autre par)/or;(B)

= (paM;) A, 0/07i(B) = (p3M;) B + (p3N;)C

= (p2P)C.

0/9mi(AA~1B) = A9/dr;(A~1B) + 991 (A)A~B
A0/07i(A71B) + (p5M;)AA~1B
A0/07:(A~1B) + (psM;)B.

(p5M;)B + (p5N;)C, on obtient l'identié

Ad/0r;(A™B) = (p3N;)C etonadond/dr;(A~1B) = A~1(psN;)C. Comme
A~L(psN;)C esta coefficients dang(V’, O) et quen < 7, on voit queA~1B est
a coefficients danB(V, O) avec

V= [Ypz, N p1(U) = [Y]pe, Np; (U) = U x B"(0,7).

Il suit que A, B et C sonta coefficients dan§'(V,O) et donc que l'isomor-
phisme de Taylor formel pout provient d’'un isomorphisme de Taylor analytique

e:T(V,p3E) — T(V,pi€). On en @duit comme dans [B1], la surconvergence
de E: en effet,
satisfaisant nos hypatises.

il existe un recouvrement fini €], N U, par des ouvert$/
]

1.2.3. SoientV un voisinage strict déX[p dans]Y[p et&’ et £" deux Oy -

modules cobBrentsa connexion irégrable. On a un homomorphisme cano-

nique Ext (£,

tous les;j O}y (-

£ — Exty (51", 51£"). En passan la limite, on obtient pour
modules coBrentsa connexion irégrableE’ et E”, un isomor-

H H n !/ ~ 1" !/ ! "
phlsmeﬂnExtv(SV,Ev) — Exty(E", E') lorsqueé;, et &> parcourent les

Ov-modules cobrentsa connexion irigrable tels qu&’ = ;T et E" = j1&l,.
D’autre part, siV est un voisinage strict dgX[p dans]Y[p et si& est un

Oy -module colerenta connexion irigrable, on a un homomorphisme canonique

comp4211.tex; 7/08/1995; 8:18; v.7; p.8

https://doi.org/10.1023/A:1000602824628 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000602824628

F-ISOCRISTAUX UNIPOTENTS 89

E— jTE‘V et la cohomologie dg¢'€ ne cepend que d’un voisinage strict H§|p.
On a donc une application canonigé, (V, &) — Hin(Y [, 57E).

SiFE est uanO]y[-moduIe colerenta connexion irggrable, on obtient un homo-
morphisme canoniquilinR(K Ev) = Hjp(JY [p, E) lorsquey parcourt les

Oy-modules coBrentsa connexion irégrable tels qu& = ;€. Celui-ci n’a pas
de raison ctre injectif en @réral car on ne sait pas faire commuter la cohomologie
et les limites inductives sans argument de compacit

Si & et £&" sont deuxOy-modules cobrentsa connexion irégrable, on a
Hom(E",E') = jiHom(E",E"). Gracea la Proposition 1.1.3, on enéduit
pour tousj’f(’)]y[-modules cobrentsa connexion iriégrableE’ et E”, une feche
naturelle

Exty(E", E') = Hiz(]Y[p, Hom(E" ,E")).
Rappelons que I'on a aussi un isomorphisme
Homy (E",E") = HI% (Y [p, Hom(E", E')).

2. Extensions d’isocristaux surconvergents
2.1. COHOMOLOGIE RIGIDE

2.1.1. SiX estun schma €pag de type fini suk, on dispose de la cagorie des
isocristaux surconvergents skirdont les objets se&trivent par leurséalisations
comme suit. On plong& comme ouvert d'urk-scléma propré” et on suppose,
pour simplifier, que I'on peut plong&f comme ferné@ dans urV-sckéma formel
P avec P lisse au voisinage d&. Cela est toujours possible localement ou
si X est quasi-projectif. Dans le cagmgral, il faudrait recoller les difrentes
constructions. On dispose alors d’'uéquivalenceE — FEp entre la cagorie
des isocristaux surconvergents sXiret celle deszO}y[-moduIes cobrentsa
connexion inégrable surconvergente. On dit gl est laréalisationde E sur
P. On rappelle aussi quE/,,(X, E) := H} (1Y [p, Ep) ne cepend pas du choix
de la gealisation de&. Enfin, on note(Q]LY I'isocristal trivial dont la galisation est
i O

On peut identifier la c&gorie des isocristaux surconvergent sur Speayec
la cakégorie desK-espaces vectoriels. Remarquons aussi que kgodate des
isocristaux surconvergent siir est fonctorielle enX. En particulier, l&fibre d’'un
isocristal surconvergeif en un pointationnelz de X esti* F oui,: Speds — X
est I'inclusion du pointz. Enfin, on dit queFr estconstantsi £ = H Qg (’)}( ou
H estunisocristal suk'.

LEMME 2.1.2. Si E est un isocristal surconvergent sir alors H,ﬁ’g(X, E) est
de dimension finie. SX est connexe avec un point rationnel, on a une injection

canonique (X, E) ®k ol - E.
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On reprend des arguments que P. Berthelot utilise dans sa version provisoire
de la suite de [B1]. Comme pour tout faisceau@amt sur un voisinage strict
V de]X|p, on a une injection canoniqtg’ég‘v — j.j*€ avecj: | X[p— V, on
voit que siEp = j1€, alorsHy(X, E) C H,(1X[p,&). La premére assertion
résulte donc de la Proposition 1.1.2. &iest connexe avec un point rationnel,
alors | X [p est aussi connexe avec un point rationnel et on a dorRcegr la

Proposition 1.1.2,
HIz(1X[p, &) @Kk Opx = §*€
si bien que
Hip(1X[p, &) ®K j2Ojx[ = jui*E

etdonc

(HY%(X,E) @k jTOv)y = (57€) v O
Remarque2.1.3. SiFE est un isocristal surconvergent sir connexe avec
un point rationnel, il existe un plus grand sous objet constant dgns’est

Hr?g(X, E) ®k Ol.; en effet siH est un isocristal SUK et H ®x O} — B.

Alors

H = HY(X,H ®x 0%) — HY,

(X, E).

PROPOSITION 2.1.4.SoientX une courbe lisse et connexe sui/ un ouvert
affine non vide d& et Z son compmentaire. SE est un isocristal surconvergent
sur X, on a un isomorphism&Q, (X, E) — H,(U, E) et une suite exacte (de
Gysin)

0— Hiy(X, E) — Hiy(U, E) — Hoy(Z,E) — Hj,

(X,E) —0.
LorsqueX est affine, ce@sultat est bien connu (voir par exemple I'appendice

de [E-LS]). Dans le caségéral, on choisit un voisinage affifié de Z dansX
et on noteFE:* la suite spectrale de cohomologie rigide asse@u recouvrement
{U, V'}. Cette suite spectrale sera construite en toarémglitt dans la suite de [B1]
comme congquence de la Proposition 2.1.8 de [B1]. Puisque notre proposition est
vraie dans le cas affinel)® est surjective et on a dong2® = 0. Puisque I'on
a bien $ir aussiEz° = 0, on voit queH (X, E) = EJ*. De plus, on a aussi
HZ,(X,E) = E3*. Le complexef; * nous fournit donc une suite exacte

0— Hrlig

1
— Hrig

(X, E) — Hiy(U, E) ® Hiy(V, E)

(UNV,E) —» H(X,E) = 0.
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On consi@re alors le morphisme de suites exactes courtes (la seconde provenant
du cas affine de la proposition)

0o— H}ig(v, E) — Hrlig(U, E)@® Hrlig(v, E) — H}

rig(Ua E) —0

0— Hp,

(V,E) H} (UNV,E)

iy H® (Z,E) — 0.

rig

Le lemme du serpent nous fournit alors la suite exacte ar@&nc O

2.2. COHOMOLOGIE RIGIDE ET EXTENSIONS

On notera Ext . I'espace des classes d'isomorphisme d’extensions d'isocristaux
surconvergents sux.
SoientE’ et E” deux isocristaux surconvergents stirLa construction de 1.2.3

fournit un homomorphisme fonctoriel e, £ et K

Extey (E", E') = Hiy(X, Hom(E", E')).
En effet, on a par 1.2.2, Ex}: (E", E') = Exty(E’, E},) et toutes nos construc-
tions sont fonctorielles. On a bien sur aussi

Homgy (E", E') = Hpy(X, Hom(E", E")).
LEMME 2.2.1. Supposons qué& soit un ouvert lisse de la fibre épiale d'un

sctema formel propre et plafP. Si E est un isocristal surconvergent su¢,

alors lim H(V,Ev) = H}y(X, E) lorsquey parcourt lesOy-modules cob-

rentsa connexion irggrable tels qué&p = j&y.

Sous nos hypottses, le tubeX [ de X dansPx est quasi-compact. Il suit que
tout voisinage strict d&X [p dansPx contient un voisinage strict qui est quasi-
compact. On peut ainsi trouver un voisinage strict lisse quasi-coriipdef X [p
dansPy et un®y-module cokerenta connexion irggrable tels queEp = j1&.
On a doncH}y(X, E) := Hj,(Px,Ep) = H}gp(Px,;j'€). En fait, comme la
cohomologie d’unjf Oy -module ne é@pend que d’un voisinage strict, on a

Hig(X,E) = Hyp(V,51€) := H(V, /€ @ Q).
Si on notej’ I'inclusion d’'un voisinage strict’’ dansV/, on sait qug’* transforme
injectifs en acycliques et qué, Ian) etj’* sont exacts. On a don¢ = Im Rj. 4"
si bien que

Hiy(X,E) = H(V, lim Rjj"*E @ ).
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CommeV est quasi-compact, on a

Hig(X, E) = lim H'(V, Rj.j""€ ® )

et puisque. transforme injectifs en acycliques,

Hig(X, E) = lim H'(V', j"*€ @ @) = lim Hyp(V', j"*E). 0
PROPOSITION 2.2.2.Si X est un ouvert lisse de la fibre &giale d'un sckma
formel propre et plai” et si E’ et E” sont deux isocristaux surconvergents &iyr
on a un isomorphisme naturel

Exte, (E", E") = Hrlig (X, Hom(E",E").

Résulte imneédiatement de 2.2.1 et de notre construction dans 1.2.3. O

Notre hypotlese est satisfaite par exempleXSiest affine et lisse, sk est une
courbe lisse ou biens si X est un ouvert lisse d’'uneeduction d’'une vaéte
propre et lisse suk'.

Remarque2.2.3. SiX est connexe avec un point rationnel, une extension
E de O par un isocristal surconvergefit est non-triviale si et seulement si
lapplication canoniquéd, (X, E') — Hgy(X, E) est bijective. En effet, on sait
queHJ(X) = K eton se donne une suite exacte;0F’ 5 E— (’)} — 0. Si
celle-ci est scinée, on aH2, (X, E) = H} (X, E') & K et la condition est donc
bien suffisante. Bciproguement, comme la suite

0— H?

(X, E') = H

(X, E) — H

rlg(X) =K

est exactea gauche, on voit que si la condition n'est pas remplie, éahié

HRy(X,E) — K est non-nulle et donc surjective. SoientK — HQy(X, E)
une section et le morphisme comp@sdeu ® 1:(9fY — Hr?g(X, E) ®k O} et
de I’incIusionHr?g(X, E)®k (’)} — F. Par constructiony est une section dé.

PROPOSITION 2.2.4.SoientX une courbe lisse et connexe syrU un ouvert
affine non vide d&X et Z son comptmentaire. SE’ et E” sont deux isocristaux
surconvergents suk, on a un isomorphisme

Homyt (E", E") — Hom (E[y, "U)

et une injection canoniquext i (E”, E') — Extg (E|”U,E|’U).
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Resulte de 2.2.2 et 2.1.4. O

2.3. ISOCRISTAUX UNIPOTENTS

DEFINITION 2.3.1. UnF-isocristal surconvergent est dihipotents’il est exten-
sion iteree deO,.

Remarquons en particulier qu’urrisocristal surconvergetfi est unipotent si
et seulement si il est extension @é( par unF'-isocristal surconvergent unipotent

G. En fait, il suffit qu'il existe une suite exackegauche 0+ G — E — OTY avec
G unipotent.

PROPOSITION 2.3.2.Les F-isocristaux surconvergents unipotents sont stables
par extension, sous-objet, quotient, produit tensoriel, hom interne, dual et image
inverse

Soient§): 0 — E' — E — E" — 0 une suite exacte avée et E” unipotents.
Montrons par &currence sur le rang dé qu'il est unipotent. Puisqué&” est
unipotent, il est extension d@} par unF-isocristal surconvergent unipote@t’.
Soit0 —+ E' - G — G” — 0 la suite exacte obtenue en tirant la suitegar
G" — E".Par ecurrence(d est unipotent et on a une suite exacte? — F —
(9} — 0, ce qui montre qué& est bien unipotent.

SoientE un F-isocristal surconvergent unipotent Bt un sous objet dev.
Montrons par &currence sur le rang dé que E’ est unipotent. On pecrire £
comme extension d@} par unF-isocristal surconvergent unipote@t Soit G’

le noyau du morphisme compp&’ — E — O}. Alors G’ est un sous objet
de G et est donc unipotent par hypette. Comme on a une suite exaztgauche
0— G' — E' — Ok, on voit queE’ est unipotent.

Soit E un F-isocristal surconvergent unipotent. Montrons f@urrence sur le
rang deF’ que son duak” est aussi unipotent. Ggtrit E comme extension 0(9}(
par un F-isocristal surconvergent unipote@t On a donc une suite exacte-9
(’)} — E” — G~ — 0 etE” est donc unipotent comme extension d’unipotents.

Donnons nous maintenant defixisocristaux surconvergents unipotetset
E'. Montrons par &currence sur le rang dé ® E' qu'il est unipotent. Orecrit
E comme extension d@} par unF-isocristal surconvergent unipoteftsi bien
gueE ® E’ est extension d&’, qui est unipotent paecurrence, paff ® E’ qui
I'est aussi.

La dernere assertiorésulte de I'exactitude du foncteur image inverse et du fait
gu'il préserve lisocristal trivial. Toutes les autres sddisent formellement de
celles que nous venons de prouver. O

De 2.2.4, on dduit la proposition suivante:
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PROPOSITION 2.3.3. Soient X une courbe lisse et connexe skret U un
ouvert affine non vide d&. Alors un isocristal surconvergent unipotent surest
déetermire par sa restrictiora U. O

Remarque®.3.4. (i) SiE est un isocristal surconvergent unipotent non nul
sur X, alorer?g(X, E) est non nul: on praede par écurrence sur le rang de
E. On sait queHr?g(X) est non nul. En gréral, onécrit E comme extension de
(9} par un isocristal surconvergent unipotéhtce qui nous fournit une injection
Hpy(X,G) — HYy(X,E) et H)y(X,G) est non nul par hypo#fse. Le réme
genre d’argument permet de voir qB(é.,)g(X) = Hr?g(X, E) si et seulement ¥
est une suite d’extensions non triviales(ﬂ}.

(i) Si £ estunisocristal surconvergent unipotentsuronnexe et si on notgigq
la caracéristique d’Euler—Poincarrigide, alorsig(E) = xrig(X) rangE; comme
Xrig est additif, c’est une corsgjuence imradiate de la éfinition. En particulier,
on voit que siE’ et E” sont deux isocristaux unipotents sur la droite affine moins
n points, on a

dimg Extg.i (E", E')
= (n — 1)rang E')rang E") + dimg Hom; (E", E).

(iii) 1l r ésulte de [B2] (et [C-M] losqué est fini) que siEZ est un isocristal
surconvergent unipotent sixr lisse, alors pour tout Hyy (X, E) est de dimension
finie.

PROPOSITION 2.3.5.Si X est connexe, un isocristal surconvergent sirest
unipotent si et seulement s'il paxte une filtration (croissante, exhaustive et
sépatee) dont le gradé est constant. Il existe en fait une unique telle filtration
sur E satisfaisanGr; E = Hr?g(X, E/Fil;_1F) @k (’)} et elle est fonctorielle.

La condition est clairement suffisante car les isocristaux constants sont unipo-
tents et pour montrer que celle-ci escessaire, il suffit de montrer la dezre
assertion. L'unicié est claire. Pour montrer I'existence, on grde par&currence
sur le rang dé7. Posond?’ := Hr?g(X, E)®k (’)}. D’apres la Remarque 2.3.4.(i),
Hr?g(X, E) estunisocristal non nul séf et commeX est connexe, on a une injec-
tion d’isocristaux surconvergents unipotefits— E. Il résulte de la Proposition
2.3.2queE" := E/E' estun isocristal surconvergent unipotent. Baurrence, il

pos&de une unique filtration satisfaisant
Gr(E") = HYy(X, E" [Fil;_1E") @ O%.

On cefinit alors Fi} 1 E en tirant la suite exacte courte ® ' - E — E" — 0
par FiE" — E".Pouri > 0,on aE/Fil;E = E" /Fil;_1E" etdonc Gy, 1(FE) =
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Gr(E") = H}y(X,E/Fil;E) ®k (’)} et bien $ir, par construction G(E) =
E'= HY(X, E) ok 0. O

Nous appellerons cette deeng filtration ldfiltration naturellesur E. On a toujours
Fil;(E' ® E") = Fil;E'® Fil; E" et si H est un isocristal suk, alors Fil(E ®x
H) =Fil;E®K H.

2.4. DEUX PROPRETES REMARQUABLES DES ISOCRISTAUX SURCONVERGENTS
UNIPOTENTS

On se donne usclemapropre et lisseP sur (V) et un diviseura croisements
normauxZ dansP. On noteX (resp.V) la fibre sg@ciale (resp. grérique) du
compkmentaire d&Z dansP. Alors V"9 est un voisinage strict d& [, dansP"9
eton dit qu’un isocristal surconvergefisur X estalgébriques’il existe un module
a connexion irggrable€ surV tel queE, = jT€"9. On a alors un morphisme
naturelH},(V,€) — Hjp(V"9,£%) — Hi((X, E).
PROPOSITION 2.4.1Avec les notations qui poedent, s€ est un modul@ con-
nexion inégrable unipotent su¥’, alors la connexion dg¢f £"9 est surconvergente.
Sion &finitE par Ep = jT€"9, on obtient ainsi unéquivalence entre la cagorie
des modulea connexion irégrable unipotents sur et celle des isocristaux sur-
convergents unipotents sir. De plus, on a pour tout H,iig(X, E) = Hi,(V,€).
En particulier, on voit que tout isocristal surconvergent unipotBrgur X est
algébrique

Montrons par &currence sur le rang deque si€ est unipotent, alorg’ €79 est
unipotent, que sa connexion est surconvergente, et que pour twua

Hip(Y[p,51E") = Hip(V,E).

Si £ estde rang 1, alor§ = Oy ethO?/g est bien &r unipotenta connexion
surconvergente. De plus, gésulte de [B-C] que

Hip(Y[p,i1OY) = Hiy(X) = Hig(V) = Hip(V,Ov).

Si le rang def est strictement sugrieura 1, onécrit £ comme extension de
Oy par unOy-modulea connexion irégrable unipotenf. Comme les foncteurs
&+ £ et 5T sont exacts, on voit qug £ est extension dgf O} par;Gn.

Par ecurrence;'G"9 est unipotent, sa connexion est surconvergente, et pour tout
i,onaHi,(]Y[p,j1G"9) = H:,(V,G). On voit donc que &M est unipotent et
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sa connexion est surconvergente par 1.2.2. De plus, on a un morphisme de suites
exactes longues

Hgp(V,G) Hgp(V,€) Hgp(V) Hap (V. )

Hyp(1Y[p,j'G") —= Hyp(Y[p,j'€") — Hj

rlg(X) - HéR(]Y[PajTgrig)

gui nous donne pagécurrence l'isomorphisme anndanc

Montrons que notre foncteur est essentiellement surjectif. On se donne un
isocristal surconvergent unipoteftet on montre qu'il existe un moduke con-
nexion inégrable unipoterdt surV telqueEp = jT£"9. On pro@de parécurrence
sur le rang deE que I'on écrit comme extension dé)} par un F-isocristal
surconvergent. Par écurrence, on &p = j7G"9 avecG unipotent et on a un
isomorphisme Ext; (0%, G) = Hi,(X,G) = Hip(V.G) = Exty(Oy, ), ce
gui montre quer provient d'une extensiofi de Oy parg.

Il restea \erifier que notre foncteur est pleinementtiel Soient (resp.£’)
un modulea connexion irégrable unipotent suv et E (resp. E') Iisocristal
correspondant. On &om(E, E') = jTHom(£"9,£M9) et Hom(E"9,£M9) =
Hom(E,E)"9. De plus, comme et £ sont unipotents, il en va de@&me de
Hom(E,&'). On a donc Homyi (E, E') = HY (X, Hom(E,E')) = Hy(V,
Hom(E,E")) = Homg (€, E). O

On suppose maintenant qéecontientF, avecq = p* et queX = Xo ®g, k
avecXo sctema &pake de type fini suff,. On noteFx, la puissance-ieme du
Frobenius absolu d&p et Fiy = Fx, ®r, k. On suppose aussi queest un ouvert
de la fibre spciale d’'uny-sctema formel propre et plat.

PROPOSITION 2.4.2.Avec les notations qui predent, siE est un isocristal
surconvergent unipotent suy, alors 'y, E est aussi unipotent. On obtient ainsi
une autoéquivalence de la cagorie des isocristaux surconvergents unipotents sur
X.

Il résulte de la Proposition 2.3.2 que i est unipotent, alord’y E aussi.
Montrons que notre foncteur est essentiellement surjectif. On se donne un isocristal
surconvergent unipoterff’ et on montre qu'il existe un isocristal surconvergent
unipotentE tel queE’ = F3 E. On pro@de par &écurrence sur le rang dé’
que I'on écrit comme extension d@} par un isocristal surconvergent unipotent
G'. Par Ecurrence, on pewcrire G' = Fi G avecG unipotent. Il Esulte de la
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Proposition 2.1de [E-LS] que le Frobenius induitun isomorphism,%(X, G') =

Hrlig(X, G) et on donc a un isomorphisme

Ext. (O,G") = H}

ig(X,G") = Hy

1(X, G) = Exte (0%, G).
Il suit que E’ provient bien d’'une extensiall deO}( parG.

Il restea verifier que notre foncteur est pleinementliel Soientty et £’ deux
isocristaux surconvergents unipotents.dsulte de la Proposition 2.1 de [E-LS]
queHRy (X, FxHom(E, E')) = HJ (X, Hom(E, E')) eton a donc

Homg, (F%E,F+E') = HY\(X, Hom(F%E,F};E'))

rig
= H{y(X, FxHom(E, E')) = Hig(X, Hom(E, E'))
= Hom;(E, E'). O

3. F-isocristaux
3.1. GENERALITES

On suppose maintenakalgébriguement clos de carécistiquep > 0, on fixe un
entier positif non nuk et on pose = p®. Lorsque nous parlerons éeobenius il
s’agira toujours du-ieme ieré du Frobenius absolu. On figenouveau un entier
positif non nule et on designe patk (resp.Kjp) le corps obtenu en ajoutant une
racine primitivee-iemer dep au corps des fractions d& (k) (resp.W (F,)). On
posed := ea = [Ko : Q,] et on notes le Frobenius dé< qui laisser invariant.

3.1.1. UnFrobeniussur un K-espace vectoriel est tout simplement un endo-
morphisme semi-ligaire. UnF-isocristal est un isocristal (espace vectoriel de
dimension finie) muni d’'un Frobenius bijectif. Tout € Q s’écrit de margre
unique sous la forme. = r/sd avecr et s deux entiers premiers entre eux et
s > 0 (on rappelle quél est le dege de Kg sur@,). Si on designe park, [T
anneau de polynomes non commutatéfihi par la conditioril’'a = o(a)T', on
poseK (—2A\) := K,[T]/(T* — «"). C'est un isocristal suK que I'on munit d'un
Frobeniusen utilisant la multiplicatiora droite pafl’. Si H est un espace vectoriel
muni d’'un Frobeniug, on posed (—\) = H @k K(—). LorsqueA est entier,
on retrouve le twish la Tate. L'application canoniqu€ — K (—X\) fournit un
isomorphismeZ?°="" = H(—\)?=1. Remarquons aussi que le dual H¢—)\)
estK ()\) et que I'on a toujoursds (—\)(—pu) = K(—(X + )V (pour un certain
entierN **) et de neme HonK (—p), K(—\)) = K(—(XA — 1)) (pour un autre

* Nous signalons au lecteur une ommission daéedh& de la Proposition 2.1 de [E-LS]: en
effet, la version sans suppoiécessite I'hypotbse queX soit lisse.
** Nous signalons au lecteur que la formule demlans [Dem] est incorrecte.
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entier V). Le theoeme de @composition de Manin (voir [Dem] lorsque= 1)
nous dit que touf-isocristal H sur K s’écrit de margre unique comme somme
directe de copies d& (—)\). On dit alors que\ est unepentede H.

3.1.2. SoienfX un sclema €pae de type fini suk et F' le Frobenius deX, c’esta
dire lea-ieme ieré du Frobenius absolu. UR-isocristal surconvergersur X est
un couple forng d’unisocristal surconvergeftet d’'un isomorphisme: F*E —

E. Bien dir, on peut identifier la cagorie desF-isocristaux surconvergents sur
Speck) avec la cagorie desF'-isocristaux sutK et la fibre d’'unF-isocristal
surconvergenk en un point ferre z de X est de marire naturelle uf-isocristal
surK.Onditque\ € Q estune pente dHE-isocristal surconvergetit s'il existe un
point fermé z de X tel que soit une pente d&,.. Un F-isocristal unié est unF-
isocristal surconvergent dont tous les pentes sont nulles. Cela signifie que les fibres
en chaque point ferensont desF-isocristaux uniés. On dit qu’unF'-isocristal
surconvergenk sur X estconstansi F = (’)}( ®x H ou H est unF-isocristal sur
K. Si E estunF'-isocristal surconvergent siif, on poseF(—\) := EQx K(—\)

et on dit queE(—\) est undéecak de E. Enfin, rappelons que dU est unF'-
isocristal surconvergent su¥, alors I'espace vectorie‘[{,ﬁg(X, E) est muni de
mangere naturelle d’'ufrrobeniuse.

Remarqué.1.3. SiF estunF'-isocristal surconvergent sifr, le plus grand sous
objet constant d&’ est stable par Frobenius. En effet, c'élﬁb(X, E)®k (’)}(. Il
en esulte que toutes les pentesId,E\g(X, E) sont des pentes d&. En particulier,

on voit que siF est unF-isocristal unié, alorer?g(X, E) estaussi utt-isocristal
unité.

PROPOSITION 3.1.4.SoientX une courbe lisse et connexe syrU un ouvert
affine non vide d& etZ son com@mentaire. Soifl un F-isocristal surconvergent
sur X. Alors, lisomorphismeiy (X, E) — Hgy(U, E) et la suite de Gysin

0 — Hp
sont stables par Frobenius. On a un isomorphisme

Hig(X, B)*~ = Hyy (U, E)*~

(X,E) — Hgy(U,E) — Hy(Z,E)(—1) » Hiy(X,E) - 0

et une suite exacte gauche

0— HL (X, E)*=! = HL (U, E)*=* = HY(Z, E)*=1 .

rig rig rig
En fait, siHrlig
0 — Hi,

2
— Hrig

(X, E) est de dimension finie, on a une suite exacte longue

(X, E)?=t - H}y(U, B)*=Y — HYy(Z, B)*=0"

(X,E)=t = 0.
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Les preméres assertions sont des cegsences de la construction de la suite
de Gysin (voir par exemple [E-LS]). La secondsulte de la surjectivaétdey — 1
sur les espaces en question (voir par exemple le Lemme 5.6 de [1]). O

Remarque3.1.5. Sous les hypotises de la proposition, on voit quersiest un
F-isocristal surconvergent ugitalorsHy, (X, E)*=! — HZ (U, E)?=1. Cela
résulte du fait que par la Remarque 3.1.3, diij(Z, E)%=¢"" = 0'siE estunié.

3.2. EXTENSION DEF-ISOCRISTAUX SURCONVERGENTS

Si E' et E” sont deuxF-isocristaux surconvergents sit, Hom: (E”, E') est
naturellement muni d’'un Frobenius ddnparp(n) = ¢’ o F*(n) o ¢"~1. De
la méme margre, on munit Ext (E”, E') d'un Frobeniusp comme suit: on
compose™: Ext i (E", E') = Extg,i (F*E", F*E") avec

¢ Extgot (F*E", F*E") — EXtqi (F*E", E')

puis aveay” 1 Ext i (F*E", E') — Extg (E", E'). Il est clair que si Exf-isoi
déesigne les classes d’extensionskiésocristaux surconvergents, alors I'applica-
tion Extyisqt (B, E') — Ext (E", E') a pour image Ext (E", E')*=1.

PROPOSITION 3.2.1L’application canoniquéExty_is,i (E”, E') — Extg; (E",
E")?=1 est bijective.
Comme cette application estdnire et surjective, il suffit de montrer que toute

structure de Frobenius sur I'extension ';riviale est triviale. Une telle structure est
donrée surE’ & E", par une matrice(g Zf,) oum € Homg, (F*E", E').

Comme Hon(E", E') = H,ﬁ’g(X, Hom(E",E'")) est de dimension finie par 2.1.2,
alors¢ — 1 est surjective sur cet espace (voir par exemple [I]) et il existe donc
n: E" — E'telque(¢—1)(n) = mo "1, cestadirem = ¢ o F*(n) —noy".

On adonc

o 1) o )=(o o) ™)) D
01/\o ¢ ) \o ¢ /)\o 1 )

Si E’ et E” sont deuxF'-isocristaux surconvergents siir, on a un homomor-
phisme fonctoriel

Extpisot (B, B') = Hiy(X, Hom(E", E'))*=1.

PROPOSITION 3.2.2.Supposons que I'on peut plong& comme ouvert de la
fibre sgeciale d’'un scema formel propre et plaP. Alors, siE’ et E” sont deux
F-isocristaux surconvergents s, on a un isomorphisme naturel

Extp_isot (E", E') = Hrlig(X, Hom(E", E"))?7L.
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Notre assertiongsulte de 2.2.2 et 3.2.1. O

Remarque$8.2.3. (i) SiE est extension d&" par E’, alors les pentes dE
sont les pentes d&’ et de E”. En patrticulier, siE est unF-isocristal filtie, les
pentes deF sont les pentes du graddeF.

(if) Par construction, les isomorphismes canoniques

Extei (E"(N), E') = Extgi (E", E') (=) = Exteqt (B”, E'(—X))
sont compatibles aux Frobenius. On a donc

EXtF-iso’f (EIO‘)a E”) = EXtF-isoT (E,a E”(_A))-

PROPOSITION 3.2.4SoientX une courbe lisse et connexe suetU un ouvert
affine non vide deX. SoientE’ et E” deuxF-isocristaux surconvergents suy.
Alors, on a un isomorphisme

Hompjsot (E”a El) - Homp_jsqt (E\”Ua E|IU)
et une suite exaci&gauche

0 — EXtp.isot (E", E') = Extpisot (Ejtr, Elr) = @D Homp-iso( By (1), Ey).
zgU

S’il n'existe pas de pentes de E' et i de E” telles quex — A = 1, alors
EXtF-isoT (E”a E,) - EXtF-iso’r (E\I%Ja E\IU)
SiExt (E", E') est de dimension finie, on a une suite exacte

0— EXtF-iSOT (E”a E,) — EXtF-iso’r( ,|IUaE|IU

— P Homgp-iso( B (1), E},) — 0O
z¢U

lorsqueX est affine, et une suite exacte
0— EXtF-iso’f (E”a E,) — EXtF-isoT (E\I;]a E\IU)

— P Homp-iso( B3 (1), E,) — Homp_ioi (E" (1), E') — 0
rZU

lorsqueX est propre.

Cela gsulte de 3.1.4 appligqua Hom(E", E') et de 3.2.2. Pour la degre

assertion, on utilise aussi la duélgurX propre et lisse (quiasulte de la duakt

en cohomologie cristalline). O
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COROLLAIRE 3.2.5. Si X est un ouvert de la droite et et ;, deux nombres
rationnels, alorsExtF_isof(OfY(—u), O]LY(—A)) =0sip—XA#1

On peut supposer que = IP,% auquel cas notre assertid@sulte de la nullé de
Hrlig (]PI%) O
4. F-isocristaux unipotents

Les hypotleéses et notations sont comme dans le paragraghes3alg@briquement
clos de caraétristiquep > 0 etq = p® ou a est un entier positif non nut.désigne

un entier positif non nul ek (resp.Ko) est le corps obtenu en ajoutant une racine
primitive e-iemer dep au corps des fractions d€ (k) (resp.W (F,)). On rappelle
aussi quel = [Ko : Q] et queo est le Frobenius d& qui laisser invariant.

4.1. DEFINITIONS

DEFINITION 4.1.1. Un F-isocristal surconvergeniy sur X est dit unipotent

si lisocristal surconvergent sous-jacent est unipotent. Attention, il ne s’agit pas
d’un objet unipotent de la cagjorie desF-isocristaux surconvergents. En fait, les
objets unipotents de cette égbrie sont led’-isocristaux surconvergents unipo-
tents uniés.

PROPOSITION 4.1.2.Si X est connexe, ui'-isocristal surconvergent suk
est unipotent si et seulement s’il pede une filtration (croissante, exhaustive et
sepaiee) dont le gradé est constant. En fait, la filtration naturelle sBrest stable
par Frobenius.

La condition est clairement suffisante carfegsocristaux constants sont unipo-
tents et pour montrer qu’elle esgtcessaire, il suffit de montrer la dekre assertion.
Celle-ci iesulte de la fonctoriakit de la filtration naturelle. O

COROLLAIRE 4.1.3.Si X est connexe, uR'-isocristal surconvergent sux est
unipotent si et seulement s'il est extensiénée de écaks deO; . 0

Remarqud.1.4. SoitE un F-isocristal surconvergent unipotent sticonnexe.
Alors, les pentes d& sont exactement les rationnelgqui apparaissent comme
guotients dans unecriture deE comme extensionéree deF-isocristaux de la
forme O}((—A). En d’autres termes, ce sont |2gels queO}((—A) est un sous-
guotient deE. En particulier, les pentes dB8, sont incependantes du choix du
point fermeé z.

PROPOSITION 4.1.5SoientX une courbe lisse et connexe suetU un ouvert
affine non vide de&X. Alors,

(i) Un F-isocristal surconvergent unipotent esitdrmireé par sa restrictiora U.
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102 BRUNO CHIARELLOTTO AND BERNARD LE STUM

(ii) ToutF-isocristal unipotent uné surU se prolonge de maéie uniquea X .

C’est une conasguence de 3.2.4. O

CORLLAIRE 4.1.6. Sur un ouvert de la droite, tout-isocristal unipotent uné
est trivial. O

4.2. F-ISOCRISTAUX UNIPOTENTS SUR UN OUVERT DE LA DROITE AFFINE

On designe maintenant p& un ouvert de la droite affine.

PROPQOSITION 4.2.1SoientE’ et E” deuxF-isocristaux surconvergents unipo-
tents surX. S'il n'existe pas de pentesde E’ ety de E” telles queu — X = 1,
alorsExtp_isot (E", E') = 0.

On pro@de paré&currence sur le rang d€. On pro@de ensuite paécurrence
sur celui deE”. On écrit E” comme extension d@}(—u) par un F'-isocristal
surconvergent”. On a une suite exacte au milieu

EXtF-iSOT (01( (—,u), E,) — EXtF-iso’f (E”a E,) — EXtF-isoT (G”a E,)

avecG” et (’)}(—p) satisfaisant les @mes hypotbses queF”. On peut donc
supposer ques”’ = (’)}(—u). On pro@&de de la rame faon pourE’ et on se
ramene ainsi au castoE’ = O}(—A). Or on a vu dans le Corollaire 3.2.5 que
EXtr.isot (O (1), Ok (=1)) = O'sipp— X # 1. o

PROPOSITION 4.2.2.Soit E un F-isocristal surconvergent unipotent suf.
Alors, E est somme directe deedaks deF'-isocristaux surconvergengspentes
entieres.

On raisonne parécurrence sur le rang dE. On écrit E comme extension
de O}(—A) par un F-isocristal surconvergert¥. Par Ecurrence, on peucrire
G = G'® G"”, ol les pentes d&’ sont congruented A moduloZ et aucune de
celles deG” ne le sont. Il esulte alors de 4.2.1 que

EXtp-isor (O;( (—)\), G) = EXtp-isot (O;( (—)\), G,) ® EXtp-isor (O;( (—)\), G”)

= Extp-isot (O (—), @).
On peut donécrireE = E' & G" et on applique I'hypotbse de&currence. O
THEOREME 4.2.3. Soit E un F-isocristal surconvergent unipotent sur un ouvert
X de la droite affine. AlorsE pos&de une unique filtration (finie, croissante,

exhaustive eté&pae indeke parQ) telle queGryE = (’)}(—A)”k. Celle-ci est
fonctorielle.
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On pro@&de parecurrence sur le rang d& Soient) la plus petite pente dBetn
maximal tel ques contienne(?}((—k)". Si ) était une pente du quotieitde E par
O}((—A)", on pourrait trouver grcea la Remarque 4.1.4.(i), un sodsisocristal
surconvergent’’ de G et un morphisme non nut’ — O]LY(—A). Comme les
pentes de&7 sont> ), il résulte de la Proposition 4.2.1 que ce morphismeguiess
une section. On voit ainsi qu&, et donc aussi, contient une copie d@}((—k).
On tire alors la suite exacte & O}(—A)" — E — G — 0 par notre injection
O}((—A) — (G et on obtient une suite exacte courte

0— 0L (=\)" = E' = 0l (=)) = 0

quiestscindepar4.2.1.0na dort[(l}((—k)"+1 ~ F' — E, ce qui contredit notre
hypothese. On voit donc qu# n’est pas une pente de. Comme c’est une pente
de E, le rang de& est strictement plus petit que celui fleet on peut appliquek
G notre hypotlese de&currence.

Donnons nous maintenant un morphismés — E’ entre deuxt-isocristaux
surconvergents unipotents. Comme les pentes gé&Rbnt< A et que celles de
E'/Fil\E' sont> ), le morphisme compésFil,F — E — E' — E'/Fil\E’ est
nul. Nous voyons donc querespecte les filtrations. Comme corollaire, on obtient
l'unicité de notre filtration. O

Par ckfinition, cette filtration est Iéltration par les pentes

COROLLAIRE 4.2.4.Si E est unF'-isocristal surconvergent unipotent iadompo
sable (en tant quér-isocristal surconvergent) suX, ses pentes somt, A +
..., 4.

Gracea la Proposition 4.2.2, on sait que les penteg/deont toutes congrues
moduloZ. Supposons qu'il existé tel que 0# FilyE = Fil\;1FE # E. Alors la
suite exacte 0+ Fil,E — E — E/FilyE — 0 est scinée: en effet, comme les
pentes de FIE sont< A et que celles d&/Fil\E = E/Fily 1 E sont> X\ + 1,
cela esulte de la Proposition 4.2.1. O

5. Exemples et com@ments

On césigne toujours paX un ouvert de la droite affine. Quitéefaire des dcalages

et des sommes directes, tdttisocristal surconvergent unipotefitpeut s’obtenir

a partir de F-isocristaux surconvergents unipotents @odmposablea pentes
entieres. De plus, quittefaire un nouveauatalage, on peut supposer que les pentes
sontQl,2,...,r. Ondispose alors d’'une filtration telle que; Br= (’)}(—z’)"i.
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En d’autres termes, si on ealeX de la mangre habituelleFE pos&de une base
dans laquelle la matrice du Frobenius est triangulaire, et dont les valeurs propres
sontlgq,...,q". Plus péciement, elle est de la forme

Ag * - %
0 A

*
o - 0 A

avecA; = ¢'I,,. En reprenant les arguments de &nbnstration de la Proposition
3.2.1, on peut i@me trouver une base dans laquelle la matrice du Frobenius est la
matrice diagonale

En particulier, le Frobenius est semi-simple.

5.1. COMPARAISON DES FILTRATIONS

Par fonctorialié, la filtration par les pentes est ‘plus fine’ que la filtration naturelle.
On peut se demander si elle est strictement plus fine.

5.1.1. Avant de poursuivre, il estnessaire de faire la remarque suivanté sist
un F-isocristal surconvergent unipotent @mbmposable non constant et\sest
une pente d&'’ := FilJ®'E, alors) + 1 est une pente d&/E'. En effet, comme
E' est constan(’)} (—\) est facteur direct dang’. On peut alors pousser la suite
exacte 0+ F' - F — E/E' — OparE' — O}((—A) pour obtenir une suite
exacte 0— (’)}((—A) — F — E/E'" — 0. Si) + 1 n'est pas une pente dg/E',

alors cette suite est sciad et(’)}(—A) est facteur direct dang. Ce qui contredit
nos hypotkses.

5.1.2. Montrons maintenant quefsiest unf-isocristal surconvergent unipotent
indecomposable de rang au plusa&pentes (L, ..., alors les deux filtrations
caincident:

Il suffit bien dir de traiter le cas w F n’est pas constant. Supposons que
FilP*™E + Fil}®E, alors Fif?'E a au moins deux pentes distinctes et est donc
de rang au moins 2. La Remarque 5.1.1 nous dit BYEIl}*E a, lui aussi, au
moins deux pentes distinctes et est donc aussi de rang au moins 2. On obtient
donc une contradiction avec notre hypedgk que le rang dE est au plus 3. On
a donc ecessairement Bi"°E = FilJ?E et on peut consierer le quotient.

S'il est indecomposable, on conclut paaurrence. Sinon, comme il est de rang
au plus 2, il est constant et on a donc)®it = E. Il suffit donc pour conclure
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de montrer que 2 n’est pas une penteHiel e seul cas non trivial est celutio
F est de rang 2 et on a donc une suite exacte (ID]LY - FE —- F — 0 que
l'on peut tirer parO]LY(—Z) — F pour obtenir une extension @}(—Z) parO}(.

Elle est recessairement scigd, ce qui montre qu@}(—Z) est contenu danB.
Contradiction.

5.1.3. Nous ne l'avons patifie, mais le esultat pecedent se gréralise prob-
ablement aux‘-isocristaux de rang quelconque lorsglie= P1\{0, cc}. Nous
allons voir cependant que que I'on peut construirefsisocristal surconvergent
unipotentinécomposable de rang 4 stj\ {0, 1,00} a pentes 0, 1 et 2 pour lequel
les deux filtrations ne docident pas.

Remarquons tout d’abord qu’il existe des extensiféhde (’)}(—1) par (’)ﬁ
qui sont inckccomposables: En effet, dire que Fisocristal surconvergent’
est cecomposable signifie que lI'on peut I'obtenir en poussant une extension de

(9}((—1) parO]‘Y par un morphisme non nm}( — Of\f. Comme

2
HomF-iso’r(Og(a O;() = [HQ

8 (X)*=2 = K,

cela signifie qu'il existez, b € Kp non tous nuls tels qu& soit dans I'image de
I'application lineaire

_ 2
HE(X)9=0 = Extyiget (O (=1),0) = Extyioot (0% (1), 0%)
= [H,(X)P=1]2.

a— (aq, ba).

Notre assertionasulte donc du fait que didEIrlig(X)¢:q =2>1.

Donnons nous maintenant une extension non trivialde 0% (~1) par O%.

La fleche naturelld}y (D) — Hjjy(X)(—1) étant surjective, il en va de@me de

I'applicationévidente
2
Exty-iso (O (2), D ® O% (=1)) = Extpuieqr (O (=2), 0% (-1).

Il existe donc une extension (non trivial&) de O (—2) par D ® O (—1) qui
donneF'(—1) lorsqu’on la pousse par le morphisrhed O}((—l)) — Of\f(—l)).
Etudions les filtrations suk’. On a bien &r Fil)*™E = O et Fik*"E =
D@ O}(—l). D’autre part, comme? est une extension non triviale dé}((—Z)
parD & O (~1), on aHY(E) = HRy(D & 0l (1)) = K & K(—1) si bien
que Fif'E = 0% @ 0% (~1). En particulier, on voit que Bf"°E # Filj2E
et donc, comme annoagcque les deux filtrations ne ieeident pas. Montrons
aussi que FiP'E est de rang 3. Il s’agit de montrer que le quotient Kear
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FilJ®'E n’est pas constant. Or celui-ci n'est autre que I'extension que I'on obtient
en poussant I'extensiofi(—1) par la premére projectior(’)}?(—l) — O}(—l).
Et cette extension n’est pas triviale daest indecomposable.

Pour finir, il restea \erifier queFE est indccomposable. Supposons le contraire;
on peut doncectire E = E; @ E, et comme FR'E = 0 @ 0% (~1), on a
n'ecessairemer(’r)fY C Ej et (9}(—1) C FE» (ou le contraire). De plus, comme
Fil]?'E est de rang 3, on a obligatoireméitou E, de rang 1. Il suit qué; = O}
OuUFEp = O}(—l). Le premier cas ne peux pas se produirelcar- D C E etD
estincecomposable. |l restetraiter le second cas. Comifi¢—1) estle quotient de
E par(’)} etque Hon}_isof((’)}, O}((—l)) = 0, lasectiorFF — FE, se factoriserait
par F'(—1). Or, celui-ci estinécomposable. Contradiction.

5.1.4. Dans I'exemple peedent, sil'on redve X de la manére habituelle, on peut
prendre poui le F-isocristal dont la connexion et le Frobenius sont dendans
une basdes, ez, e3, e4} par les matrices

0 1/t O 0 100 O
0 0 1t ot 0 ¢q OO
0 0 Yt—-1 0 0 g qu
0 0 0 0 00 ¢

avecu = log(1— t?) —log(1—t)7. On a alors FJ*™E = (e1), Filj2E = (e1, e3)
et FiP*™E = Fil7E = (e1, e5, e3). Pour montrer qué est indecomposable, on
peut refaire de maareélementaire le raisonnement de 5.1.3.

5.2. STRUCTURE DE FROBENIUS SUR LES ISOCRISTAUX UNIPOTENTS

Toutes les notionglémentaires concernant I€sisocristaux (surconvergents) que
nous avons rappéees plus haut lorsque le corps de basdsesbnt encore valables
au dessus di . Bien €ir, on ne dispose plus alors détheme de écomposition de
Manin. Mais on a un foncteur de changementde liase E'x pour les isocristaux

comme pour led’-isocristaux et une application canonquég(E) Rk, K —
Hrlig(EK). En utilisant la derrére remarque de [B3], on peut facilement montrer
par ecurrence sur le rang, que Biest un isocristal unipotent si¥ lisse, cette
application est un isomorphisme.

On se pose maintenant la question de savoir si tout isocristal unipotent au dessus
d’un ouvert de la droite possle une structure de Frobenius. On suppose ici pour

simplifier quee = 1.

5.2.1. SoitX = P]%q\{o, oo}. Nous allons voir que s¥ est un isocristal surcon-
vergent unipotent suk qui est une suite d’extension®n trivialesde (’)} alors
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E pos®de une structure de Frobenius. On gabe par @currence sur le rang de
E en montrant au passage que l'on peut supposerHiﬁd(aE) = Kp(—1). On

écrit E comme extension non triviale dé} parG. Notre hypotleése de&currence
nous dit que& pos&de une structure de Frobenius telle (Hﬁg(G) = Ko(-1).
L'action de Frobenius est donc la multiplication ga®©n en éduit une application
surjective Exp_isof((’)}, G(1) — Ext,SOT(OfY, G). Cela montre qué’ peutétre
muni d’une structure de Frobenius qui en fait une extensio@}glmarG(l). I
restea montrer queHrlig(E) = Ko(—1). Pour cela, on cons@e la suite exacte
longue de cohomologie

0 — Hpy(G)(1) = HY(E) — Ko — Hjiy(G)(1) — Hyjy(E)

— Ko(—-1) — 0.

Comme notre extension n’est pas triviale, onéﬂ:essairemerﬂﬁg(G)(l) 5
Hr?g(E) et comme on est surr%q\{o, oo}, la caractristique d’Euler—Poincérd’un
isocristal unipotent est nulle. On a donc

dim Hy (E) = dim HQy(E) = dim Hpy(G) = dim H{y(G) = 1.
On voit donc que les &chesKo(—1) — Hiy(G) et Hjy(E) — Ko(—1) sont
nécessairement bijectives.

5.2.2. Dans 5.2.1, 'hypo#se quer est une suite d’extensions non triviales n’est
pas recessaire On peut montrer que tout isocristal surconvergent unipotent sur
X = ]P]%q\{o, oo} est somme directe d’isocristaux surconvergents satisfaisant les
hypotteses de 5.2.1. Malheureusement, la seé@faahstration que nous avons de
ce esultat est assez laborieuse et nowdguons ne pas la reproduire ici. On voit
donc que tout isocristal surconvergent unipotent¥upos&de une structure de
Frobenius.

5.2.3. Le esultat de 5.2.1 est toujours valable pour un cristal de rang 2 lorsque

X est la droite affine prige den points. On aH,lig(X) = Kg(—1) eton a donc

une surjection E)gi_isof(oﬁ((—l), O}) — ExtISOT(O}, (9}(). Il suit que siE est
une extension dé)} par(’)T , On peut munirE d’'une structure de Frobenius qui

en fait une extension d@}(—l) par O}(. De plus, siE est une extension non
triviale, toute structure de Frobenius dtix esta isomorphisme @s, obtenue par
extension de la base etchlage partir de celle ci. En effet, on a un isomorphisme
EXtp-isot (Oj\’k (-1), Oj\’k) = Hr]fg (EK)¢:Q = Hr:%'g (E) = EXtggt (O;(’ O;()
5.2.4. Nous allons voir que l&sultat de 5.2.1 est faux pour un cristal de rang 3

surX = ]Pﬂ%q\{o, 1,00}. En effet, commé,(X) # 0, il existe une suite exacte

* E. Pons a dormune @monstration directe de césultat.
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non scinge 0— Of, -% B 5 0l - 0. Par 5.2.3, on peut muni’ d'un
Frobenius. Le morphism@ fournit une surjectiodd},(E') — H},(X) et on note

rig rig
U le compementaire danﬁrlig(E’) du noyau de cettedthe. Touty € U nous

fournit une suite exacte & E' — E — (’)} — O telle que la suite exacte
00l 5 E' -0l =0

obtenue en la poussant gane soit pas scirek. Consiérons alors les filtrations
naturelles. On a RE = FilgE' = O} et E' = Fil,E’' C Fil,E. En fait, on a
mémeE’ = Fil E. Sinon, on aurai = Fil,E et donc GtE = E”, ce qui est
impossible par hypo#tse. Supposons qugest muni d'un Frobenius. Comme la
filtration naturelle est stable par Frobenius, le sous isocristale £ est stable
sous l'action du Frobenius d€. Puisque toute structure de FrobeniusBlresta
isomorphisme prs, obtenue paratalage partir de l'originale, il existé etj € Z
tels que la suite exacte d’'isocristaux surconvergents

0— Ex(j) » Ex — (’)}k(z’) -0

soit stable par les Frobenius. On voit donc que H := J; ; Hi,(E})*=7 .
On a une suite exacte courte

0- ol % B 25 0l (-1) -0
qui nous fournit une suite exacte

0— K(-1) » K*(—1) — Hjy(Ex) — K*(—2) = 0.

Il suit que si I'on prendy € U\H, alors Ex ne peut pas avoir de structure de
Frobenius.

5.2.5. Si l'on rekve X de la mangre habituelle, on peut prendre pokbrle
F-isocristal suiP?\ {0, 1, oo} dont la connexion est do@e par la matrice

0 1/t 1/(t—1)
0o 0 1t
0 0 0

La connexion suF’ = F*FE est alors donee par

0 g/t q /(1)
0 0 1t
0O O 0
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On \érifie aigment que, quitta faire un @&calage et un changement de base qui
n'altere pas les matrices ci-dessus, la matrice du Frobeniugesssairement de
la forme

1 0 u
0 g O
0 0 w

On peut alors &rifiera la main que cela est impossible.

5.2.6. Il est cependant fort possible que tout isocristal surconvergent unipotent
puisse se@aliser comme quotient (ou sous-objet) difsocristal surconvergent
unipotent. Nous esprons pouvoir revenir sur cette question dans le futur. Dans
I'exemple pecedent, il suffit de consierer leF-isocristal suit\ {0, 1, 0o} dont la
connexion est dorée par la matrice

00 0 ¥t—1)
00 Yt 1/(t—1)
00 0 1t
00 O 0

La connexion suF* E est alors don@e par

00 0 gt91/7—1)
0 0 g/t qt97'/(t"—1)
00 0 q/t
00 0 0

et on muniZ du Frobenius dont la matrice est

q 0 0 u
g—1 10 0
0¢g O
0 0 ¢?
avecu = log(1 — t7) — log(1 — ¢)7.

* P. Deligne nous a morgren utilisant les cagories tannakiennes que cette question admet une
reéponse positive.
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