SUR LES FONCTIONS MEROMORPHES
AUX LIMITES FINES

NOBUSHIGE TODA

dédié a Monsieur le Professeur K. Nosuiro, a 'occasion
de son soixantieme anniversaire

1. Introduction

Dans ce mémoire, on continue d’étudier sur les fonctions & des limites fines
que J. L. Doob a trouvées [5]. On a trouvé quelques propriétés des fonctions
dans [10]. Dans le paragraphe 2 on donne une condition suffisante afin qu'une
fonction admette une limite fine et on étudie sur l'indice harmonique d'un spot
asymptotique d’une fonction a une limite fine. Le paragraphe 3 est consacré
aux études d’autres propriétés.

2. Une condition suffisante

D’abord on donne quelques lemmes.

LemMme 1. Soit u(z) une fonction surharmonique dans un domaine D tel que
le point a Uinfini ( = o) est un point-frontiere irrégulier de D. Si u(z)/log|z| est
bornée inférieuvement dans un voisinage fin de o, alors u(z)[/loglz| admet une
limite fine finie en w [2].

LeMmME 2. Si un ensemble E quelconque dans le plan est effilé en w, il existe

des circonférences arbitrairement grandes de centre 0 ne rencontrant pas E [4].

LemMe 3. Soit D un domaine comme dans le Lemme 1 et de cohzj)léménlaire
non polairve, u(z) une fonction surharmonique positive dans D et nulle coniz'nitment
suy les points-fronticve véguliers de D. Alors il existe une fonction harmonique
positive minovante h(z) de u(z) dans D si et seulement si la limite fine de

w(2)/loglzl, qui est finie d'apreés le Lemme 1, est positive. -

Démonstration. D’abord on trouve que, s'il existe une fonction %(z) comme

dans ce lemme, la limite fine de %(z)/loglz! (soit a) est positive. Ce qu’elle

Received March 9, 1966.

61

https://doi.org/10.1017/50027763000024156 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000024156

62 NOBUSHIGE TODA

existe est assuré du Lemme 1.

On pose

) ] htz) dans D
2) =
* l 0 ailleurs,

alors la régularisée s(z) de s(z) est sousharmonique dans le plan fini, de sorte

que la moyenne de §(z):
. _ };_ 28’~ i
ms(r) _Zn-(o $(re”)do

est convexe de log». Donc, la limite

ms(7)

=8

r-+x IOgr -

existe. Cette limite est égale 4 «, parce qu’il existe une suite (7,) telle que
a4+ 0, (12| =74) C D, h(rxe™)/log 7» tend vers a uniformément par rapport
a 0 d'apes le Lemme 2, et pour cette suite

- 70
B = lim 78470 _ pi A7a€) a
n->w log Vn n>o log "n

D'aprés un theoréme de M. Brelot [3], ce que B est finie entraine que
§(2)/loglz| est bornée dans un voisinage de w. Si a est nulle, grace a un
théoréme de M. Brelot [2], 4(2) =0. C’est contraire a I'hypotheése, c’est-a-dire,
il faut que a>0. u(z) = k(z), par conséquent, la limite fine de #(z)/log|z! est
positive.

Inversement, si la limite fine de u(2) /log | z| est positive, #(z)/G.(z) admet
une limite fine finie positive en w, ot G.(z) est harmonique positive dans D,
nulle continGment sur les points-frontiére réguliers de D et son flux en w est
2. En effet, parce que #(2)/log|z| et G.(2)/log|z| admettent des limites fines
finies positives en w,

u(z) _ u(z2)/loglz|

G.2) ~ Gul2)/log|z]

admet une limite fine finie positive (soit ).

L'ensemble
V=(zeD; u(2)/G.(2) > (6 —¢))

est un voisinage fin de w, o ¢ est un nombre positif plus petit que 6. Par
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conséquent, d'aprés le Lemme 2, il existe une suite (ra) telle que 7y + <,
(lzl=7) CV: tu(rne™) > (3 — )G (ra€™) pour tout 6.

Considérons une fonction surharmonique:
v(2) = ul2) — (0 — )G..(2)

dans DN (|zl <7s) = Dy, #n quelconque, alors 2 un ensemble de capacité zéro

sur la frontiére de D, prés

lim inf v(z) =0.
z2-0Dn

Grace au principe de minimum, »(z) >0 dans D», n quelconque, en conséquence
v(z) est non-négative dans D. Cela veut dire que #(z) admet une fonction
harmonique positive minorante: (§ —¢)G.(2).

Soit f(z) une fonction méromorphe dans le plan fini ayant un point singulier
essentiel isolé a l'infini, si elle admet une limite fine © en w, il ¥ a un seul
spot asymptotique sur <. On calcule l'indice harmonique de ce spot asymp-

totique. (Sur la définition d’indice harmonique d’un spot asymptotique, voir [7].)
TatoriEME 1. L'indice harmonique de ce spot asymptotique est 0 ou 1.

Démonstration. Soit D une partie non relativement compacte, conexe de
(z; 1/(2)]>1) (il n’exsite qu'un tel domaine D grace a un théoréme de L. Naim
[sDh.

On connait bien I'égalité

> 2(20)G (2, 20) + u(2) = log | f(2)]

f(zg) =cc

dans D, ot 7n(z) est 'ordre de multiplicité de f(z) en zy, G(z, 2,) est la fonction
de Green de D et u(z) est la fonction harmonique minorante de log|f(2)| la
plus grande.

Si u(z) £0, on trouve que I'indice harmonique est 1. D’abord, on démontre
que #(2) = «*G.,(2) dans D ou a est un nombre positif. En effet, comme dans
la démonstration du Lemme 3, la limite fine de #(z)/log|z| est positive finie,
par conséquent, #(z)/G,(z) admet une limite fine finie positive (soit a).

L'ensemble

V=zeD; (a+2¢) >u(2)/Gul(2) > (a —¢))

est un voisinage fin de w, ol ¢ est un nombre positif quelconque plus petit que

a, de sorte que, comme dans la démonstration du Lemme 3, on a, dans D,
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(@ + G (2)=u(2) = (a — )Gu(2).
Cela veut dire que
u(2) = a*G.,(2)

dans D, puisque e est positif quelconque. Soit D, une partie non relativement
compact connexe de (z; |f(2)!>7»>1). D.cD. Alors dans D, on a une égalité
suivante comme dans la premiére partie de cette démonstration :

> 2(2)Gs (2, 20) + u,(2) =log|f(2)/7|.

Jizo) =

Puisque le complérvnentaire de D, (=% D,) esteffilé en v pour tout 7, d’aprés
le Lemme 3, log!f(2)/7|/loglz] admet une limite fine finie positive et le
Lemme 3 entraine que #,(z) #0. Comme dans la premiére partie de cette
démonstration, #,(2) =B, GL(2) ou G,(z) est harmonique positive dans Dy,
nulle contindment sur la frontiére de D, et son flux en w est 27, B, un nombre
positif. D'aprés la définition d'indice harmonique, 'indice harmonique de ce
spot asymptotique est 1. Si #(z) =0, l'indice harmonique est évidemment 0.

N. B. Cette démonstration indique que l'indice harmonique est 0 ou 1 si
pour un 7, #,(z) =0 ou non réspectivement.

Maintenant, on donne une condition suffisante pour qu'une fonction admette
une limite fine en w.

Soit f(z) une fonction méromorphe dans le plan fini ayant un point singulier
essentiel isolé a l'infini, D une partie non relativement compacte, connexe de
(z; 1f1z)]>1), G(z 2) la fonction de Green de D. On connait bien I'égalité

suivante

ST n(2)G (2, 20) + u.(2) = log | f(2)]

I(z) =

dans D, ou #n(z) est I'ordre de multiplicité de f(z) en z, u.(z) la fonction har-

monique minorante de log|f(z)| la plus grande. Dans cette situation, on a

TutorEME 2. S7 u.(2)%0 et si

lim inf?% 0 ¢ 4 oo,
r-»+w l g7’

alors f(2) admet une limite fine © en w.

Démonstration, On pose
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{ w.,(z) dans D
u(z) = .
‘ 0 ailleurs,

alors #(z) est sousharmonique non-négative dans le plan fini.
Soit

mu () = Ql,fg; " (re”)db

la moyenne de #(z). m.(r) est convexe de logr, par consiquent, m,(»)/logr

admet une limite pour 7,/ + o qui est finie dans ce cas-1), parce que
mu(r) < m(r, f)

pour tout . Cela veut dire qu'en vertu d'un théoréme de M. Brelot [3],
u(2)/log|z| est bornée dans un voisinage de . En considérant que «.(z) 0,
le point & l'infini est un point irrégulier de D grace & un théoréme de M.
Brelot [2]. Cela veut dire que %D est effilé en w, par conséquent, f(z) admet

une limite fine en w, qui est «< en vertu d'un théoréme de M. Heins [6].

U~ exeMpLE. Soit f(z) une fonction méromorphe dans le plan ayant un
point singulier essentiel isolé A l'infini et admettant une limite fine 0 en ce
point. Alors g(2) = f(z) +z admet une limite fine « en w, parce que
2] = 1A <lg(2)]. loglg(z)|/logizl a une limite fine 1 en w, paf conséquent,
d’apres le Lemme 3, l'indice harmonique du spot asymptotique sur « est 1.
Cette fonction est aussi un exemple qui satisfait les conditions du Théoréme

2.

N. B. On ne peut pas donner un exemple ‘dont I'indice harmonique est 0.

3. Direction de Julia

Une fonction méromorphe dans le plan ayant un point singulier essentiel
isolé en w et admettant une limite fine en w a une propriété intéressante pour
la direction de Julia. On le voit suivant.

LemmMme 4. Soit E un ensemble compact dont le complémentaire CE est un do-

maine, 0<1<1, Ex=EN A" < |z| S/l"), Cn capacité de En. Si

2+,

n=1 A”

Porigine 0 est un point régulier du domaine T FE (voir [11]).
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En utilisant ce Lemme, on démontre un autre lemme. Soit D un domaine

tel que l'origine est un point-frontiére de D, E= €D,
K =(0; (arg z=0) N (E={0) NIzl <7 xp) et 0, = | do.

LemMmE 5. Si lorigine O est un point irrégulier du domaine D, lim 6, = 0.
* r-0

Démonstration. On peut supposer que E soit compact. Soit Kn,=(0;
(argz=0) N Ex%¢), o,.:SK ds.

1) le cas ou (E—- {0})) c(0<argz<~n/2). On sait que si I" est un arc sur
|z| = R dont I'angle vu de l'origine est 0, la capacité de I" est R-sin8/4. Alors
en considérant la définition de capacité par le diameétre transfini, on obtient
I'inégalité

A" 1sinfn/4 < Ch.

Grace au Lemme 4, en utilisant 20/x <sinf pour § entre 0 et 27'x, pour e

positif quelconque, il existe un #, tel que

2 % Ca
2a Anogz ,‘EHOO”SETSS'
Cela veut dire que

70

2) les autres. Soit
=(E-(Dn(FGu-D<argz< F-i)Ulol  i=1,234

alors E= ,Q, E;. Pour chaque E;, on applique le cas (1) et on obtient le
résultat.

TutboriME 3. Soit f(2) une fonction méromorphe dans le plan fini ayant un
point singulier essentiel isol¢ & Iinfini et admettant une limite fine en ce point.
Alors f(z) a une dz'rection de Julia telle que dans n'importe quel domaine angulaire
qui est partagé en deux domaines angulaires égales par cela, f(z) n'a pas de valeurs

exceptionnelles au sens de Picard.

émonstration. On peut supposer que la limite fine soit 0. Soit D une partie

non relativement compacte, connexe de (z; | f(2){<1), D. = (z eD; Gz, z)> %)
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ol G(z, z) est la fonction de Green de D et limzﬁsljlp G(z, 20) = ¢ est positif
parce que %D est effiilé en w. % D: est aussi effilé en w. Soit »7(w) le nombre
de points de D: ou f(z) est égale a w, w quelconque de la sphere de Riemann.
Alors comme dans la démonstration du théoréme 3 [9], vi(w) est bornée et
f(2) tend vers 0 sur D¢ quand z tend vers w. % D. se compose de domaines de
nombre infini dont les frontiéres sont analytiques. Soit A» un domaine com-
posant connexe de #D. qui contient au moins un zéro de f(z). Il existe un
nombre infini de tels domaines parce que f(z) n'a pas de valeurs exception-
nelles au sens de Picard d’aprés un théoréme de J. L. Doob [5] et que »;(0)
est fini. Soit an = 7,¢"™ un des zéro de f(z) dans A.. On peut supposer que
N<H<rn< <7,/ + o, Soit §, un des points d’accumulation de (8.,),
Bn l'angle de A, vu de l'origine 0. Alors en considérant l'inverse de A, par
rapport A |z|=1 [1], grace au Lemme 5, 2, tend vers 0. Arg z=0, est une
direction que l'on cherche. En effet, soit 4 un domaine angulaire arbitraire
qui contient arg z=0, comme ligne droite qui le partage en deux parties
égales:

d=(z; 0p—e<argz<0y+¢)

ol ¢ est un nombre positif quelconque. Puisque 8, tend vers 0, il existe un »o
tel que pour tout #» plus grand que %), A»C 4. (On peut supposer que 0, tend
vers 0,.)

On trouve maintenant que sur A =an)1 An, il n'existe pas de valeurs ex-

ceptionnelles au sens de Picard. Pour a=0, =, en considérant que sur D. f(2)

tend vers 0, il existe un », tel que pour tout x> n,,
Filwl>lal—e)c An

ol ¢ est un nombre positif plus petit que |a]. C'est-i-dire que f(z) admet a
dans A» (#=n,) au moins une fois. On a pris A4, de la maniére A contenire

au moins un zéro et un pdle de f(2) dans A,. On a le résultat.
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