
SUR LES FONCTIONS MEROMORPHES

AUX LIMITES FINES

NOBUSHIGE TODA

dedie a Monsieur le Professeur K. NOSHIRO, a Γoccasion

de son soixantieme anniversaire

1. Introduction

Dans ce memoire, on continue d'etudier sur les f onctions a des limites fines

que J. L. Doob a trouvees [5]. On a trouve quelques proprietes des functions

dans [10]. Dans le paragraphe 2 on donne une condition suffisante afin qu'une

fonction admette une limite fine et on etudie sur Γindice harmonique d'un spot

asymptotique d'une fonction & une limite fine. Le paragraphe 3 est consacre

aux etudes d'autres proprietes.

2. Une condition suffisante

D'abord on donne quelques lemmes.

LEMME 1. Soit u(z) une fonction surharmonique dans un domaine D tel que

le point a ΐinfini ( =*ω) est un point-frontiere irrέgulier de D. Si u{z)/log\z\ est

bornέe inferieurement dans un voisinage fin de ω> alors u{z)/log\z\ admet une

limite fine finie en ω [2].

LEMME 2. Si un ensemble E quelconque dans le plan est effile en ω, iί existe

des circόnferences arbitrairement grandes de centre 0 ne rencontrant pas E [4].

LEMME 3. Soit D un domaine comme dans le Lemme 1 et de complέmentaire

non polaire, u(z) une fonction surharmonique positive dans D et nulle continument

sur les points-frontiere rέguliers de D. Alors il existe une fonction harmonique

positive minorante h(z) de u{z) dans D si et seulement si la limite fine de

u(z)/log\z\, qui est finie d'apres le Lemme 1, est positive.

Demonstration. D'abord on trouve que, s'il existe une fonction h(z) comme

dans ce lemme, la limite fine de h(z)/log Iz\ (soit a) est positive. Ce qu'elle
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existe est assure du Lemme 1.

On pose

ί hiz) dans D
siz) =

I 0 ailleurs,

alors la regularisέe siz) de siz) est sousharmonique dans le plan fini, de sorte

que la moyenne de siz)

est convexe de logr. Done, la limite

Urn ψ-^ = βlogr

existe. Cette limite est egale k ct> parce qu'il existe une suite (rn) telle que

rn/ + oo, (U! = r Λ ) c D , hirne
tQ)/logrn tend vers a uniformement par rapport

a 0 d'ap&s le Lemme 2, et pour cette suite

«-•» logrn

D'aprέs un theorέme de M. Brelot [3], ce que β est finie entraΐne que

s(zy\og\z\ est bornee dans un voisinage de ω. Si a est nulle, grace & un

theoreme de M. Brelot [2], hiz) = 0. C*est contraire & Γhypothέse, e'est-^-dire,

il faut que a>0. uiz)>k(z)i par consequent, la limite fine de u(z)/log\z\ est

positive.

Inversement, si la limite fine de u(z)/log\z\ est positive, u(z)/Gtυ(z) admet

une limite fine finie positive en ω, oύ G,u(z) est harmonique positive dans D,

nulle continument sur les points-fronti&re reguliers de D et. son flux en ω est

2π. En effet, parce que u{z)/log\z\ et G,o(z)/log\z\ ad met tent des li mites fines

finies positives en ω}

\ - u(z)/\og\z\
Gjz) έ

admet une limite fine finie positive (soit i) .

L'ensemble

est un voisinage fin de ω, oύ ε est un nombre positif plus petit que d. Par
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consequent, d'apres le Lemme 2, il existe une suite (rΛ) telle que rn/ 4- -x,,

(\z\ = rj c V: u(rne
i9) > (δ - s ) G β ( r / ) pour tout β.

Cόnsiderons une fonction surharmonique:

v(z) = u(z) - (δ -ε)GiO{z)

dans DΠ (\z\ <rn) = A,, « quelconque, alors & un ensemble de capacite zero

sur la frontiere de Dn pres

lim inf v(z) >0.

Grace au principe de minimum, v(z) > 0 dans Dni n quelconque, en consequence

viz) est non-negative dans D. Cela veut dire que u{z) admet une fonction

harmonique positive minorante: (δ - ε)Gw{z).

Soit f(z) une fonction meromorphe dans le plan fini ayant un point singulier

essentiel isole a Γinfini, si elle admet une limite fine °o en ω, il y a un seul

spot asymptotique sur 00. On calcule Γindice harmonique de ce spot asymp-

totique. (Sur la definition d'indice harmonique d'un spot asymptotique, voir [7].)

THEOREME 1. Vindice harmonique de ce spot asymptotique est 0 on 1.

Demonstration. Soit D une partie non relativement compacte, conexe de

(2; 1/(2)I > l ) (il n'exsite qu'un tel domaine D grace a un theoreme de L. Nairn

[8]).

On connaϊt bien Γegalite

dans Z>, oύ n{z0) est Γordre de multiplicity de f(z) en zo, Giz, Zo) est la fonction

de Green de D et tι(z) est la fonction harmonique minorante de log 1/(2) | la

plus grande.

Si #<z) £θ, on trouve que Γindice harmonique est 1. D'abord, on demontre

que u(z) = a CΛz) dans D oύ a est un nombre positif. En effet, comme dans

la demonstration du Lemme 3, la limite fine de u(z)/log\z\ est positive finie,

par consequent, u(z)/Gw(z) admet une limite fine finie positive (soit a).

L'ensemble

y= UεD; (a + s)>u(z)/Gw(z)>(cc-e))

est un voisinage fin de ω, oά s est un nombre positif quelconque plus petit que

or, de sorte que, comme dans la demonstration du Lemme 3, on a, dans Z),
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(a + ε)GM) > u(z) > (α -

Cela veut dire que

dans Z), puisque ε est positif quelconque. Soit Dr une partie non relativement

compact connexe de (z \f(z)! > r> l). Dr c Zλ Alors dans Dr on a une egalite

suivante comme dans la premiere partie de cette demonstration:

Σ n(z»)G, (z, zQ) + Ur(z) = log |

Puisque le complementaire de A ( = #7>r) est eίRle en ω pour tout r, d'apres

le Lemme 3, log|/U)/r|/loglz| admet une limite fine finie positive et le

Lemme 3 entraΐne que ur(z)$Q. Comme dans la premiere partie de cette

demonstration, uΛz) = βr Gί(z) oύ GΓ«U) est harmonique positive dans Dr,

nulle continument sur la fronti&re de Dr et son flux en ω est 2zr, βr un nombre

positif. D'apres la definition d'indice harmonique, Γindice harmonique de ce

spot asymptotique est 1. Si u{z) =0, Γindice harmonique est evidemment 0.

N. B. Cette demonstration indique que Γindice harmonique est 0 ou 1 si

pour un r> uλz) ΞO OU non respectivement

Maintenant, on donne une condition suffisante pour qu'une fonction admette

une limite fine en ω.

Soit f{z) une fonction meromorphe dans le plan fini ayant un point singulier

essentiel isole k Γinfini, D une partie non relativement compacte, connexe de

(z; | /uM>D, G(zt 20) la fonction de Green de D. On connaϊt bien Γegalite

suivante

dans Z), oύ n(z) est Γordre de multiplicite de f(z) en z> uw(z) la fonction har-

monique minorante de log|/(<ε)| la plus grande. Dans cette situation, on a

THEOREME 2. Si ujz)$θ et si

lim inf^
r^+00 logr

alors f(z) admet une limite fine °° en ω.

Demonstration, On pose
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v ί uM) dans D
u(z) =

{ 0 ailleurs,

alors u(z) est sousharmonique non-negative dans le plan fini.

Soit

la moyenne de u(z). mu{r) est convexe de logr, par consequent, mu{r)/logr

admet une limite pour r/ + °° qui est finie dans ce cas-la, parce que

ntu(r) < m(r,f)

pour tout r. Cela veut dire qu'en vertu d'un theoreme de M. Brelot [3],

u{z)/\og\z\ est bornee dans un voisinage de α>. En considerant que uiO(z) *0,

le point k Γinfini est un point irregulier de D grace a un theoreme de M.

Brelot [2]. Cela veut dire que *€D est effile en ω, par consequent, f(z) admet

une ϊimite fine en ω, qui est OQ en vertu d'un theoreme de M. Heins ίβl.

UN EXEMPLE. Soit f(z) une fonction meromorphe dans le plan ayant un

point singulier essentiel isole k Γinfini et admettant une limite fine 0 en ce

point. Alors g(z)=f(z)+z admet une limite fine oo en ω, parce que

Ul - I/U)l < I^U)I. log \g(z)\/\og \z\ a une limite fine 1 en ω, par consequent,

d'apr&s le Lemme 3, Γindice harmonique du spot asymptotique sur «> est 1.

Cette fonction est aussi un exemple qui satisfait les conditions du Theoreme

2.

N. B. On ne peut pas donner un exemple dont Γindice harmonique est 0.

3. Direction de Julia

Une fonction meromorphe dans le plan ayant un point singulier essentiel

isole en ω et admettant une limite fine en ω a une propriete interessante pour

la direction de Julia. On le voit suivant.

LEMME 4. Soit E un ensemble compact dont le complέmentaire "€E est un do-

mainey 0 < λ < 1, En = E Π {λn H < UI < λn), Cn capacitέ de En. Si

Γorigine 0 est un point re gutter du domaine *€E {voir [11]).
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En utilisant ce Lemme, on demontre un autre lemme. Soit D un domaine

tel que Γorigine est un point-frontiere de A E =

Kr={θ; (arg z = θ)f) (E- {0}) Π (\z\ <r) *φ) et θr = \ dθ.

LEMME 5. Si Γorigine 0 est un point irrέgulier du domaine D> l i m 0 r = 0.
0

r->0

Demonstration. On peut supposer que E soit compact Soit Kn-{θ;

= 0) OEn*φ), 0n = ί dθ.

l) le cas oύ (E— {0})c (0< argz < π/2). On sait que si Γ est un arc sur

\z\ = i? dont Tangle vu de Γorigine est 0, la capacite de Γ est i? sin0/4. Alors

en considerant la definition de capacite par le diametre transfini, on obtient

Γinegalite

Grace au Lemme 4, en utilisant 20/7r^sin0 pour θ entre 0 et 2~xπ, pour ε

positif quelconque, il existe un nύ tel que

Cela veut dire que

lim θr = 0
r-*o

2) les autres. Soit

Ei= ( £ - {0}) Π ( A ( i - l) < argz^-J- ί) U {0} ι = 1, 2, 3, 4,

alors £ = U£Ί. Pour chaque ^, , on applique le cas (l) et on obtient le

resultat.

THHOREME 3. Soit f(z) une fonction mέromorphe dans le plan fini ayant un

point sin gutter essentiel isole a Γ in fini et admettant une limite fine en ce point.

Alors f(z) a une direction de Julia telle que dans n importe quel domaine angulaire

qui est partagέ en deux domaines angulaires έgales par cela, f{z) na pas de valeurs

exceptionnelles au sens de Picard.

Demonstration. On peut supposer que la limite fine soit 0. Soit D une partie

non relativement compacte, connexe de U; \f(z)\<l), D£= [Z<BD] G(z,zo)>γ}
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ou G{z, ZQ) est la fonction de Green de D et lim sup G(z, z0) = e est positif

parce que %Ό est effiile en ω. "€Dz est aussi effile en ω. Soit v/{w) le nombre

de points de A oύ f{z) est egale a iv, iv quelconque de la sphere de Riemann.

Alors comme dans la demonstration du theoreme 3 C9], v/(w) est bornee et

f(z) tend vers 0 sur Λ quand z tend vers ω. *€D* se compose de domaines de

nombre inίini dont les frontieres sont analytiques. Soit An xm domaine com-

posant connexe de *€D* qui contient au moins un zero de f(z). II existe un

nombre inίini de tels domaines parce que f(z) n'a pas de valeurs exception-

nelles au sens de Picard d'apres un theoreme de J. L. Doob [53 et que 17(.0)

est fini. Soit an- rne°n un des zero de f(z) dans An. On peut supposer que

rι<r2<n< < rn / + 00, Soit ΘQ un des points d'accumulation de (0,,),

βn Tangle de An vu de Γorigine 0. Alors en considerant Γinverse de An par

rapport a Ui = l [1], grace au Lemme 5, βn tend vers 0. Arg z = d0 est une

direction que Γon cherche. En eίϊet, soit Δ un domaine angulaire arbitraire

qui contient arg z = 0O comme ligne droite qui le partage en deux parties

egales:

Δ - (z 0o ~ e < arg z < 0O H- e)

oύ e est un nombre positif quelconque. Puisque βn tend vers 0, il existe un n0

tel que pour tout n plus grand que n0, i » c j , (On peut supposer que θn tend

vers 0o.)
CO

On trouve maintenant que sur A = U An, il n'existe pas de valeurs ex-

ceptionnelles au sens de Picard. Pour a =* 0, 00, en considerant que sur A f{z)

tend vers 0, il existe un na tel que pour tout n > na,

Γ1(\w\>\a\-εi)aAn

oύ εx est un nombre positif plus petit que \a\. Cest-Vdire que f(z) admet a

dans An (n > na) au moins une fois. On a pris An de la maniere & contenire

au moins un zero et un pole de f(z) dans An- On a le resultat.
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