UBER DEN IDEALEN RAND UND EINIGE SEINER
ANWENDUNGEN BEI DER KLASSIFIKATION
DER RIEMANNSCHEN FLACHEN

CORNELIU CONSTANTINESCU UND AUREL CORNEA

Einleitung

Ein gewoshnliches Verfahren bei dem Studium der Riemannschen Flichen
besteht darin, dass man die fiir die komplexe Ebene benutzten Methoden auf
allgemeine Riemannsche Flidchen iiberfiilhrt und die bekannten Siitze fiir
schlichtartige Gebiete auf den Riemannschen Flichen verallgemeinert. Dises
Verfahren schlidgt zuweilen fehl, da manche Siitze, welche im Falle der schlicht-
artigen Gebiete richtig sind, im Falle beliebiger Riemannscher Flichen nicht
mehr wahr bleiben. So war, zum Beispiel, die Gleichheit Oz = Oy, im Falle
der schlichtartigen Fldchen richtig, wogegen sie aber fiir beliebige Riemannsche
Fliachen durch die Beziehung O¢ C Oup ersetzt werden musste. Inwiefern man
erwartet, einen, fiir die schlichtartigen Flachen bekannten Satz, auf den Rie-
mannschen Flachen wiederzufinden, hat eine solche Lage einen gewissermassen
paradoxen Charakter. Um die vollstiindige Klarheit wiederherzustellen, dringt
sich die Notwendigkeit eines Studiums der Uhrsachen auf, die die Erscheinung
des Paradoxons veranlasst haben.

Vorliegende Arbeit entspringt einer neuerschienenen Arbeit von Kuramochi
[6], welcher einen solchen Paradoxon besonders herausgehoben hat. Und zwar
hat Kuramochi gezeigt, dass wenn eine Riemannsche Fliche R der Klasse Oy,
— Oq (bzw. Onp ~ Og) angehort, so gehort R — K der Klasse O, (bzw. O.p) an,
wo K eine beliebige kompakte Menge auf R ist, welche den Zusammenhang der
Fldche R nicht zerstort. Bei den schlichtartigen Riemannschen Flichen war
die Zugehorigkeit zu der Klasse O,y (bzw. O.p) eine Folge der “schwiiche” des
Randes. Als Sario [19] bei dem 11 Skandinavischen Kongress der Mathe-
matiker ein allgemeines Prinzip fiir die Klassifikation der Riemannschen Flichen
eingefithrt hat, wurde er von der Idee geleitet, die Riemanschen Flichen, in
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Bezug auf eine bestimmte Klasse von Funktionen, in Flichen mit starkem bzw.
schwachem Rande zu teilen: “Comme critére naturel pour la classification des
surfaces de Riemann il s'offre ici la “force” de la frontiére d’une surface ouverte.
On divise I'ensemble des surfaces de maniéres diverses, en surfaces avec une
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frontiere “plus faible” et “plus forte. Das Beispiel von Kuramochi hat eine
umfangreiche Klasse von Riemannschen Flichen aus der Klasse Oz (bzw. O.,p)
gezeigt, welche einen starken Rand besitzen. Solch ein Beispiel ist shon frither
von Myrberg P. J. [14] gegeben worden, jedoch sind die Griinde aus welchen
eine Riemannsche Fldche mit starkem Rande der Klasse O.s (bzw. O4p) ange-
horen, bei Kuramochi und Myrberg verschieden.

In der vorliegenden Arbeit beabsichtigen wir, die Griinde des von Kuramochi
herausgehobenen Paradoxons zu untersuchen. Dazu werden wir den Begriff
eines Punktes des idealen Randes einer Riemannschen Fldche einfithren. Nicht
die Punkte, sondern die Mengen von Punkten des idealen Randes werden fiir
uns wichtig sein. Alle Betrachtungen werden stindig mit der Vernachldssigung
der Mengen vom harmonischen Masse Null gemacht, denn das erleichtert die
Beweise, und die Ergebnisse, die wir im Sinne haben, werden dadurch nicht
entstellt. Als Grund des obenerwihnten Paradoxons wird sich eine bestimmte
Eigenschaft der Unteilbarkeit einiger Mengen von Punkten des idealen Randes
zeigen. Es gibt Mengen von positivem Masse im Rande einiger Riemannschen
Fldchen, welche keinerlei Zerlegung in zwei messbare punktfremde Mengen mit
positivem Masse erlauben. Die Anwesenheit einer sochen Menge im Rande
einer Riemannschen Fliche R hat als Folge, dass R der Klasse O,p angehort.
Etwas dhnliches wird auch fiir die Klasse O4p durchgefithrt. Diese “unteilbaren”
Mengen werden in eine enge Beziehung zu den minimalen Funktionen einer
Klasse von positiven harmonischen Funktionen gebracht.

Im ersten Abschnitt fithren wir die Punkte des idealen Randes einer
Riemannschen Fliche R ein; sie werden ungefihr die Aquivalenzklassen der
Punkte ¢, |¢/=1, in Bezug auf die Deckbewegungsgruppe des Kreises || <1,
welcher als universelle Uberlagerungsfliche von R betrachtet wird, sein. Im
zweiten Abschnitt wird der Begriff von unteilbaren Mengen eingefiihrt, und die
Klasse der Riemannschen Fliche, welche eine solche Menge auf ihrem idealen
Rande enthalten, untersucht. Damit wir die tieferen Eigenschaften dieser Klasse

erhalten koénnen, welche im Abschnitt V untersucht werden, bringen wir im
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dritten Abschnitt die von Kuramochi eingefiihrten Extremisierungs und Inex-
tremisierungs-Operationen [5], und zeigen ihre wichtigsten Eigenschaften. Von
grosser Niitzlichkeit hat sich der Ubergang auf die universelle Uberlagerungs-
fliche || <1 und die Darstellung dieser Operationen durch das Poisson-
Lebesguesche Integral erwiesen. Im vierten Abschnitt wird der Begriff der
HD-Unteilbarkeit eingefiihrt, damit die Ergebnisse, die fiir die beschrinkten
Funktionen gefunden wurden, auch iiber die Klasse der Funktionen mit be-
schrianktem Dirichlet Integral erweitert werden kénnen. Im fiinften Abschnitt
werden wir die Eigenschaften der Riemannschen Flichen, welche im Rande
unteilbare (bzw. HD-unteilbare) Mengen enthalten, griindlicher untersuchen und

einige Sitze von Kuramochi [6] und Kuroda [8] verallgemeinern.

1. Der ideale Rand einer Riemannschen Flache

1. Es sei R eine Riemannsche Fliche und z=¢(¢) die eineindeutige und
konforme Abbildung des Kreises [#| < 1 auf die universelle Uberlagerungsfliiche
von R. {t,) seien die Punkte, die in 2, € R abgebildet werden. Falls R nicht

nullberandet ist, was wir in Folgendem immer annehmen werden, so ist die

Summe
S1- 18D
v=1
konvergent und fiir die Greensche Funktion g(z, z)) der Fliche R besteht die
Gleichheit
gle(t), z) = log L1

({16], Seite 336-338). Wegen der Konvergenz der obigen Summe ist das Blaschke-
Produkt
A t—t, 1,

konvergent und es gilt

—loo . L
g(¢(t), ) =log =

Wir bezeichnen mit § die Menge der Punkte ¢”, fiir welche g(¢(#), z0) den

Winkelgrenzwert Null hat. Aus einer uns bekannten Eigenschaft des Blaschke-
Produktes folgt, dass §F das Mass 2~ hat ([15], Seite 207).
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Von einer Kurve 2 : t=#(z) (0= r<1; |#(r)] <1) sagen wir, dass sie in
¢ einen Winkeleingang hat, wenn
lim¢(7) ="
T->1
ist und wenn man ein > 0 so finden kann, dass

0 _ (. .
e t(L) <L"‘E

arg ——; 5

o~

ist. Wenn ¢ der Menge ¥ angehort, und A : 2= ¢(¢(z)) das Bild von 1 auf R
ist, so muss .! gegen den idealen Rand der Fliche R streben; d.h., dass man
fiir jede kompakte Menge K ein rx <1 finden kann, so dass filr > x,
¢(t(z)) &2 K. Das folgt aus der Tatsache, dass auf 4 die Greensche Funktion

gegen Null strebt:
lim g(¢(t(c)), 2) =0
Es seien z, und z, zwei beliebige Punkte auf R und G ein Jordansches

Gebiet, welches zo, und z, enthilt. Hier und weiter werden wir die Bezeichnung

oG fiir den Rand von G benutzen. Wenn

m=1inf g(z, 20> 0; M=supglz z) < o,
ZEIW ZE0G

. ]
m'=1inf g(z, 20) > 0 ; M' =sup g(z, z,) < =
ZeE0G 206G

ist, so folgt aus dem Maximumprinzip, dass

glz, z0) _ g(z 20)
g &% Al

M = w7
g(z z) _ gz 2)
M T m

fir z& R— G ist. Daraus ist zu ersehen, dass g(z, z,) und g(z, z) gleichzeitig
auf .1 gegen Null streben. Die Menge F hingt somit vom Punkte z, nicht ab.

Es sei (7)) die Deckbewegungsgruppe der Uberlagerung z=¢(t). T & (T)
ist eine eineindeutige Abbildung des Kreises |#] <1, fiir welche ¢(T(¢)) = ¢(¢)
ist. Die Menge 7 ist offenbar automorph in Bezug auf (7)), dh. es ist § = T(}¥)
filr jedes T (T), weil =(¢), automorph in Bezug auf (7) ist. Die Deck-
bewegungsgruppe teilt die Menge » in Aquivalenzklassen: zwei Punkte #, 2
der Menge & heissen iiquivalent in Bezug auf (7'), wenn man ein 7 & (7)) finden

kann, fir welches #. = T(#,) ist. Eine Aquivalenzklasse p der Menge ¥ wird

https://doi.org/10.1017/50027763000023606 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000023606

&LASSIFIKATION DER RIEMANNSCHEN FLACHEN 173

ein Punkt des idealen Randes der Riemannschen Fliche R genannt und die
‘Menge b der Punkte, welche der Aquivalenzklasse angehoren, heisst das Bild
von p. Eine Menge M von Punkten des idealen Randes ist eine Menge von
Aquivalenzklassen und die Menge M der Punkte aus %, welche diesen Aquiva-
lenzklassen angehéren, heisst das Bild von M. Die Menge aller Punkte des

idealen Randes werden wir mit F bezeichnen; § ist offenbar das Bild von F.

2, Wir fithren wie gewohnlich ([22], Seite 85-87) die idealen Randkom-
ponenten ein. Es sei auf R eine Folge von Gebieten {G.} gegeben, welche folgende
Bedingungen erfi:llen:

1. Der Rand von G, besteht aus einer einzigen Jordankurve

2. Fiir jedes n ist Guey C G

3. Es ist

Zwei solcher Folgen {G,}, {G,} werden Zquivalent genannt, wenn man f‘uf jedes
n ein N, finden kann, so dass Gm S Gy, G E G, fir m = N, ist. Die Menge
der Folgen {G.}, welche die Bedingungen 1-3 erfiillen, zerfiilit in Aquivalenz-
klassen. Eine Aquivalenzklasse @ wird eine ideale Randkomponente genannt
(élément-frontiere) und jede Folge {C.} aus der Aquivalenzklasse e¢ wird de-
terminante Folge von @ genannt.

Es sei @ eine ideale Randkomponente und {G.} eine determinante Folge
von a. Man sagt, dass die Punkte s, & R (»r=1, 2, ...) gegen a konvergieren,
wenn man fiir jedes 2 ein »(n) finden kann, so dass z,.& G, fiir » = p(n).
Ahnlicherweise sagt man, dass eine Kurve .1:z=2(r) (0=£7<1) gegen a
strebt, wenn man fiir jedes 2 ein r(n) <1 finden kann, so dass z(r) € G, fiir
= r(n). Beide Definitionen sind von der Auswahl der determinanten Folge
{G»} von a unabhiingig. Es ist leicht zu ersehen, dass man aus jeder Folge
{z.}, 2, & R, eine Teilfolge wihlen kann, die entweder gegen einen Punkt
20 € R oder gegen eine ideale Randkomponente konvergiert. Jede Kurve .1, die
gegen den idealen Rand der Fliche R strebt, strebt gegen eine bestimmte
ideale Randkomponente.

Jedem Punkte p des idealen Randes wird eine ideale Randkomponente a
zugeordnet. Das geschiet so: man nimmt einen beliebigen Punkt ¢, welcher

der Aquivalenzklasse p angehort, ¢° € b, und eine beliebige Kurve 2 im Kreise
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it] <1, die in e” einen Winkeleingang hat. Es hat sich gezeigt, dass das Bild
A von 1 auf R gegen eine bestimmte ideale Randkomponente a strebt. Man sagt,
dass p der ideale Randkomponente a angehért, oder, dass der Punkt p auf a
liegt. Es ist zu zeigen, dass a eindeutig durch p bestimmt ist, d.h. nicht von
der Auswahl von ¢° und A abhingt. Es sei ¢® ein beliebiger Punkt aus p und
A eine beliebige Kurve im Kreise {#| <1, die in ¢" einen Winkeleingang hat.
Wir werden zeigen, dass das Bild .# von i’ auf R gegen dieselbe ideale Rand-
komponente @ strebt. Da ¢ und ¢ dquivalent in Bezug auf (7') sind, so kann
man eine Deckbewegung T &€ (T) finden, so dass

& =T(")

ist. Mittels T geht die Kurve %’ in eine neue Kurve A" = T(}’) iiber, welche in
¢" einen Winkeleingang hat. 1’ und A" haben dasselbe Bild 4’ auf R. De-
formiert man stetig A" in 4, so dass wihrend der Deformation A" fortw#hrend
einen Winkeleingang in ¢ hat, so strebt das Bild von 1" auf R wihrend der
Deformation stdndig gegen den idealen Rand der Fliche R und deshalb gegen
ein und dieselbe ideale Randkomponente. Daraus ist zu ersehen, dass ' gegen
a strebt.

Jeder Punkt des idealen Randes gehort somit einer ideale Randkomponente
an. Aber nicht jede ideale Randkomponente besitzt einen Punkt. Diese Tatsache
wird aber im Folgenden keine Stérungen mit sich bringen, denn wie soeben
betont wurde, sind fiir uns nicht die Punkte, sondern die Mengen von Punkten
des idealen Randes wichtig, und zwar nur sclche, die positives harmonisches
Mass haben.

3. Es sei I' eine geschlossene Jordankurve auf R, welche die Fliche in
zwei Teile R’ und R" teilt. Weiter sei a eine ideale Randkomponente und
{Gn} eine determinante Folge von a. Da I' eine kompakte Menge ist, so kann
man ein »(I") finden, so dass fiir #> n(I') GaNI'=¢ ist. Daraus folgt, dass
fur n > n(I"), G» entweder in R’ oder in R" enthalten ist. Falls G, C R’ ist
und {G»} eine andere determinante Folge von a ist, so ist Gu C R’ fiir n>n'(I').
Die Menge aller idealen Randkomponenten zerfillt somit in zwei Teilmengen, die -
wir mit B’ und B” bezeichnen, je nachdem G, C R’ oder G» C R” fiir geniigend
grosse »n ist. Wir werden die Mengen j3' und 3" Portionen des idealen Randes
nennen und sagen, dass 3’ (bzw. ') die von dem Gebiete R’ (bzw. R”)
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bestimmte Portion ist.

Es sei {R,} eine Ausschopfung der Fliche R, so dass der Rand 7. von R,
aus endlich vielen analytischen Jordankurven besteht und I"C R, ist. Wir
bezeichnen

h=ra R ;i =1 NR".

w(2) = w(z, 7n, Ry) sei die in B, harmonische Funktion, welche auf 7, den Wert
1 und auf y, den Wert 0 annimmt. Wenn g.(z, z) die Greensche Funktion von
R, ist, so ist

N o 1 agn(;, z) :
(,Un(Z) = 2 f‘.‘,,' on ‘d:l

Fiir m < n ist 7/, homolog auf R, zu 1, und deshalb ist

1 f 98n(¢, 2).

| df |
: - | |
27 J T on N

(Dn(z) =

wenn z € Rm. Fir n > « folgt
o a1 ogns,2) 0 1 2g(¢, 2) | ,.

U)(Z) = ]"li'll wn(Z) = 111'2‘2"/_5“{7”1, aﬁ ,d» | = 2~ j“-'m’ n [ds l

L[ oosea gy 1 el a) gy
’ 3

= lim T 2w on

m->o 25 m on

fir z& R. Es sei B' (bzw. B") die Menge der Punkte des idealen Randes. die
auf idealen Randkomponenten aus der Portion 3’ (bzw. 3'') liegen. Wir werden
die harmonische Funktion w(z, B’, R) = w(z) das harmonische Mass der Menge
B' oder das harmonische Mass der Portion 3 benennen.

Wir bezeichnen
m=inf g(z, z0) > 0
ze!l
In R.N R (bzw. R, N R") ist m(1l — w,(2)) £ g(z, 20) (bzw. mw.(2) = g(2, 20)),
da diese Ungleichung offenbar auf dem Rande erfiillt ist. Fiir 2 —» > geht sie in
m(l—ow(z)) £ gz z) (bzw. mw(z) =< g(z, z))

fiir z€ R' (bzw. z€ R") iber. Es sei jetzt ¢ ein Punkt der Menge %' (bzw.
N, wo wir wie gewohnlich mit %' das Bild der Menge B' bezeichnet haben,
und A eine in (¢! <1 gelegene Kurve, die in ¢” einen Winkeleingang hat. Auf
4 strebt g(¢(), zy) gegen 0, und aus der obigen Ungleichung sieht man, dass

w(¢(2)) gegen 1 (bzw. 0) strebt. Daraus folgt, dass die Funktion w(¢(#)) iiberall
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auf B’ den Winkelgrenzwert 1 und iiberall auf B” den Winkelgrenzwert 0 hat.
Ahnlicherweise kann man leicht beweisen, dass falls w(z) auf .1 gegen O oder 1
strebt, so strebt g(z, z0) gegen 0. Daraus folgt, dass ¥’ (bzw. B”) mit der
Menge von Punkten, wo w(¢(#)) den Winkelgrenzwert 1 (bzw. 0) hat, zusam-
menfillt. Die Mengen ¥/, 3" sind somit im Lebesgueschen Sinne messbar und

o(¢(1)) kann durch das Poisson-Lebesguesche Integral dargestelit werden

wie®) = [, P60, Nas,
WO

D P
PO, = ) Re T

ist.

Es sei M eine Menge von Punkten des idealen Randes und M ihr Bild auf
|t =1. Wir sagen, dass M eine messbare Menge ist, wenn 0 im Lebesgueschen
Sinne messbar ist. Weiter sagen wir, dass M nulles oder positives Mass hat,
je nachdem das Lebesguesche Mass von Mt null oder positiv ist. Die Menge der
Punkte des idealen Randes, die auf den idealen Randkomponenten einer Portion
liegen, ist somit messbar.

Es sei jetzt @ eine ideale Randkomponente, A die Menge der Punkte des
idealen Randes, die auf a liegen, {G.} eine determinante Folge von a, 3. die
Portion des idealen Randes, die von dem Gebiete G, bestimmt ist und B, die
Menge der Punkte des idealen Randes, welche auf idealen Randkomponenten
aus j3» liegen. Es ist offenbar

A= an, ‘.(= nSn

n=1 n=1

wo U bzw. B, das Bild der Menge A bzw. B, ist. Da 3, messbar ist, so ist
auch U messbar. Die Menge der Punkte des idealen Randes, welche auf
einer idealen Randkomponente liegen, ist also messbar. Es ist w(z, By, R)

= w(z, Buy+1, R). Wir werden die harmonische Funktion

wlz, 4, R) =lim w(z, B, R)

n—->%

das harmonische Mass der Menge A oder das harmonische Mass der idealen
Randkomponente ¢ benennen. Es ist

og(®), A, R) =Tim o(¢(£), Bs, R) =lim | P(6, o = [, P(6, 1)as.

n—»x n>xn

https://doi.org/10.1017/50027763000023606 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000023606

KLASSIFIKATION DER RIEMANNSCHEN FLACHEN 177
Es sei #*(¢") eine reelle summietbare Funktion
A2 .
| Tare™lan < o,
0

welche automorph in Bezug auf (T') ist: «*(T(€")) = «*(¢"”) fir jedes T & (T).

Mittels des Poisson-Lebesgueschen Integrals bilden wir die harmonische Funktion

27

w* (1) =§0 £ ()P0, t)db,

welche auch automorph in Bezug auf (7)) ist, denn #*(T(#)) ist auch durch
das Poisson-Lebesguesche Integral darstellbar und hat fast iiberall auf {¢| =1
dieselben Winkelgrenzwerte wie #(¢). Daraus folgt, dass #(z) = #*(¢ 7 '(z)) eine
eindeutige harmonische Funktion auf R ist.

Fiir eine beliebige messbare Menge M von Punkten des idealen Randes,
nehmen wir #*(e”) =1 fiirr ¢* €M und u*(e*) =0 fiir ¢ E£M, wo M das Bild

der Menge M ist. Es ist dann

~

wi(t) = jwep(a, Hdb

Wir nennen die auf R eindeutige und harmonische Funktion
wlz, M, R) = u™(¢™'(2))

das harmonische Mass der Menge M. Es ist
wl¢(), M, R) = [ P(6, Db.

Fast tiberall auf M hat o(¢(¢), M, R) den Winkelgrezwert 1, und fast iiberall
auf dem Komplement CM von M den Winkelgrezwert 0. Das harmonische Mass
der Menge M ist dann und nur dann null, wenn ihr Bild M das Lebesguesche
Mass Null hat.

4.. Satz 1. Es sei R eine nicht nullberandete Riemannsche Fliche, a eine
ideale Randkomponente (bzw. {3 eine Portion des idealen Randes) mit positivem
harmonischem Masse und w(z) eine auf R meromorphe Funktion. Wenn fiir
jede Kurve 1:2z=2z(t) (0=c<1), die gegen a strebt (bzw. die gegen eine
ideale Randkomponente der Portion B strebt) und auf welcher die Greensche

Funktion gegen Null strebt
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limw(z(c)) =¢
Tl

ist, so ist w(z) = c.

Es sei A (bzw. B) die Menge der Punkte des idealen Randes, welche auf
a (bzw. auf idealen Randkomponenten der Portion ) liegen, und % (bzw. 3B)
ihr Bild. Die Menge % (bzw. B) ist messbar und hat positives Lebesguesches

Mass. Wir werden mit %* die Menge jener Punkte ¢ von 9 bezeichnen, fiir die

lim o(¢(t), A, R) =1

t>ge’?

ist; U™ hat positives Mass. Es sei ¢” ein Punkt der Menge A* (bzw. B) und
1 eine Kurve im Kreise |#! <1, die in ¢ einen Winkeleingang hat. Ihr Bild 4
durch z=¢(#) auf R strebt gegen a (bzw. gegen eine ideale Randkomponente
aus der Portion B), und die Greensche Funktion strebt auf . gegen Null
Aus der Voraussetzung des Satzes folgt, dass w(¢(2)) auf A gegen ¢ strebt, und,
da 1 beliebig gewihlt wurde, dass w(¢(#)) in jedem Punkte der Menge A*
(bzw. B) den Winkelgrenzwert ¢ hat. Aus dem Eindeutigkeitssatz von Priwaloff
([9], Seite 164) folgt dann w(¢(t)) = ¢, was zu beweisen war.

II. Unteilbare Mengen

5. Essei R eine Riemannsche Fliche aus der Klasse Ogyp— O und M;, M,
zwei messbare Mengen des idealen Randes, fir die F=M,U M,, MiN M= ¢
ist. Dann muss wenigstens eine vom Masse Null sein, denn falls w(z, M., R) >0
(v =1, 2) ist, so ist sup w(z, M,, R) =1 und da R & Ogs, so folgt w(z, M,,R)=1
Beide Funktionen kénnen aber nicht gleich 1 sein, denn

w(z, My, R) +w(z, Mz, R) =1

Der ideale Rand einer Riemannschen Fliche R & Ouyp ist also unteilbar: er
kann nicht in zwei Mengen geteilt werden, so dass jede messbar und von posi-
tivem Masse sein soll. Diese Eigenschaft ist der wahre Grund der verschiedenen
paradoxen Eigentiimlichkeiten der Riemannschen Flichen der Klasse Ous — Os
([16], Seite 322-324) [6]. Um grossere Allgemeinheit zu erlangen, fithren wir
folgende Definition ein.

DerFiniTiON 1. Eine Menge M von Punkien des idealen Randes heisst
unteilbar, wenn sie messbar ist, positives harmonisches Mass hat und nicht in

z2wei messbare Mengen M,, M. teilbar ist, so dass beide positives harmonisches.
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Mass haben. Anders ausgedriickt: M heist unteilbar, wenn ihr Bild I messbar
und von positivem Masse ist, und wenn man nicht zwei automorphe messbare

Mengen My, M. finden kann, so dass
M=DL UM ; PN D=9
und beide positives Lebesguesches Mass haben.

Der ideale Rand einer Riemannschen Fliche enthidlt hochstens eine
abzihlbare Menge von unteilbaren Mengen.

Es sei {R.} eine Ausschopfung der Fliche R, so dass der Rand 7, von R,
aus endlich vielen Jordankurven besteht

u

tn=\Ur7rni
i=1

Wir nehmen die Ausschopfung so, dass jede Jordankurve r.; die Fliche R in
zwei Teile teilt und es sei R.i jener Teil, welcher R, nicht enthilt. Mit Bni
bezeichnen wir die von dem Gebiete R, bestimmte Portion und mit B die
Menge der Punkte des idealen Randes, welche auf idealen Randkomponenten
der Portion 8. liegen; die Mengen B,; (i=1,2, . .., N,) sind offenbar paarweise

punktfremd. Es ist
Nu
M= U MN B,
i=1

wo B,; das Bild der Menge B,; ist. Ist M unteilbar, so existiert ein #,, so dass
m(M) =m(M N B,;,)

ist, wo m(M) das Lebesguesche Mass der Menge Mt ist, denn M N Y,; sind

automorphe Mengzn und nur eine von ihnen kann positives Mass haben. Es ist

offenbar

Baiy, 2 Brriyineg

Wir bezeichnen mit e die ideale Randkomponente, die von der Folge (R}
bestimmt wird und mit A die Menge der Punkte des idealen Randes, die auf

a liegen. Es ist

g “ ©
a= N Bnins A= N Bni“, A= N ‘Bm‘,,
n=1

n=1 n=1

und
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MAA= A (M N Bai,),
n=1
Mm@ NA) = lim m(M N Byi,) = m(M).

ne

Daraus ist zu ersehen, dass jede wunteilbare Menge M auf einer bestimmiten
idealen Randkomponente a liegt, mit Ausnahme einer Menge von harmonischem
Masse Null.

Es sei £(z) eine auf R reelle messbare Funktion, so dass £(¢(#)) fast
iiberall auf {#|=1 Winkelgrenzwerte besitzt. Wir nehmen an, dass M eine
unteilbare Menge von Punkten des idealen Randes ist und M sei ihr Bild. Mit
M(7) bezeichnen wir die Menge jener Punkte von M, fiir welche die Winkelgrenz-
werte von £(¢(¢)) nicht grosser als ¢ sind, und (3 (c)) sei ihr Lebesguesches
Mass (sie ist offenbar messbar). Fiir jedes ¢ ist entweder m(M(z)) =0 oder
m(M(7)) = m(M) denn, wenn fiir ein 0 < m(M(r)) < m(M) wire, so wiirden
M(r), M —M(r) zwei messbare automorphe Mengen sein, jede vom positiven
Lebesgueschen Masse, was der Unteilbarkeit der Menge M widerspricht. Da
m(M(r)) monoton ist, so gibt es ein ro( — © = 7y = + ), so dass m(M(r)) =0
fir r < und m(M(7)) =m(M) fiir r > o ist. Es ist aber fiir — oo <79 < +

(o) = AM (o4 )

n=1

und deshalb auch
m(M(z)) =lim (WMo + L)) = m(0)

Fiir o= — oo ist

M(ro= — )= N M(—n)

n=1

und deshalb

m(M(zo)) = lim m(M( - n)) = m(M)

n->

Es sei M*(r) die Menge jener Punkte von M, fiir welche £(¢(#)) den Winkel-
grenzwert t hat. Es ist
W (z0) = M) = UM (=0 — - )

n=1
.

und deshalb ist das Mass von M*(r) gleich demi Masse von .
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Satz 2. Es sei M eine unteilbare Menge von Punkten des idealen Randes
- einer Riemannschen Flidche R und WM ihr Bild. Ist ((z) eine auf R reelle
messbare Funktion, so dass £(¢(t)) fast iiberall auf |t =1 Winkelgrenzwerte
besitzt, dann sind diese Winkelgrenzwerte fiir fast alle e M gleich einer

Konstante.

Der Satz 2 ist immer anwendbar, wenn &(z) = u(z) eine beschriinkte oder
halbbeschrinkte harmonische Funktion ist, denn dann besitzt #(¢(¢#)) nach dem
Satz von Fatou fast iiberall Winkelgrenzwerte. Er ist auch dann anwendbar,
wenn £(z) = u(z) der reelle Teil einer analytischen Funktion w(z) ist, welche eine
Menge von Werten von positiver Kapazitit ausldsst. Dann ist ndhmlich w(e(#))
beschrinktartig ([15], Seite 182) und #(¢(¢)) besitzt fast iiberall auf !#{=1
Winkelgrenzwerte ([15], Seite 208). Weiter ist der Satz 2 auch dann anwendbar,
wenn £(z) = u(z), harmonisch ist und auf R endliches Dirichlet Integral hat, denn
es gilt

Hivrssatz 1. Ist u(2) eine auf R harmonische Funktion, fiir die
anlgrad w(2) ’g(z, z0)dxdy < =

ist, so hat u(¢(t)) fast diberall auf |t| =1 Winkelgrenzwerte.

Es sei »(z) die konjugierte Funktion von #(z) und w(z) = u(z) + v (z2).

w(@(t)) ist eine in [#] <1 eindeutige und analytische Funktion. Es ist

pdpdy
Alr) = ”m«ru +dftw'<¢<t>>|’>2 ‘”[zm “dt odpdy
—” n(z, z) ‘dxdv—” n(7, z)| grad u(z) |*dxdy

wo t=pe* und n(7, z) die Zahl der Punkte ¢ im Kreise |¢| < 7, fiir welche

¢(t) =z ist. Ferner ist

7 G4
(7, w) =L é(:)l éj —dljf nlr, z)| grad u(z) *dxdy

= ” | grad u(z) lzdxdyj ”.z_).fil'

Es ist aber

"nlr, 2)dr _ (" nlr,2)dr _ <
Jrnpar e mnadr o5 3108 5
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wo #,(z) die Stellen sind wo ¢(¢) =z ist. Nun haben wir gesehen, dass

e 1—¢ttu(2) |
glot), 2) = 2103 = h(2) |

ist, woraus man die Gleichheit
i‘,log—-—lw— = g(z, z0)
vo1 [8.(2)] ’
folgert. Es ist also

T(r, w) é“Rl grad u(z)1°g(z, z))dxdy < o,

und somit ist w(¢(t)) beschrinktartig. w(¢(t)) besitzt fast iiberall auf |t|=1
Winkelgrenzwerte und dasselbe gilt offenbar fiir #(¢(2)).
Wenn das Dirichlet-Integral von #(z) endlich ist, so ist offenbar auch das

Integral

SL! grad u(z) P g(z, 20) dxdy

endlich und #(¢(¢)) hat fast tiberall auf |¢| =1 Winkelgrenzwerte. Da aber die
Umkehrung nicht immer richtig ist, so haben wir das allgemeinere Resultat
bewiesen, dass u#(¢(t)) auch dann fast iiberall auf [¢|=1 Winkelgrenzwerte
hat, wenn das obige Integral endlich ist. Dieses Integral ist gleichzeitig fiir
alle Pole z endlich oder unendlich, wie man leicht beweisen kann.

6. Es sei HP die Menge der auf R harmonischen und positiven Funk-
tionen; konstante Funktionen sind nicht ausgeschlossen. Eine Funktion u(z)e HP
heisst minimal [10], wenn fiir jede Funktion »(z)& HP, fiir die v(z) £u(z) auf
R ist, v(2) =cu(z) (0<c¢<1) ist. Jeder minimalen Funktion «(z), welche
beschrinkt ist, entspricht eine unteilbare Menge und umgekehrt.

Es sei M eine unteilbare Menge. Wir behaupten, dass w(z, M, R) eine
minimale Funktion ist. Denn wenn o(z) £ w(z, M, R) ist, v(z) € HP, so hat
v(¢(t)) fast iiberall auf CIt den Winkelgrenzwert Null. Nach dem Satz 2 hat
v(¢(t)) fast iiberall auf M einen konstanten Winkelgrenzwert ¢. Es ist dann

v(e(t)) =cw(e(t), M, R),

denn beide Funktionen sind beschrinkt und haben fast iiberall auf |#]|=1"
denselben Winkelgrenzwert. Es ist also »(z) =cw(z, M, R) und w(z, M, R) ist

eine minimale Funktion.
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Umgekerhrt, sei #(z) eine beschrinkte minimale Funktion und 9Re die
Menge der Punkte von [t| =1 wo u(¢(#)) den Winkelgrenzwert grosser als
e(¢e>0) hat. Wir nehmen ¢> 0 so klein, dass M. positives Mass hat. Da
u(¢(#)) beschrinkt ist, so kann man sie durch das Poisson-Lebesguesche Integral

darstellen :

u(?) =fo'u(¢(e"))P(o, £)ds,

WO
u(¢(e')) = lim u(¢($))

t->%edi

ist, wo dieser Grenzwert existiert. Die Funktion
v () =§ eP(0, t)do
€ wze bl

ist nicht grosser als #(¢(2)), denn es ist fast iiberall auf |¢| =1
v (") = ule(e))

Da die Menge M. automorph in Bezug auf (7T') ist, so ist, auch »(¢) auto-
morph in Bezug auf (7). Daraus folgt, dass v:(z) = v¥(¢™'(z)) eine auf R
eindeutige harmonische Funktion ist. Weiter ist v:(z) € HP und v.(z) £ u(z)
Da #(z) eine minimale Funktion ist, so folgt v.(z) =c.u(z). Fast iiberall auf
CM. hat also #(¢(¢)) den Winkelgrenzwert Null und fast iiberall auf M. den
Wihkelgrenzwert bi . Daraus folgt, dass u{¢(¢)) fast iiberall nur zwei Winkel-
grenzwerte hat, und wir bezeichnen mit I die Menge, wo diese Winkelgrenz-
werte positiv sind. Es ist

W@ =colz, MR (c= ),

€

wo M die Menge ist, die M als Bild hat. Wir behaupten, dass M eine unteilbare

Menge ist. Im entgegengesetzten Falle kann man zwei messbare Mengen M,
M. finden, so dass M= MU M, Mi N\ M:=¢ und w(z, M,,R) >0 (»=1, 2) ist.
Da

w(z, My, R) < o(z, M, R) = %mz)

ist, so ist w(z, M., R) =c¢,w(z, M, R). Da o(¢(t), M,, R) fast iiberall auf M,
den Winkelgrenzwert 1 hat, so folgt ¢, =1 und w(z, M., R) =w(z, M, R), was
der Gleichheit
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w(z, M, R) = w(z, My, R) + w(z, Ms, R)

widerspricht.

Satz 3. Das harmonische Mass einer unteilbaren Menge ist eine in der
Klasse HP minimale beschrinkte nicht nulle Funktion und umgekehrt, jede in
der Klasse HP minimale beschrénkte nicht nulle Funktion ist gleich dem har-
monischien Masse einer unteilbaren Menge multipliziert mit einer beliebigen

Dpositiven Konstante.

7. DeriniTiON 2. Eine Riemannsche Fldche gehdrt der Klasse U an, wenn

sie eine unteilbare Menge auf dem idealen Rande enthdlt.

HiLrssatz 2. Es sei w(z) eine eindeutige meromorphe Funktion auf einer
Rieimannschen Fliche Re U. Wenn w(¢(t)) fast iiberall auf |t =1 Winkel-

grenzwerte besitzt, so ist w(z) konstant.

Es sei M eine unteilbare Menge des idealen Randes von R, M ihr Bild und
w(z) = u(z) +iv(z). Fast iberall auf M, haben u(¢(t)) und v(¢(¢)), nach dem
Satze 2, einen konstanten Winkelgrenzwert. Daraus folgt, dass auch w(¢(2))
fast iiberall auf M einen konstanten Winkelgrenzwert hat. Da I positives
Lebeguesches Mass hat, so folgt aus dem Satz von Priwaloff ([9], Seite 164),
dass w(¢(t)) konstant ist, was zu beweisen war.

Daraus folgt

Sarz 4. Es ist
Oup~ 0 CUC Oy — 03 T Oyp—Og
wo Oy die Klasse jener Riemannschen Fliche ist, auf welcher keine nichi-
konstante meromorphe Funktion existiert, die eine Menge von Werten von posi-
tiver Kapazitit ausldisst.
Es ist offenbar

OHR - OG C U und O_4c C OAR~

Die Beziehung U S O.: — O folgt unmittelbar aus dem Hilfssatz 2 und aus den
Bemerkungen, die dem Satze 2 folgen. Myrberg [14] hat ein Beispiel ‘von einer

Riemannschen Fliche R gebildet, die der Klasse Os angehort, so dass

R‘—KE OA};
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ist, wo K eine Kreisscheibe ist. Man kann beweisen, dass R — K der Klasse
O — Og angehort, und da R— K offenbar nicht in U enthalten ist, so ist
UC Oy —0g.%

Satz 5. Es sei w(z) eine auf ReE U eindeutige meromorphe Funktion, fir

die das Integral

” lw'(2)°g(z, 20) dxdy
R 1+ [w(z)*)?

endlich ist. Dann ist w(z) konstant.

Aus dem Beweis des Hilfssatzes 1 ist zu ersehen, dass w(¢(#)) be-
schrianktartig ist. w(¢(¢)) hat somit fast iiberall auf [¢| =1 Winkelgrenzwerte
und ist laut dem Hilfssatze 2 konstant.

Bemerkung. Es ist uns nicht gelungen festzustellen ob die Klasse U

quasikonform invariant ist.

8. HiLrssatz 3. Es sei R eine Riemannsche Fldche, fiir die das Integral

S;Rg(z, 20) do

endlich ist; dw ist hier der hyperbolische Flicheninhalt. Wenn eine eindeutige

meromorphe Funktion w(z) drei Werte nicht annimmt, dann ist das Integral

sS lw'(2) g (2, 20)dxdy
R (I+|w(z)[*)?

endlich.

Es seien w, (v =1, 2, 3) die von w(z) ausgelassenen Werte, und G das den
Punkten w, (v=1, 2, 3) auf der w-Ebene komplementare Gebiet. Wenn do.
bzw. dow das hyperbolische Mass der Fliche R bzw. des Gebietes G ist, so folgt
nach dem Prinzip des hyperbolischen Masses doy < ds;. Nun ist

. 2
inf (1+Iw‘ )dﬂui‘=50>0

weEG !dWI

Denn wire ez =0, so kénnte man eine Folge von Punkten w, finden, so dass

lim (1+ Iwnlz)ddw

n>x |dw] =0

*) A. Mori ([13], Theorem 3) hat die Beziehung Onr—0e<SO4c bewiesen.
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ist. Wir kénnen annehmen, dass lim w, = w, ist, und, da der Ausdruck

H>D

(1+]w]*) dow
|dwl

invariant bei Kugeldrehungen ist, so kann man w, =0 nehmen. Ist wy=0€& G,

so ist

. £1+IWnl2)d0'w - ( ddw

Y Tdw] )w=o> 0

Man rechnet aber leicht, dass

w10, » !aﬂ)[* = ® (l/ :1, 2, 3)

ist, so dass die Voraussetzung e; =0 jedenfalls zu einem Widerspruch fiihrt.

Daraus folgert man

_dwl = l: dow £ 1 do;
[5e] 1l

1+ |0l
und

lw' () g(z, z)dxdy _ 1 f
if, Grimam =) <s,
was zu beweisen war.

Aus dem Hilfssatze 3 und aus dem Satze 5 folgt

Satz 6. Es sei RE U eine Riemannsche Fléche, fiir die

fjng(z, 20)dw < ©

ist, wo dw der hvperbolische Flicheninhalt ist. Ist w(z) eine auf R meromorphe

Funktion, welche drei Werte ausldsst, so ist w(z) konstant.

I11. Extremisierung

9. Es sei 4 eine offene Menge auf R, deren Rand 94 aus hochstens
abzdhlbar vielen analytischen Jordanbogen besteht. Wir nehmen an, dass nur
endlich viele von ihnen einen nichtleeren Durchschnitt mit einem beliebigen
Kompakt haben. In dieser Arbeit werden wir stets einen solchén Rand
“analytischen Rand” benennen. Es sei {R.} eine Ausschopfung der Fliche R,
wo der Rand &R, von R, aus endlich vielen analytischen Jordankurven besteht.

Wir bezeichnen mit Il die Menge der harmonischen beschrinkten und positiven
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Funktionen auf R und mit 1’ die Menge der harmonischen beschrinkten und
_positiven Funktionen auf 4, stetig auf 4, die auf o4 verschwinden. Die Mengen
1 und IV sind Halbmodule. Wir werden zwei natiirliche lineare Abbildungen
zwischen diese Mengen einfiihren, die nichts anderes als die fiir unsere Zwecke
passend abgeinderte Extremisation und Inextremisation von Kuramochi sind [5].

Es seien ull und #'€1Wl'. Wir bezeichnen mit E,#’ die in R, harmonische

und auf R, stetige Funktion, fiir welche

B I 0 auf 2R.NC4
nh =
l # auf SR,N 4

gilt, und mit I,z die in jeder Komponente von R, N 4 harmonische und auf
R, N 4 stetige Funktion (mit Ausnahme endlich vieler Punkte), fiir welche

I j 0 auf 24N R,
u —3
§ l v auf oR,N 4

ist. Die Operatoren E, und I, haben folgende Eingenschaften :

E,u' = sup, Inu=0
E.u' = o, Liusu
Daraus folgt
E,u' £ Ensitd, Livz=1-1u

Fiir eine positive Zahl ¢ ist
E,cu' =cEnu, Licu=cliu
Fiir wy, w»€ W und w, u. € 11 ist
En(uy+ wy) = Entiy + Enes, Li(ui+ 22) = Lions + L
Aus %) £ u, und w, = us folgt
Enty € Ents, L £ Lune

Da die Folgen {E.u'}, {I.u} monoton sind, so konvergieren sie nach dem
Harnackschen Prinzip gleichméssig gegen harmonische Funktionen

Eu' =lim E, u', Tu=1im I, .

n->x n->x»

Die Funktionen E#' und I« sind harmonisch auf R bzw. auf 4, und haben

folgende Eigenschaften
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u' £ Eq.u' < Eu' = sup o/, uxlnuz=Iux0.
Fiir eine positive Zahl ¢ ist
Ecu' = cEW, Icu=clu
Fiir 1, w, € W und w, u. € U ist
E(u+w;) = Eul + Euj, Iy + ws) = Tuy + Tu,
Aus u; £ u; und u; = u, folgt

Eu; < Eus, Tw, = Iu,

Es sei #, €1’ und #' = Dlu, & . Dann ist
v=1

o
Endu = 2 En u'v
v=1
und daraus

ES - N
'
Ev' > EEnu: = zEnu»
v=1

v=1

N
Fiir #n - o folgt Ew' = >)Eu, und fiir N > « erhalten wir
v=1

Eu = SEu..

v=1
Es ist aber

©

e
'
Eu', = EEnuv =Equ
1 v=1

©
.. O ]
und also fiir # - o, >)Eu, > Eu/, woraus
v=1
& '
Eu' = D\ Eu
y=1

folgt. Es sei weiter #, € Ul und #= >, %, € U. Dann ist

v=1

o
Liu= Elnuu
v=1

Daraus folgt In% = >)Ju, und also ist
v=1

Tu > i Iu,

v=1

Es sei z€ R, und v(e, 2) so gross, dass
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i [nu»(Z) <e

v=1+V(E, z)

ist. Dann ist

(€, z)

Iu(z) = 2} Lin,(z) + .

Fiir n - o ist also

v(E, 2) <
Tu(z) £ 21 Tu,(z) +e < D Iu(z) +¢
v= v=1

und da e beliebig klein war, folgt Ix = ilu
v=1

Es ist also

Eﬁul: SVE, Iiuv= ﬁjllu‘,
=

v=1 v=1 v=1

Aus der Monotonie der Folgen E.u', I,u folgt, dass Eu' bzw. Iu unabhingig
von der gewidhlten Ausschopfung sind und Funktionen aus U bzw. I’ darstellen.
Eu' und In sind Linearoperatoren zwischen diesen Halbmodulen 1 und . Wir
werden die Operationen E bzw. I die Extremisation bzw. Inextrmisation in
Bezug auf das Paar (4, R) benennen.

Der Funktion E#%' kann man den Operator I anwenden:

IEY = lim I.Eu

N>R

Aus Eu' > «' folgt in R, N 4
LEW > o
und also IEx' = #' iiberall in 4. Andererseits ist in R, N 4
Env + I.Ev' = o' + Ev

da auf 9R. N 4, Eno! =o' und In.Ew' = Ew' und auf 94 N\ Ry, I[nEu' =2’ =0 und

E.u' im allgemeinen nicht grosser als Eu' ist. Fiir n > o ist in 4
Eu' + IEw < o' + Eu'

oder IEu' < o', woraus IEu' = u' folgt.

Wir werden den Operator E der Funktion Iz anwenden:

Elu =1im E, Iu.

n—->7°

Aus In = u folgt E,Iu = u und also
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Elu = u.
Es seien w1, w. € W, Aus u; = u, folgt auf R,N 4

1 — Int & 42 — Lythe,
denn auf 24N Ry ist Inw=Isu:=0 und auf oR, N 4 sind beide Seiten der
Ungleichung null. Fiir 2 » « folgt auf 4

s — Tty & w2 — T,
Weiter ist, auf Rx, #1— EsJuy < 4 — EnIue, denn auf 3R, N C4 ist ExIu, = Enlu:
=0 und auf 9R, N 4 ist
wy— EnJuy = uy — Tuy € us — The = w2 — EnIuts.

Fiir n —» o folgt dann auf R

1 — Elu, € us — Elu,.

Falls 4=R -~ R, ist, so ist #— Iu -die normierte Losung von Nevanlinna
([16], Seite 320) und I1 ist das harmonische Mass des idealen Randes.

10.*) Der Operator I fiihrt die ganze Menge I auf die ganze Menge 1’ iiber,
denn fiir jedes #' € I existiert ein » € I, » = Eu/, fiir welches #' = Iu ist. Wir
fragen nach dem Kern dieser Abbildung; das ist die Teilmenge , von Ul die
durch I ins 0-Element iibergefithrt wird. Gleichzeitig untersuchen wir eine
andere Teilmenge U; von 1, die das Bild von I’ durch E ist. U, und U; sind
auch Halbmodulen. FE ist eine isomorphe Abbildung von W auf ll;, denn aus
Eu, = Eu, folgt wy = IEu; = IEu; = u. Auch I ist eine isomorphe Abbildung von
W, auf I’ und zwar die Umkehrung von E, denn es seien #;, #. zwei Funktionen
aus U, fiir die Ju, = Iu: gilt. Da U; das Bild von W' durch E ist, so kann man
zwei Funktionen #i, #; aus I finden, fiirr die ».=FEu, (» =1, 2) ist. Es ist aber

= IEu, = Iy = Tus = 1Eu; = u;,
woraus 2, = #: folgt. Weiter ist fiir z e Il;
Elu=u.

Denn es ist IEIu = Iu, woraus sich die Behauptung ergiht. Fiir ein beliebiges

* Inzwischen haben wir die Arbeit von M. Heins [3] gelesen, wo auch die Extremisi-
erung und Inextremisierung eingefiihrt wurde, und wo der grdsste Teil der Ergebnisse
dieses Absatzes zu finden sind.

https://doi.org/10.1017/50027763000023606 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000023606

KLASSIFIKATION DER RIEMANNSCHEN FLACHEN 191

ueENist my=FEluecs ;. Da u = uist, so ist o= —u; Ul und da

Tu = Tuy + Tu,
und
Tuy=IEIu = Iu

ist, so folgt lu,=0. Es ist also u, & ll,. Jede Funktion z & U erhilt damit

eine Zerlegung u = uy+ u1, Wo
uo=u-EIu€E 110, u1=EIuElll

ist. Es ist klar, dass diese Zerlegung eindeutig durch # bestimmt ist. Denn

aus u=wv+v;: (€U, viE1) folgt
Iu=Iu, = Iv,,
woraus #; = v, folgt. Die Funktionen #, und «, besitzen folgende Eigenschaften
uy=supve HoDv = u, wy=supv; Wi SDv €
Denn aus Wy = u, i3S v, =u. folgt

vo=vy— Elvy £ u — Elu = u,,

v1= Elv, £ Elu = u;.
Es ist also fir u = v

Uy = W, U = 0y
Zwischen den Elementen von U, und U; besteht keine Ordnungsbeziehung: aus
ey, ey und u = u; folgt #,=0 und dhnlicherweise, wenn u; = #u, ist,
so ist auch #; = 0.
Es entsteht die Frage, unter welchen Bedingungen 1l und W' isomorph sind ;

diese Frage ist gleichbedeutend mit der Frage, wann U, auf dem 0-Element sich

reduziert. Wir werden beweisen, dass
Ell=1

die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, dass 1 und W' iscmmorpl

seien. Es ist notwendig und hireichend, dass
uy=u—Elu=0

fiir jedes # €1l ist. Wenn man also die Funktion #(z) =1& Ul nimmt, so ist

EI1=1 eine notwendige Bebingung.- Fiir ein beliebiges v & Ul sei ¢ =sup u.
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Dann ist c—# €Ul und EI(c—u) £c—u oder cEI1—EIu <c—u. Ist EI1=1,
so folgt # = Elu und aus der allgemeinen Ungleichung Elu = u folgt u = Elu,
was- zu beweisen war.

Die Operatoren E und 1 haben noch eine wichtige Eigenschaft:. sie fithren
minimale Elemente in minimale Elemente iiber. Es sei u' eine minimale Funktion
der Menge I’ und z€ |l

usEu.

Daraus folgt, dass in der Zerlegung von %, u#=wu,+ u:, die Komponente u,
verschwindet und # =%, € Ul;. Ferner ist

In < IEw' =o',

woraus Ju =cu' und u = Elu=cEu' folgt. Dass heisst, dass E»’' minimal ist.
Es sei jetzt # eine minimale Funktion in der Klasse U. Aus #'€ W' und ' =< Ix
folgt dann

Ew = Elu < u,
und da # minimal ist, ist E%' =cu und #' = IE4' = clu. Iu ist somit minimal.

11. Die Funktion I1 besitzt eine Extremaleigenschaft: ist #' € II' kleiner
als eins, so ist #/ £ I1. Denn in R, N 4 ist #' < I,1 und fiir » » = ist #' < I1.

Die Funktion EI1= EI1(z) ist harmonisch auf R und nicht grésser als 1.
Wir werden mit M,, bzw. N, bzw. M, die Menge der Punkte ¢ aus F
bezeichnen, wo EI1(¢(e”®)) =0 bzw. ¢ < EI1(¢(€®)) £ 1~ ¢ bzw. EI1(¢(e")) =1
ist, und mit M,, bzw. N, bzw. M, die Menge der Punkte des idealen Randes,
deren Bild M,, bzw. N, bzw. M, ist. Es ist w(z, N;, R) £1. Daraus folgt
Elw(z, N¢, R) = EIl(2) und

Elu(¢(e"), Ne, R) < EIl(¢(e")).
Fiir fast alle ¢ &€ N, ist also
Elu(¢(€°), N, R) £1—¢
und fiir fast alle ¢ € CR, ist
Elo(¢(€®), N, R) £ w(¢(€”), N, R)=0.
Daher folgt

Elo(z, N, R) < (1—-¢)w(z, Ne, R)
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und

Elw(z, N:, R) = EIEIu(z, Ne, R) £ (1-¢) Elu(z, N:, R)
was als Folge Elw(z, N, R) =0 und w(z, N:, R) € ll, hat. Es ist aber
ewlz, Ne, R) = EI1(2)
und da E71(z) € ll;, so folgt nach 10, w(z, N:, R) =0. Die Menge . hat also
nulles Lebesguesches Mass und, da das fiir jedes ¢ > 0 gilt, so folgt, dass
(Do) + m(My) =2x

ist. Ausserhalb der Menge M, hat EI1(¢(#)) fast itberall den Winkelgrenzwert
Null und

EI1(z) = w(z, My, R) € 1Ly,

1—-EI1(2) = w(z, My, R) € l,.
Die Beziehung

1=w(z, My, R)+ wlz, My, R)

stellt gerade fiir die Funktion u(z)=1 die Zerlegung dar, die wir in 10.
eingefithrt haben. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass 1l
und W isomorph sein sollen ist also, dass

w(z, Mo, R) =0
sein soll.

Wir werden jetzt den Ausdruck der Komponenten #, und #; geben die in

der Zerlegung der Funktion &€ Il eingetreten sind. Aus u = ¢ =sup « folgt
1y = colz, My, R), u £ colz, M, R).
Also hat uol¢(#)) bzw. wi(¢(t)) iiberall auf M, bzw. My nulle Winkelgrenzwerte
und aus # = u, + u; folgt
_ i
wl¢ () = [ wle(e™) Po, Hyao

e (1) = [ wle (&) P(6, 1) do

Also haben EIni¢(t)) und ul¢(t)) fast iiberall auf W, dieselben Winkelgrenziverte.
Es sei R' eine Komponente der offenen Menge 4. Sie ist selbst eine
Riemannsche Fliche und wir kénnen, genau wie fiir R, die Punkte des idealen

Randes von R' einfithren. Sei z=¢'(#') die eineindeutige und konforme
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Abbildung des Kreises [#/| <1 auf die universelle Uberlagerungsfliche von R’
und 7' sei die Menge der Punkte e"°', wo g'(¢'(t'), z0) den Winkelgrenzwert
Null hat, wo g’(z, z)) die Greensche Funktion von R’ ist. Die Punkte des idealen
Randes von R’ werden die Aquivalenzklassen von §' in Bezug auf die Deckbe-
wegungsgruppe (T') sein. Wir werden mit M, die Menge jener Punkte &'
bezeichnen, die dem relativen Rande 9R’ von R’ entspricht; das ist gleichbe-
deutend mit der Existenz des Limes ,.liﬁ'o""(")' Mo und F' — My =T, sind
automorph in Bezug auf (7). Deshalb entsprechen ihnen zwei Mengen von
Punkten des idealen Randes von R’, M; und M,. Das harmonische Mass der
Menge Mj, w(z, M3, R') gehort der Menge I’ an und ist kleiner als 1. Wegen

der obenerwidhnten Extremaleigenschaft der Funktion I1(z) ist auf R’
w(z, M3, R") £ I1(2) € 1.
Daraus folgt, dass I1(¢'(#')) fast iiberall auf M; den Winkelgrenzwert 1 hat:
da I1(¢'(¢")) =0 fiir ¥ €M, ist, so folgt auf R’
w(z, M3, R') = I1(2).
Es sei jetzt 4= \UR., wo {R.} die Komponente der offenen Menge 4 sind.
Fiir # = I werden wir mit [,,z die Funktionen
In in R,
.I(\,) u= . ’ ]
l 0 in 4-R,

bezeichnen. Der Operator I,,u ist nichts anderes als die Inextremisation von »
in Bezug auf das Paar (R,, R). Die Funktion EI, 1 hat fast dieselbe Eigen-
schaften wie EI1. Insbesondere hat EI,,1(¢(¢)) iiberall auf einer Menge M.
den Winkelgrenzwert 1 und fast iiberall auf dem Komplement von M., den
Winkelgrenzwert 0. Wenn M,,;; die Menge, deren Bild M), ist, bezeichnet,

so ist
EI(»)I(Z) = w(z, M(»;ly R).

Aus I1=>31I,,1 folgt (siehe 9)
w(z, My, R) = EI1(z) = 2\ EI,)1(2) = Zw(z, M1, R),

woraus zu ersehen ist, dass die Mengen M., paarweise punktfremd sind. Es

ist also
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0)(2; M: R) =Ew(z, M(v)l, R) = w(z’ U M(v)ly R)'

Weiter folgt
UMey € M

und, dass das harmonische Mass der Menge
M- U My

null ist.
Es sei jetzt #u =W und c=supu. Auf R,N4d ist clpl+u = Iyu+c¢ und
daher ist
cll+u<=lu+ec.

Wenn R’ eine Komponente von 4 ist, so folgt aus dieser Ungleichung und aus
In < u dass Tu(¢'(#") und #(¢'(#')) fast iiberall auf M; dieselben Winkelgrenz-
werte haben. Aus IEIu = Iu folgt, dass Tu(¢'(¢')) und Elu(¢'(¢')) fast iiberall
auf M dieselben Winkelgrenzwerte haben. Also haben z(¢!(¢')), Iu(¢'(#')) und
EIu(¢'(") fast iiberall auf 9] dieselben Winkelgrenzwerte und es ist

(1) = [ (e’ (&™) PO, 1) '

12. In diesem Absatz nehmen wir an, dass 4= R’ zusammenhingend ist.
Es sei M eine messbare Menge des idealen Randes von R. Wir bezeichnen mit
M’ bzw. M: die Menge jener ¥ & §', fiir die

To(¢'(e”), M, R) =1 bzw. e<Io(¢'(é™), M, R) £1—¢

ist, und M' bzw. M. sei die Menge von Punkten des idealen Randes der Fliche
R', welche M’ bzw. M als Bild hat. Es ist offenbar

cw(z, Mi, R") < Io(z, M, R),
Io(z, M, R) + sz, M, R") = I1(z).

Da Iw(z, M, R) Null auf 3R’ ist, so ist auch o(z, M!{, R") Null auf 3R’ und

gehort somit der Klasse I/ an. Daraus folgt

¢Ew(z, M:, R'") £ Elu(z, M, R),
Elw(z, M, R) + eEw(z, M¢{, R') = EI1(z2).

Nun sieht man aus der Darstellung des Operators EI durch das Poisson-
Lebesguesche Integral, dass Elw(z, M, R) =w(z, MNM,, R) ist. Aus der
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ersten Ungleichung folgt, dass Ew(¢(?#), M:, R') fast iiberall auf C(M NMy)
den Winkelgrenzwert Null hat und aus der zweiten, dass sie auch auf M NM,
fast iiberall den Winkelgrenzwert Null hat. Das heisst Ew(z, M:, R') =0 oder
olz, Mt, R") = IEw(z, M:, R') =0 und, da ¢ beliebig war, so folgert man, dass
Io(¢'(t"), M, R) fast iiberall auf CDU’ den Winkelgrenzwert Null hat. Wir
werden
M =I"M

stellen. Es ist Iw(z, M, R) = w(z, I*"M, R).

Die Abbildung I™* fithrt die messbaren Mengen des idealen Randes von R in
messbare Mengen des idealen Randes von R' iiber und zwar in Teilmengen
der Menge M,. Das harmonische Mass der Menge I*M, w(z, I*M, R'), ist
dann und nur dann Null, wenn das harmonische Mass der Menge M N M, Null
ist. Aus der Gleichheit

Ew(z, I*M, R') = Elw(z, M, R) = w(2, M N M, R)
sieht mann nidhmlich, dass aus

w(z, MN M, R) =0, Eo(z, I*M, R") =0
und
w(z, I*M, R') = IEw(z, I*"M, R') =0

folgt. Umgekehrt, aus w(z, I*M, R') =0 folgt
Eo(z, I*M, R") =0 und o(z, MN M, R)=0.

Es sei M’ eine beliebige messbare Menge M’ S M;. Dann ist w(z, M’, R')
Null auf 9R’ und deshalb ist w(z, M’, R’) €W. Wir bezeichnen mit I bzw.
M. die Menge jener Punkte ¢°e F fiir die Ew(¢(e®), M', R") =1 bzw. e =
Eo(¢(€®), M', R') £1—c¢ ist, und M bzw. M. sei die Menge der Punkte des
idealen Randes der Fliche R welche M (bzw. M;) als Bild hat. Es ist

ew(z, M., R) = Ew(z, M', R'),
Ew(z, M', R') + ew(z, M:, R) £1.
Daraus folgt
elv(z, M., R) = IExw(z, M’', R'),
IEw(z, M', R') + elw(z, M:, R) £ 1.

Wenn man beachtet, dass IEw(z, M', R') =au(z, M', R') ist, so folgt aus der
ersten Ungleichung, dass Iw(¢’(2'), M., R) fast iiberall auf CIV einen nullen
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Winkelgrenzwert hat und aus der zweiten, dass Iw(¢'(¢'), M:, R) auch auf W’
fast iiberall den Winkelgrenzwert Null hat. Es ist also lw(z, M., R)=0. Da
aber M: & M, ist, so folgt

w(z, M., R) =w(z, M: \ M;, R) = Elw(z, M:, R) =0

fiir jedes e. Daraus kann man ersehen, dass Ew(¢(2), M’, R’) fast iiberall auf
M den Winkelgrenzwert 1 und fast iiberall auf CI den Winkelgrenzwert 0 hat.
Wir werden

M=E*M'
stellen und es ist Ew(z, M', R') =w(z, E*M', R). Die Abbildung E* fiihrt die
messbaren Teilmengen der Menge M) in messbare Teilmengen der Menge M,
iiber. Sie ist in einem gewissen Sinne die Umkehrung der Abbildung 7%, denn

es ist
w(z, I"E*M', R'") = Iv(z, E*M', R) = IEw(z, M', R') = w(z, M', R),
woraus
I*E*M'=M'
folgt, mit Ausnahme einer Menge vom Masse Null. Weiter ist
o(z, EXI*M, R) = Eo(z, I*"M, R') = Elw(z, M, R) = w(z, M N\ My, R)

und also E*I*M = M N M; mit Ausnahme einer Menge vom Masse Null.
Fiir zwei punktfremde messbare Mengen N, IV: des idealen Randes von R
ist
w(z, I"(N{U N2), R') =Iw(z, N\U N;, R) = Iw(z, Ni, R)
+Iw(z, N2y, R) = w(z, I*Ny, R') + w(z, I*N:, R"),
woraus
I"Ni N I*N: = ¢,
I*(NyUN:) =I*N;UI*N.U Menge vom Masse Null

folgt. Ahnlicherweise ist fiir zwei punktfremde messbare Mengen N|, N, des

idealen Randes von R’

w(z, EX(N{UN}), R) = Ew(z, NU N3, R') = Eo(z, NI, R")
+ Ew(z, N2, R') = w(z, E*Ny, R) + w(z, E*N}, R),

woraus
E*NINE*N;=¢,
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E*(N1UN;) =E*N!UE*N,U Menge vom Masse Null
folgt.
Ist M S M, eine unteilbare Menge, so ist es auch I*M. Erstens ist das

harmonische Mass von I*M offenbar positiv. Zweitens ist
w(z, I"M, R') = Io(z, M, R)

nach 10. eine minimale Funktion und da sie vom Null verschieden ist, so ist
I*M nach Satz 3 eine unteilbare Menge. Umgekehrt, ist M' = M 1 eine unteil-
bare Menge, so ist EXM' auch unteilbar. Erstens ist das harmonische Mass von

E*M' offenbar positiv. Zweitens ist
w(z, E*M', R) = Ew(z, M', R")
nach 10. eine minimale Funktion und nach Satz 3 ist E*M' eine unteilbare
Menge.
Es sei ' € I' und M'(s) die Menge jener ¢ € M}, fiir welche #/(¢'(e”)) < s
ist; M'(s) sei die Menge des idealen "Randes von R', die M'(s) als Bild hat.

Dann ist w(z, M'(s), R') eine in Bezug auf s nichtabnihmende Funktion und
w'(2) = So sdw(z, M'(s), R').
Daraus folgt
Eu'(z) = 50 sdw(z, E¥*M'(s), R).
Ahnlicherweise, wenn wir fiir ein » € Il mit M(s) die Menge jener ¢’ , fiir
welche #(¢(e’®)) s ist bezeichnen, und M(s) die Menge des idealen Randes
von R ist, die M(s) als Bild hat, so ist w(z, M(s), R) eine in Bezug auf s
nichtabnizhmende Funktion und
w2) = sdolz M(s), R).
Daraus folgt
Tulz) = fo sdw(z, I"M(s), R")
13. Fiir einige Anwendungen, die wir im letzten Abschnitt geben wollen,
ist es niitzlich die geometrische Struktur der Menge M, ndher zu untersuchen.

Wir werden mit £(z) die Funktion bezeichnen, welche auf 4 gleich 1 und auf
R — 4 gleich 0 ist, und M (bzw. M) sei die Menge der Punkte €', fiir welche
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£(¢(t)) den Winkelgrenzwert 1 (bzw. 0) hat. M; {(bzw. M) sei die Menge
der Punkte des idealen Randes, die M (bzw. M) als Bild hat. Wir wollen
mittels der Konstruktion von Lusin und Priwaloff [9] zeigen, dass M; S M,
(bzw. M = M,) ist, mit der Ausnahme einer Menge vom Masse Null.

Es ist zu zeigen dass Tt N M, (bzw. M, NM;) vom Masse Null ist. _ Wir
nehmen an, dass diese Menge positives Mass hat. Es sei 40, r), r> VI72, die
Menge

ei() 4

r<|tl <1, ’arg

und M, sei die Menge jener Punkte ¢° & M N My, fiir welche
4" 7) S (4
was gleichbedeutend mit £(¢(¢)) =1 fiir jedes ¢ € (¢, 7) ist. Da

MNMs U My

VI2<r<1

ist, kann man ein 7 finden, ‘/ég <7 <1 so dass M, positives Mass hat. Es sei
N eine perfekte Menge N S My,, welche positives Mass hat und G sei die offene

Menge
G= U 4(e° 7).

efteR

Sie besteht, wie leicht zu ersehen ist, aus endlich vielen Jordanschen Gebieten

mit rektifizierbarem Rande

k .
G=UG,  G= U 4" ),
p-

elfe=RN;

wo
k
N=UN;
j=1
ist. Daraus ist zu ersehen, dass ein ; positives Mass haben muss. Wir bilden
die harmonische Funktion w(#, Wj, G;), welche nicht Null ist. Die Funktion

w**(t) gleich w(t, W;, G;) in G; und gleich Null in ¢~!(4) — G; ist subharmonisch
in ¢7'(4) und dasselbe gilt fiir

w (1) = sup w*(T(2)).
1€(1)

Die Funktion #(z) =#"(¢7'(z)) ist, wie man leicht sieht, eindeutig und sub-
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harmonisch auf 4, Null auf 94 und kleiner als 1. Aus der Extremaleigenschaften
der Funktion I1 folgt

u(z) £ I1(z) £ EI1(2)
und

olt, N;, Gj) = u™(t) = ule(t)) = EI1(¢(t)).

Da w(t, Nj, G;) fast iiberall auf N; den Winkelgrenzwert in Bezug auf Gj, 1
hat, so ist

lim EI1(¢(7e®)) =1

r-1

fiir fast alle ¢'° € N;, was der Beziehung N; S M, widerspricht. Ahnlicherweise
beweist man, dass D" N M; das Mass Null hat.

IV. Andere Arten von Unteilbarkeiten

14. Die unteilbaren Mengen haben uns erlaubt verschiedene Eigenschaften
der Riemannschen Fldchen aus der Klasse Opns — Og zu ersrtern und zu verallge-
meinern. Der Parallelismus, der zwischen den Klassen Oup und Ogp existiert,
flosst uns die Idee ein, eine neue Unteilbarkeit einzufithren, welche uns erlaubt
fir die Klasse HD dieselben Schritte wie fiir die Klasse HB zu unternehmen.

Es sei R€ Og eine Riemannsche Fliche und € eine Menge von Funktionen
auf R. Wir nehmen an, dass fiir jedes #(z) € S, u(¢(t)) fast iiberall auf |[#] =1
Winkelgrenzwerte besitzt.

DeriniTION 3. Eine Menge von Punkten des idealen Randes M heisst ©-
unteilbar, wenn sie positives Mass hat und wenn fiir jedes u(z) € &, ule(?))

fast iiberall auf dem Bild R von M denselbern Winkelgrenzwert hat.

Ist eine Menge M unteilbar, so ist sie fiir jedes &, €-unteilbar. Aus dem
Satze 2 sieht man nihmlich, dass wenn u(¢(t)) fast iiberall auf || =1 Winkel-
grenzwerte hat, so sind diese Winkelgrenzwerte fast iiberall auf It konstant.
Wir werden uns beschrinken fiir S die Mengen HB, HD und HBD zu be-
trachten. Wir werden erst beweisen, dass Unteilbarkeit und HB-Unteilbarkeit
zusammenfallen. Ist eine Menge M nicht unteilbar, so kann man zwei messbare
und vom positiven Masse Mengen M;, M: finden, so dass M = M, U M,, M, N M,
=¢ ist. Das harmonische Mass w(z, M;, R) gehort der Menge HB an und
w(e(t), My, R) hat fast iiberall auf M den Winkelgrenzwert 1 und fast iiberall
auf M, den Winkelgrenzwert 0. M ist somit nicht HB-unteilbar. Ist M
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unteilbar, so ist sie, wie man gesehen hat, auch HB-unteilbar. Eine unieilbare
Menge ist eine HB-unteilbare Menge und umgekehrt.

Jede HB (bzw. HD)-unteilbare Menge liegt auf einer bestimmien idealen
Randkomponente mit Ausnahme einer Menge von harmonischem Mass Null.
Der Beweis von 5. gilt nihmlich auch fiir HD-unteilbare Mengen, denn die

harmonischen Masse der Portionen haben endliches Dirichlet-Integral.

DeriniTiON 4. Eine Riemannsche Fldche gehort der Klasse Ug an, wwenn

ihr idealer Rand eine S-unteilbare Menge enthdilt.

Es ist offenbar
U=Uar € Uz
fiir jedes ©. Ahnlich wie im 7. beweist man folgenden
Sarz 7. Es ist
Osun— O CUyp C O4r— Oc
Oup—~ 0 CUpp T Oup— O

15. T. Kuroda ([7] sieke auch [1]), hat folgende Definition eingefiihrt:
Das Gebiet R' mit analytischem Rande gehort der Klasse SOx, (X=H, A ;
Y =B, D, BD) an, wenn jede Funktion u(z) & XY, die auf OR' Null ist, auf R'
identisch verschwindet. Durch u(z) € A verstehen wir, dass #(z) = Re w(z), wo

w(z) eine eindeutige analytische Funktion ist.
Notwendig und hinreichend damit R' & SOpug ist, ist, dass
I1(z) = wlz, M1, R'") =0,

wo I in Bezug auf das Paar (R', R) definiert ist. Denn ist I1(z) £ 0, so hat
man schon eine beschridnkte harmonische Funktion auf R', die auf R’ ver-
schwindet und R' & SOyz. Aus der Extremaleigenschaft der Funktion I1(z)
folgt lu(z)| £ ¢I1(2), wo c¢=suplu(z)| ist, fiir jede beschriinkte harmonische
Funktion auf R’, die auf oR’ verschwindet. Aus J1(z) =0 folgt dann (z) =0
und R'&€ SOus.

Weiter bezeichnet T. Kuroda [8] mit O}y die Klasse jener Riemannschen
Fldchen R fiir welche jedes Gebiet R’ mit analytischen Rande der Klasse SOy,
angehort. T. Kuroda hat bewiesen, dass die Riemannschen Flichen aus der
Klasse O eine wichtige Eigenschaft besitzen: ist w«(z) eine eindeutige mero-

morphe Funktion auf R&€ O, so hat'die inverse Funktion z = z(z0) von w = w(z)
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die Eigenschaft von Iversen [21].
Hiirssatz 4. [1], [12]. Es ist
SOI!D = SO]II,’I) 2 SOIIB

Die Beweismethode ahmt die Methode nach, die fiir die Beziehung Opnz — Os
S Oyp benutzt wird ([16], Seite 365-367, [241). Es sei R eine beliebige Rie-
mannsche Fliche, R' ein Gebiet auf R mit analytischem Rande, {R.} eine
Ausschépfung von R und R, die Komponente von R, N R’, die einen bestimmten
Punkt z, enthilt. Mit 1.(z, z,) werden wir die in Ry —{z} harmonische
Funktion bezeichnen, welche in z, die Entwicklung

7(z, 20) = log Tz“lﬂ + harmonische Funktion
H &0

hat und so, dass

%’i =0 auf BRLNR", " 12=0 auf R} N Ry

ist. Es sei

27:1);;(2, Zo) -’—’Tn(z, Zo) -—gn(z, Zo),

wo gx(2, z) die Greensche Funktion des Gebietes R} ist. Die Funktion v.(z, z)
ist auf R’ harmonisch und verschwindet auf oR, N R,. Es sei u(z) eine
harmonische Funktion auf R, welche auf R, N R, verschwindet. Aus der
Greenschen Transformationsformell (man kann immer die Ausschépfung {R.}
so nehmen, dass v.(z, 20) auf R, harmonisch ist) ergibt sich

= ?L‘_ vy |, Ou OVUn
Drn(u, v,,>_ﬂw R ) dxdy

—S av,, ds= ~ .} 5. u(¢) 8% ZQ}dCi = u(z).
ORw nP’ 27 Jornr

Insbesondere ist fiir # = v,

D, (vy) = ”‘R (( av,, ( %@’ )) dxdy = vaze, 20) > 0

und fir = vm, m > n,

D, (vn, vm) = vm(20, 20)

Daraus folgt
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0 < DR,,'(’Um —Un) = Dn,,l(’llm) + DR,,'(‘Un) -2 Dlr,,'(vm Um)

= vmlz2o, 20) + 0n(20, 20) = 2vm(20, 20) = Unl20, 20) — vnz(Zo, 20).

Die Zahlenfolge {v.(2o, 20)} nimmt also mit wachsendem » monoton ab; es

existiert daher der Grenzwert

lim vn(20, 20) 2 0.

>0

Weiter folgt, dass die Folge va(z, z,) in Norm konvergiert, und deshalb kon-

vergiert sie auch im gewohnlichem Sinne ([16], Seite 291). Die Grenzfunktion

v(z, 20) = lim va(z, 2)

WD

ist harmonisch in R’ und verschwindet auf oR’. Forner folgt, dass

lim 7,(z, 20) = (2, 20) =27v(z, 20) + &(z, 2)

n—>»

existiert, wo g(z, z) die Greensche Funktion von R’ ist. Es sei G ein Jordan-
sches Gebiet, das den Punkt z, enthilt, GCR'. In R'— G ist g(z, z,) beschrinkt ;

auch r(z. zy) ist hier beschriinkt, denn es ist

sup (2, 20) = sup 2(2, 20)
&Ry 206

und daher ist

sup 7(z, z0) =sup 1(z, zv).
2ER! —(; ZEJG

Daraus folgt v(z) € HB. Da wv.(z) € HD und gegen »(z) in Norm konvergieren,
so ist ¢(z) € HD. Es sei #{z) harmonisch in R’ und Null auf 8R’. Es ist
offenbar

D u, v) = ulz).

Gehort R’ der Klasse SOpp nicht an, so existiert ein #(z) mit #(z) =% 0. Daraus
folgt v(z) £ 0 und das Gebiet R’ gehsrt somit der Klasse SOy nicht an. Es
ist also

SOun= SOy 2 SOuy,

was zu beweisen war.

HiLrssatz 5. Es sei u(z) eine harmonische Funktion mit endlichem Dirichlet-
Integral auf einer Riemannschen Fliche R. Wenn fast iiberall auf |t! =1 die

Winkelgrenzwerte von u(¢(t)) kleiner als N sind, so ist u(z) < N.
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Es sei 4 die offene Menge, wo #(z) > N ist und £(z) die Funktion gleich 1
auf 4 und gleich 0 auf R— 4. Uberall, wo #(¢(¢)) den Winkelgrenzwert kleiner
als NV hat, hat $(¢(t)) den Winkelgrenzwert Null. Mit den Bezeichnungen, die

wir in 13. eingefithrt haben, ist das Lebesguesche Mass von ;" gleich 2~. Aus
M = Mo

folgt, dass auch M, das Lebesguesche Mass 2z hat und M, ist somit eine
Menge vom Masse Null. Daraus folgt EI1=0 und I/1=0. Das ist aber eine
hinreichende Bedingung, dass jede Komponente R’ aus 4 der Klasse SOys

angehort. Aus

SOur S SOup

folgt, dass R’ &€ SOup im Widerspruch mit der Existenz der Funktion u(z) — N,
Null auf dem Rande von R’ und mit beschrinktem Dirichlet-Integral. Die
Menge 4 ist somit leer und #(z) < IV, was zu beweisen war.

Hat u(¢(#)) fast iiberall den Winkeélgrenzwert Null, so folgt sofort #(z) =0.

16. Satz 8. Jede harmonische Funktion mit endlichem Dirichlet-Integral
ist als Differenz von zwet positiven harmonischen Funktionen mit endlichem

Dirichlet-Integral darstellbar.

Es sei {R,} eine Ausschépfung der Fliche R und w.(z) die auf R,— R
harmonische Funktion welche auf 2R, gleich 0 und auf oR, gleich 1 ist. Es sei
u(z) eine harmonische Funktion mit endlichem Dirichlet-Integral und R die
offene Menge, wo u(z) >0 ist. Wir nehmen an, dass RyNR" =¢ ist und
bezeichnen mit #.(z) die auf R, harmonische Funktion, welche auf R, stetig

ist und fiir welche

J' u(z) fir z€oR,NR'
un(2)= -
| 0 fir z€oR.,N(R-R")

ist. Auf R, ist u(z) = u,(2z) und daher ist #,(2) £ #,+:(2). Nach dem Har-
nackschen Prinzip konvergiert die Folge u.(z) entweder gegen eine harmonische
Funktion #'(z) oder gegen unendlich. Wir wollen zeigen, dass hier der erste
Fall zutritt.

Aus der Greenschen Transformationsformel folgt

0 g j 0w
Smun on ds = an,.u" on ds.
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Weiter ist

ow ow
j un ' ds —5 w =" ds= Dpg,~p-(u, o).
DRy, on Ktnon, ON

Nach der Schwarzschen Ungleichung ist
:DRMR“(% ‘!}n”z = DR,,nm(u) . D!?,,nﬁ“((i)u) = Dplat) » Dn,,—f:,,(ujn).

Daraus folgt

[ wn @2 ds = VDe(w) + Dr-itn)

Jor, on
und
. _ ' oWy - ' T
inf #n(2) * Dg,-7,(0,) = inf u,,(z) " ds = VDgp(ut) * Dg,-7,(wn)
2E0R, 2E0R, an
oder
. P
inf ux(z) = \/ l:(u = /HQ{(_?‘__L
2608, DR -T U)n) D, I.O(U’)
wo

o(z) =limwu(z) £ 1

n—->=

ist. Daraus folgt, dass #.(z) nicht gegen unendlich konvergieren kann und es
ist

lim 2,(2) = 2" (2).

]

Die Funktion 2*(z) hat endliches Dirichlet-Integral. Es ist

Delu®) =1im Dy, («*) =lim lim Dy, (#,) < lim Dx, ().

m=>x M>20 —>=0 H=>»x
Nach dem Dirichletschen Prinzip ist
DR,A( un) = Dg,,nl.’+(lt) = Dyl N),

woraus Dr(u*) = Dg(u) folgt. Die Funktion #,(2) — #(2) ist nichtnegativ und

konvergiert gegen eine nichtnegative Funktion

w0 (2) =lm (un(z) — u(2)) = 2 (2) — u(z),

n—->x

welche auch endliches Dirichlet-Integral hat. Es ist also #(z) =#"(2) =« (2),

was zu beweisen war.

Bemerkung. Es sei u(z) eine harmonische Funktion auf R mit endlichemn

Dirichlet-Integral und u(¢(e®)) der Winkelgrenzwert von u(¢(t)) im Punkte
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¢, falls dieser existiert (er existiert fiir fast alle €°). Dann ist u(¢(e™)) eine

sumnnerbare Funktion.

u(¢(t)) ist als Differenz von zwel positiven harmonischen Funktionen durch

das Poisson-Stieltjessche Integral darstellbar:
e =[P, o).

Es ist fast iiberall #(¢(e®)) = 4'(#), woraus die Behauptung folgt.

17. Satz 9. [17]. Es sei u(z) eine harmonische Funktion mit endlichem
Dirichlet-Integral. u(¢(t)) ist durch ein Poisson-Lebesguesche Integral dar-

stellbar :

u(¢(t)) =L"u(<,0(e"°))P(a, t) do

Weiter ist ulz) Grenzfunktion einer Folge von harmonischen, beschrinkten

Funktionen mit beschrinktem Dirichlet-Integral.

Nach dem Satz 8 geniigt es den Satz fiir positive Funktivnen zu beweisen.

Wir bezeichnen :

u(e(e®) fir u(e(d®)) €N

ui(e’) = { .
N fir u(¢(e®)) £ N,

ux(t) = So us(e®) P06, t)db, ux(z) = u¥ (0™ z2)).

Aus %5 (1) = u(¢(t)) und #¥(t) < N folgt uy(z) < u(2), u,(z) =N. Wir werden
mit 4y die offene Menge, wo x(z) < IV ist, bezeichnen und mit uys(z) die in R»

beschrinkte und harmonische Funktion, die auf R, stetig ist und fiir die

I w(z) fir 2E€0R.N dn
u‘\m(z) =
| N fir z€8R.N (R-4y)
ist. In R, ist offenbar

un(2) £ uya(2) = u(z), usn(2) €N
und daraus folgt in R,

uv,nr1{2) € uy,n(2).

Die Folge {uyn(2)} konvergiert nach dem Harnackschen Prinzip gegen eine

harmonische Funktion #,(z), fiir die u(z) = #v(2) £ u(2), #x(2) £ N gilt.
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Wenn £va(2) in R, N 4y gleich #(z) und in R, N (R — 4y) gleich N ist, so folgt
aus dem Dirichletschen Prinzip

Dg, (uxn) 2 Dg,(5xn) = Dp,nayl2t) € Dplu)
und weiter ist

DA’( ﬂx) =lim DR,,L(ﬁ.\‘) =lim lim D/cm(llyn) = lim D13,,(H.\'n) = D[:( 1) < o,

uy(¢(t)) hat somit fast tiberall auf |#| =1 Winkelgrenzwerte und aus
ul(t) = uy(e(2)) = wn(e(t) = ulc(t)),
ux(¢(t)) £ N
folgt dass #,(¢(#)) und u(¢(2)) fast iiberall dieselben Winkelgrenzwerten haben.
Es ist also #y(¢(2)) = us(¢(2)), #x(z) =u,(2z) und
D!.'( u_\') = Du(u) < o0,

Wir stellen

2

ui(t)zX;‘u(sﬂem))P(ﬁ,t)a’O, ua(2) = uz(¢7(2).

Es ist offenbar

ui(4) =lim ul (1), 1,(2) = lim 2ux(2).

A o) N-r D
Daher folgert man

DR( u.ﬁ) = hm D];”( un) =lim hm Dn,,(ltn) = hm D/( ZL\) = D[.’( H) < ¢o,

n—>w n=>0 N>x N

Die Funktion #(z) = #(2) — u»(2) ist harmonisch mit beschrinktem Dirichlet-
Integral und u(¢(#)) hat fast iiberall auf ¢! =1 den Winkelgrenzwert Null.
Aus dem Hilfssatz 5 folgt dann #,(z) =0 und «(z) = .. z), was alle Behauptun-
gen des Satzes bestitigt.

Aus diesem Satz folgt unmittelbar der

Forcesatz 1. Jede HD-unteilbare Menge ist eine HBD-unteilbare Menge

und umgekehyt.

18. Wir haben eine eineindeutige Beziehung zwischen den HB-unteilbaren
Mengen und den minimalen Funktionen in der Klasse HB festgestellt. Eine

dhnliche Beziehung besteht aber nicht mehr, wenn man HB mit HD ersetzt.
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Um dennoch eine dhnliche Beziehung festzustellen, miissen wir uns erstens nur
auf die maximalen HD-unteilbaren Mengen beschrinken. Das sind solche HD-
unteilbaren Mengen M, fiir die man keine HD-unteilbare Menge M finden kann,
so dass M 2 M und

w(z, M-M, R) >0

ist. Zweitens werden wir die Klasse HD ein wenig erweitern miissen. Anstatt
der positiven Funktionen aus der Klasse HD, betrachten wir die positiven

u(z) € HD, wenn

w(2) =lim u,(2), us(2) 2 un+1(2) 20, us(z)E HD

N0
ist. Wir bezeichnen

#*(e") = lim ua(¢(e™)),

U0

2n . b N
u*(t)=So u*(e") P(6, t)dﬂ:lims: un(¢(e?)) P(0, t)do = ul(¢(t)) -

Daraus folgt, dass #(¢(#)) durch das Poisson-Lebesguesche Integral darstellbar

ist und, dass
u(@(€®)) = u*(e®) = lim ua(¢(€))

fiir fast alle ¢ gilt.
Es seien #.,(z) (v=1, 2, ..., k) harmonische Funktionen auf R, so dass
u,(¢(t)) fast iiberall auf |#| =1 Winkelgrenzwerte besitzt und

2

w (¢ (1)) =jo w.(¢(£°)) P8, t)db
ist. Es sei
#*(e) =sup u(¢(e”)),  u*(”) = infkum;(e"") ).
1=VER 1=VvE

Beide sind summierbare Funktionen und automorph in Bezug auf (7). Wir

stellen

a*(t) =j° w*(e™) P(0, t)db,

2

w* (1) =)o"z_¢*(e"")P(o, t) db;

u(z) = u* (¢ (2), u(2) =u (¢ (2)).
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‘Wir nennen #(z) bzw. u(z) die obere bzw. untere Hiille von {#,} und werden

‘bezeichnen
k

w= \Uu, = () u,.
v=1

Es ist u(z) 2 u(2) 2u(z) (v=1,2,..., k). Ist u(z2) so, dass #u(¢(¢)) durch
das Poisson-Lebesguesche Integral darstellbar ist und «(z) = #.(z) bzw. u(z2)
=u,(2), (v=1,2, ..., k), so ist

u(z) = u(2) bzw. u(z) £ u(z).

Hivrssatz 6. Ist wy, s, « . ., wx € HD (bzw. HD) so ist auch

U=

C~

u, € HD (bzw. HD)

il

1

v

D=

= Nu &€ HD (bziw. HD).

1

1

v

Wir nehmen zuerst an, dass #, & HD (v =1,2,..., k) und bezeichnen

mit #,(2) bzw. #.(z) die in R, harmonische auf R, stetige Funktion, fiir welche
un(2) =sup u.(2) fir z€E SR,
1=VvER

bzw. #.(2) =inf u.(z) fir zE oR,
r

1=vE

ist. In Ry ist u(z) = u,(2) £ u.(2) 2 un(z) £ u(z) (»=1,2,..., k). Daraus
folgt #n+1(2) = #a(2), #n+1(z) £ un(z) und die Folgen {u,(z)}, {u.(z)} sind

konvergent :

2_130(2) =1lim 2771(2), Z_lzo(Z) =lim un(z)-

n—>

Es sei

£(z) =1_s=<1"1§ku,(z), £(2) :lg,‘;"“("“) fur z€ R
Nach dem Dirichletschen Prinzip ist
Dy, (#n) £ Dg,(3) = Dn(¥) £ i‘l Du(u,),
Dr,(#n) £ Di,(£) € Dr(§) éDR(u»).

Weiter ist
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k

Dr(u) € lim Dr,(71y) = S Dr(u.) < oo,

n> v=1

N
Dr(#.) £ lim Dg,(2,) < ZiDR(u‘,) < oo,
Die Funktion #.(¢(#)) bzw. %.(¢(¢)) hat also fast iiberall auf [¢#| =1 Winkel-
grenzwerte und aus
u(¢(t)) € u.(¢(2)) £ u,(¢(t)) € u(¢(t)) €u(¢(t)) (v=1,2,...,k)

folgt
w(p(e)) =u.(¢(e®)),  u(¢(e®)) =u.(¢(e))

fir fast alle ¢®. Da alle diese Funktionen durch das Poisson Lebesguesche

Integral darstellbar sind, so ist
#(2) = u(2) € HD, u(2) = u.(2) € HD
Wir nehmen jetzt an, dass u,(z) € HD und es sei

u\,(z) = lim v\,p,(z), v\.u(z) % vu,p,-i-](z) é 0, vup.(z) E HD.
-
Wir stellen
k k
i).p_ = Ul vyp, (=3 HD, ,_vp. = 01 v\.u (] HD.

Es ist offenbar 7, & Dp+1 20, 2. = 2u+«1 2 0. Es sei

vo=lim%, € HD,  v»=limy,€ HD.

n-> R0

Wir wollen zeigen, dass

was gleichbedeutend mit

5.(0(e")) = sup u,(¢(e)),
1=vSk

=V=

va(¢(e™) = inf u.(¢(e")

fiir fast alle ¢ ist. Es sei & die Menge jener ¢® fiir welche

u(¢(e”)) =lim v, (¢(e?), (»=1,2,...,k),
[T
v (9(e)) = lim 7u(p(e)),
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2.(¢(€?)) = lim v,(¢(e?)),

p—>»

7.(¢(e")) = sup v.u(w(e M, (n=1,2,...)

1=vER

v,(¢(e®)) = inf v,,(¢(e”)),
I=v=ER

ist. Sie hat das Mass 2z. Da die Zahlenfolge v,.(¢(e™®)) mit ;« abnimmt, so
ist fir %€ G
7.(¢(e™)) = lim 7,(¢(?)) = lim sup, vu(e(e®) sup u, (¢(&))

p—>o p-o 1=V 1=v=k

v,(¢()) =lim v,(¢(€®)) = lim inf v,u(yf(e”’)) > inf u.(¢(?)).

n—ro p-» 1=v=Ek 1=VvEk
Weiter ist fiir jedes », 1 £ £k und ¢°€ €
v, (p(e?)) = inf vm(gﬁ(ei”)) £ v,.(0(e")),
v.(¢(e®)) = hm 2,(¢(£?)) £ lim v,,,(¢ (™)) = u,,(¢(€"))

po®

und also

v.(@(e?)) = £ mf 2 L)),

Fiir ¢° € € ist also

v.(¢(e)) = inf u,(¢(e®)).
1=v=k

Es sei v, jenes v, 1 = v, = &, fiir welches

Dyl (™)) =1s;\‘1_gkvw(¢(e'i"))

ist. Da p, nur endlich viele Werte annehmen kann, so ist fiir unendlich viele

u HEJ, vy=vo und es ist

u.,,(¢(e?)) = hm V.u(€(€?)) = lim  sup v,,(¢(€®)) =lim 7,(¢(£?)) = v (2(£"))

u->x J [ 1=v=k no

woraus
U.(e(e?)) = sup (¢(e))

1=VvEk

und

U(¢(e”)) = sup u,(¢(&"))
1=vEk

fiir ¢° € € folgt. Damit ist der Beweis ausgefiihrt.

19. Satz 10. Wenn M eine maximale HD-unteilbare Menge ist, so ist

w(z, M, R) eine in der Klasse HD minimale Funktion. Ist u(z) eine minimale
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Funktion in der Klasse HD (oder HD), so ist u(z) =cw(z, M, R) und M ist

eine maximale HD-unteilbare Menge.

Es sei #(z) eine minimale Funktion in der Klasse HD (oder HD) und sei
ux(z) die untere Hiille von #(z) und N. Nach dem Hilfssatz 6 ist u\(2z) € HD
(oder HD), und da uy(z) € u(z) ist, so folgt uv(2) = cyu(z). Aus

we (1) = [ “ulg(e™) P(6, 1)db

sieht man, dass #(¢(e™)) nicht fast iiberall Null ist. Daraus folgt, dass ein NV
existiert, so dass #,(z) %= 0 und cy=*0 ist. u(z) ist also beschrinkt.

Es sei

¢ = sup u(z)
ZER

und #(z) die obere Hiille von #(z) und ¢', ¢'<¢:
u(e(t)) = So sup (u(¢(®)), ¢') P8, t)db HD (oder HD)

Wir stellen
w(2)=c "2 =C e HD  (oder HD)

Es ist #(¢(e®)) =0 fast iiberall wo u(¢(e®)) < ¢, und #(¢(e™)) = u(¢@(e®))
fast iiberall wo u(¢(e®)) = ¢’ ist. Esist also #(z) = #(z) und, da #(z) minimal
ist, ist #o(2z) =cou(z). Es ist also u(¢(e®)) =0 fast iiberall wo u(¢(e®)) < ¢’
ist und, da ¢’ beliebig war, ¢/ <¢, so ist u(¢(e®)) fast iiberall entweder Null
oder gleich ¢ und #(z) = cw(z2, M, R).

Nun bleibt zu zeigen, dass M eine maximale HD-unteilbare Menge ist.
Nach dem Folgesatz 1 geniigt es zu zeigen, dass sie eine HBD-unteilbare Menge
ist. Es sei 0 £ v(z) € HBD und

co=sup v(z).
ZER
Wir werden die untere Hiille v(2) von v»(z) und 2cw(z, M, R) betrachten. Fast
itberall auf M ist v(¢(e”)) gleich v(¢(e*)). Da
v(2) £2c00(z, M, R), #(z) € HD (oder HD)

ist und da w(z, M, R) minimal in der Klasse HD (oder HD) ist, so folgt
v(2) = cw(z, M, R). Auf M ist also fast iiberall
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v(e(e”) =v(¢(e®)) =¢
und M ist eine HD-unteilbare Menge.
Da w(z, M, R) € HD, so gibt es eine Folge {u.(2)} fiir die
o(z, M, R) =lim u,(2),

Yoo

u,(2) = uy+1(2) 20, u,(z) € HD
ist. Wire M eine HD-unteilbare Menge M 2 M und
oz, M- M, R) >0,
so wiirde #,(¢(e)) =¢, > 1 fiir fast alle ¢ € M sein. Daraus folgt

w(¢(e®), M, R) =lime¢, =1

V>

fiir fast alle ¢ € M im Widerspruch zu der Definition von w(z, M, R). M ist
also eine maximale HD-unteilbare Menge und der zweite Teil des Satzes ist
bewiesen.

Wir beweisen jetzt den ersten Teil. Es sei M eine maximale HD-unteilbare

Menge. Wir bezeichnen mit Uy die Menge jener Funktionen #(z) € HD
0<ulz) =1,
fiir welche #(¢(e®)) =1 fast iiberall auf M ist, und es sei

vo(2) = inf u(z).
wsM

Es sei v.(2) € Uy so, dass

lim v,(20) = vo(20).

n->

Wenn wir

nehmen, so ist

7_)71(2) ) Qn-{-l(Z) =Y 0,

vo(2) =lim v,(2) € HD, Vo(20) = vo(20).

n—>

Fiir einen zweiten Punkt z, sei v» € Uy so, dass

lim 5,(2:) = vo(z1) und vy = v, N( (u\lvi).
v=

n->w

https://doi.org/10.1017/50027763000023606 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000023606

214 CORNELIU CONSTANTINESCU UND AUREL CORNEA

Dann ist
! _ !
vn(2) £ va(2), n(2) = vh,(2),

:(z) = lim v,,(2) £ lim v.,(2) = v,(2),

H=> D 1>

72(1\(21) = p(21).

Aus vi(z0) = v(20) = vo(20) = vo20) folgt vi(z0) = vo(20) und daher, aus dem
Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen 2y(z) =2o(z) und wo(z:) = vo(21).

Da z; beliebig war, so ist
vo(2) = vo(2) € HD.

Fast iiberall auf M ist ve(¢(e®)) gleich 1. Es sei Vi(z) die obere Hiille

von #(z) und C; < 1. Dann ist

_ Vi(z) —= C,
Vela) = ST € HD

und man sieht, genau wie oben, dass Va(¢ (") = 0 fast iiberall wo v,(¢(€®)) £Cy
ist, und dass Va(z) = w(z) ist. Da Vi(¢(e®)) =1 fast iiberall auf M ist und,
da sie als Grenzfunktion einer abnihmenden Folge von Funktionen aus HD
dargestellt werden kann, so sieht man leicht aus dar Definition von vo(2), dass
v(2) = Va(2) ist. Daraus ergibt sich zo(z) = Va(2) und wvo(¢(e®)) ist gleich Null
fast iiberall wo (¢ (e’®)) kleiner als C; ist. Da C. <1 beliebig war, so folgt,
dass v (¢(t)) fast itberall auf einer Menge % = Mt den Winkelgrenzwert 1 hat,
und fast iiberall auf CI¥ den Winkelgrenzwert 0 hat.

Wir nehmen an, dass I — M positives, Lebesguesches Mass hat. Da M eine
maximale HD-unteilbare Menge war, so kann man eine Funktion Vi(z)&e HBD
finden, fiir die Va(¢(e™®)) = Cy fast tiberall auf M und Vi(¢(e)) = C; fast iiberall
auf einer Menge M S M — M von positiven Mass ist. Wir bezeichnen mit Vi(z)
bzw. Vs(2) die obere bzw. untere Hiille von Va(z) und C;. Die Funktion Vi(z)
= 13(2) = Vy(2) gehort der Klasse HBD und ist nichtnegativ. Fast iiberall auf
M ist Vi(¢(e”)) =0 und fast iiberall auf 9% ist Vi(¢(e®)) >0. Es sei

Ci=sup Viz)
zZER
und
Ci= Vi)

Viiz) = ©
4

Wir haben Vi(z) & HD, 0 < Vi(z) =1 und fast iiberall auf M ist V(¢ (e®)) = L.
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Daraus folgt Vi(z) €1y und also vi(z) € Vi(z). Auf 9 ist Vs(¢(e®)) fast
iiberall kleiner als 1 im Widerspruch mit der Tatsache, dass v(¢(e)) fast

iiberall gleich 1 ist. Daraus folgt, dass I — MM nulles Mass hat und es ist
v(2) = w(z, M, R) € HD.

Es ist noch zu zeigen, dass w(z, M, R) minimal in der Klasse HD ist,
Dafiir sei Vi(z) € HD und 0 £ Vi(2) < o(z, M, R). Dannist Vi(¢(e'")) =0 fast
tiberall auf C. Da Vi(z) € HD, so gibt es eine Folge { Vs.(2)} fiir die

Vs(2) =lim Vi,(2),

V-0
VG»(Z) = Ve,w-l(Z) = O, Ve-,(z) (=] HD
ist. Da M eine HD-unteilbare Menge ist, so ist Ve (¢(e™)) = Cs, fast iiberall
auf M. Ferner ist

Vi(¢(e®)) = lim Ve.(¢(e®)) = lim Cs, = Cs

Vo

fast iiberall auf M. Daraus ergibt sich Vis(z) = Csw(z2, M, R) und oz, M, R)
ist eine minimale Funktion in der Klasse HD. Damit ist der Beweis des Satzes
10 zu Ende gefiihrt.

Der zwischen HB und HD existierende Parallelismus ist durch den Satz
10 nicht verletzt. Nur scheint bei HB die Beziehung zwischen den minimalen
Funktionen und den HB-unteilbaren Mengen einfacher zu sein, weil AB mit
HB zusammenfillt; deshalb sind die in der Klasse HB minimalen Funktion in
der Klasse HB enthalten.

FoLGesatz 2. Jede in der Klasse D (bzw. HD) minimale Funktion ist

beschrdnkt.

20. Hirrssatz 7. Es sei R eine Riemannsche Fldache und R' ein Gebiet auf
R mit analytischem Rande. Ist M' eine HD-unteilbare Menge auf dem idealen
Rande von R', so ist M=E"M' eine HD-unteilbare Menge auf dem idealen
Rande von R.

Da jede HBD-unteilbare Menge eine HD-unteilbare Menge ist, so geniigt
zu beweisen, dass fiir jede Funktion u(z) € HD auf R, 0= u(z) =1, ul¢(t))
fast iiberall auf 9 einen konstanten Winkelgrenzwert besitzt. Da #(z) auch
auf R' endliches Dirichlet-Integral hat, so hat #(¢'(¢')) fast iiberall auf i’ einen
konstanten Winkelgrenzwert: u(¢'(e™))=c fiir fast alle ¢ € W. Aus 11.
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folgt dann Ju(¢'(e'™)) = ¢ fiir fast alle ¢/ = M. Auf R’ ist offenbar
colz, M', R') € Iu(2) 2 colz, M', R") + wlz, Mi— M', R')
und daher

cEo(z, M', R") £ EIu(z) < cFo(z, M', R') + Eo(z, My~ M', R'),
cole(t), M, R) = Elu(z) € co(¢(t), M, R) + o(¢(t), Mi— M, R),

Nun sieht man aus der letzten Ungleichung, dass
Elu(¢(e®) = ¢

fast iiberall auf M und, da auf M, #(¢(e®)) und Elu(¢(e®)) fir fast alle e
denselben Winkelgrenzwert haben, so ist #(¢(¢”)) = ¢ fiir fast alle ¢ =M, was
zu beweisen war.

Wir sagen, dass eine Menge M' auf dem idealen Rande von R’ und von
positivem Masse an den relativen Rand oR’ von R' gebunden ist, wenn fiir jede
Funktion #(z) & HD, die auf 9R' verschwindet, u(¢'(#')) fast iiberall auf D’
den Winkelgrenzwert Null hat. Im entegengesetzten Falle sagen wir, dass die
Menge M’ frei in Bezug auf R’ ist. Ist z.B. R'=R— K, wo K eine Kompakte
Menge ist, so ist jedes M'=I*M frei.

Es sei M eine HD-unteilbare Menge auf dem Rande von R und R’ ein
Gebiet mit analytischem Rande auf R. Hat #'(z) €1’ auf R’ ein endliches
Dirichlet-Integral, so hat auch E#'(z) auf R ein endliches Dirichlet-Integral,

denn es ist

Dr(Ew') € lim Dy, (Exo') = lim Dy, an(s') = Dp(2) < o

n—>x n->n

Auf I hat somit Eu'(¢(t)) fast iiberall einen konstanten Winkelgrenzwert c,
und daher ist auf R
colz, M, R) £ Eu'(2) £cwlz, M, R) +c'w(z, Mi~ M, R)
WO
¢ = sup 1'(z)
ZER’

ist. Daraus folgt
colz, M', R") £ u'(2) £ colz, M, R") + c'w(z, M1~ M’, R')

wo M'=I*M ist; daraus kann man sehen, dass #'(¢'(¢'")) = ¢ fast iiberall auf

M ist. Also nehmen alle Funktionen aus W, welche ein endliches Dirichlet-
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Integral auf R' haben, fast iibefall auf N einen konstanten Winkelgrenzwert.

Wir nehmen jetzt an, dass AM' frei in Bezug auf 2R’ ist und zeigen, dass
sie eine HD-unteilbare Menge ist. Sei u(z) eine positive und beschriinkte HD-
Funktion auf R'. Da M' frei ist, so existiert eine HD-Funktion u,(z) auf R’,
welche auf 5R’ verchwindet und so, dass #,(¢'(¢'”)) nicht gleich Null fir fast
alle ¢ & M ist. Nach Obigem ist ao(¢'(”)) =¢o> 0 fiir fast alle ¢ & M.
Es sei

¢ =sup #(z)
zeER

und #(z) die untere Hiille von #(z) und %—q wolz). 2(z) verschwindet auf oR’
0

und es ist #(¢'(e')) = u(¢!(e’™)) fiir fast alle ¢ & M. Da u(z) & HD und auf

R’ verschwindet, so folgt, dass fast iiberall auf W' z(¢'(¢”)) =¢' ist und

dasselbe gilt fir u(¢'(e™)). M’ ist somit HD-unteilbar.

HiLrssatz 8. Es sei R ecine Riemannsche Fldche und R' ein Gebiet init
analytischem Rande auf R. Ist M eine HD-unteilbare Menge tm Rande von R
und ist I"M = M' frei in Bezug auf OR', so ist M' eine HD-unteilbare Menge.

Es ist uns nicht gelungen zu beweisen, dass M’ immer eine HD-unteilbare
Menge ist. Auch konnten wir kein entsprechendes Gegenbeispiel bilden.

Es sei u(z) eine beschrinkte harmonische Funktion mit endlichem Dirichlet-
Integral auf R und M sei die HD-unteilbare Menge im Rande von R. Es ist
u(¢ () = ¢ fiir fast alle ¢’ M. Falls

supu(z) =c¢' <c¢
ZEJIR!

ist, so ist die Menge M'=I*M frei in Bezug auf oR', wenn sie positives Mass
hat. Denn u(z) gehort der Klasse HD auf R’ an und ebenso die obere Hiille

#(z) von u(z) und ¢'. u(z) —¢' ist gleich Null auf R’ und es ist
W' @) =¢c'=c—¢' >0

fiir fast alle ¢” &M, wie man leicht sehen kann, woraus die Behauptung
entspringt.

Ist M eine HD-unteilbare Menge und sind M N M,, M M M, von positivem
Masse, so ist M'=I*"M an den Rand 3R’ von R’ gebunden. Denn sei #'(z)& I’
mit beschriinktem Dirichlet-Integral; dann hat auch FEu'(z) ein beschriinktes
Dirichlet-Integral und es ist Eu’(‘,é(e"“)) =0 fast iiberall auf M NM,. Da M
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eine HD-unteilbare Menge ist, so ist Ex'(¢(¢)) =0 fast iiberall auf M und

daraus folgt #'(¢'(&'”)) =0 fast iiberall auf M. M’ ist somit gebunden.

V. Einige Anwendungen und Beispiele

21. Satz 11. Jede Forisetzung (eigentliche oder uneigentliche [16] Seite 245)
einer Riemannschen Fldche aus der Klasse Uyy (bzw. Upp) gehirt auch der
Klasse Ungp (bzw. Uyp) an.

Es sei R die Fortsetzung von R&€ Uny (Y =B, D) und M sei die HY-
unteilbare Menge auf dem idealen Rande von R. Wir bezeichnen mit 4 die
offene Menge von R, wo w(z, M, R) > ¢ > 0 ist. Der Rand von 4 ist analytisch
und wir bezeichnen mit E, I die Operatoren in Bezug auf das Paar (4, R). Es
sei £(z) gleich 1in 4 und gleich 0in R— 4 und ¢ ein Punkt, wo w(¢(e®), M, R)
=1 ist. Auf jeder Kurve A, die in ei‘f einen Winkeleingang hat, konvergiert
o(¢(t), M, R) gegen 1 und deshalb konvergiert auch £(¢(#)) auf 1 gegen 1.
£(¢(¢)) hat somit in ¢ den Winkelgrenzwert 1. Ahnlicherweise beweist man,
dass £(¢(#)) in ¢° den Winkelgrenzwert 0 hat, wenn o(¢(e™®), M, R) =0 ist.
Daraus folgt, dass £(¢(e”®)) gleich 1 fast iiberall auf M und gleich 0 fast itberall

auf CM ist. Mit den Bezeichnungen von 13. ist also
M=MF, CM=M],

woraus M = M; folgt. Es ist also EI1(z) = w(z, M, R).

4 ist zu gleicher Zeit eine offene Menge auf R und sein relativer Rand
besteht aus dem relativen Rande von 4 in Bezug auf R, 3xd, und aus Punkten
des relativen Randes von R in Bezug auf R, 9rR. Die lezten zerfallen in zwei
Teile, je nachdem sie Hiufungspunkte von ord sind oder nicht. Der zweite Teil
K, ist eine Menge von der Kapazitdt Null (dh. ihr Durchschnitt mit jeder
Parameterumgebung ist von der Kapazitit null). Im entgegengesetzten Falle
kann man K, in zwei Mengen K, K. von positiver Kapazitit teilen, und sei
u(z) das harmonische Mass von K, in Bezug auf 4. Es ist offenbar

sup #.(2) =1, 0 < u(2) +ul(z) = I1(2),

zEA

w(z)e W, Di(u)) < oo

Daraus folgt
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sup Fuy(z) =1,
ZER
Eul(2) + Euy(z) = EI1(2) = w(z, M, R),

Da nach dem Satz 3 (bzw. Satz 10) w(z, M, R) minimal in der Klasse HB
(bzw. HD) ist, so ist

Eul(z) =c o(z, M, R).
Es ist aber

1=sup Eu.(z) =c¢,sup wl(z, M, R) =c,
=R

ZER 2

und
ciolz, M, R) + cswlz, M, R) = Eui(2) + Eus(z) < w(z, M, R),

was widersinnig ist. Da ¢ > 0 beliebig ist, so besteht der ganze Rand von 4 in
Bezug auf R, ord, aus or4 und einer Menge von der Kapazitit Null. Deshalb
kann man auch in Bezug auf das Paar (4, R) die Operatoren E und 7 bilden.

Wir wollen erst beweisen, dass R&: Os. Deshalb sei K eine Kreisscheibe
auf R— 4, und {R,} eine Ausschépfung von R, so dass oR, aus endlich vielen
analytischen Jordankurven besteht. Wir bezeichnen mit w,(v) die harmonische
Funktion in R,— K, welche auf R.— K stetig ist, auf 0K gleich 0 und auf oR,
gleich 1 ist. Der Rand von R, M 4 besteht aus 2z4 N Ry, 9R,MN 4 und einer
Menge von der Kapazitit Null. w.(z) ist in RN 4 harmonisch und auf
ordN Ry, und R, N 4 ist w(z, M, R) —¢ = w,(z). Deshalb besteht dieselbe
Ungleichung in &, N 4, und fiir n - « ist

0<wlz, M, R) — ¢ = lim w.(2)

N—>%

Daraus folgt, dass # eine positiv berandete Riemannsche Fliche ist.

Es sei jetzt u(z) eine positive beschrinkte harmonische Funktion (und im
Falle Y = D auch mit beschrdanktem Dirichlet-Integral) auf R. «(z) besitzt zu
gleicher Zeit dieselben Eigenschaften auf R und, da M eine HY unteilbare
Menge ist, so hat »(¢(¢)) fast iiberall auf M einen konstanten Winkelgrenzwert
¢'. Wenn

¢ =sup u(z)
zZER

ist, so ist

c'wlz, M, R) £ u(z) = c'wlz, M, R) +cwlz, F— M, R)
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Da aber M = M, ist, so ist Iw(z, F— M, R) =0
und daraus folgt Iu(z) =c'Iw(z, M, R).

Es ist aber
Tu(z) = Tu(z), Io(z, M, R) =Il(z) =11(z)

und also Ju(z) =c'I1(2).

Daher ergibt sich
Elu(z) =cEI1(2) = ¢c'w(z, Mi, R).

Es sei ¥(2) die eineindeutige und konforme Abbildung des Kreises |Z] <1 auf
die universelle Uberlagerungsfliche von R und M, das Bild der Menge M,.
Nach 11. haben #(¥(2)) und EIu(¥(2)) fast iiberall auf M, dieselben Winkel-
grenzwerte. Daraus folgt, dass #(¥(%)) fast iiberall auf 9, den konstanten
Winkelgrenzwert ¢’ hat und M, ist eine HY-unteilbare Menge. Die Riemannsche

Fliche R gehort somit der Klasse Uyy-an, was zu beweisen war.

Wir sagen von einer abgeschlossenen (nicht unbedingt kompakten) Menge
K C R, dass sie diinn ist, wenn man eine abgeschlossene Menge K* 2 K finden
kann, so dass die offene Menge d=R— K™ einen analytischen Rand hat dun
EJ1 =1 ist, wo die Operatoren E und I in Bezug auf das Paar (4, R) zu nehmen

sind.

So zum Beispiel ist jede Kompakte Menge diinn, denn es gilt das allgemeine
Kriterium: Ist

inf g(z, z0) =ex > 0,
2EK

so ist die Menge K diinn. Es sei K* die Menge g(z, 20) = ¢x. Dann ist K K*
und K* hat analytischen Rand. Wir stellen §(z) =1 auf 4=R— K™ und 2(z) =0
auf K* Es sei ¢ ein Punkt der Menge F und 4 eine Kurve im Kreise [¢|>1,
die in ¢ einen Winkeleingang hat. Auf A konvergiert g(¢(#), z,) gegen Null,
woraus zu ersehen ist, dass £(¢(#)) auf 2 gegen 1 konvergiert. Da 2 beliebig
war, so folgt, dass £(¢(¢)) in ¢° den Winkelgrenzwert 1 hat. Es ist also
¢ € MY, fir jedes e € §. Daraus folgt F S M} S M, S F oder M =F, was
gleichbedeutend mit EI1=1 ist.

Wir geben noch ein Kriterium: Es sei {z.} eine Folge von Punkten auf
R, fiir welche die Summe
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3

2 g(Z, Zn)

n=1
konvergent ist und S(za, p) sei der hyperbolische Kreis mit dem Zentrum in zx
und mit dem hyperbolischen Radius p. Jede abgeschlossene Menge K welche

in U S(zn, p) enthalten ist, ist eine diinne Menge. Wir nehmen als Menge K~
n=1

die Menge G S(za, p) und sei £(z) gleich 1 auf R—K* und gleich 0 auf X™*
n=1
Es seien {t.} die Punkte, fiir welche ¢(¢,) =z, (#=1,2,...) ist. Man sieht

leicht, dass
211°g—lt1\,—l = i:‘;g(?’(()), 2n) < o

n=

ist, woraus die Konvergenz des Blaschke-Produktes

_qp tot B

folgt. Es sei ¢ & ein Punkt, wo |=(¢)! den Winkelgrenzwert 1 hat. Aus

dem Prinzip des hyperbolischen Masses folgt |=(¢)! = th p <1 fiir jedes t € K™,
denn es ist 7(t,) =0. Daraus folgt

2(e(e®)) =1
und ¢® € M. Da der Betrag des Blaschke-Produktes fast iiberall den Winkel-
grenzwert 1 hat, so ergibt sich, das ;" das Mass 2~ hat und aus M =M, = ¥

folgt M, = F mit Ausnahme einer Menge vom Masse Null. Das ist aber gleich-
bedeutend mit EI1 =1 und die Menge K ist diinn.

Satz 12. Es sei Re U und K eine diinne Menge auf R. Wenigstens eine
Komponente der offenen Menge R— K gehért der Klasse U an.

Es sei K* 2 K, so dass 4= R~ K* analytischen Rand hat und EI1=1 ist.

Es sei
4=UR),

wo R, die Komponente der Menge 4 sind. Betrachten wir die in 11. eingefiihr-
ten Mengen M,,),, so folgt aus

M1 = U M(v)h
F=UMqu,

wo die Gleichheiten mit Aushahme einer Menge vom Masse Null anzunehmen
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sind. Es sei M E F eine unteilbare Menge. Dann gibt es ein », so dass
M & M, mit Ausnahme einer Menge vom Masse Null. Wenn wir R,=R'
stellen, so ist "I*M nach 12. eine unteilbare Menge auf dem Rande der Fliche
R'und R'& U. Die Komponente von R — K welche R' enthilt ist eine Fortset-

zung von R' und nach dem Satze 11 folgt, dass sie auch der Klasse U angehort,

was zu beweisen war.

Satz 12'. Es sei RE€ Uyp und K eine abgeschlossene Menge anf R, fiir die

infg(z, Zo) =cex >0
2EKR

ist. Wenigstens eine Komponente der offenen Menge R~ K gehort der Klasse
Uip an.

Es sei 4 die offene Menge g(z, z)) < « und M die HD-unteilbare Menge auf
dem Rande von R. Es ist zu ersehen, genau wie oben, dass 4 eine Komponente
R, enthilt, so dass MM M, positives Mass hat. Weiter folgt, dass I*M
positives Mass hat, wo I in Bezug auf das Paar (R.,, R) zu nehmen ist.
Nun ist M'=TI*M eine freie Menge in Bezug auf oR., denn u(z) =:—g(z, z)
ist eine harmonische Funktion mit endlichem Dirichlet-Integral auf R., Null auf
oR, und u(¢'(¢')) hat fast iberall auf M’ den Winkelgrenzwert . Nach dem
Hilfssatz 8 folgt, dass M’ eine HD-unteilbare Menge ist und R, & Uup. Nun
ist R} in einer Komponente der Menge R — K enthalten und nach dem Satze 11
folgt, dass diese Komponente auch der Klasse Uy, angehért, was zu beweisen
war.

Aus den Sidtzen 7, 12, 12' folgt unmittelbar der Satz von Kuramochi ([6],
Theorem 1, [4], [2]) welcher lautet: Es sei R'=R— K, wo K eine kompakte

Menge von Rist. Ist REOup— Oy (bzw. RE Oup — Oc), so ist R'E 0, (bzw.
R'& O.4p).

22. DeriniTION 5. Die Riemannsche Fliche R gehort der Klasse Oyg, (bzw.
Oun,) (1 £n £ ) an, wenn der ganze ideale Rand vorn R aus hichstens n HB-

unteilbaren (bzw. mavimalen HD-unteilbaren) Mengen besteht.

Eine solche Riemannsche Fliche enthidlt auf dem idealen Rande keine

Menge M, die mit der Gesamtheit ihrer Teilmengen nicht HB (bzw. HD)-
unteilbare Mengen sind.

Satz 13. Es ist
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Ouz~ Oa = Oy, ; Opp — O = Oup,
Ousz, S Ouz,y, S Oury E Uun 3 Oun, E Onp,., Ozwx, S Unp,

Oup, € Onp, (l€n<ow).
Alle diese Beziehungen sind evident, mit Ausnahme von
Osp — Oc = Onn,
welche aus dem Hilfssatze 5 oder aus dem Satze 9 folgt.

Enthdilt der ideale Rand von R eine Menge M, fiir welche siimtliche Teil-
mengen nicht HY-unteilbar sind (Y =B, D), so werden wir zeigen, dass die

Dimension des linearen Raumes HY wunendlich ist.

Erstens kann man eine Funktion «,(z) & HY finden, so dass «:(¢(#)) nicht
fast iiberall auf M einen konstanten Winkelgrenzwert besitzt. Dann gibt es

zwei reelle Zahlen ¢/, ¢", ¢/ < ¢, so dass
w(e(e®) <¢'  fir &M M,
w(¢(e®) >¢" fir £'eMaTMm

ist, wo beide Mengen My, M, positives Mass haben. Es sei #:(z) die obere Hiille

von #:(z) und ¢' und #,(z) die untere Hiille von #,(z) und ¢”. Wir stellen

— !
”’Lf,z)_ f e HY

v(2) =

und es ist v,(¢(e®)) =1 fiir fast alle e®& My und v,(¢(e®)) =0 fiir fast alle
&' M. Da nach der Vorausstezung M; nicht HY-unteilbar ist, so kann man
eine Funktion u.(z) & HY finden 0<u.(z) <1, so dass u.(¢(#)) nicht fast iiberall
auf M, einen konstanten Winkelgrenzwert hat. Es sei us(z) die untere Hiille
von #:(z) und v,(2). Es ist #)(z) € HY und us(¢(e”®)) =0 fast iiberall auf M
und #3(¢(€”)) = u(¢(€”°)) fast iiberall auf M;. Genau wie oben bilden wir jetzt
eine Funktion u:(z2) &€ HY, fiir die v:(¢(¢°)) =0 fast iiberall auf M’ UM; und
v:(¢(e®)) =1 fast iiberall auf M» gilt, wo DYy 2 M, U M) ist und Dz, Ms positives
Mass haben. Die Funktionen #1(z), v:(z) sind offenbar linear unabhiingig. Man
fithrt dieses Verfahren fort und erhdlt somit eine Folge {v.(2)} von linear
unabhingigen Funktionen aus der Klasse HY, womit man bewiesen hat, dass

die Dimension des linearen Raumes HY unendlich ist.

Enthdlt der ideale Rand von R keine Menge M, fiir welche simtliche Teil-
mengen nicht HY unteilbar sind, so ist die Dimension des Raumes HY gleich der
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Zahl der maximalen HY-unteilbaren Mengen.

Es sei erstens die Zahl der maximalen HY-unteilbaren Mengen gleich # < «
und seien My (»=1, 2, ..., n) diese Mengen. Ist u(z) € HY, so hat u(¢(#))

fast tiberall auf M, einen konstanten Winkelgrenzwert ¢, und es ist
u(z) = 2ie,0(z, M,, R)
v=1

Wir werde zeigen, dass w(z M., R)e HY. Fir Y =B ist das einleuchtend.
Fiir Y = D ist nach Satz 10 w(z, M,, R) € HD. Man kann somit eine Folge von

Funktionen {uxr(z)} finden, so dass

wlz, My, R) =lim 2(2),

k—>wn

ue(2) = upa(2) 20, ur(z) € HD

ist. Es ist
ur(2) = 2lcraolz, M, R),
p=1

wo ¢py 2 1 und lim cp, =0 fiir oo % » ist.  Fir 2> N ist ¢, < ; fir 4 = », und

k—>wx

wenn wir die obere Hiille 7.(z) von ux(z) und % bilden, so ist

@2 = 5 + (o= §)olz M, R) € HD.

Daraus folgt

up(z) — ;
oz, My, R)= — % e HD

Chy —

[T

Die Funktionen w(z, M,, R) bilden somit eine Basis fiir den Raum HY und es

ist dim HY = n.
Es sei jetzt die Zahl der maximalen HY-unteilbaren Mengen unendlich und
seien M, (r=1,2, ..., n) n solche Mengen. Im Falle Y = B ist w(z, M., R)

€ HB und da diese offenbar linear unabhingig sind, so ist dim HB=#n. Im
Falle Y =D, ist w(z, M., R) € HD und wie oben haben wir

wlz, M., R) =lim up(z),
k>

ur(2) = ues1(2) 20, up(2) € HD.
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Es ist

ur(2) = Elc;ww(z, M., R) +v(2),
}L:

wo ve(¢(e®)) =0 fiir fast alle e U M, und
p=1

cpy = 1, lim ¢z =0 (uxv,1g2pnsn)

k>

ist. Wenn man weiter den oberen Beweis verfolgt, so erhalten wir eine

Funktion
u(z) = w(z, My, R) +vi(z) € HD,

so dass v,(¢(€)) =0 fir fast alle ¢° & U M, ist. Daher folgt, dass u.(z) linear
n=1

unabhingig sind und wir haben dim HD > n. Wenn man Y fiir B oder D

schreibt und beachtet dass » beliebig war, so folgt dim HY = «, was zu beweisen

war.

Es seien R, (v=1,2,..., n+1) punkifremde Gebiete auf R mit ana-
Iytischem Rande welche der Klasse SOuy (Y = B, D) nicht angehiren. Dann
gehort R micht der Klasse Ouyy,.

Es seien u,(z) € HY auf R), #.(z) 20 in R, und u.(2) =0 auf oR'. Wir

bezeichnen
n+1

4= UR)
v=1

und sei #.(z) gleich #,(z) in R, und gleich 0 in 4~ R.. Dann gehéren Eu., der
Klasse HY auf R an, wo die Operatoren E, I in Bezug auf das Paar (4, R)
sind. Ist

n+1
!
>SevEu, =0
v=1
oder
n+1

k
;E%Cyliuci= 531( —'c»)Lhdy

v=k+

woe,20(1=r=k), .20 (k+1=»=n+1) ist, so folgert man

k nt+1
2;0»1Eu1= >:J (—¢)IEu.,,
by vak+1

n+1

26»u1=0
v=1
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und ¢, =0 (lsv = n+1).
Die Funktionen FE. sind also linear unabhingig und dim HY = n+1,
R & Ouy,,. Fiur n=1 geht dieses Kriterium in die bekannten Kriterien fiir das

Nichtenthaltensein einer Riemannschen Fliche in der Klasse O bzw. O;p iiber.

Sarz 14. Wenn zwei Riemannsche Fldachen R' bzw. R" zwei kompakte
Mengen K' bziw. K" enthalten, so dass R' — K' mit R" — K" konform dquivalent
ist, so gehiren sie gleichzeitig der Klasse Ouy, an (Y =B, D) (1£n £ ).

Es sei Ky bzw. K, eine kompakte Menge auf R’ bzw. R", so dass Kj 2 K'
bzw. K 2 K" und, dass 4'=R'— K} bzw. 4" =R" — K} analytischen Rand hat.
Wir kénnen K, und K, so nehmen, dass 4' und 4" konform #quivalent sind.
Wenn wir mit I, E die Operatoren in Bezug auf das Paar (4, R') bezeichnen,
so sind, wie bewiesen wurde, M und I*M (bzw. M' und E*M') gleichzeitig
HY-unteilbare Mengen. Daraus folgt, dass R'€ Oyy, genau dann, wenn M;
aus # maximalen HY-unteilbaren Mengen besteht, woraus man unmittelbar den
Satz folgert.

Dieser Satz enthdlt fiir # =1 den Satz von Mori [12], Royden [18] und
Sario [20], dass das Enthaltensein einer Riemannschen Fldche in der Klasse

Oy eine “Randeigenschaft™ ist.

Satz 15. Es ist
Oup, € O%s Onnu, < 0%.

Es sei R' ein Gebiet mit analytischem Rande auf R& Ouy,,. Ist 11 =0, wo
I in Bezug auf das Paar (R’, R) bestimmt ist, so ist nach 15. R'& SO < SOuy
und offenbar R & SO.y. Ist Il % 0 so hat die Menge M; positives Mass. Dann
gibt es mindestens eine HY -unteilbare Menge M S M, und I"M hat ein positives
Mass. Fiir Y = B folgt unmittelbar, dass I*M, HB-unteilbar ist, und das Gebiet
R' enthilt iiberhaupt keine beschrinkte analytische Funktion: R’'e SO.x. Fir
Y = D sei w(z) = u(z) + iv(z) eine eindeutige analytische Funktion mit endlichem
Dirichlet-Integral auf R’ und #(z) =0 auf 3R’. Ist I"M frei in Bezug auf oR’,
so folgt aus dem Hilfssatz 8, dass /"M eine HD-unteilbare Menge auf dem
idealen Rande von R’ ist. Daraus folgt R'& Uyp S Oup ~ Oz und w(z) ist konstant.
Sind alle Mengen I*M gebunden am relativen Rande 3R’ von R’ so hat u(¢'(¢'))
fast iiberall auf [#]|=1 den ‘V\‘Iinkelgrenzwért Null, woraus «(z) =0 und w(z)

= konstant folgt. Es ist also R'& SO.pn, was zu beweisen war.
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Dieser Satz enthilt den Satz von Kuroda [8], laut welches Oy = Oy ist.
Fur O;p, haben wir sogar mehr bewiesen. Es sei w(z) eine eindeutige mero-
morphe Funktion auf Re€ Oup, und R’ eine Komponente der offenen Menge
w(z) —we| < p, wo wo und p beliebig sind (fiir wo = o nehmen wir |w(z)| > p).
Dann ist zweifellos R’ € SO, denn im entgegengesetzten Falle ist R € Oy
im Widerspruch mit der Existenz von w(z). Daraus folgt, wie Tsuji gezeigt hat
([23], Theorem 2, [11]), dass w(z), z& R/, alle Punkte des Kreises |2 — wo| < p
mit Ausnahme einer Menge von der Kapazitit Null iiberdeckt. Daraus folgert
man sofort, dass wenn eine Riemannsche Fliche R& Ouy, eine beliebige Rie-
mannsche Fliche R, iiberlagert, so ist die Menge der nicht iiberdeckien Punkte
von der Kapazitat Null.

23. Es sei R eine Riemannsche Fliche welche die Riemannsche Fliche R
iiberlagert und sei z = /(%) die Spurabbildung. Mann sagt, dass die Uberlagerung
vollstindig ist ([22], Seite 125, recouvrement Riemannien total), wenn fiir jede
Folge {Z.}), . € R, welche gegen den idealen Rand der Fliche R konvergiert,
die Folge {z,=7(Z,)} der Uberlagerten Punkte gegen den idealen Rand der
Fliche R konvergiert. Es ist bewiesen worden ([22], Seite 126), dass es eine
ganze Zahl g gibt, so dass jeder Punkt z& R von genau g Punkten aus R
iiberlagert wird. Man nennt die Zahl g den Grad der Uberlagerung. Wenn die
Uberlagerung von R durch R vollstindig ist. so gibt es zwischen den Eigen-

schaften der Flichen R und R einen engen Zusammenhang.

HiLrssatz 9. Es sei z=f(3) eine vollstindige Uberlagerung vom Grade g
der Riemannschen Fliche R durch eine Riemannsche Fliche R. Ist u(z) eine
minimale Funktion auwf R in der Klasse HB (bzw. HD) so gibt es k (k= g)
Funktionen auf R, #,(2), {v=1,2, ..., k< g} welche minimal in der Klasse
HB (bzw. HD) auf R sind, und fiir welche

1IN

a(Z)=ul f(Z)

#(2)
ist. Fiir diese Funktionen ist

S #E.(3) = #(3).

V-

Da u(z) eine in der Klasse HB (bzw. HD) minimale Funktion ist, so gibt

es eine HB (bzw. maximale HD) unteilbare Menge M, so dass u(z) = cw(z, M, R)
ist. Mann sieht leicht, dass wenn u(z) € HB (bzw. HD) ist, so ist 7(2) € HB
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(bzw. HD). Es sei ¢(#) die eineindeutige und konforme Abbildung des Kreises
|T1 <1 auf die universelle Uberlagerungsfliche von R und 9t die Menge der
Punkte ¢, wo #(Z()) den Winkelgrenzwert ¢ hat. Es sei ¢/ <c¢ und #(2)
die obere Hiille von #(Z) und ¢’ ; #(2) € HB (bzw. HD). Es ist ersichtilich,
dass #(%z) denselben Wert annimmt in zwei Punkten welche denselbem Spurpunkt
haben, denn es geniigt, bei der Konstruktion von #%(%), eine Ausschépfung der
Fliche R zu wihlen, und sie in eine Ausschopfung der Fliche R durchzu-
driicken. Deshalb ist die Funktion #(z) =#%(f"'(2)) eine eindeutige Funktion.

Es ist offenbar

und daraus folgt

und, da
W =c' e gB  (bew. HD),
so ist
#(2) =" _ ()
e —
oder

WEE) =

LU~ e E ().

Daraus sieht man, dass #(¢(f)) fast iiberall den Winkelgrenzwert 0 hat wo der
Winkelgrenzwert kleiner als ¢’ ist. Da ¢’ < ¢ beliebig war, so ergibt sich #%(2)
=cw(Z, M, R). Die Menge M enthilt keine Teilmenge A7’ welche gemeinsam
mit allen ihren Teilmengen nicht HB (bzw. HD)-unteilbar ist. Denn wiirde
M’ < M diese Eigenschaft besitzen, so kénnte man, wie leicht zu beweisen ist,
eine Teilmenge 47" von M’ finden, fiir die w(Z, M", R) & HB (bzw. HD) und

w('io», M"; R) < é(l)(zow M, ﬁ)

in allen Punkten Z,, ist die sich in einem bestimmten Punkt z, projizieren. Es
sei

7(3) = ﬁa( v, M, R)
v=1

™

wo die Summe sich iiber alle Z, erstreckt fiir welche f(Z,) =f(%Z) ist. Da #(3)
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offenbar in zwei Punkte mit demselben Spurpunkt, denselben Wert hat, so ist
v(z) = 9(f(2)) eine eindeutige harmonische Funktion. Da #(%z) der Klasse

HB (bzw. HD) angehort, so gehort auch »(z) dieser Klasse an. Es ist
] - ~ g - o~
U(Zo) = ’l~’(f_l(20)) = 2&)(50», M", R) < ; Ew(:’:ow M, R) = w(ze, M, R)
v=1 V=1

Aus (3, M", R) = w(3, M, R) folgt v(z) = gw(z, M, R) und da w(z, M, R)
eine minimale Funktion in der Klasse HB (bzw. HD) ist, so folgt »(z)
=c"gw(z, M, R). Im Punkte z, ist

c"gw(zy, M, R) =v(2)) < oz, M, R),
was ¢'""g <1 als Folge hat. Es ist aber

1=sup w(z, A", R) <sups(z)=supv(z)=¢"g<1
zek zeR EL

Der gefundene Widerspruch zeigt, dass A7 keine Teilmenge A7’ enthilt welche

mit ihren simtlichen Teilmengen nicht HB (bzw. HD) unteilbar ist. Es ist also

M':UM;L

u

wo M, punktfremd und HB (bzw. maximale HD)-unteilbare Mengen sind. Wie

oben sieht man, dass

JQ

w3, My, R) =c.gw(z, M, R)

v=1

v

0

ist. Es ist

1=supw(z, M., R) £c.g
2eR

und

und daher ist

Nun ist aber

woraus k = g folgt. Es ist also
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k
M=\UM,

und

was zu beweisen war.
Aus diesem Hilfssatz folgert man unmittelbar den

Satz 16. Es sei z=f(Z) eine vollstindige Uberlagerung vom Grade g der
Riemannschen Fliche R durch eine Riemannsche Fliche R,. Gehort R der Klasse
Uug (bzw. Uup) an, so gehort auch R dieser Klasse an. Gehort R der Klasse

Ogr, (bzw. Oup,) (1 £n < ) an, so gehirt R der Klasse Ogs,, (bzw. Opp,,) an.

ng

24. Wir wollen einige Beispiele von Riemannschen Flidchen aus der Klasse
Uyuy angeben. Es sei Ry&€ Ony — Og und K eine Kreisscheibe auf R. Nach den
Sitzen 12, 12’ gehort Ry — K der Klasse Uny an. Es sei R, eine andere beliebige
Riemannsche Fliche uud K; eine Kreisscheibe auf R;. Wenn man die Kreis-
scheibe K; entfernt und an das so entstandene Loch die Fliche R, — K klebt, so
dass der Rand von K an den Rand von K, geklebt wird, so entsteht eine neue
Riemannsche Fliche R, welche R’ = R,— K als Gebiet enthilt. Die Menge M
von R' besteht genau aus einer HY-unteilbaren Menge. Der ideale Rand von
R enthilt die HY-unteilbare Menge M =I"M' und R gehort somit der Klasse
Uyy an. Indem man in R, mehrere Lécher macht und an jedes ein Exemplar
Ry, — K anklebt, so entsteht eine Riemannsche Fliche die auf dem idealen Rande
beliebig viele (sogar unendlich viele) HY-unteilbare Mengen enthilt. War R
die z-Ebene, so enthilt man Beispiele von Flidchen aus der Klasse O, — Ony,.,
oder Opy ., — CJ Ony,. Es ist somit

n=1

OH) ne=1 C Olﬂ’,,y C} OHy,, C OHY::"

n=1

In dem obigen Beispielen befindet sich auf einer idealen Randkomponente
héchstens eine HY-unteilbare Menge. Das ist aber nicht immer so. Es sei
Ry € Ony — O so, dass R, eine einzig eideale Randkomponente besitzt. Wir
zeichnen auf R, eine Folge von kompakten analytischen Jordanbogen {I.}, so
dass

InN\ Ly = ¢
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fiir # = m und dass fiir ein beliebiges Kompakt K C Ry,
LiNK=g¢

fiir geniigend grosse n ist. Wir bezeichnen mit

R’:R(l"' O lu

n=1

und nehmen die Folge {l,} so, dass R’ nicht der Klasse SO, angehéren soll.
Wir nehmen g solcher Exemplare von R’ und numerotieren sie mit R}, R, . . .,
R.. Wir kleben jetzt diese Exemplare nach folgender Regel: jedes I, hat zwei
Ufer, welche wir mit /; und I, bezeichnen. Wir kleben 7; von R} mit I; von
R;"+1 (g+1=1) zusammen fiir alle n. Damit entsteht eine Riemannsche Fliche
R. Sie hat eine einzige ideale Randkomponente und enthiilt R} (1< j = g) als
punktfremde Gebiete, die der Klasse SO;, nicht angehéren. Nach dem oben
angegebenen Kriterium 22 gehort R nicht der Klasse Oy, an. Nun bildet R
eine vollstdndige Uberlagerung vom Grade g der Fliiche B. Nach dem Satze 16
ist dann R & Oy,,. Daraus folgt R& Oy, — Ouy,_, und die ideale Randkom-
porent besteht genau aus g (maximalen) HY-unteilbaren Mengen.

Wir nehmen zwei Exemplare von R’ die wir mit R’ und R’ bezeichnen und
kleben den Ufer [lip,» von R’ mit I[3%y; von R" und Il5%:, von R’ mit [;:.; von
R" firalle 2, 1 = k << . Wir erhalten somit eine Riemannsche Fliche, die wir
mit R bezeichnen und nehmen unendlich viele solcher Exemplare die wir mit
R, numerotieren ( — o« < n < 4+ « ). Jedes Exemplar hat zwei Jordansche Bogen
L : Dk, Itx.  Wir kleben jetzt das Exemplar R, lings I3 mit R,., lings I}
zusammen (1 £k <) (= o<+ o); dabei werden die Ufer genau wie
oben geklebt. Somit entsteht eine Riemannsche Flidche R, welche eine einzige
ideale Randkomponente besitzt. Wir bezeichnen mit 4 die Vereinigung aller
Gebiete R’ und ®” und nehmen die Operatoren E, I in Bezug auf das Paar
(4, R). Jedes Gebiet R', R" hat als idealen Rand genau eine HY-unteilbare
Menge, die wir mit M' bzw. M" bezeichnen. Dann sind E*M' bzw. E*M"
auch HY-unteilbare Mengen und der ideale Rand von R enthilt unendlich viele

HY-unteilbare Mengen.

Es ist leicht zu sehen, dass EI1(z) auf alle R, identisch ist. Deshalb, wenn
wir R’ und R" in R, lings der gebliebenen Bogen {l:x} {l2k} zusammenkleben.

so wird EI1(z) eine harmonische Funktion auf der so entstandenen Fliche sein.
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Diese Fliche ist aber nichts anderes, als das obengegebene Beispiel von einer
Fliche aus der Klasse Ouy, — Ony,. Daraus kann man folgern, dass EIl1(z) =1
ist. Das heisst, dass die Mengen E*M', E*M", fir alle M’', M"” den ganzen
idealen Rande der Fliche R ausmachen. Die Fliche R gehort also der Klasse

Cse

Ouny ., — Ony,

n=1

an.
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