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Einleitung

Ein gewohnliches Verfahren bei dem' Studίum der Riemannschen Flachen

besteht darin, dass man die fur die komplexe Ebene benutzten Methoden auf

allgemeine Riemannsche Flέίchen iiberfϋhrt und die bekannten Satze fur

schlichtartige Gebiete auf den Riemannschen Flachen verallgemeinert. Dises

Verfahren schlagt zuweilen fehl, da manche Satze, welche im Falle der schlicht-

artigen Gebiete richtig sind, im Falle beliebiger Riemannscher Flachen nicht

mehr wahr bίeiben. So war, zum Beispiei, die Gleichheit OG^OMU im Faίίe

der schlichtartigen Flachen richtig, wogegen sie aber fur beliebige Riemannsche

Flachen durch die Beziehung Oσ C OHB ersetzt werden musste. Inwiefern man

erwartet, einen, fίir die schlichtartigen Flachen bekannten Satz, auf den Rie-

mannschen Flachen wiederzufinden, hat eine solche Lage einen gewissermassen

paradoxen Charakter. Um die vollstandige Klarheit wiederherzustellen, drangt

sich die Notwendigkeit eines Studiums der Uhrsachen auf, die die Erscheinung

des Paradoxons veranlasst haben.

Vorliegende Arbeit entspringt einer neuerschienenen Arbeit von Kuramochi

[6], welcher einen solchen Paradoxon besonders herausgehoben hat. Und zwar

hat Kuramochi gezeigt, dass wenn eine Riemannsche Flache R der Klasse Oi1n

-OG (bzw. OHD-OG) angehort, so gehδrt R-K der Klasse OAlt ibzw. OAD) an,

wo K eine beliebige kompakte Menge auf R ist, welche den Zusammenhang der

Flache R nicht zerstόrt Bei den schlichtartigen Riemannschen Fίachen war

die Zugehorigkeit zu der Klasse OAn (bzw. OAΌ) eine Folge der "schwache" des

Randes. Als Sario [19] bei dem 11 Skandinavischen Kongress der Mathe-

matiker ein allgemeines Prinzip fur die Klassifikation der Riemannschen Flachen

eingefuhrt hat, wurde er von der Idee geleitet, die Riemanschen' Flachen, in
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Bezug auf eine bestimmte Klasse von Funktionen, in Flachen mit starkem bzw.

schwachem Rande zu teilen: "Comme critere naturel pour la classification des

surfaces de Riemann il s'offre ici la "force" de la frontiere d'une surface ouverte.

On divise Γensemble des surfaces de manieres diverses, en surfaces avec une

frontiere "plus faible" et "plus forte."" Das Beispiel von Kuramochi hat eine

umfangreiche Klasse von Riemannschen Flachen aus der Klasse OAB (bzw. OAΌ)

gezeigt, welche einen starken Rand besitzen. Solch ein Beispiel ist shon friiher

von Myrberg P. J. [14] gegeben worden, jedoch sind die Grunde aus welchen

eine Riemannsche Flache mit starkem Rande der Klasse OAB (bzw. OAD) ange-

horen, bei Kuramochi und Myrberg verschieden.

In der vorliegenden Arbeit beabsichtigen wir, die Grunde des von Kuramochi

herausgehobenen Paradoxons zu untersuchen. Dazu werden wir den Begriff

eines Punktes des idealen Randes einer Riemannschen Flache einfiihren. Nicht

die Punkte, sondern die Mengen von Punkten des idealen Randes werden fur

uns wichtig sein. Alle Betrachtungen werden standig mit der Vernachlassigung

der Mengen vom harmonischen Masse Null gemacht, denn das erleichtert die

Beweise, und die Ergebnisse, die wir im Sinne haben, werden dadurch nicht

entstellt. Als Grund des obenerwahnten Paradoxons wird sich eine bestimmte

Eigenschaft der Unteilbarkeit einiger Mengen von Punkten des idealen Randes

zeigen. Es gibt Mengen von positivem Masse im Rande einiger Riemannschen

Flachen, welche keinerlei Zerlegung in zwei messbare punktfremde Mengen mit

positivem Masse erlauben. Die Anwesenheit einer sochen Menge im Rande

einer Riemannschen Flache R hat als Folge, dass R der Klasse OAB angehort.

Etwas ahnliches wird auch fίir die Klasse OAD durchgefϋhrt. Diese "unteilbaren"

Mengen werden in eine enge Beziehung zu den minimalen Funktionen einer

Klasse von positiven harmonischen Funktionen gebracht.

Im ersten Abschnitt fϋhren wir die Punkte des idealen Randes einer

Riemannschen Flache R ein; sie werden ungefahr die Aquivalenzklassen der

Punkte t, \ t \ = 1, in Bezug auf die Deckbewegungsgruppe des Kreises 11 \ < 1,

welcher als universelle Uberlagerungsflache von R betrachtet wird, sein. Im

zweiten Abschnitt wird der Begriff von unteilbaren Mengen eingefuhrt, und die

Klasse der Riemannschen Flache, welche eine solche Menge auf ihrem idealen

Rande enthalten, untersucht. Damit wir die tieferen Eigenschaften dieser Klasse

erhalten kδnnen, welche im Abschnitt V untersucht werden, bringen wir im
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dritten Abschnitt die von Kuramochi eingefϋhrten Extremisierungs und Inex-

tremisierungs-Operationen [5], und zeigen ihre wichtigsten Eigenschaften. Von

grosser Niitzlichkeit hat sich der ϋbergang auf die universelle Uberlagerungs-

flSche U I < 1 und die Darstellung dieser Operationen durch das Poisson-

Lebesguesche Integral erwiesen. Im vierten Abschnitt wird der Begriff der

#ZMJnteilbarkeit eingefϋhrt, damit die Ergebnisse, die fur die beschrankten

Funktionen gefunden wurden, auch ϋber die Klasse der Funktionen mit be-

schranktem Dirichlet Integral erweitert werden konnen. Im funften Abschnitt

werden wir die Eigenschaften der Riemannschen Flachen, welche im Rande

unteilbare (bzw. HD-unteilbare) Mengen enthalten, griindlicher untersuchen und

einige Satze von Kuramochi [6] und Kuroda [8] verallgemeinern.

I. Der ideale Rand einer Riemannschen Flache

1. Es sei R eine Riemannsche Flache und z~<f(t) die eineindeutige und

konforme Abbildung des Kreises | ί | < 1 auf die universelle ϋberlagerungsflache

von R. it,} seien die Punkte, die in z0E:R abgebildet werden. Falls R nicht

nullberandet ist, was wir in Folgendem immer annehmen werden, so ist die

Summe

konvergent und fur die Greensche Funktion g(z, ZQ) der Flache if? besteht die

Gleichheit

pω, *.)=Σlog i---?•-

(Clβ], Seite 336-338). Wegen der Konvergenz der obigen Summe ist das Blaschke-

Produkt

τr(ί) Π^=
v = 1 tt v —

konvergent und es gilt

Wir bezeichnen mit 3 die Menge der Punkte e{\ fur welche g(<f(t), z0) den

Winkelgrenzwert Null hat. Aus einer uns bekannten Eigenschaft des Blaschke-

Produktes folgt, dass 3 das Mass 2τr hat ([15], Seite 207).
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Von einer Kurve λ : t = t(τ) (0 === τ < 1 | t(τ)\ < 1) sagen wir, dass sie in

eι() einen Winkeleingang hat, wenn

ist und wenn man ein ε > 0 so finden kann, dass

ist. Wenn e° der Menge $ angehort, und Λ : z = f(f(r)) das Bild von Λ auf R

ist, so muss Λ gegen den idealen Rand der Flache R streben d.h., dass man

fur jede kompakte Menge K ein τκ < 1 finden kann, so dass fur τ>rK)

(fitiτ)) dpK. Das folgt aus der Tatsache, dass auf A die Greensche Funktion

gegen Null strebt:

limg(<f(t{τ)), zQ) =0

Es seien zϋ und z[ zwei beliebige Punkte auf R und G ein Jordansches

Gebiet, welches z0 und z[ enthalt. Hier und weiter werden wir die Bezeichnung

oG fur den Rand von G benutzen. Wenn

m - iϊίtgizy ZQ) > 0 M= sup giz, zQ) < ^o,

mf = inf g(zt Z'Q) > 0 M' = sup^(2, z0) < &>

ist, so folgt aus dem Maximumprinzip, dass

giz, Za) ^ g(z, ZQ)

"M ~ m' '

M' = m

fur zE: R-G ist. Daraus ist zu ersehen, dass g(z, z0) und g(z, z0) gleichzeitig

auf A gegen Null streben. Die Menge g hangt somit vom Punkte ZQ nicht ab.

Es sei (T) die Deckbewegungsgruppe der ϋberlagerung z = φ(t). T&iT)

ist eine eineindeutige Abbildung des Kreises \t\ < 1, fur welche ψ(T(t)) ~<f(t)

ist. Die Menge g ist offenbar automorph in Bezug auf (T), d.h. es ist g = T(3)

fur jedes T ε ( Γ ) , weil ,τU)ί automorph in Bezug auf (T) ist. Die Deck-,

bewegungsgruppe teilt die Menge 5 in Aquivalenzklassen: zwei Punkte U, U

der Menge $ heissen Equivalent in Bezug auf (T), wenn man ein TEz{T) finden

kann, fiir welches t* = Titi) ist. Eine Aquivalenzklasse p der Menge 3 wird
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ein Punkt des idealen Randes der Riemannschen Flache R genannt und die

Menge p. der Punkte, welche der Aquivalenzklasse angehoren, heisst das Bild

von p. Eine Menge M von Punkten des idealen Randes ist eine Menge von

Aquivalenzklassen und die Menge 50ΐ der Punkte aus £y, welche diesen Aquiva-

lenzklassen angehoren, heisst das Bild von M. Die Menge aller Punkte des

idealen Randes werden wir mit F bezeichnen $ ist offenbar das Bild von F.

2. Wir fuhren wie gewohnlich ([22], Seite 85-87) die idealen Randkom-

ponenten ein. Es sei auf R eine Folge von Gebieten {Gn} gegeben, welche folgende

Bedingungen erf Ullen:

1. Der Rand von Gn besteht aus einer einzigen Jordankurve

2. Fίir jedes n ist Gn^i C Gn.

3. Es ist

Π Gn = φ.

Zwei solcher Folgen {Gn}, {Gn} werden Equivalent genannt, wenn man ftlr jedes

n ein Λr

n finden kann, so dass Gm ϋ G'fly G'm ϋ Gn fur m ^ Nn ist. Die Menge

der Folgen {Gn}, welche die Bedingungen 1-3 erfίillen, zerfallt in Aquivalenz-

klassen. Eine Aquivalenzklasse a wird eine ideale Randkomponente genannt

(element-frontiere) und jede Folge {Cn} aus der Aquivalenzklasse a wird de-

terminante Folge von a genannt.

Es sei a eine ideale Randkomponente und {Gn) eine determinante Folge

von a. Man sagt, dass die Punkte sv G R (v -1, 2, . . .) gegen a konvergieren,

wenn man fur jedes n ein v(ii) ίinden kann, so dass 2 v eG« fiir v^v(n).

Ahnlicherweise sagt man, dass eine Kurve A : z — ziτ) (0 = τ < 1) gegen a

strebt, wenn man fiir jedes n ein τ(n) < 1 ίinden kann, so dass z(τ) E:Gn fiir

r ^ τ(n). Beide Definitionen sind von der Auswahl der determinanten Folge

{Gn} von a unabhangig. Es ist leicht zu ersehen, dass man aus jeder Folge

iz-,}, 2V <= R, eine Teilfolge wahlen kann, die entweder gegen einen Punkt

2Oe/? oder gegen eine ideale Randkomponente konvergiert. Jede Kurve A, die

gegen den idealen Rand der Flache R strebt, strebt gegen eine bestimmte

ideale Randkomponente.

Jedem Punkte p des idealen Randes wird eine ideale Randkomponente a

zugeordnet. Das geschiet so: man nimmt einen beliebigen Punkt eu\ welcher

der Aquivalenzklasse p angehort, e'Q e p, und eine beliebige Kurve λ im Kreise
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If I < 1, die in et0 einen Winkeleingang hat. Es hat sich gezeigt, dass das Bild

A von λ auf R gegen eine bestimmte ideale Randkomponente a strebt. Man sagt,

dass p der ideale Randkomponente a angehort, oder, dass der Punkt p auf a

liegt. Es ist zu zeigen, dass a eindeutig durch p bestimmt ist, d.h. nicht von

der Auswahl von et0 und λ abhSngt. Es sei e1* ein beliebiger Punkt aus p und

λf eine beliebige Kurve im Kreise i t i < 1, die in e10 einen Winkeleingang hat.

Wir werden zeigen, dass das Bild A1 von λ* auf R gegen dieselbe ideale Rand-

komponente a strebt. Da et0 und et0 Equivalent in Bezug auf (T) sind, so kann

man eine Deckbewegung T& (T) finden, so dass

ist. Mittels T geht die Kurve // in eine neue Kurve λ" = T(λf) iiber, welche in

ei0 einen Winkeleingang hat. λ' und λ" haben dasselbe Bild Af auf R. De-

formiert man stetig λ" in λ, so dass wahrend der Deformation λ" fortwahrend

einen Winkeleingang in eiQ hat, so strebt das Bild von λ" auf R wahrend der

Deformation standig gegen den idealen Rand der Flache R und deshalb gegen

ein und dieselbe ideale Randkomponente. Daraus ist zu ersehen, dass A1 gegen

a strebt.

Jeder Punkt des idealen Randes gehδrt somit einer ideale Randkomponente

an. Aber nicht jede ideale Randkomponente besitzt einen Punkt. Diese Tatsache

wird aber im Folgenden keine Stδrungen mit sich bringen, denn wie soeben

betont wurde, sind fiir uns nicht die Punkte, sondern die Mengen von Punkten

des idealen Randes wichtig, und zwar nur solche, die positives harmonisches

Mass haben.

3. Es sei Γ eine geschlossene Jordankurve auf R, welche die Flache in

zwei Teile R' und R" teilt. Weiter sei a eine ideale Randkomponente und

{Gn) eine determinante Folge von α. Da Γ eine kompakte Menge ist, so kann

man ein n(Γ) finden, so dass fiir n>n(Γ) GnΠΓ~φ ist. Daraus folgt, dass

fur n>n{Γ), Gn entweder in R' oder in R" enthalten ist. Falls Gn C R' ist

und {Gn} eine andere determinante Folge von a ist, so ist GΉCR' fiir n>ri(Γ).

Die Menge aller idealen Randkomponenten zerfallt somit in zwei Teilmerigen, die

wir mit β1 und β" bezeichnen, je nachdem Gn C R1 oder Gn C R" fiir genύgend

grosse n ist. Wir werden die Mengen β* und β" Portionen des idealen Randes

nennen und sagen, dass β1 (bzw. β") die von dem Gebiete Rf (bzw. R"ϊ
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bestimmte Portion ist.

Es sei {Rn} eine Ausschopfung der Flache R, so dass der Rand γn von Rn

aus endlich vielen analytischen Jordankurven besteht und Γ C Rι ist. Wir

bezeichnen

r;, = rn Π R' r'n = m Γ\ R".

ίύn(z) - ω(z, γ'n, Rn) sei die in Rn harmonische Funktion, welche auf γn den Wert

1 und auf γ" den Wert 0 annimmt. Wenn gn(z, zQ) die Greensche Funktion von

Rn ist, so ist

, , l r dgnic, z) . „,

Fίir m < n ist r'/z homolog auf Rn zu r!? und deshalb ist

wenn ZEL Rm. Fur ?« -> co folgt

ωU) = limω,,ω = limf-f a ^ - 2 ) - ! J C i = 9

1 f 3 ^ 2 ) | r f C

fίir zE: R. Es sei ^ ' (bzw. 5") die Menge der Punkte des idealen Randes, die

auf idealen Randkomponenten aus der Portion 3' (bzw. /3") liegen. Wir werden

die harmonische Funktion ω(zt Bf, R) -ω(z) das harmonische Mass der Menge

B' oder das harmonische Mass der Portion $ benennen.

Wir bezeichnen

m - inf g{z, ZQ) > 0
zer

In RnΓ\Rf (bzw. RnΓ\R") ist m{l-ωn(z)) ^ g(z, 20) (bzw. mωn(z) ^ g(z\ z0)),

da diese Ungleichung offenbar auf dem Rande erfiillt ist. Fur n -> ̂ o geht sie in

m ( l — ω ( z ) ) ^ g ( z , ZQ) ( b z w . ?nω(z) *= giz, ZQ))

fur ZELR' (bzw. z&R") uber. Es sei jetzt <?/0 ein Punkt der Menge iV (bzw.

3J"), wo wir wie gewόhnlich mit S3' das Bild der Menge Bf bezeichnet haben,

und λ eine in • t \ < 1 gelegene Kurve, die in et0 einen Winkeleingang hat. Auf

λ strebt g(ψit), zo) gegen 0, und aus der obigen Ungleichung sieht man, dass

ω(<fit)) gegen 1 (bzw. 0) strebt. Daraus folgt, dass die Funktion ω(<f(t)) ύberall
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auf 35' den Winkelgrenzwert 1 und ϋberall auf 33" den Winkelgrenzwert 0 hat.

Ahnlicherweise kann man leicht beweisen, dass falls ω(z) auf Λ gegen 0 oder 1

strebt, so strebt g(z, z0) gegen 0. Daraus folgt, dass 23' (bzw. 35") mit der

Menge von Punkten, wo ω(ψ(t)) den Winkelgrenzwert 1 (bzw. 0) hat, zusam-

menfallt. Die Mengen 23', 35" sind somit im Lebesgueschen Sinne messbar und

ω(<fit)) kann durch das Poisson-Lebesguesche Integral dargestellt werden

^ θ , t)dθ.

wo

ist.

Es sei M eine Menge von Punkten des idealen Randes und 93ΐ ihr Bild auf

Ul = 1. Wir sagen, dass M eine messbare Menge ist, wenn $11 im Lebesgueschen

Sinne messbar ist. Weiter sagen wir, dass M nulles oder positives Mass hat,

je nachdem das Lebesguesche Mass von Til null oder positiv ist. Die Menge der

Punkte des idealen Randes, die auf den idealen Randkomponenten einer Portion

liegen, ist somit messbar.

Es sei jetzt a eine ideale Randkomponente, A die Menge der Punkte des

idealen Randes, die auf a liegen, {Gn} eine determinante Folge von a, βn die

Portion des idealen Randes, die von dem Gebiete Gn bestimmt ist und Bn die

Menge der Punkte des idealen Randes, welche auf idealen Randkomponenten

aus βn liegen. Es ist offenbar

A = ή Bn, 9ί = ή 35»
n = 1 n = 1

wo 91 bzw. 23» das Bild der Menge A bzw. Bn ist. Da 33« messbar ist, so ist

auch Si messbar. Die Menge der Punkte des idealen Randes, welche auf

einer idealen Randkomponente liegen, ist also messbar. Es ist ω(z, Bn, R)

^ω(z, Bn+u R). Wir werden die harmonische Funktion

ωU, A, R) = lim ω(z, Bn, R)
n-*oo

das harmonische Mass der Menge A oder das harmonische Mass der idealen

Randkomponente a benennen. Es ist

ω(φ(t), A, i?)=limω(?U), B», R) = lim L P(θ, t)dθ= LP(99 t)dθ.
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Es sei u*(eι°) eine reelle summierbare Funktion

welche automorph in Bezug auf (Γ) ist: u*(T{ei0)) = u*(e'°) fur jedes Γ

Mittels des Poisson-Lebesgueschen Integrals bilden wir die harmonische Funktion

welche auch automorph in Bezug auf (T) ist, denn u*(T(t)) ist auch durch

das Poisson-Lebesguesche Integral darstellbar und hat fast ύberall auf \t\ = l

dieselben Winkelgrenzwerte wie u(t). Daraus folgt, dass u(z) = tι*(φ~1(z)) eine

eindeutige harmonische Funktion auf R ist.

Fur eine beliebige messbare Menge M von Punkten des idealen Randes,

nehmen wir u*(ei0) = l fur eiθ e TO und u*(e") = 0 fur e* Φlΰl, wo 931 das Bild

der Menge M ist. Es ist dann

Wir nennen die auf R eindeutige und harmonische Funktion

das harmonische Mass der Menge M. Es ist

ω(φ(t), M, i?) =

Fast iiberall auf Wl hat ω(f(ί), M, i?) den Winkelgrezwert 1, und fast ϋberall

auf dem Komplement CΊft von TO den Winkelgrezwert 0. Das harmonische Mass

der Menge M ist dann und nur dann null, wenn ihr Bild Ή das Lebesguesche

Mass Null hat.

4. SATZ 1. Es sei R eine nicht nidlberandete Riemannsche Flάche, a eine

ideάle Randkomponente (bzw. β eine Portion des idealen Randes) mit positivem

harmonischem Masse und ιv(z) eine auf R meromorphe Funktion. Wenn fiir

jede Kurve A: z = ziτ) ( 0 ^ τ < l ) , die gegen a strebi (bzw. die gegen eine

ideale Randkompo?ιente der Portion β strebt) und auf ivelcher die Greensche

Funktion gegen Null strebt
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lim w(z(τ)) -c

ist, so ist w(z) ΞΞ c.

Es sei A (bzw. J5) die Menge der Punkte des idealen Randes, welche auf

a (bzw. auf idealen Randkomponenten der Portion 0) liegen, und 9ί (bzw. 33)

ihr Bild. Die Menge % (bzw. S3) ist messbar und hat positives Lebesguesches

Mass. Wir werden mit 9ί* die Menge jener Punkte ei0 von 9ί bezeichnen, fur die

lim ω(φ(t), A, R) = 1

ist; 91* hat positives Mass. Es sei ei0 ein Punkt der Menge 91* (bzw. 33) und

λ eine Kurve im Kreise 111 < 1, die in e'° einen Winkeleingang hat. Ihr Bild A

durch z = <f(t) auf R strebt gegen a (bzw. gegen eine ideale Randkomponente

aus der Portion β), und die Greensche Funktion strebt auf A gegen Null.

Aus der Voraussetzung des Satzes folgt, dass ιv(<f(t)) auf λ gegen c strebt, und,

da A beliebig gewahlt wurde, dass w(φ(t)) in jedem Punkte der Menge 91*

(bzw. 33) den Winkelgrenzwert c hat. Aus dem Eindeutigkeitssatz von Priwaloff

([9], Seite 164) folgt dann ιv(φ(t)) = c, was zu beweisen war.

II. Unteilbare Mengen

5. Es sei R eine Riemannsche Flache aus der Klasse OHB - OG und Mi, M2

zwei messbare Mengen des idealen Randes, fur die F = M i U M 2 , MiίΛMz^ψ

ist. Dann muss wenigstens eine vom Masse Null sein, denn falls ω(zf M>,, R) > 0

(v =• 1, 2) ist, so ist sup ω(z, M v, R) = 1 und da R e OHB, SO folgt ω(z, M v, R) = I

Beide Funktionen konnen aber nicht gleich 1 sein, denn

ω(z, Mi, R) + ω(zy M2, R) = 1

Der ideale Rand einer Riemannschen Flache R e O//* ist also unteilbar: er

kann nicht in zwei Mengen geteilt werden, so dass jede messbar und von posi-

tivem Masse sein soil. Diese Eigenschaft ist der wahre Grund der verschiedenen

paradoxen Eigentiimlichkeiten der Riemannschen Flachen der Klasse OHB - OG

([16], Seite 322-324) [6] . Um grossere Allgemeinheit zu erlangen, fiihren wir

folgende Definition ein.

DEFINITION 1. Eine Menge M von Punkten des idealen Randes heisst

unteilbar, ivenn sie messbar isty positives harmonisches Mass hat und nicht in

zwei messbare Mengen Mu M2 teilbar ist, so dass beide positives harmonisches.
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Mass haben. Anders ausgedruckt: M heist unteilbar, ivenn ihr Bild DJI messbar

und von positivem Masse ist, und ivenn man nicht zivei automorphe messbare

Mengen Έ\u 93?2 finden kann, so dass

m = 5Dϊi u 3H2 9Ki π m 2 = 0

z/?2ί/ toVfe positives Lebesguesches Mass haben.

Der ideale Rand einer Riemannschen Flache enthalt hochstens eine

abzahlbare Menge von unteilbaren Mengen.

Es sei {Rn} eine Ausschopfung der Flache R, so dass der Rand γn von Rn

aus endlich vielen Jordankurven besteht

r?ι = U r«χ
/=1

Wir nehmen die Ausschopfung so, dass jede Jordankurve γni die Flache R in

zwei Teile teilt und es sei Rni jener Teil, welcher Rn nicht enthalt. Mit $ni

bezeichnen wir die von dem Gebiete Rni bestimmte Portion und mit Bni die

Menge der Punkte des idealen Randes, welche auf idealen Randkomponenten

der Portion βπι liegen die Mengen B,H (I = 1, 2, . . . , Nn) sind offenbar paarweise

punktfremd. Es ist

2ft = ΰ(anns«, ),

/ = 1

wo 53m das Bild der Menge 5 m ist. Ist M unteilbar, so existiert ein in, so dass

fw(3K) = »i(an n »»/fl)

ist, Λ»yo m(ΏI) das Lebesguesche Mass der Menge 9)ϊ ist, denn 9Jί Γ\ 23«, sind

automorphe MengβΠ ynd n u r e m e v o n ihnen kann positives Mass haben. Es ist

offenbar

Wir bezeichnen mit a die ideale Randkomponente, die von der Folge {RniJ

bestimmt wird und mit A die Menge der Punkte des idealen Randes, die auf

a liegen. Es ist

= C\Bniit,
« = 1

und
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TO Π ?ί = Π (TO Π iBm»),
n = l

= lim m(TO Π »«/„)

Daraus ist zu ersehen, dass jede unteilbare Menge M auf einer bestimmten

idealen Randkomponente a ϊiegt, mit Ausnakme einer Menge von harmonischem

Masse Null.

Es sei ξ(z) eine auf R reelle messbare Funktion, so dass Hψ(t)) fast

iiberall auf 111 = 1 Winkelgrenzwerte besitzt. Wir nehmen an, dass M eine

unteilbare Menge von Punkten des idealen Randes ist und 3ft sei ihr Bild. Mit

3ft (r) bezeichnen wir die Menge jener Punkte von 9JΪ, fur welche die Winkelgrenz-

werte von ξ(<f(t)) nicht grosser als τ sind, und JWOJUΓ)) sei ihr Lebesguesches

Mass (sie ist offenbar messbar). Fur jedes r ist entweder W2(3ft(r))=θ oder

w(9R(r)) = fw(aJt) denn, wenn fur ein r 0<wι(3R(r)) < m(2R) ware, so wiirden

3JΪ(r), 9)ϊ — 5J?(r) zwei messbare automorphe Mengen sein, jede vom positiven

Lebesgueschen Masse, was der Unteilbarkeit der Menge M widerspricht. Da

ttf(UDUr)) monoton ist, so gibt es ein ro( - °° ^ r0 ^ -f °°), so dass m(3fl(r)) =0

fur τ < r0 und m{W(τ)) = m{Wl) fur τ > r0 ist. Es ist aber fur - oc < Γo < -f oo

und deshalb auch

ι»(aR(ro))=lim»ι(aJl(ro+—)) =
n-*» v ^ n / /

Fiir ro = — oo ist

und deshalb

#»(3M(r0)) = lim
n->co

Es sei 5DR*(τ) die Menge jener Punkte von Wl, fiir welche ξ(ψ{t)) den Winkel-

grenzwert r hat. Es ist

und deshalb ist das Mass von 5Di*(ro) gleich dem Masse von
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SATZ 2. Es set M eine unteilbare Menge von Punkten des idealen Randes

einer Riemannschen Flάche R und 30ΐ ihr Bild. Ist ς(z) eine auf R reelle

messbare Funktion, so dass ξ(ψ(t)) fast uberall auj | / | = 1 Winkelgrenzwerte

besitzt, dann sind diese Winkelgrenziverte fur fast alle et0 G Wl gleich einer

Konstante.

Der Satz 2 ist immer anwendbar, wenn ξ(z) = u(z) eine beschrankte oder

halbbeschrankte harmonische Funktion ist, denn dann besitzt u(<f(t)) nach dem

Satz von Fatou fast uberall Winkelgrenzwerte. Er ist auch dann anwendbar,

wenn ξ{z) = u(z) der reelle Teil einer analytischen Funktion w(z) ist, welche eine

Menge von Werten von positiver Kapazitat auslasst. Dann ist nahmlich w(ψ(t))

beschranktartig ([15], Seite 182) und u(φ(t)) besitzt fast uberall auf ! ί | = l

Winkelgrenzwerte (Π5D, Seite 208). Weiter ist der Satz 2 auch dann anwendbar,

wenn ξ(z) = u(z), harmonisch ist und auf R endliches Dirichlet Integral hat, denn

es gilt

HILFSSATZ 1. Ist u(z) eine auf R harmonische Funktion, fur die

j j Igrad u(z)\2g(z, zo)dxdy<oo

istt so hat u{ψ(t)) fast uberall auf \t\ = 1 Winkelgrenzwerte.

Es sei v(z) die konjugierte Funktion von u(z) und w{z) = u(z) + iv(z).

toiψit)) ist eine in \t\ < 1 eindeutige und analytische Funktion. Es ist

2
dw . -.

pdpdψi d t

dxdy = ίLn(r' z)' gΓad u(z) ̂
wo t^pe** und n(r7 z) die Zahl der P u n k t e t im Kreise \t\£r, fur welche

ψ(t) -z ist. Ferner ist

Ήr, w) = fQ^y^L * ^*L ^Rn(r, z) \ grad u(z) \2dxdy

Es ist aber
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182 CORNELIU CONSTANTINESCU UND AUREL CORNEA

wo tΛz) die Stellen sind wo ψ(t) -z ist. Nun haben wir gesehen, dass

ist, woraus man die Gleichheit

folgert. Es ist also

T(r, w) ̂ j j \gradu(z)\2g(z,zo)dxdy

und somit ist w(ψ(t)) beschranktartig. ιv(<f(t)) besitzt fast ίiberall auf | ί | = 1

Winkelgrenzwerte und dasselbe gilt offenbar fiir u(<p(t)).

Wenn das Dirichlet-Integral von u(z) endlich ist, so ist offenbar auch das

Integral

y \gradu(z)fg(z, zo)dxdy
R

endlich und u(ψ(t)) hat fast uberall auf \t\ = 1 Winkelgrenzwerte. Da aber die

Umkehrung nicht immer richtig ist, so haben wir das allgemeinere Resultat

bewiesen, dass u(ψ(t)) auch dann fast uberall auf If 1 = 1 Winkelgrenzwerte

hat, wenn das obige Integral endlich ist. Dieses Integral ist gleichzeitig fiir

alle Pole zϋ endlich oder unendlich, wie man leicht beweisen kann.

6. Es sei HP die Menge der auf R harmonischen und positiven Funk-

tionen; konstante Funktionen sind nicht ausgeschlossen. Eine Funktion u(z)&HP

heisst minimal [10], wenn fur jede Funktion v(z)E:HPi fiir die viz) ̂ u(z) auf

R ist, v(z)=cu(z) ( 0 < c ^ l ) ist. Jeder minimalen Funktion u(z), welche

beschrankt ist, entspricht eine unteilbare Menge und umgekehrt.

Es sei M eine unteilbare Menge. Wir behaupten, dass ω(z, M, R) eine

minimale Funktion ist. Denn wenn v(z) ̂  ω(z, M, R) ist, v(z) e HP, so hat

v((f(t)) fast uberall auf CΊίl den Winkelgrenzwert Null. Nach dem Satz 2 hat

v((f(t)) fast uberall auf %)ϊ einen konstanten Winkelgrenzwert c. Es ist dann

v(φ(t))=cω(φ(t), M, R),

denn beide Funktionen sind beschrankt und haben fast uberall auf \t\ = 1

denselben Winkelgrenzwert. Es ist also v(z) =cω{z, Λf, R) und uΛz, M, R) ist

eine minimale Funktion.
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Umgekerhrt, sei u(z) eine beschrankte minimale Funktion und 9J?e die

Menge der Punkte von t * l = l wo u(ψ(t)) den Winkelgrenzwert grosser als

e(ε>0) hat. Wir nehmen ε > 0 so klein, dass Wlς positives Mass hat. Da

u(ψ(t)) beschrankt ist, so kann man sie durch das Poisson-Lebesguesche Integral

darstellen:

, t)dθ,

WO

ist, wo dieser Grenzwert existiert. Die Funktion

ist nicht grosser als u(φ{t))t denn es ist fast ύberall auf |f| = 1

Da die Menge Wlζ automorph in Bezug auf (T) ist, so ist, auch vΐ{t) auto-

morph in Bezug auf (T). Daraus folgt, dass vζ(z) = v*(ψ~1(z)) eine auf R

eindeutige harmonische Funktion ist. Weiter ist vz{z) e HP und vΛz) ^ u{z)

Da u(z) eine minimale Funktion ist, so folgt vΛz) - c2u(z). Fast uberall auf

CSίlς hat also u(ψ(t)) den Winkelgrenzwert Null und fast uberall auf % den

Winkelgrenzwert ε Daraus folgt, dass u(φ(t)) fast uberall nur zwei Winkel -

grenzwerte hat, und wir bezeichnen mit W die Menge, wo diese Winkelgrenz-

werte positiv sind. Es ist

u(z) =cω(z, Mf R)

wo M die Menge ist, die 9JΪ als Bild hat. Wir behaupten, dass M eine unteilbare

Menge ist. Im entgegengesetzten Falle kann man zwei messbare Mengen Mi,

M2 rinden, so dass M- Mi U M2, MiΠMz^φ und ω{z, M*, R) > 0 (p = 1, 2) ist.

Da

ωU, Mv, i?) ^ ω(2, M, R) = — wίz)

ist, so ist ω(z, Afv, /?) =c'vω(z, M, i?). Da ω(f(ί), Mv, /?) fast uberall auf 9J?V

den Winkelgrenzwert 1 hat, so folgt c[ = 1 und ω(z, Mv, /?) =α>(2, M, R), was

der Gleichheit
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ω(z, M, R) = ω(z, Mu R) + ω(z, M2, R)

widerspricht.

SATZ 3. Das harmonische Mass einer unteilbaren Menge ist eine in der

Klasse HP minimale beschrankte nicht nulle Funktion und umgekehrt, jede in

der Klasse HP minimale beschrankte nicht nulle Funktion ist gleich dem har-

monischen Masse einer unteilbaren Menge multipliziert mit einer beliebigen

positiven Konstante.

7. DEFINITION 2. Eine Riemannsche Flάche gehb'rt der Klasse U an, ivenn

εie eine unteilbare Menge auf dem idealen Rande enthάlt.

HILFSSATZ 2. Es set ιv(z) eine eindeutige meromorphe Funktion auf einer

Riemannschen Flάche REiU. Wenn w(<f(t)) fast uberall auf | ί | = l Winkel-

grenziverte besitzty so ist ιv(z) konstant.

Es sei M eine unteilbare Menge de's idealen Randes von Ry Wl ihr Bild und

ιv(z) = u(z) + iv(z). F a s t u b e r a l l a u f 3R, h a b e n u(ψ(t)) u n d v(<f(t)), n a c h d e m

Satze 2, einen konstanten Winkelgrenzwert. Daraus folgt, dass auch ιv(<f(t))

fast uberall auf 5Dί einen konstanten Winkelgrenzwert hat. Da Ίίl positives

Lebeguesches Mass hat, so folgt aus dem Satz von Priwaloff ([9], Seite 164),

dass iv(φ(t)) konstant ist, was zu beweisen war.

Daraus folgt

SATZ 4. Es ist

OHB-OG C UC OAC -OGC OAB-OG

IVO OΛC die Klasse jener Riemannschen Flάche ist, auf welcher keine nicht-

konstante meromorphe Funktion existiert, die eine Menge von Werten von posi-

tive?' Kapazitάt auslάsst.

Es ist offenbar

OH* -OGCU und OΛC C OAB.

Die Beziehung U ϋ OAc — Oo folgt unmittelbar aus dem Hilfssatz 2 und aus den

Bemerkungen, die dem Satze 2 folgen. Myrberg [14] hat ein Beispiel von einer

Riemannschen Flache R gebildet, die der Klasse OG angehort, so dass
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ist, wo K eine Kreisscheibe ist. Man kann beweisen, dass R-K der Klasse

OAC-OG angehort, und da i ? - ^ offenbar nicht in U enthalten ist, so ist

UCOAC-OG.*'

SATZ 5. Es set w(z) eine auf R&U eindeutige meromorphe Funktion, fur

die das Integral

ff \w'(z)\2g(ztzo)dxdy
. , \w(z)\2)2

endlich ist. Dann ist w(z) konstant.

Aus dem Beweis des Hilfssatzes 1 ist zu ersehen, dass w(<ρ(t)) be-

schranktartig ist. w(φ(t)) hat somit fast ϋberall auf \t\ = 1 Winkelgrenzwerte

und ist laut dem Hilfssatze 2 konstant.

Bemerkung. Es ist uns nicht gelungen festzustellen ob die Klasse U

quasikonform invariant ist.

8. HILFSSATZ 3. Es set R eine Riemannsche Flάche, fiir die das Integral

Π g(z, zo)dω
R

endlich ist,' dω ist hier der hyperbolische Flάcheninhalt. Wenn eine eindeutige

meromorphe Funktion w{z) drei Werte nicht annimmtt dann ist das Integral

ff \to'(z)\2g(zf zo)dxdy
JJiί (1 4- \w(z)\2)2

endlich.

Es seien w* (v = 1, 2, 3) die von w(z) ausgelassenen Werte, und G das den

Punkten wv (i> = l, 2, 3) auf der w-Ebene komplementare Gebiet. Wenn daz

bzw. daw das hyperbolische Mass der Flache R bzw. des Gebietes G ist, so folgt

nach dem Prinzip des hyperbolischen Masses daw ^ dσz. Nun ist

= ε<?>0mi r-j—.

Denn wSre εo = 0, so konnte man eine Folge von Punkten tvn finden, so dass

A. Mori ([13], Theorem 3) hat die Beziehung OHR-OG^OAC bewiesen.
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ist. Wir konnen annehmen, dass lim ιvn = ivo ist, und, da der Ausdruck

(l±\w\2)djw

invariant bei Kugeldrehungen ist, so kann man wo = 0 nehmen. Ist ^ = 0G G,

so ist

l»m (l + \wn\2)daw __ ί daw \ > Q

Man rechnet aber leicht, dass

j . U + I ^ W = «, (,, = 1,2,3)

ist, so dass die Voraussetzung ε<? = 0 jedenfalls zu einem Widerspruch fuhrt.

Daraus folgert man

\dw\ . 1 , . 1 .
2- ^ — . daw = — O ε̂1 -f- ! ω!2

u n d

was zu beweisen war.

Aus dem Hilfssatze 3 und aus dem Satze 5 folgt

SATZ 6. Es set RE: U eine Riemannsche Flciche, fur die

J ) g(z, zo)dω < oo

ist, wo dω der hyperbolische Flάcheninhalt ist. Ist w(z) eine auf R meromorphe

Funktioriy ivelche drei Werte auslάsst, so ist ιv(z) konstant.

III. Extremisierimg

9. Es sei A eine offene Menge auf Ry deren Rand dJ aus hochstens

abzahlbar vielen analytischen Jordanbogen besteht. Wir nehmen an, dass nur

endlich viele von ihnen einen nichtleeren Durchschnitt mit einem beliebigen

Kompakt haben. In dieser Arbeit werden wir stets einen solchen Rand

"analytischen Rand" benennen. Es sei {/?*} eine Ausschopfung der Flache R,

wo der Rand oRn von Rn aus endlich vielen analytischen Jordankurven besteht.

Wir bezeichnen mit Π die Menge der harmonischen beschrankten und positiven

https://doi.org/10.1017/S0027763000023606 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000023606


KLASSIFIKATION DER RIEMANNSCHEN FLACHEN 187

Funktionen auf R und mit U' die Menge der harmonischen beschrankten und

positiven Funktionen auf J, stetig auf J, die auf dΔ verschwinden. Die Mengen

U und li' sind Halbmodule. Wir werden zwei natiirliche lineare Abbildungen

zwischen diese Mengen einfiihren, die nichts anderes als die fiir unsere Zwecke

passend abgeanderte Extremisation und Inextremisation von Kuramochi sind [5].

Es seien well und w'ell'. Wir bezeichnen mit Enu' die in Rn harmonische

und auf Rn stetige Funktion, fiir welche

ί 0 auf BRn Π CΔ

I vl auf 3Rn Π Δ

gilt, und mit Inu die in jeder Komponente von RnΓ\Δ harmonische und auf

RnΓ\Δ stetige Funktion (mit Ausnahme endlich vieler Punkte), fiir welche

' 0 auf dΔ Γ) Rn
I?ιU= ,

I u auf dRn Π Δ

ist. Die Operatoren En und /« haben folgende Eingenschaften:
EnUf £

EnU* ^ U\ InU = It

Daraus folgt

EnU1 ^ En + lll', LitC =* In-ill

Fiir eine positive Zahl c ist

En CU' = cEn U\ I?ι CU = cln U

Fiir Uij u[ G W und uu UOELVL ist

En{u[ + Uz) = EnUi + EnUι> In(Uι + Ui) = InUi + InUl

Aus u[ ^ u[ und ui ^ u* folgt

EnUi = EnUu InUi ^ In U*

Da die Folgen {Enu'), {/«•«} monoton sind, so konvergieren sie nach dem

Harnackschen Prinzip gleichmassig gegen harmonische Funktionen

Eu1 = lim En u't Iu = lim In u.

Die Funktionen ^w' und Iu sind harmonisch auf R bzw. auf J, und haben

folgende Eigenschaften
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Uf ^ EnU' ^ Eu' ^ SUp U\ U^lnU^ΪU^ 0.

Fur eine positive Zahl c ist

Ecu1 = ££W', Icu = c/w

Fur zί{, u2 e U' und #j, u2G;Vί ist

Aus w! ^ 2̂ und wi ^ M2 folgt

Eui ^ JSΊίί, /w

Es sei z/v e U' und M' = Σ « ' v ε U'. Dann ist
V = l

EnU1 ~

und daraus

N

Fίir w -> °° folgt £•«' ̂  *ΣJEUI und fur iV-> oo erhalten wir
l

v = i

Es ist aber

V = 1 V - 1

CO

und also fur n -» oo, Σ Eu* =* £«', woraus

Eu1 =
V = l

folgt. Es sei weiter wv G U und « = Σ v̂ G U. Dann ist

Daraus folgt In u ^ Σ /w.v und also ist
V = l

iu ^
V

Es sei z EΞ Rn und z/(e, 2) so gross, dass
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Σ InUΛz

ist. Darin ist

IU(Z) ̂ i f InU

Fur n -> °° ist also

Iu(z) ^ Σ IuΛz) + e •

und da ε beliebig klein war, folgt Iu •

Es ist

v = l

Aus der Monotonie der Folgen Enu'9 Inu folgt, dass Eu' bzw. Iu unabhangig

von der gewahlten Ausschopfung sind und Funktionen aus II bzw. 11' darstellen.

Eu1 und Iu sind Linearoperatoren zwischen diesen Halbmodulen U und 11'. Wir

werden die Operationen E bzw. / die Extremisation bzw. Inextrmisation in

Bezug auf das Paar (J, R) benennen.

Der Funktion Eu1 kann man den Operator / anwenden:

Aus Eu1 ^ u' folgt in Rn Π Δ

InEu' ^ u'

und also IEu1 ^ uf ύberall in Δ. Andererseits ist in Rn Γ\ Δ

EnUf + InEu' ^ U' -h EU1

da auf 3Rn Π Δy Enu
f = u1 und InEu1 = Eu1 und auf BΔ Π Rn, InEu( = M' = 0 und

i?n wf im allgemeinen nicht grosser als Eu' ist. Fur n -* °° ist in J

oder TEW ^ wf, woraus /Ew' = u1 folgt.

Wir werden den Operator E der Funktion Iu anwenden:

Aus /M ^ w folgt EnIu = w und also
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Elu £ u.

Es seien uu u» e H, Aus uι £ u2 ίolgt aυf RnΓ\Δ

denn auf BΔΓ\Rn ist /Λf*i = /Λffe = O und auί dRnΠΔ sind beide Seiten der

Ungleichung null. Fur n -» °° folgt auf J

Hi —/Wj έ ffe—Jίfc.

Weiter ist, auf Λ«, wi - £ « M ^ «2 - £,, Jf#2, denn auf 8Λ, Π CΔ ist £ , / * ! = £„ Jw*

= 0 und auf di?« Π J ist

«1 — EnlUi = «i — /«i ^ W2 — /«2 = «2 — EnlUl.

Fur 72 -> °° folgt dann auf /?

Falls Δ = /? - Ro ist, so ist w - In -die normierte Lδsung von Nevanlinna

([16], Seite 320) und 71 ist das harmonische Mass des idealen Randes.

10. *} Der Operator / fiihrt die ganze Menge U auf die ganze Menge U' iiber,

denn fur jedes u1 e U' existiert ein « e U , « = Eu\ fur welches ur = Iu ist. Wir

fragen nach dem Kern dieser Abbildung; das ist die Teilmenge Ho von it die

durch I ins 0-Element iibergefiihrt wird. Gleichzeitig untersuchen wir eine

andere Teilmenge Ui von U, die das Bild von U' durch E ist. Uo und Hi sind

auch Halbmodulen. E ist eine isomorphe Abbildung von II' auf Hi, denn aus

Eu[ = Eui folgt u[ = IEuΊ = IEth = »!. Auch / ist eine isomorphe Abbildung von

Hi auf U' und zwar die Umkehrung von E, denn es seien ui, u > zwei Funktionen

aus Hi fiir die Iui = lu* gilt. Da Hi das Bild von H' durch E ist, so kann man

zwei Funktionen uu u[ aus H' finden, fur die wv = Eu[ (v = 1, 2) ist. Es ist aber

u\ = lEu\ = hh = Iuo == IEuz = Uu

woraus ui = u* folgt. Weiter ist fiir « 6 Hi

Elu = u.

Denn es ist IEIu = lu, woraus sich die Behauptung ergiht. Fiir ein beliebiges

*> Inzwischen haben wir die Arbeit von M. Heins [3] gelesen, wo auch die Extremisi-
erung und Inextremisierung eingefiihrt wurde, und wo der grosste Teil der Ergebnisse
dieses Absatzes zu finden sind.
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u e 11 ist ui = EIu e lli. Da «i ^ M ist, so ist M0 = u - Uι G 11 und da

Iu =

und

/MI = IEIu = /M

ist, so folgt Iuo = Q. Es ist also M0 G ll0. Jede Funktion « ε l l erhalt damit

eine Zerlegung M = MO + MI, wo

Uo = u- EIu e Ho, MI = ^/w e Πi

ist. Es ist klar, dass diese Zerlegung eindeutig durch u bestimmt ist. Denn

aus U — VQ+VI ( ί/ o ε Ho, vι EΞ Hi) folgt

Iu = itti = Ivi,

woraus U\ - vι folgt. Die Funktionen uQ und uL besitzen folgende Eigenschaften

Wo = sup VQ UQ 3 vo = ut Ui = sup î Hi 3 Vι ^ u.

Denn aus Πo 3 #o = w, Hi 3 ^ ^ a/, folgt

— w —

Es ist also fur u ^ v

Wo ^ 0 0 , Ml ^ Vi

Zwischen den Elementen von Ho und Hi besteht keine Ordnungsbeziehung: aus

Mo e Ho, Mj €Ξ Hi und MO — ui folgt Mo = 0 und ahnlicherweise, wenn MI = MO ist,

so ist auch MI = 0.

Es entsteht die Frage, unter welchen Bedingungen 11 und H' isomorph sind

diese Frage ist gleichbedeutend mit der Frage, wann Ho auf dem 0-Element sich

reduziert. Wir werden beweisen, dass

die nohvendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, dass 11 und Π' isomorph

seien. Es ist notwendig und hireichend, dass

uo = M — EIu = 0

fur jedes « G l l ist. Wenn man also die Funktion uKz) = i e l l nimmt, so ist

£71 = 1 eine notwendige Bebingung. Fίir ein beliebiges u Έ. lί sei c = sup u.
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Dann ist c - u e U und EKc -u) £c-u oder cEIl - EIu £c~u. 1st Ell = 1,

so folgt u ύ. EIu und aus der allgemeinen Ungleichung EIu £ u folgt u = EIuf

was zu beweisen war.

Die Operatoren E und I haben noch eine wichtige Eigensohaft: sie fϋhren

minimale Elemente in minimale Elemente uber. Es sei u' eine minimale Funktion

der Menge IV und « e 11

Daraus folgt, dass in der Zerlegung von u, u-u*+uu die Komponente «&

verschwindet und « = w i e l l i . Ferner ist

Iu £ IEu1 = u\

woraus Iu = cu1 und # = 2s7w = cEu' folgt. Dass heisst, dass Eu1 minimal ist.

Es sei jetzt u eine minimale Funktion in der Klasse U. Aus u' e II' und u' £ Iu

folgt dann

Eu1 £ EIu ^ u,

und da u minimal ist, ist Eu1 = cu und u1 = /£#' = c/w. Iu ist somit minimal.

11. Die Funktion II besitzt eine Extremaleigenschaft: ist uf £ II' kleiner

als eins, so ist u1 ^ /l. Denn in Rn Γ\ Δ ist uf £ Inl und fur n -> <» ist u' ^ /I.

Die Funktion EIl^EIl(z) ist harmonisch auf i? und nicht grosser als 1.

Wir werden mit 9W0, bzw. 9?ε, bzw. 3Jίi die Menge der Punkte ei0 aus ty

bezeichnen, wo EIl(ψ(e**)) = 0 bzw. e ^ EIl(ψ(eiϋ)) £l-e bzw. £71(yU θ /)) = 1

ist, und mit Mo, bzw. i\Γε, bzw. Mi die Menge der Punkte des idealen Randes,

deren Bild TO0, bzw. %, bzw. 5Ki ist. Es ist ω(z, Nt, R) £ 1. Daraus folgt

EIω(z9 NSt R) £ EIl(z) und

, Nt, R)

Fur fast alle ei0 e % ist also

und fur fast alle eiB e C% ist

EIω{φ(eiB), N*, R) £ ω{φ(eiQ), Nt, R) = 0.

Daher folgt

, ΛΓe, R) £ (1 - e)ω(z, ΛΓe. Λ)
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υnd

Elωiz, Nu R)=EIEIω(z, Ne, R) £ (l-ε)EIω(z, N<9 R)

was als Folge Elωiz, Nu R)=0 und ω(z, N*, R) e ilo hat. Es ist aber

εω(z, Nε, R) ^EIl(z)

und da £71(2) e Ui, so folgt nach 10., ω(z, N*, R) = 0. Die Menge 9ίs hat also

nulles Lebesguesches Mass und, da das fiir jedes ε > 0 gilt, so folgt, dass

ist. Ausserhalb der Menge 9J?i hat EΙKψ(t)) fast uberall den Winkelgrenzwert

Null und

EIl(z)=oΛz, Mi, R)£Ξllu

1 - El Hz) = ω(z, Mo, R) e Uo.

Die Beziehung

1 = ω(z, Mo, R) + o>(z, Mi, # )

stellt gerade fur die Funktion « ( z ) = l die Zerlegung dar, die wir in 10.

eingefϋhrt haben. Die notiυendige und liinreichende Bedingung dafur, dass 11

und IT isomorph sein sollen ist also, dass

ω(z, Mo, R) =0

S£2>2 Sθ/7.

Wir werden jetzt den Ausdruck der Komponenten uo und Uι geben die in

der Zerlegung der Funktion u e Π eingetreten sind. Aus u ^ c = sup w folgt

z, Mo, /?), Mi ̂  cω(z, Mi, /?).

Also hat uoiψ(t)) bzw. wi(f(f)) uberall auf 3Jίi bzw. % nulle Winkelgrenzwerte

und aus u — uo + wi folgt

u(ψ(et0))P{θ, t)dθ
0

uΛγ(t)) = L u{<f(ei0))P(θ, t)dd

Also haben Eluiψit)) und uiψ(t)) fast uberall auf ϊfti dieselben Winkelgrenzwerte.

Es sei R' eine Komponente der offenen Menge Δ. Sie ist selbst eine

Riemannsche Flache und wir konnen, genau wie fiir R, die Punkte des idealen

Randes von R' einfύhren. Sei z = f'U') die eineindeutige und konforme
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Abbildung des Kreises \t'\ < 1 auf die universelle ϋberlagerungsflache von Rr

und g' sei die Menge der Punkte e10, wo g'(<ffit')t ZQ) den Winkelgrenzwert

Null hat, wo g'iz, zo) die Greensche Funktion von Rf ist. Die Punkte des idealen

Randes von R' werden die Aquivalenzklassen von g' in Bezug auf die Deckbe-

wegungsgruppe (TO sein. Wir werden mit 9J?ί die Menge jener Punkte etQ'

bezeichnen, die dem relativen Rande dR' von R' entspricht; das ist gleichbe-

deutend mit der Existenz des Limes lim <ff(t'). 2Jΐί und δ ' - 9flί = 3$ sind

automorph in Bezug auf (TO. Deshalb entsprechen ihnen zwei Mengen von

Punkten des idealen Randes von Rf, Ml und M[. Das harmonische Mass der

Menge M[t <o(z, M[, R1) gehδrt der Menge U' an und ist kleiner als 1. Wegen

der obenerwahnten Extremaleigenschaft der Funktion 71 (z) ist auf Rf

ωU, MuW) έll(z)*l.

Daraus folgt, dass Il(φ'(t')) fast uberall auf 2Jίί den Winkelgrenzwert 1 hat:

da J K f V 0 ' ) ) = 0 fur ew e2Jϊί ist, so foϊgt auf Rf

ω(z, M[f R')

Es sei jetzt J = U/?w wo {R[} die Komponente der offenen Menge Δ sind.

Fίir w e l l werden wir mit I^u die Funktionen

j Iu in R[

[ 0 in Δ-R[

bezeichnen. Der Operator 7(V)W ist nichts anderes als die Inextremisation von u

in Bezug auf das Paar (/?£, /?). Die Funktion EI(V)1 hat fast dieselbe Eigen-

schaften wie £71. Insbesondere hat £7^)1(^(0) uberall auf einer Menge 9Jί<vu

den Winkelgrenzwert 1 und fast uberall auf dem Komplement von 3K(V)i den

Winkelgrenzwert 0. Wenn M^n die Menge, deren Bild 5R(V)i ist, bezeichnet,

so ist

Aus 71 = Σ7 { V )1 folgt (siehe 9)
V

ωU Mi, R) = EIl(z) = ΣE/(V)1U) == Σ ω U Afiv,i, /?),

woraus zu ersehen ist, dass die Mengen M<V)i paarweise punktfremd sind. Es

ist also
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ω(z, Mi, R) = Σ ω ( 2 , M ( v )i, R) = ω(z, U Λf(v)i, Λ).

Weiter folgt

U Λf (,)i ϋ Mi

und, dass das harmonische Mass der Menge

M i - U A f ( V ) 1

null ist.

Es sei jetzt u £Ξ II und c = sup w. Auf RnC\ A ist c7n 1H-W = 7Λ# + C und

daher ist

ell Λ-u^ Iu + c.

Wenn R' eine Komponente von Δ ist, so folgt aus dieser Ungleichung und aus

hi ί= u dass Iuiφ'it')) und u{ψι{V)) fast ϋberall auf 2Jl! dieselben Winkelgrenz-

werte haben. Aus IEIu = Iu folgt, dass Iu(ψ'(t')) und EIu(<f'(t')) fast uberall

auf 9)i! dieselben Winkelgrenzwerte haben. Also haben u(<ff{t')), luiφ'it1)) und

EIu(<f'(t')) fast uberall auf 5Wj dieselben Winkelgrenzwerte und es ist

12. In diesem Absatz nehmen wir an, dass d - Rf zusammenhangend ist.

Es sei M eine messbare Menge des idealen Randes von R. Wir bezeichnen mit

3Jί' bzw. Wit die Menge jener ei0' e g', fur die

Iω(φ'(eiB'), M9 R) = 1 bzw. ε έ 7ω(^(^0'), M, /?) έ 1 - e

ist, und M' bzw. M[ sei die Menge von Punkten des idealen Randes der Flache

R', welche W bzw. 9)lε als Bild hat. Es ist offenbar

εω(z, Λfί, ΛO ^ 7α)(2, M, i?),

Iωiz, M, R) + eω(2, M', /?') ^ 71(2).

Da Iωiz, M, R) Null auf dRf ist, so ist auch ω(z, Ms, /?') Null auf BR1 und

gehort somit der Klasse W an. Daraus folgt

εEω(z, Ms, J?0 ^ £7ω(2, M, /?),

M, /?) + eEω(z, Mi, R') έ EIl(z).

Nun sieht man aus der Darstellung des Operators El durch das Poisson-

Lebesguesche Integral, dass Elωiz, M, R) = ω{z, M Γ\ Mlt R) ist. Aus der
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ersten Ungleichung folgt, dass Eω(<f(t), Mi R') fast uberail auf C(3RΠ!Dίi)

den Winkelgrenzwert Null hat und aus der zweiten, dass sie auch auf *Dΐ Π 9Jίi

fast uberail den Winkelgrenzwert Null hat. Das heisst Eω(z, Mε, R1) = 0 oder

ω(z, M\, R1) -IEω(z, Mε, Rf) = 0 und, da ε beliebig war, so folgert man, dass

/ω(c'U'), M, R) fast uberail auf C9K' den Winkelgrenzwert Null hat. Wir

werden

M' = 7*Λf

stellen. Es ist Iω(z, M, R) = o>U, 7*M, i?).

Die Abbildung 7* fiihrt die messbaren Mengen des idealen Randes von R in

messbare Mengen des idealen Randes von R1 ύber und zwar in Teilmengen

der Menge M[. Das harmonische Mass der Menge 7*M, ω(z, 7*M, R1), ist

dann und nur dann Null, wenn das harmonische Mass der Menge M Π Mi Null

ist. Aus der Gleichheit

Eωiz, 7*Λf, R')^EIω(zt M, Λ) =α>U MC\MU R)

sieht mann nahmlich, dass aus

ω(z, MΠ Mu R) = 0, £©(2, 7*Λf, i?') = 0
und

ω(z, I*M, Rf) -= IEωU 7*M, i?0 = 0

folgt. Umgekehrt, aus ω(z, I*M, R') =0 folgt

Eωiz, 7*M, /?') = 0 und oΛz, MΓ\ Mu R) = 0.

Es sei M' eine beliebige messbare Menge M1 E Mj. Dann ist ω(z, M\ R')

Null auf dR' und deshalb ist ω(2, M', /?') e U'. Wir bezeichnen mit 501 bzw.

We die Menge jener Punkte e / o e g fur die Eω(<f(ei0), M', R')^l bzw. ε ^

Eω(<f{eiQ)t M', R') ^ l ~ ε ist, und Λf bzw. Mε sei die Menge der Punkte des

idealen Randes der Flache R welche 9JI (bzw. 3R6) als Bild hat. Es ist

z, M\ R') + εω(z, Mε, /e) ̂  1.

Daraus folgt

ε7ω(z, Ms, R) £ IEω(z, M\ R'),

IEω(z, M\ R') + e7ω(2, Aft, i?) ̂  1.

Wenn man beachtet, dass 7£ω(z, M', /?') = «(2, M', /?') ist, so folgt aus der

ersten Ungleichung, dass Iω(<ff(tf), Mξ, R) fast uberall auf GUI' einen nullen
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Winkelgrenzwert hat und aus der zweiten, dass /ω(f'U'), Mi, R) auch auf W

fast iiberall den Winkelgrenzwert Null hat. Es ist also Iω(z, M*f R) = 0. Da

aber M* E Mi ist, so folgt

ω(z, M5, R) = ω(z, Mz Π Mu R) = EIω(z, Mε, R) = 0

fiir jedes e. Daraus kann man ersehen, dass Eω(φ{t)t M', R') fast iiberall auf

9JΪ den Winkelgrenzwert 1 und fast iiberall auf C9JΪ den Winkelgrenzwert 0 hat.

Wir werden

M=E*M'

stellen und es ist Eω(z, M', R1) = ω(z, E*M', R). Die Abbildung E* fuhrt die

messbaren Teilmengen der Menge M[ in messbare Teilmengen der Menge Mi

iiber. Sie ist in einem gewissen Sinne die Umkehrung der Abbildung /*, denn

es ist

ω(z, I*E*M', R')=Iω(z, E*M', R)=IEω(z, M\ R') = ω(z, M\ R),

woraus

7*£*M' = M'

folgt, mit Ausnahme einer Menge vom Masse Null. Weiter ist

ωU E*I*M, R) = Eω(z, I*My R') = £/αι(2, M, R) = ω(z, ilίΠ Mi, R)

und also i s*/*M=MΠMi mit Ausnahme einer Menge vom Masse Null.

Fiir zwei punktfremde messbare Mengen JVΊ, N2 des idealen Randes von R

ist

ω(2, 7*(M U M), ΛO = 7ωU M U Λr

2, Λ) = Iω(z, Nu R)

+ Iω(zy N2, R) = ω{z, I*NU Rf) + α)(2, 7*iV3, 7?'),

woraus

7*JVi Π 7*iV2 = 0 ,

7*(Λr! U JV2) = I*Nι U 7*iV2 U Menge vom Masse Null

folgt. Ahnlicherweise ist fur zwei punktfremde messbare Mengen N[, Ar! des

idealen Randes von Rf

ω(z, E*{Nl U Nί), R) = Eω{z, N[ U M, 7?0 = Eω(z, N'u Rf)

+ jBα)U iVj, ί ' ) = » U ^*A^ί, 7?) + ωU £ * M , 7?),

woraus
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£*(iVί U N'2) = E*N[ U ̂ *iV2 U Menge vom Masse Null

folgt.

Ist M E Mi eine unteilbare Menge > so ist es auch / ! M Erstens ist das

harmonische Mass von 7*M offenbar positiv. Zweitens ist

ω(z, 7*AΓ, R')=Iω(z, M, R)

nach 10. eine minimale Funktion und da sie vom Null verschieden ist, so ist

I*M nach Satz 3 eine unteilbare Menge Umgekehrt, ist M' ϋ M[ eine unteil-

bare Menge, so ist E*M* auch unteilbar. Erstens ist das harmonische Mass von

E*Mf offenbar positiv. Zweitens ist

α>U E*M', R) = Eω(z, M\ R')

nach 10. eine minimale Funktion und nach Satz 3 ist E*M' eine unteilbare

Menge.

Es sei u' G U' und W(s) die Menge jener eiQ' e 9Kίf fur welche u({ψ'(eiQ')) ^ s

ist; Mf(s) sei die Menge des idealen Randes von Rf, die W(s) als Bild hat.

Dann ist ω(z, W(s), R') eine in Bezug auf s nichtabnahmende Funktion und

sdωiz, W(s)f R').
Jo

Daraus folgt

Eu'(z) == Fsdωiz, E*W(s), R).

Ahnlicherweise, wenn wir fur ein M G I I mit 9H(s) die Menge jener etQ €Ξ 5, fur

welche u(ψ(etB)) ^s ist bezeichnen, und M(s) die Menge des idealen Randes

von R ist, die Wl(s) als Bild hat, so ist ω(z, M(s)f R) eine in Bezug auf s

nichtabnahmende Funktion und

u(z)= Csdωiz, Mis), R).

Daraus folgt

Mz) = Csdwiz, /*M(s), R')
Jo

13. Fίir einige Anwendungen, die wir im letzten Abschnitt geben wollen,

ist es niitzlich die geometrische Struktur der Menge 2fti naher zu untersuchen.

Wir werden mit ς(z) die Funktion bezeichneil, welche auf Δ gleich 1 und auf

R- Δ gleich 0 ist, und 931? (bzw. Έlf) sei die Menge der Punkte eι\ fur welche
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ξ(ψ(t)) den Winkelgrenzwert 1 Cbzw. 0) hat. Af* (bzw. Mt) sei die Menge

der Punkte des idealen Randes, die 9Jii* (bzw. 3Jt0*) als Bild hat. Wir wollen

mittels der Konstruktion von Lusin und Priwaloff [9] zeigen, dass M* ϋ Mi

(bzw. Mt ϋ Mo) ist, mit der Ausnahme einer Menge vom Masse Null.

Es ist zu zeigen dass W? Π9J?0 (bzw. 3R*Γ\Ώli) vom Masse Null ist. Wir

nehmen an, dass diese Menge positives Mass hat. Es sei Δ(eί0, r), r> -γ> die

Menge

ei0-t r

und 5Kir sei die Menge jener Punkte ei0 e W? Π 5Uί0, fur welche

J(eio

fr) Eφ'\J)

was gleichbedeutend mit ς(ψ(t)) = 1 fur jedes fG J(e10, r) ist. Da

3R 1 *n3R o s_U 3Kir
V2/2<r<l

ist, kann man ein r finden, \y- < r < 1 so dass 9)?ir positives Mass hat. Es sei

9ϊ eine perfekte Menge 5Ϊ E 9ttir, welche positives Mass hat und G sei die offene

Menge

G= U Λ(yθ, r).

Sie besteht, wie leicht zu ersehen ist, aus endlich vielen Jordanschen Gebieten

mit rektifizierbarem Rande

G= UGy, Gy= U J ( Λ r),

WO

91 = U 9iy

ist. Daraus ist zu ersehen, dass ein 5ϊy positives Mass haben muss. Wir bilden

die harmonische Funktion ω(tt 9?y, Gy), welche nicht Null ist. Die Funktion

u**{t) gleich ω(t, %-, Gj) in Gy und gleich Null in <p~\Δ) - Gj ist subharmonisch

in φ~\Δ) und dasselbe gilt fur

Die Funktion u(z) = u*(φ~\z)) ist, wie man leicht sieht, eindeutig und sub-
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harmonisch auf J, Null auf dJ und kleiner als 1. Aus der Extremaleigenschaften

der Funktion 71 folgt

u(z) έll(z)
und

ω(t, Sty, Gj) έu*{t) = u

Da ωίty % , Gj) fast ϋberall auf %- den Winkelgrenzwert in Bezug auf Gj, 1

hat, so ist

UmEIl(φ(rei9)) = l
r->l

fur fast alle eιQ G %, was der Beziehung 9ϊy ϋ 5Dlo widerspricht. Ahnlicherweise

beweist man, dass 5J?* Π SKi das Mass Null hat.

IV. Andere Arten von Unteilbarkeiten

14. Die unteilbaren Mengen haben uns erlaubt verschiedene Eigenschaften

der Riemannschen Flachen aus der Klasse OnB - OG zu erδrtern und zu verallge-

meinern. Der Parallelismus, der zwischen den Klassen OHB und OHD existiert,

flosst uns die Idee ein, eine neue Unteilbarkeit einzufiihren, welche uns erlaubt

fur die Klasse HD dieseiben Schritte wie fur die Klasse HB zu unternehmen.

Es sei RΦOo eine Riemannsche Flache und © eine Menge von Funktionen

auf R. Wir nehmen an, dass fur jedes wU) e ®, u(<f(t)) fast iiberall auf \t\ = 1

Winkelgrenzwerte besitzt.

DEFINITION 3. Eine Menge von Punkten des idealen Randes M heisst ©-

unteilbar, tυenn sie positives Mass hat und wenn fur jedes u(z) e β, u(ψ(t))

fast iiberall auf dem Bild 9Jί von M denselben Winkelgrenzwert hat.

Ist eine Menge M unteilbar, so ist sie fur jedes β, ©-unteilbar. Aus dem

Satze 2 sieht man nahmlich, dass wenn u(<f(t)) fast iiberall auf |f| = 1 Winkel-

grenzwerte hat, so sind diese Winkelgrenzwerte fast iiberall auf 9Jΐ konstant.

Wir werden uns beschranken fίir S die Mengen HBy HD und HBD zu be-

trachten. Wir werden erst beweisen, dass Unteilbarkeit und ϋffi-Unteilbarkeit

zusammenfallen. Ist eine Menge M nicht unteilbar, so kann man zwei messbare

und vom positiven Masse Mengen Mi, M2 ίinden, so dass M= Mi U M2*, Mi Π M*

= Φ ist. Das harmonische Mass ω(z, Mίf R) gehδrt der Menge HB an und

ω(ψ(t)9 Mu R) hat fast iiberall auf 3Mi den Winkelgrenzwert 1 und fast iiberall

auf Ή2 den Winkelgrenzwert 0. M ist somit nicht ϋΓB-unteilbar. Ist M
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unteilbar, so ist sie, wie man gesehen hat, auch iffi-unteilbar. Eine unieilbare

Menge ist eine HB-unteilbare Menge und unigekehrt.

Jede HB (bziv. HD) unteilbare Menge liegt auf einer bestimmten ideάlen

Randkomponente mit Ausnahme einer Menge von harmonischem Mass Null.

Der Beweis von 5. gilt nahmlich auch fur //"D-unteilbare Mengen, denn die

harmonischen Masse der Portionen haben endliches Dirichlet-Integral.

DEFINITION 4. Eine Riemannsche Flάche gehδrt der Klasse U& an, wenn

ϊhr idealer Rand eine S-unteilbare Menge enthάlt.

Es ist offenbar

fur jedes S. Ahnlich wie im 7. beweist man folgenden

SATZ 7. Es ist

OHB - OG C UHB C OAH ~ OG

OHD - OG C UHD C OAD - OG

15. T. Kuroda ([7] sieke auch £12), hat folgende Definition eingefuhrt:

Das Gebiet R1 mit analytischem Rande gehδrt der Klasse SOX> (X = H, A

Y = Bt A BD) an, ivenn jede Funktion u(z) e XY9 die auf dR1 Null ist, auf R'

identisch verschiυindet. Durch u(z) G A verstehen wir, dass uKz) =Retv(z), wo

tv(z) eine eindeutige analytische Funktion ist.

Notwendig und hinreichend damit Rf EΞ SOHB ist, ist, dass

Il(z)=ω(zt M[,R')=0,

tvo I in Bezug auf das Paar (Rf, R) definiert ist. Denn ist Il(z) * 0, so hat

man schon eine beschrankte harmonische Funktion auf Rf, die auf dR1 ver-

schwindet und R'ΦSOHB. AUS der Extremaleigenschaft der Funktion Iliz)

folgt \u(z)\ ~ cll(z), wo c = snp\u(z)\ ist, fur jede beschrankte harmonische

Funktion auf Rf, die auf dR' verschwindet. Aus Il(z) ΞO folgt dann uiz) =0

und R'&SOΠB.

Weiter bezeichnet T. Kuroda [8] mit Oxγ die Klasse jener Riemannschen

Flachen R flir welche jedes Gebiet R' mit analytischen Rande der Klasse SOX)

angehδrt. T. Kuroda hat bewiesen, dass die Riemannschen Flachen aus der

Klasse O°AB eine wichtige Eigenschaft besitzen: ist ιv(z) eine eindeutige mero-

morphe Funktion auf i?e O°AB, SO hat die inverse Funktion z - ziiv) von w = ιv(z)
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die Eigenschaft von Iversen [21].

HILFSSATZ 4. [1], [12]. Es ϊst

SO no = SOnnn E SOΠB

Die Beweismethode ahmt die Methode nach, die fur die Beziehung OHB - Oβ

^ Oim benutzt wird ([16], Seite 365-367, [24]). Es sei R eine beliebige Rie-

mannsche Flache, R1 ein Gebiet auf R mit analytischem Rande, {Rn} eine

Ausschopfung von R und R1

n die Komponente von Rn Π R\ die einen bestimmten

Punkt zo enthalt. Mit γn(z, zo) werden wir die in Rf

n-{zo) harmonische

Funktion bezeichnen, welche in zo die Encwicklung

r(zf zo) ~ log η Γ + harmonische Funktion
! z — 2o I

hat und so, dass

4 τ ^ = 0 auf 3Rn Π R', γn = 0 auf dR'n Π /?«

ist. Es sei

z, Zo) =rn(z, Zo) ~~ gn( Z, Zo),

wo gn(Zy zo) die Greensche Funktion des Gebietes R',2 ist. Die Funktion υn(z, zo)

ist auf Rn harmonisch und verschwindet auf dRr

nΓ\Rn. Es sei uiz) eine

harmonische Funktion auf Rn, welche auf σRf

n Π Rn verschwindet. Aus der

Greenschen Transformationsformell (man kann immer die Ausschopfung {Rn)

so nehmen, dass vn(z, ZQ) auf Rn harmonisch ist) ergibt sich

9^-9F + w w>dxdy

Λ = - 9

2 f

Insbesondere ist fίir u = vn

und fiir u=vm, m > n,

DBU,{VH, Vni) - Vm(z\ίt ZQ)

Daraus folgt
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0 < Dnu>(Vm - Vn) = DB,AVm) + Ditn>{Vn) -2Dnn>(vn9 Vm)

ik Vmizo, Zΰ) + Vn(Zo, Zo) — 2vm(zo, ZQ) = #«Uo, 2o) ~ 0/w(2o, 2o).

Die Zahlenfolge {v«Uβ, 20)} nimmt also mit wachsendem Λ monoton ab; es

existiert daher der Grenzwert

l im Vn(z*> 20) ^ 0.

Weiter folgt, dass die Folge vn(z, 20) in Norm konvergiert, und deshalb kon-

vergiert sie auch im gewδhnlichem Sinne ([16], Seite 291). Die Grenzfunktion

V(Z, ZQ) = l ί m Vn(z, Zo)

ist harmonisch in R1 und verschwindet auf BRf. Forner folgt, dass

limr»(2, zo) -γ(zt zo) =2κv(z, z

existiert, wo g{z, zo) die Greensche Funktion von Rf ist. Es sei G ein Jordan-

sches Gebiet, das den Punkt z0 enthalt, GCR'. In R' - G ist ^(2, 20) beschrankt

auch γ(z. zo) ist hier beschrankt, denn es ist

sup γn(z, Zo) = sup γn(z, zo)

und daher ist

sup γ(zf zo) = sup γ(zy zn).

Daraus folgt viz) G i/R Da vw(2) e i/D und gegen viz) in Norm konvergieren,

so ist υ(z)£.HD. Es sei w(z) harmonisch in R' und Null auf dR'. Es ist

offenbar

Dn(u, v) =

Gehort Λ' der Klasse SO///) nicht an, so existiert ein u(z) mit u(zo) =¥ 0. Daraus

folgt viz) ^ 0 und das Gebiet R' gehort somit der Klasse SOmw nicht an. Es

ist also

SOHD = SOJΠW a SOnn,

was zu beweisen war.

HILFSSATZ 5. Es sei u(z) eine harmonische Funktion mit endlichem Dirichlet-

Integral auf einer Riemannschen Flάche R. Wenn fast iiberall auf \t\ = 1 die

Winkelgrenziverte von u(<f(t)) kleiner als N sind, so ist u(z) < N.
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Es sei Δ die offene Menge, wo u(z) > N ist und ξ(z) die Funktion gleich 1

auf Δ und gleich 0 auf R- Δ. Uberall, wo u(<f(t)) den Winkelgrenzwert kleiner

als TV hat, hat ς(ψ(t)) den Winkelgrenzwert Null. Mit den Bezeichnungen, die

wir in 13. eingefϋhrt haben, ist das Lebesguesche Mass von SJ)1* gleich 2π. Aus

3Jϊo* ^ 931o

folgt, dass auch 3J?0 das Lebesguesche Mass 2π hat und 9ft i ist somit eine

Menge vom Masse Null. Daraus folgt Ell = 0 und 71 = 0. Das ist aber eine

hinreichende Bedingung, dass jede Komponente R' aus Δ der Klasse SOHB

angehort. Aus

SOΠB s SOHD

folgt, dass Rf
 EL SOHΌ im Widerspruch mit der Existenz der Funktion u(z) -AT,

Null auf dem Rande von Rf und mit beschranktem Dirichlet-Integral. Die

Menge Δ ist somit leer und u(z) < N, was zu beweisen war.

Hat u(ψ(i)) fast uberall den Winkelgrenzwert Null, so folgt sofort u(z) =0.

16. SATZ 8. Jede hannonische Funktion mit endlichem Dirichlet-Integral

ist als Differenz von zivei positiven harmonischen Funktionen mit endlichem

Dirichlet-Integral darstellbar.

Es sei {Rn) eine Ausschopfung der Flache R und ωn(z) die auf Rn-Ro

harmonische Funktion welche auf dRo gleich 0 und auf BRn gleich 1 ist. Es sei

u(z) eine harmonische Funktion mit endlichem Dirichlet-Integral und R* die

offene Menge, wo u(z) > 0 ist. Wir nehmen an, dass RoΠR+~φ ist und

bezeichnen mit un(z) die auf Rn harmonische Funktion, welche auf Rn stetig

ist und fur welche

\u(z) fur z&dRnr\R+

Un(z) = \ , χ

I 0 fur z&dRnn(R-R )

ist. Auf Rn ist uKz) ^ un(z) und daher ist un(z) *= un+Λz). Nach dem Har-

nackschen Prinzip konvergiert die Folge un(z) entweder gegen eine harmonische

Funktion u*(z) oder gegen unendlich. Wir wollen zeigen, dass hier der erste

Fall zutritt.

Aus der Greenschen Transformationsformel folgt

Un ••-- ds = Un ^ dS.
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Weiter ist

un ^r as = \ u ^ as — DRnri^\u, ωn).
dΠn Oil Jli+ndJΠn OΠ

Nach der Schwarzschen Ungleichung ist

\Dnn^iιΛu, o)n)\2 ^ Dnn^pAu) DRunpAo},i) = DiAtl) Dϋu-liS^n)'

Daraus folgt

und

inf « n (2) β DRn-E0(ωn) = inf ww(a) \ ^ 7 n ύ?s ^ VDR(u) Dnn-n0(^n)

oder

wo

ω(z) = lim ωn(z) $ 1

ist. Daraus folgt, dass UnSz) nicht gegen unendlich konvergieren kann und es

ist

lim Un(z) - ΐΓ(z).

Die Funktion u+(z) hat endliches Dirichlet-Integral. Es ist

DR(U+) = lim Dnm(u+) = lim lim Dnm(un) ^ lim Dnn(un).

Nach dem Dirichletschen Prinzip ist

Djin(Un) = Dρ.tιnn+(u) = Dn(u)9

woraus Dpλtι+) ^ DB(U) folgt. Die Funktion un(z) - u(z) ist nichtnegativ und

konvergiert gegen eine nichtnegative Funktion

?*~U) — lim («n(<ε) — M(Z)) = u^iz) — w(z),

welche auch endliches Dirichlet-Iotegral hat. Es ist also #(2) — u+(z) — e*~(z),

was zu beweisen war.

Bemerkung. Es sei ιάz) eine hannonische Funktion auf R mit endlichem

Dirichlet-Integral und u{<fiet0)) der Winkelgrenzivert von u(<f(t)) im Punkte
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etO

f falls dieser existiert (er existiert fur fast alle e10). Dann ist u(ψ(e10)) eine

summierbare Funktion.

u(<f(t)) ist als Differenz von zwei positiven harmonischen Funktionen durch

das Poisson-Stieltjessche Integral darstellbar:

, t)dμ(θ).
o

Es ist fast iiberall u(<f(et0)) =μ'(d), woraus die Behauptung folgt.

17. SATZ 9. [17]. Es set u(z) eine harmonische Funktion mit endlichem

DirichletΊntegral. u(<f(t)) ist durch ein Poisson-Lebesguesche Integral dar-

stellbar:

u(c(t))= Γ'u(<f(ei0))P(d, t)dθ
Jo

Wetter ist uiz) Grenzfunktion einer Folge von harmonischen, beschrάnkten

Funktionen mit beschrάnktem Dirichlet-Integral.

Nach dem Satz 8 geniigt es den Satz fiir positive Funktionen zu beweisen.

Wir bezeichnen:

u(ψ(ei0)) fiir u(ψ(eiQ))^N

N fur u(f(eiQ))^N,

o

*(

t t)dθ,

Aus uy(t) g u(<f(t)) und u*(t) ^N folgt uAz) ^u(z), ux(z) gN. Wir werden

mit Δ.s die oίϊene Menge, wo u(z) <N ist, bezeichnen und mit usniz) die in R7t

beschrankte und harmonische Funktion, die auf Rn stetig ist und fiir die

\U(Z) fUr ZE:3RnΓ\Jn
Usn(z) = \

1 Λr fur z <Ξ BRn Γ\{R- J.v)

ist. In Rn ist offenbar
Uy(z) ^ Usn(z) <= u{z), Uχn(z) £ N

und daraus folgt in Rn

Uχ,niz).

Die Folge {u.\ n(z)} konvergiert nach dem Harnackschen Prinzip gegen eine

harmonische Funktion ΰχ(z), fur die uΛz) t= ΰy(z) ^ u(z), u*{z) g N gilt.
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Wenn-f.vwU) in RnΓ\Δy gleich u{z) und in Rn Π (/?-J. v) gleich Ar ist, so folgt

aus dem.Dirichletschen Prinzip

und weiter ist

Dn(ΰχ) = lim Diϊrtι(ΰχ) = lim lim Dnm{uχn) ?= lim Dκn{usn) = DrXu) < c o .

«Λ-(^(ί)) hat somit fast ϋberall auf Ul -1 Winkelgrenzwerte und aus

ΓιAψ(t)) ^N

folgt dass ύχ(ψ(t)) und tts(<f(t)) fast ίiberall dieselben Winkelgrenzwerten haben.

Es ist also ΰχ(ψ(t)) = uχ(<fit))9 ΰχ(z) = u.\iz) und

Wir stellen

Es ist offenbar

M*(ί) =lim w*U), ί«Λ(2) = lim w.vίz).
, \ ' - ^ CO -N - » Λ

Daher folgert man

DJAU-O) = lim Dnjuzz) = lim lim Dnjun) = lim Dn(u.\) ^ Dn(u) < co.

Die Funktion «0(2) = ^(2) — M»(Z) ist harmonisch mit beschranktem Dirichlet-

Integral und u^{<f{t)) hat fast iiberall auf U! = 1 den Winkelgrenzwert Null.

Aus dem Hilfssatz 5 folgt dann uo(z) =0 und uiz) = z/:U), was alle Behauptun-

gen des Satzes bestatigt.

Aus diesem Satz folgt unmittelbar der

FOLGESATZ 1. Jede HD-tinteilbare Menge ist eine HBD unteilbare Menge

und umgekehrt.

18. Wir haben eine eineindeutige Beziehung zwischen den //5-unteilbaren

Mengen und den minimalen Funktionen in der Klasse HB festgestellt. Eine

ahnliche Beziehung besteht aber nicht mehr, wenn man HB mit HD ersetzt.
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Um dennoch eine ahnliche Beziehung festzustellen, miissen wir uns erstens nur

auf die maximalen 7/Zλunteilbaren Mengen beschrSnken. Das sind solche HD

unteilbaren Mengen M, fur die man keine JΪD unteilbare Menge M finden kann,

so dass MEM und

ω(z, M-M, /?)>0

ist. Zweitens werden wir die Klasse HD ein wenig erweitern miissen. Anstatt

der positiven Funktionen aus der Klasse HD, betrachten wir die positiven

Funktionen aus der Klasse HD. Diese Klasse wird folgenderweise definiert:

u(z) e HD, wenn

U(z) = lim Un(z)y Un(z) ^ Un+\(Z) ^ 0, Un(z) G HD

ist. Wir bezeichnen

, t)dθ = ]imCUn(ψ(J'))P(0,

Daraus folgt, dass u(ψ(t)) durch das Poisson-Lebesguesche Integral darstellbar

ist und, dass

u(φtf*)) = u*(e") = lim un(<f(ei0))

fur fast alle ei0 gilt.

Es seien uΛz) (v = 1, 2, . . . , k) harmonische Funktionen auf R> so dass

uλψ{t)) fast uberall auf !ί | = 1 Winkelgrenzwerte besitzt und

[ θ y t)dθ

ist. Es sei

ΰ*(ei0) = supuΛψ(e i0)), u*(eif>) = inf uΛψ(ei0)).

Beide sind summierbare Funktionen und automorph in Bezug auf (T). Wir

stellen

«*(/) = ΓV#*(^°)P(^ t)dd,
Jo
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Wir nennen ΰ(z) bzw. u(z) die obere bzw. untere Hύlle von {u^} und werden

bezeichnen

k k

V = 1 V - 1

Es ist ^U) ^ ^(z) ^ #(2) (z> = 1, 2, . . . , &). 1st u(z) so, dass u(<f(t)) durch

das Poisson-Lebesguesche Integral darstellbar ist und u(z) ^ uΛz) bzw.

^ wv(2), (v = 1, 2, . . . , *), so ist

u(z) ^ w(z) bzw. u(z) ^

HlLFSSATZ 6. Ist U\y M2, . . . , «fe

u = UMV

V = 1

7c

w = (ΛU^ELHD (bzw. HD).
v = l

Wir nehmen zuerst an, dass u,E:HD {v = 1, 2, . . . , #) und bezeichnen

mit ww(2) bzw. ^«(^) die in Rn harmonische auf Rn stetige Funktion, fiir welche

ϊtn(z) = sup u*Λz) fiir z Eί 3Rn

bzw. un(z) = inf wv(z) fur 2 e 9i?n

ist. In i?n ist u(z) ^ «»(2) = «v(z) ^ MW(Z) = «(z) (v = 1, 2, . . . , k). Daraus

folgt ΰnri(z) ^ ΰn(z), un+i(z) ^ un(z) und die Folgen {ΰn(z)}, {un{z)} sind

konvergent:

TiΛz) = lim z7»(2), ^^(2) = lim un(z).

Es sei

ς(z) = sup ίίv(2), έ(s) = inf uΛz) fiir 2G R.

Nach dem Dirichletschen Prinzip ist

Weiter ist
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*/->» V = l

λ

DR(UM) £ lim DJR1}(IJH) £ ΣΛ?(»v) < °°.
n-*» v s 1

Die Funktion ΰΛ<f(t)) bzw. #»(?(*)) hat also fast uberall auf if I = 1 Winkel-

grenzwerte und aus

u(ψ(t)) *s uAψ(t)) ^ uΛψ(t)) £ uAφ(t)) £ u(<f(t)) (v = l, 2 , . . . , k)

folgt

ΰ(ψ(ei0)) = ΰΛψ(ei0))y u(<f(ei0)) -uAψ(et0))

fiir fast alle et0. Da alle diese Funktionen durch das Poisson Lebesguesche

Integral darstellbar sind, so ist

ΰ(z) = ΰΛz) G HD, u(z) = uAz) G HD

Wir nehmen jetzt an, dass uΛz) G //D und es sei

Wir stellen

h k

v = l V ' ~ v = l

Es ist offenbar vμ ^ v^+i ̂ 0 , t?μ ̂  v^i ^ 0. Es sei

Pa, = lim Pμ G H A v» = lim Vμ.[

Wir wollen zeigen, dass

V* = U ί ί v , V* = U
v=i v=i

was gleichbedeutend mit

fur fast alle ei0 ist. Es sei 6 die Menge jener '̂° fiir welche
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vμ(<f(ei0)) = sup v,μ{φ(ei0))> (/j = l, 2, . . . )

v,Aψ(e'0))^Mv,μ(<f(ei0)),

ist. Sie hat das Mass 2π. Da die Zahlenfolge vvμ(<f (eif))) mit /* abnimmt, so

ist fur eiQ e ©

^co(f (<?ίθ)) = lim vμ(φ(et0)) — lim sup v*μ(ψ(et0)) ^ sup uΛψ(et0))

tΌo(^(^ί0)) = lim ^u.(^-(^θ)) — lim inf v^φie*0)) ^ inf u^(ψ(et0)).

Weiter ist fur jedes vo, I *= vo<= k, und et0 e ©

vμ(¥>(β ί0)) = inf v»μ(φ(e*0)) ^ z;v

^^(^(^ / θ )) = lim vμ(ψ(ei0)) = lim Vs
μ->oo μ-*oo

und also

0 ί= inf Mv,

Fur βί0 e g ist also

vΛψ(eiϋ)) = inί uΛ<f(eiθ)).

Es sei z>μ jenes y, 1 ^ i;μ ^ ^, fur welches

ist. Da z>μ nur endlich viele Werte annehmen kann, so ist fur unendlich viele

μ, μEiJ, vμ = vo und es ist

«vo(f (β10)) = lim tfvoμ^ίe1'0)) = Hm sup v^μ(<f(eiθ)) = lim t;μ(f U*'0)) = ^(^(g 1 ' 0 ))

woraus

^ ( f ( ^ 1 0 ) ) ^ sup uΛφW*))

und

fiir ^ l0 e © folgt. Damit ist der Beweis ausgefiihrt.

19. SATZ 10. Wenn M eine maximale HD-unteilbare Menge ist, so ist

ω(z, M, R) eine in der Klasse HD minimale Funktion. Ist u(z) eine minimale
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Function in der Klasse HD (oder HD), so ist u(z) = cω(zy M, R) und M ist

eine maximάle HDunteilbare Menge.

Es sei u(z) eine minimale Funktion in der Klasse HD (oder HD) und sei

us(z) die untere Hulle von u(z) und N. Nach dem Hilfssatz 6 ist uAz) £ HD

(oder HD), und da u.χ(z) ̂  u(z) ist, so folgt uAz) =cyu(z). Aus

sieht man, dass u(φ(ei0)) nicht fast uberall Null ist. Daraus folgt, dass ein N

existiert, so dass uAz) * 0 und c**rθ ist. u(z) ist also beschrankt.

Es sei
c = sup ^(2)

und w(2) die obere Hίille von u(z) und c', c'<c:

ΰ(φ(t)) = [*sup (u(ψ(ei0)), c')P(θ, t)dθ&HD (oder HD)

Wir stellen

1/0(2) = c JίllLzL^. e //D (oder HD)
c c

Es ist *70(f(£fG)) = 0 fast uberall wo u(φ(ei0)) ^ c\ und ΰo(ψ(ei0)) ^ u(ψ(ei0))

fast iiberall wo u(<p(etθ)) ^ c1 ist. Es ist also MO(Z) = u(z) und, da «(z) minimal

ist, ist ΰo(z)^cotι(z). Es ist also u(ψ(eio))=0 fast uberall wo u(φ(ei0)) £ c'

ist und, da c' beliebig war, c'<c, so ist u(ψ{et0)) fast uberall entweder Null

oder gleich c und uiz) =cω(z, M, /?).

Nun bleibt zu zeigen, dass M eine maximale /ZD-unteilbare Menge ist.

Nach dem Folgesatz 1 geniigt es zu zeigen, dass sie eine i/RD-unteilbare Menge

ist. Es sei 0 ^ viz) e HBD und

Co = sup viz).
ZfΞR

Wirwerdendie untere Hulle v(z) von v(z) und 2coω{z, M, R) betrachten. Fast

uberall auf SM ist »(f (β ίβ)) gleich υ(φ(έ*)). Da

, Λf, Λ), v(z)E:HD (oάer HD)

ist und da ωU, M, R) minimal in der Klasse HD (oder HD) ist, so folgt

= cω(ztM,R). Auf 5DΪ ist also fast uberall
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und M ist eine i/D-unteilbare Menge.

Da ω(z, M, R) e HD, so gibt es eine Folge {uΛz)) fur die

ω(z, M, R) = Km u^z),
V-»oa

uΛz) fe'ι#v+i(2) ̂  0, uΛz) e -HD

ist. Ware M eine i/D-unteilbare Menge MB M und

ωU, M-M, R) >0,

so wurde uΛψie1)) = rv ^ 1 fur fast alle ^ ι 0 G ίK sein. Daraus folgt

ω(?(έ?f"°), M, Λ)=li

fiir fast alle e10 G ®? im Widerspruch zu der Definition von ω(z, M, R). M ist

also eine maximale //D-unteilbare Menge und der zweite Teil des Satzes ist

bewiesen.

Wir beweisen jetzt den ersten Teil. Es sei M eine maximale HD-unteilbare

Menge. Wir bezeichnen mit Ux die Menge jener Funktionen zt(z) e HD

0<u(z) ^ 1,

fur welche u(<f(eiB)) = l fast iiberall auf 9JI ist, und es sei

Vo(z) =inf u(z).

Es sei Vn(z) e ll tf so, dass

Wenn wir

nehmen, so ist

Vn(z) ^ Vn+liz) ^ 0,

yo(z) = lim vn(z) &HD, yo(zo) =

Fiir einen zweiten Punkt z\ sei vn G UJZ so, dass

Zi) und y'n = ynΓ\(Γ\v[).
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Dann ist

Vn(z) £ Vn(z), V'n(z) ^ v'n + 1(z),

y'o(z) = lim v'n(z) *= lim υn(z) = yo(z),

v[(zι) = vdzi).

Aus VQ(ZO) ̂  VQ(ZQ) ̂  VQ(ZQ) ~ Vo(zo) folgt V'Q(ZO) = VQ(ZQ) und daher, aus dem

Maximumprinzip fur harmonische Funktionen v'0(z) = vQ(z) und vo(zι) ~yQ{zi).

Da zi beliebig war, so ist

Vo(z) =vo(z)

Fast uberall auf 2Jί ist vo(f (β ί0)) gleich 1. Es sei ViU) die obere Hulle

von VQ(Z) und Ci < 1. Dann ist

und man sieht, genau wie oben, dass V Λ<f(eιQ)) = 0 fast uberall wo vo(<f(etQ)) ύ

ist, und dass V2(z) ^ υo(z) ist. Da y 2(^(e / 0)) = 1 fast uberall auf W ist und,

da sie als Grenzfunktion einer abnahmenden Folge von Funktionen aus HD

dargestellt werden kann, so sieht man leicht aus dar Definition von Vo(z), dass

VQ(Z) f= V2(z) ist. Daraus ergibt sich vo(z) = V2(z) und vo(φ(ei0)) ist gleich Null

fast uberall wo vo(<fie10)) kleiner als d ist. Da Ci < 1 beliebig war, so folgt,

dass vo((p(t)) fast uberall auf einer Menge W E 3W den Winkelgrenzwert 1 hat,

und fast uberall auf CWl den Winkelgrenzwert 0 hat.

Wir nehmen an, dass Ψι - 9Ή positives, Lebesguesches Mass hat. Da M eine

maximale i/D-unteilbare Menge war, so kann man eine Funktion Vz(z)&HBD

finden, fur die V^ψ(ei0)) = C3 fast uberall auf 93? und F 3(f ( β

ί 0 )) =*C3 fast uberall

auf einer Menge 9Jΐ S 5DΪ - 531 von positiven Mass ist. Wir bezeichnen mit V3(z)

bzw. V3(z) die obere bzw. untere Hίille von V${z) und C3. Die Funktion VΛz)

= VVX2) - Z.3U) gehort der Klasse / ί ^ D und ist nichtnegativ. Fast uberall auf

531 ist V4(ψ(ei0)) - 0 und fast uberall auf ΪR ist FΛf (e1'0)) > 0. Es sei

C4 = sup VΛz)

und

Wir haben Fδ(2) e HD9 0 < Fδ(2) ^ 1 und fast uberall auf Ή ist V(<f(ei0)) - 1.
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Daraus folgt V5{z) e Ihi und also v*{z) έ V&(z). Auf M ist V5(<f(ei0)) fast

ϋberall kleiner als 1 im Widerspruch mit der Tatsache, dass vύ{φ(et{))) fast

uberall gleich 1 ist. Daraus folgt, dass TO - 9M nulles Mass hat und es ist

= ω(z, M, R)

Es ist noch zu zeigen, dass ωU, M, R) minimal in der Klasse HD ist,

Dafiir sei V*(z) e #£> und 0 ^ V6(z) έ ω(zt M, # ) . Dann ist Vs(<f(ei0)) = 0 fast

uberall auf CTO. Da Vb(z) e HD, so gibt es eine Folge {VeΛz)} fur die

VβU)=lim VeΛz),
V-»oo

F6v(z) ^ Fβfv+i(2) ώ 0, FβvU) e i/D

ist. Da M eine #D-unteilbare Menge ist, so ist VeΛψ(ei0)) = C6v fast uberall

auf TO. Ferner ist

V6(φ(ei0)) = lim F6v(f (^°)) = lim C6v = C6
V->oo V-»oo

fast uberall auf 9JL Daraus ergibt sich Viίz) =Cβω(z, M, R) und o>(2, Mf R)

ist eine minimale Funktion in der Klasse HD. Damit ist der Beweis des Satzes

10 zu Ende gefuhrt.

Der zwischen HB und HD existierende Parallelismus ist durch den Satz

10 nicht verletzt. Nur scheint bei HB die Beziehung zwischen den minimalen

Funktionen und den ϋl?-unteilbaren Mengen einfacher zu sein, weil HB mit

HB zusammenfallt deshalb sind die in der Klasse HB minimalen Funktion in

der Klasse HB enthalten.

FOLGESATZ 2. Jede in der Klasse HD (bziv. HD) minimale Funktion ist

beschrdnkt.

20. HILFSSATZ 7. Es sei R eine Riemannsche Fldche und R' ein Gebiet auf

R mit analytischem Rande. 1st Mf eine HD-unteilbare Menge auf dem idealen

Rande von R\ so ist M~EhMf eine HD-unteilbare Menge auf dem idealen

Rande von R.

Da jede i72?£>-unteilbare Menge eine i/D-unteilbare Menge ist, so geniigt

?M beweisen, dass fur jede Funktion u(z) e HD auf i?, Q^uiz) ^ L, u{<f{t))

fast uberall auf 931 einen konstanten Winkelgrenzwert besitzt. Da u(z) auch

auf R' endliches Dirichlet-Integral hat, so hat u(φ'{t')) fast uberall auf W einen

konstanten Winkelgrenzwert: u(<f'(ei0')) = c fur fast alle ei0' e W. Aus 11.
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folgt dann Iu(<f((eiQ')) =c fur fast alle eiv e W. Auf R1 ist offenbar

cω(zf M\ RΊ £ Iu(z) £ coAz, M\ R') + ω(z, M[ - ΛΓ, R')

und daher

cEωiz, M', R') ^ EIu(z) £ cEω(z, Mf, R')+Eω{z, M[ - M', R'),

cω(φit), M, R) £ EIu(z) έ cω(φ(t), M, R) + ω(<f(t), Mi - M, R),

Nun sieht man aus der letzten Ungleichung, dass

fast uberall auf W und, da auf 3H, u((f(et0)) und EIu(<f(ei0)) fur fast alle ei0

denselben Winkelgrenzwert haben, so ist u(<f(ei0)) = c fur fast alle eιQ e 3JΪ, was

zu beweisen war.

Wir sagen, dass eine Menge M' auf dem idealen Rande von R' und von

positivem Masse an den relativen Rand dRf von R' gebunden ist, wenn fur jede

Funktion u(z) G HD, die auf dR1 versdiwindet, uiψ'(t')) fast uberall auf W

den Winkelgrenzwert Null hat. Im entegengesetzten Falle sagen wir, dass die

Menge M' frei in Bezug auf BR' ist. Ist z.B. R' = R- Ky wo K eine Kompakte

Menge ist, so ist jedes M' = I*M frei.

Es sei M eine ffl>unteilbare Menge auf dem Rande von R und R' ein

Gebiet mit analytischem Rande auf R. Hat «'(2)EiI' auf /?' ein endliches

Dirichlet-Integral, so hat auch Eu'(z) auf R ein endliches Dirichlet-Integral,

denn es ist

DR(EU') ^ lim DEn(Enu') ^ lim DElinrAur) - DΛ/(«') < °o

Auf 93ί hat somit Eu'(φit)) fast uberall einen konstanten Winkelgrenzwert c,

und daher ist auf R

cωiz, M, R) £ Eu'(z) £ cω(z, M, R) + c'ω(z, Mi - M, i?)

ΛVO

ist. Daraus folgt

coΛz, M\ R') £ u'(z) £ cω(z, M\ R') + c'ω(z, A!', - M\ R')

wo Mf ^I*M ist; daraus kann man sehen, dass uf(ψ'(etθ')) = c fast uberall auf

Wlr ist. Also nehmen alle Funktio?ίen aus IT, ivelche ein endliches Dirichlet

https://doi.org/10.1017/S0027763000023606 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000023606


KLASSIFIKATION DER R1EMANNSCHEN FLACHEN 217

Integral auf Rf haben, fast uberall auf W einen Constant en Winkelgrenzivert.

Wir nehmen jetzt an, dass M' frei in Bezug auf dR' ist und zeigen, dass

sie eine //D-ιmteilbare Menge ist. Sei uiz) eine positive und beschrankte IID-

Funktion auf Rf. Da M1 frei ist, so existiert eine i/D-Funktion uo(z) auf Rf,

welche auf 3R' verchwindet und so, dass th(<f'(e1(]')) nicht gleich Null fur fast

alle e i 0 ' G l ' ist. Nach Obigem ist uoiφ'ie**')) = c0 > 0 fur fast alle ί'fl'ε9)Γ.

Es sei

c = sup uiz)
Zf=R'

und uiz) die untere Hίille von uiz) und uoiz). uiz) verschwindet auf 3Rf

Co

und es ist uiψf(ei0')) = w(^'(^'0')) fur fast alle eι0' e ^ ' . Da w(z) G Γ̂D und auf

3R' verschwindet, so folgt, dass fast uberall auf 3Jί' u((f'(ei0')) =c' ist und

dasselbe gilt fur u(<ff(e10')). Mf ist somit //D-unteilbar.

HILFSSATZ 8. Es sei R eine Riemannsche Flάche und R' ein Gebiet mit

analytischem Rande auf R. Ist M eine HD-unteilbare Menge im Rande von R

und ist I*M= M1 frei in Bezug auf dRf, so ist M1 eine HD-unteilbare Menge.

Es ist uns nicht gelungen zu beweisen, dass M' immer eine //D-unteilbare

Menge ist. Auch konnten wir kein entsprechendes Gegenbeispiel bilden.

Es sei u(z) eine beschrankte harmonische Funktion mit endlichem Dirichlet-

Integral auf R und M sei die i/D-unteilbare Menge im Rande von R. Es ist

u((f(eiQ)) = c fur fast alle ei0 G Ίfl. Falls

sup u(z) = c' < c
zed/?'

ist, so ist die Menge Mf = 7*M frei in Bezug auf BRι, wenn sie positives Mass

hat. Denn uiz) gehort der Klasse HD auf R' an und ebenso die obere Hϋlle

ΰ(z) von uiz) und c\ ΰ(z) - cf ist gleich Null auf dR' und es ist

fur fast alle etQ' G W, wie man leicht sehen kann, woraus die Behauptung

entspringt.

Ist M eine 77/λunteilbare Menge und sind M Π Mo, M Γ\ Mi von positivem

Masse, so ist Mf = I*M an den Rand BR1 von Rf gebunden. Denn sei u'(z)& IV

mit beschranktem Dirichlet-Integral dann hat auch Eu'(z) ein beschranktes

Dirichlet-Integral und es ist Eu'(<f(ei0)) =0 fast uberall auf W Π 3Jl0. Da M
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eine J7D-unteilbare Menge ist, so ist Ett'iψUί0)) = 0 fast uberall auf 9)ΐ und

daraus folgt w'(f'(eί0')) =0 fast uberall auf W. M' ist somit gebunden.

V. Einige Anwendungen und Beispiele

21. SATZ 11. Jede Fortsetzung {eigentliche oder imeigentliche [16] Seite 245)

einer Riemannschen Flάche aus der Klasse UHB (bzw. Uun) gehort auch der

Klasse UHB (bzw. Uup) an.

Es sei R die Fortsetzung von R^UHί (Y=B, D) und M sei die HY-

unteilbare Menge auf dem idealen Rande von R. Wir bezeichnen mit ά die

offene Menge von R, wo ω(z, M, R) > e > 0 ist. Der Rand von ά ist analytisch

und wir bezeichnen mit E, I die Operatoren in Bezug auf das Paar (Δ, R). Es

sei ξ(z) gleich 1 in Δ und gleich 0 in R- Δ und e10 ein Punkt, wo ω(ψ(ei0), M, R)

= 1 ist. Auf jeder Kurve A, die in eι\ einen Winkeleingang hat, konvergiert

ω(φ(t), My R) gegen 1 und deshalb konvergiert auch ξ(<f(t)) auf λ gegen 1.

ξ(ψ(t)) hat somit in ei0 den Winkelgrenzwert 1. Ahnlicherweise beweist man,

dass ξiφ(t)) in ei0 den Winkelgrenzwert 0 hat, wenn ω(φ(eif)), M, R)=0 ist.

Daraus folgt, dass ξ(ψ(ei0)) gleich 1 fast uberall auf 9Ji und gleich 0 fast uberall

auf Ctyl ist. Mit den Bezeichnungen von 13. ist also

woraus M-Mι folgt. Es ist also EIl(z) = ω(z, M, R).

Δ ist zu gleicher Zeit eine offene Menge auf R und sein relativer Rand

besteht aus dem relativen Rande von Δ in Bezug auf i?, dnΔf und aus Punkten

des relativen Randes von R in Bezug auf R, BRR. Die lezten zerfallen in zwei

Teile, je nachdem sie Haufungspunkte von BRΔ sind oder nicht. Der zweite Teil

ϋΓo ist eine Menge von der Kapazitat Null (d.h. ihr Durchschnitt mit jeder

Parameterumgebung ist von der Kapazitat null). Im entgegengesetzten Falle

kann man Ko in zwei Mengen Ku K2 von positiver Kapazitat teilen, und sei

M[{Z) das harmonische Mass von /fv in Bezug auf Δ. Es ist offenbar

sup uΛz) = 1, 0 < u[{z) + u[(z) ^ 71(2),

u'Λz) ε U', DΛuί) < oo

Daraus folgt
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sup Eu[(z) = 1,

Eu'Az) + Eu'2(z) £EIUz)=ω{z, M, R),

DR(Eu[) < «>.

Da nach dem Satz 3 (bzw. Satz 10) ω(z, M, R) minimal in der Klasse HB

(bzw. HD) ist, so ist

Eu'Λz) = c^ω(zy My R).

Es ist aber

1 = sup Eul(z) = cv sup ω(z, M, /?) = cv

und

ciω(z, M, /?)-fc2ω(z, M, R) =Eu[(z) +Eu'2(z) ^ ω(z, M, R),

was widersinnig ist. Da ε > 0 beliebig ist, so besteht der ganze Rand von A in

Bezug auf R, dxJ, aus ORΔ und einer Menge von der Kapazitat Null. Deshalb

kann man auch in Bezug auf das Paar (J, R) die Operatoren K und / bilden.

Wir wollen erst beweisen, dass R$-0G. Deshalb sei K eine Kreisscheibe

auf R— Δ, und {Rn) eine Ausschopfung von Rt so dass 3Rn aus endlich vielen

analytischen Jordankurven besteht. Wir bezeichnen mit ωn(v) die harmonische

Funktion in Rn - K, welche auf Rn - K stetig ist, auf BK gleich 0 und auf dRn

gleich 1 ist. Der Rand von RnΓ\Δ besteht aus dπΔΓλRn, c>RnΓ\Δ und einer

Menge von der Kapazitat Null. ωn(z) ist in RnΓ\Δ harmonisch und auf

dnΔΠRn und dRnCλΔ ist ω(z, M, R) - e ̂  ωn(z). Deshalb besteht dieselbe

Ungleichung in Rn Π Δ, und fur n -* oo ist

0 < ω(z, M, R) - ε s lim ωn(z)

Daraus folgt, dass R eine positiv berandete Riemannsche Flache ist.

Es sei jetzt u(z) eine positive beschrankte harmonische Funktion (und im

Falle Y-D auch mit beschranktem Dirichlet-Integral) auf R. u{z) besitzt zu

gleicher Zeit dieselben Eigenschaften auf R und, da M eine HY unteilbare

Menge ist, so hat u(ψ(t)) fast iiberall auf W einen konstanten Winkelgrenzwert

r'. Wenn

c = sup u(z)

ist, so ist

cfω(z, M, R) £ u(z) *k c'ωiz, M\ R) + cω(z, F- M, R)
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Da aber ΛΓ= Afi ist, so ist Iω(z, F- M, R) = 0

und daraus folgt Iu(z) ^c'lωiz, M, R).

Es ist aber

Iu(z) = IuU\ Iω(z, M, R) = Il(z) = IKz)

und also hι(z) =c'/l(z).

Daher ergίbt sich

EIu(z) = c'EIl(z) = c'α>UM, 5).

Es sei £(1) die eineindeutige und konforme Abbildung des Kreises \t\ < 1 auf

die universelle ϋberlagerungsflache von R und 9Jti das Bild der Menge M

Nach 11. haben «(£(*)) und EIu(<f(t)) fast uberall auf 2Zίi dieselben Winkel-

grenzwerte. Daraus folgt, dass u(Ψ(ί)) fast uberall auf 901i den konstanten

Winkelgrenzwert c' hat und Mi ist eine ϋΓY-unteilbare Menge. Die Riemannsche

Flache R gehδrt somit der Klasse £7#y an, was zu beweisen war.

Wir sagen von einer abgeschlossenen (nicht unbedingt hompahten) Menge

K<Z Ry dass sie dunn ist, wenn man eine abgeschlossene Menge K* ϋ K finden

hann> so dass die offene Menge Δ-R-K* einen analytischen Rand hat dun

Ell = 1 ist, wo die Operatoren E und I in Bezug auf das Paar (J, R) zu nehrnen

sind.

So zum Beispiel ist jede Kompakte Menge dύnn, denn es gilt das allgemeine

Kriterium: Ist

inf g(z, zo) = ε*: > 0,

so ist die Menge K diinn. Es sei ϋΓ* die Menge g(z, zo) =* ε*. Dann ist KEK*

und K* hat analytischen Rand. Wir stellen ξ(z) = 1 auf Δ^R-K* und ξ(z) = 0

auf K*. Es sei eί0 ein Punkt der Menge F und λ eine Kurve im Kreise | ί | >1,

die in e10 einen Winkeleingang hat. Auf λ konvergiert g(ψ(t), z0) gegen Null,

woraus zu ersehen ist, dass ξ(φ{t)) auf λ gegen 1 konvergiert. Da λ beliebig

war, so folgt, dass ξ(<f(t)) in etB den Winkelgrenzwert 1 hat. Es ist also

e1'* e 9W*, fur jedes ei0 e Ίy. Daraus folgt F E Mf g Afi g F oder M? = F, was

gleichbedeutend mit Ell = 1 ist.

Wir geben noch ein Kriterium: Es sei {zn} eine Folge von Punkten auf

Ry fur welche die Summe
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ΈgU, Zn)

konvergent ist und S(zn> p) sei der hyperbolische Kreis mit dem Zentrum in zn

und mit dem hyperbolischen Radius p. Jede abgeschlossene Menge K welche
CO

in U S(zn, p) enthalten ist, ist eine dύnne Menge. Wir nehmen als Menge K

die Menge U S(zn, p) und sei ξ(z) gleich 1 auf R-K* und gleich 0 auf K*.
n=l

Es seien {tA die Punkte, fur welche <f(t^)=zn (Λ = 1, 2, . . .) ist. Man sieht

leicht, dass g ^
V * l I *V I n = l

ist, woraus die Konvergenz des Blaschke-Produktes

v = l Γ f v — 1 l ί v l

folgt. Es sei ^ G g ein Punkt, wo \π(t)\ den Winkelgrenzwert 1 hat . Aus

dem Prinzip des hyperbolischen Masses folgt \π(t)\ *= th p < 1 fur jedes t e /<*,

denn es ist 7r(ίv) = 0 . Daraus folgt

und ^/0 e aKi*. Da der Betrag des Blaschke-Produktes fast iiberall den Winkel-

grenzwert 1 hat, so ergibt sich, das 2R* das Mass 2π hat und aus 3Hi* ̂  5Ki E ί\

folgt Mι-F mit Ausnahme einer Menge vom Masse Null. Das ist aber gleich-

bedeutend mit Ell = 1 und die Menge K ist dϋnn.

SATZ 12. Es sei R^U und K eine dύnne Menge auf R. Wenigstens eine

Komponente der offenen Menge R-K gehδrt der Klasse U an.

Es sei K* e K, so dass Δ = R-K* analytischen Rand hat und Ell = 1 ist.

Es sei
Δ^UR[

wo R[ die Komponente der Menge Δ sind. Betrachten wir die in 11. eingefuhr-

ten Mengen M(V)i, so folgt aus

Λfi=UAf(v)l>

F=UM,v,i,
V

wo die Gleichheiten mit Aushahme einer Menge vom Masse Null anzunehmen
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sind. Es sei ME F eine unteilbare Menge. Dann gibt es ein v, so dass

MϋΛf(v)i mit Ausnahme einer Menge vom Masse Null. Wenn wir R[ = Rf

stellen, so ist I*M nach 12. eine unteilbare Menge auf dem Rande der Flache

R( und R'EL U. Die Komponente von R-K welche Rf enthalt ist eine Fortset-

zung von Rf und nach dem Satze 11 folgt, dass sie auch der Klasse U angehort,

was zu beweisen war.

SATZ 12'. Es sei R e UHD und K eine abgeschlossene Menge auf R, fur die

inf g(z, 2o) = eκ > 0

ist. Wenigstens eine Komponente der offenen Menge R-K gehδrt der Klasse

UjfD an.

Es sei Δ die offene Menge g(z, zo) < ε und M die //D-unteilbare Menge auf

dem Rande von R. Es ist zu ersehen, genau wie oben, dass Δ eine Komponente

R[ enthalt, so dass M Π M ( ,)i positives Mass hat. Weiter folgt, dass /*M

positives Mass hat, wo / in Bezug auf das Paar (R[, R) zu nehmen ist.

Nun ist Mf - I'M eine freie Menge in Bezug auf BR[, denn u(z) ~ε-g(z, Zo)

ist eine harmonische Funktion mit endlichem Dirichlet-Integral auf R[, Null auf

dRl und u(φ'(t')) hat fast ίiberall auf 9Jί' den Winkelgrenzwert e. Nach dem

Hilfssatz 8 folgt, dass M' eine HD-unteilbare Menge ist und R[ e UnD. Nun

ist R[ in einer Komponente der Menge R-K enthalten und nach dem Satze 11

folgt, dass diese Komponente auch der Klasse UHD angehort, was zu beweisen

war.

Aus den Satzen 7, 12, 12' folgt unmittelbar der Satz von Kuramochi ([6],

Theorem 1, [4], [2]) welcher lautet: Es sei R' = R-K9 wo K eine kompakte

Menge von i? ist. Ist R&OHB- Oa (bzw. RGOHD-ΌG), SO ist RΈ0AB (bzw.

RΊΞOAD).

22. DEFINITION 5. Die Riemannsche Flache R gehδrt der Klasse OHB,, (bzτv.

Oj/Dn) (1 = n = ô ) an, wenn der game ideale Rand von R aus hδchstens n HB-

unteilbaren (bzw. maximalen HD-unteilbaren) Mengen besteht.

Eine solche Riemannsche Flache enthalt auf dem idealen Rande keine

Menge M, die mit der Gesamtheit ihrer Teilmengen nicht HB (bzw. HD)-

unteilbare Mengen sind.

SATZ 13. Es ist
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ORB — OQ — OijJix * OHV ~" OG = OHDX

Alle diese Beziehungen sind evident, mit Ausnahme von

welche aus dem Hilfssatze 5 oder aus dem Satze 9 folgt.

Enthάlt der ideale Rand von R eine Menge M, fur ivelche samtliche Teil-

mengen nicht HY-unteilbar sind {Y=B, D), so werden wir zeigen, dass die

Dimension des Unearen Raumes HY unendlich ist.

Erstens kann man eine Funktion ui(z) e HY finden, so dass uΛ<f(t)) nicht

fast uberall auf 331 einen konstanten Winkelgrenzwert besitzt. Dann gibt es

zwei reelle Zahlen c\ c", cf < c", so dass

uΛφ(ei0))<c' fur ei0 e 3Kί C D3Z,

uι{ψ(eiQ))> c" fur / ° e ^ i C i

ist, wo beide Mengen 93ΐί, Wli positives Mass haben. Es sei ΰΛz) die obere Hulle

von ui(z) und c' und ux(z) die untere Hίille von ^1(2) und c". Wir stellen

und es ist ^( f (e/θ)) = 1 fur fast alle e1'0 e 9Ki und Vi(fU/0))=0 fur fast aiie

έ?ίG e 9)t[. Da nach der Vorausstezung Λ/x nicht //"Y-unteilbar ist, so kann man

eine Funktion u*(z)&HY finden 0< 1*2(2) <1, so dass u>(<f(t)) nicht fast uberall

auf 9)ίi einen konstanten Winkelgrenzwert hat. Es sei u'2(z) die untere Hulle

von u 2(z) und vΛz). Es ist « ! U ) e f l r und w2'(f(^0)) =0 fast uberall auf 3Jίί

und «2(f(β10)) = u2(<f(ei0)) fast uberall auf 9%. Genau wie oben bilden wir jetzt

eine Funktion v*(z) G HY, fur die v2(φ(ei*))=0 fast uberall auf 5DliU9Ki und

t;2(f (β1'0)) - 1 fast uberall auf m2 gilt, wo SKi 2 % U 9Rί ist und 53ί2, W'2 positives

Mass haben. Die Funktionen vΛz), v 2(z) sind offenbar linear unabhiingig. Man

fuhrt dieses Verfahren fort und erhalt somit eine Folge {vn(z)} von linear

unabhangigen Funktionen aus der Klasse ΉY, womit man bewiesen hat, dass

die Dimension des linearen Raumes HY unendlich ist.

Enthάlt der ideale Rand von R keine Menge M, fur ivelche samtliche Teil-

mengen nicht HY unteilbar sind, so ist die Dimension des Raumes HY gleich der
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Zahl der maximalen HY-unteilbaren Mengen.

Es sei ersteiis die Zahl der maximalen ϋfF-unteilbaren Mengen gleich n < ™

und seien Λfv Kv = 1, 2, . . . , n) diese Mengen. 1st u(z) E: HY, SO hat u(<f{t))

fast iiberall auf 9ft v einen konstanten Winkelgrenzwert cv und es ist

n

u(z) = Σc v ω(^, Mv, i?)
V = 1

Wir werde zeigen, dass ω(z, Λfv, i?) G HY. Fur Y = J3 ist das einleuchtend.

Fur Y = D ist nach Satz 10 oΛz, M v, /?) e ϋ/Z). Man kann somit eine Folge von

Funktionen {uk(z)} finden, so dass

, M^y R) = lim
Λ->30

s 0, Uk(z) ί

ist. Es ist

Uk(z) = ΣjCkμ.OliZ, Mμ, R),

wo cjfev ^ 1 und lim Ckμ. = 0 fiir μ ^ p ist. Fur k > N ist ££μ < ~ fiir ^ # v, und

wenn wir die obere Hϋlle ΰk(z) von M*(^) und ~ bilden, so ist

^fe(2) = 9- + I Cfev — Λ 1 ωl2, M v , /c)

Daraus folgt

ΰk(z) - 9

ω(z, Afv, £) = --GHD
C

Die Funktionen ω(2, Mv, #) bilden somit eine Basis fiir den Raum HY und es

ist dim HY = n.

Es sei jetzt die Zahl der maximalen HY-unteilbaren Mengen unendlich und

seien M* {v = l, 2, . . . , n) n solche Mengen. Im Falle Y =. B ist ω(z, Mv, R)

G HB und da diese offenbar linear unabhangig sind, so ist dim HB ^ n. Im

Falle Y = A ist ω(z, Λfv, i?) G ΛΌ und wie oben haben wir

ω(z, Λfv, i?) = lim

Uk(z) ^ Uk+i(z) ̂  0, «*(2) G HD.
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Es ist
n

Ukiz) = *Σckμ(o(z, Mμj R) -\~Vk(z),
μ=l

wo Vk(<f(eio))=O fur fast alle eiQ e U 5IRμ und

CΛv ^ 1, l i m Cfcμ = 0 (μ * vy I ?= μ ^ n)

ist. Wenn man weiter den oberen Beweis verfolgt, so erhalten wir eine

Funktion

uΛz) = ω(z, Mv, R) + fv(^) £= ϋTO,

n

so dass v[(ψ(eiQ)) = 0 fur fast alle ^'θ e U 5}ίμ ist. Daher folgt, dass MUZ) linear
μ = l

unabhangig sind und wir haben dim HD ^ n. Wenn man Y fur Z? oder D

schreibt und beachtet dass w beliebig war, so folgt dim HY = co, was zu beweisen

war.

Es seien R[ (V = 1, 2, . . . , n-\-1) punktfremde Gebiete auf R mit ana-

lytischem Rande welche der Klasse SOπr {Y ~ B> D) nicht angehδren. Dann

gehort R nicht der Klasse OHYH.

Es seien uΛz) E HY auf R[t uΛz) ̂  0 in R[ und uΛz) = 0 auf dR[. Wir

bezeichnen
n+l

und sei HUJZ) gleich κvU) in R[ und gleich 0 in Δ ~ R[. Dann gehoren JÊ C der

Klasse HY auf # an, wo die Operatoren E, I in Bezug auf das Paar (J, /?)

sind. Ist
tt + 1

oder
fc n+l

wo c v ^ 0 Q^v^k), c^O (k + l ^ v έn + l) ist, so folgert m a n

k n+_l

^ i c\IEtι^ — y f ( — <
V = l \> = ki-l

n+l
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υnd Cv = 0 (1 ^ v ^ n+ 1).

Die Funktionen iϊW, sind also linear unabhangig und dim HY ^ n -f 1,

i ? φ θ i / ) i ( . Fur z = 1 geht dieses Kriterium in die bekannten Kriterien fίir das

Nichtenthaltensein einer Riemannschen Flache in der Klasse OHB bzw. OJΊD ίiber.

SATZ 14. Wenn zivei Riemannsche Flάchen R' bzw. R" zivei kompakte

Mengen K' bzw. K" enthalt en, so dass R' - K' mit R" - K" konform dquivalent

ist, so gehoren sis gleichzeitig der Klasse Omn an (Y = B, D) (1 ^ n ^ °° ).

Es sei ϋΓo bzw. K" eine kompakte Menge auf Rf bzw. Rff, so dass K[ ϋ K1

bzw. K'o e ΛΓ" und, dass J ' = /?' - /Γί bzw. J " = i?/; - A"ί' analytischen Rand hat.

Wir konnen K'o und K" SO nehmen, dass Δ1 und J " konform aquivalent sind.

Wenn wir mit 7, E die Operatoren in Bezug auf das Paar (Af, R') bezeichnen,

so sind, wie bewiesen wurde, M und 7*M (bzw. M1 und E*M') gleichzeitig

7/Y-unteilbare Mengen. Daraus folgt, dass R1 G OHYh genau dann, wenn M[

aus n maximalen 7/F-unteilbaren Mengen besteht, woraus man unmittelbar den

Satz folgert.

Dieser Satz enthalt fiir n = I den Satz von Mori [12], Royden [18] und

Sario [20], dass das Enthaltensein einer Riemannschen Flache in der Klasse

On* eine " Randeigenschaft" ist.

SATZ 15. Es ist

OHB* E O°AB OίIDto g o V

Es sei R' ein Gebiet mit analytischem Rande auf RE: Om^. 1st 71 = 0, wo

7 in Bezug auf das Paar (/?', R) bestimmt ist, so ist nach 15. R' e SOnB E SOm

und offenbar Rf e SOAy. Ist 71 ΐ 0 so hat die Menge Mi positives Mass. Dann

gibt es mindestens eine 7/Y-unteilbare Menge M l M und I*M hat ein positives

Mass. Fiir Y = B folgt unmittelbar, dass 7*M, 7/^-unteilbar ist, und das Gebiet

R' enthalt uberhaupt keine beschrankte analytische Funktion: R' e SOAB Fiir

Y = D sei w ( ε) = ^(2) 4- iv(z) eine eindeutige analytische Funktion mit endlichem

Dirichlet-Integral auf Rf und u(z) = 0 auf 3i?'. Ist /*M frei in Bezug auf 3R'y

so folgt aus dem Hilfssatz 8, dass 7 :<M eine i7/>unteilbare Menge auf dem

idealen Rande von R' ist. Daraus folgt R'e UHΌ = OAD ~ OG und w(z) ist konstant.

Sind alle Mengen IήM gebunden am relativen Rande oRf von R' so hat zι{φ'(tf))

fast iiberall auf \t'\ — 1 den Winkelgrenzwert Null, woraus w(2)=0 und ιυ{z)

= konstant folgt. Es ist also i?' e SO AD, was zu beweisen war.
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Dieser Satz enthalt den Satz von Kuroda [8], laut welches Omi ϋ OΛH ist.

Fur OjfBa haben wir sogar mehr bewiesen. Es sei iv(z) eine eindeutige mero-

morphe Funktion auf RELOUB^ und R1 eine Komponente der offenen Menge

wiz) — WQ\ < p, wo wo und p beliebig sind (fur IVQ= -Ό nehmen wir \ιv(z)\ > p).

Dann ist zweifellos R' e SOnn, denn im entgegengesetzten Falle ist Rf^OAn

im Widerspruch mit der Existenz von ιv{z). Daraus folgt, wie Tsuji gezeigt hat

([23], Theorem 2, [11]), dass w(z), z&R\ alle Punkte des Kreises \tv-wo\ < p

mit Ausnahme einer Menge von der Kapazitat Null uberdeckt. Daraus folgert

man sofort, dass ivenn eine Riemannsche Fldche R £Ξ OjmTj eine beliebige Rie-

mannsche Fldche Rι ύberlagert, so ist die Menge der nicht ύberdeckten Punkte

von der Kapazitat Null.

23. Es sei R eine Riemannsche Flache welche die Riemannsche Flache R

ύberlagert und sei z =f(z) die Spurabbildung. Mann sagt, dass die ϋberlagerung

vollstandig ist ([22], Seite 125, recouvrement Riemannien total), wenn fur jede

Folge {znh znEzR, welche gegen den idealen Rand der Flache R konvergiert,

die Folge {zn=f(zn)} der Uberlagerten Punkte gegen den idealen Rand der

Flache R konvergiert. Es ist bewiesen worden ([22], Seite 126), dass es eine

ganze Zahl g gibt, so dass jeder Punkt zE: R von genau g Punkten aus R

ύberlagert wird. Man nennt die Zahl g den Grad der ϋberlagerung. Wenn die

ϋberlagerung von R durch R vollstandig ist, so gibt es zwischen den Eigen-

schaften der Flachen R und R einen engen Zusammenhang.

HILFSSATZ 9. Es sei z=f(z) eine vollstάndige ϋberlagerung vom Grade g

der Riemannschen Fldche R durch eine Riemannsche Fldche R. 1st u(z) eine

minimale Funktion auf R in der Klasse HB (bziv. HD) so gibt es k {k ^ g)

Funktionen auf R, u*Λz)f {z> = l, 2, . . . , k i= g) ivelche minimal in der Klasse

HB (bzw. HD) auf R sind, und fur ivelche

ist. Fur diese Funktionen ist
k

Σ^v(?) = U(z).
* ---1

Da u(z) eine in der Klasse HB (bzw. HD) minimale Funktion ist, so gibt

es eine HB (bzw. maximale HD) unteilbare Menge M, so dass u(z) - cωiz, M, R)

ist. Mann sieht leicht, dass wenn u(z) G HB (bzw. HD) ist, so ist n(z) e HB
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(bzw. HD). Es sei <f(t) die eineindeutige und konforme Abbildung des Kreises

I ? I < 1 auf die universelle Uberlagerungsflache von R und 9Jΐ die Menge der

Punkte e!(), wo ϊί(<f(t)) den Winkelgrenzwert c hat. Es sei c' < c und %(z)

die obere Hulle von u(z) und cf ΰ(z) e HB (bzw. HD). Es ist ersichtilich,

dass ύ(z) denselben Wert annimmt in zwei Punkten welche denselbem Spurpunkt

haben, denn es genϋgt, bei der Konstruktion von u(z), eine Ausschopfung der

Flache R zu wahlen, und sie in eine Ausschopfung der Flache R durchzu-

drϋcken. Deshalb ist die Funktion ΰ(z) =ϊc(f~1(z)) eine eindeutige Funktion.

Es ist offenbar

u(z)-c'
C --— - —: :

c-c'

und daraus folgt

c ΰ^-l-^L -
und, da

so ist

oder

c M?)_9L e HB (bzw. HD),
c — c •

c ,— =c"u(z)
c ~~ c

C ~~ (s

Daraus sieht man, dass u(<f(t)) fast iiberall den Winkelgrenzwert 0 hat wo der

Winkelgrenzwert kleiner als cf ist. Da c1 < c beliebig war, so ergibt sich u(z)

= cω(z, M, R). Die Menge M enthSlt keine Teilmenge M' welche gemeinsam

mit alien ihren Teilmengen nicht HB (bzw. #D)-unteilbar ist. Denn wiirde

Mf Έ M diese Eigenschaft besitzen, so konnte man, wie leicht zu beweisen ist,

eine Teilmenge M" von M' linden, fur die ω(z, M'\ R) G HB (bzw. HD) und

ω(zo,, M", R) < l ω(zo,, M, R)

in alien Punkten iov ist die sich in einem bestimmten Punkt zo projizieren. Es

sei

wo die Summe sich iiber alle zv erstreckt fur welche /(I v ) = / U ) ist. Da viz)
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offenbar in zwei Punkte mit demselben Spurpunkt, denselben Wert hat, so ist

viz) = vif~1iz)) eine eindeutige harmonische Funktion. Da viz) der Klasse

HB (bzw. HD) angehδrt, so gehδrt auch viz) dieser Klasse an. Es ist

v(zo) = v(f~1(zo)) - Σω(2ov, M", R) < * Σω(£Ov, M, R) - ω(zQ, M, R)
v = ] g ^--1

.Aus ω(z, M", R) sϋ ω(z, Λf, R) folgt viz) £ gωiz, M, R) und da ω(z, M, R)

eine minimale Funktion in der Klasse HB (bzw. HD) ist, so folgt viz)

= c'"gωiz, My R). Im Punkte z0 ist

c'"gωizQy M, R) - viz*) < ω(zu, Λf, /?),

was c'"^ < 1 als Folge hat. Es ist aber

1 = sup ωiz, M'\ R) ^sup2?(2) = sup z (̂ ) - c';/^ < 1

Der gefundene Widerspruch zeigt, dass M keine Teilmenge M1 enthalt welche

mit ihren samtlichen Teilmengen nicht HB (bzw. HD) unteilbar ist. Es ist also

M = U Mμ
μ

wo Mμ punktfremd und HB (bzw. maximale //D)-unteilbare Mengen sind. Wie

oben sieht man, dass

Σ^(^v, Mμ, R) = cugω(z, My R)

ist. Es ist

1 = sup ωiz, Mμ, R) ^ Cμg

und

Σ Σ ω ( z v , Mμ, R) = Σcμ^α)(2, M, 5)
μ - 1 V = 1 μ - 1

und daher ist

Nun ist aber

Σ ω ύ v , U iί/μ, ^ ) ^ kωiz, Λf, ^ ) .
l 1

2, M, R) ^ Σω(2V, U Λ/μ, R)
V = 1 μ = l

woraus k ^ g folgt. Es ist also
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und
*

ω(z, M, R) = Σ ω ( z , Λfμ, R),

was zu beweisen war.

Aus diesem Hilfssatz folgert man unmittelbar den

SATZ 16. Es sei z-f{z) eine vollstάndige ϋberlagerung vom Grade g der

Riemannschen Flάche R durch eine Riemannsche Flάche RQ. Gehort R der Klasse

UHB (bzw. Unn) an, so gehort auch R dieser Klasse an. Gehort R der Klasse

OHBU (bziv. OHΌιl) (1 ?== n ^ oo) an, so gehort R der Klasse OHBng (bzw. OBDug) <*n.

24. Wir wollen einige Beispiele von Riemannschen Flachen aus der Klasse

UHY angeben. Es sei RQ e OHY - OG und K eine Kreisscheibe auf R. Nach den

SStzen 12, 12' gehort RQ — K der Klasse "UHY an. Es sei Rι eine andere beliebige

Riemannsche Flache uud Kx eine Kreisscheibe auf R\. Wenn man die Kreis-

scheibe Ki entfernt und an das so entstandene Loch die Flache RQ- K klebt, so

dass der Rand von K an den Rand von K\ geklebt wird, so entsteht eine neue

Riemannsche Flache Ry welche R' = R0-K als Gebiet enthalt. Die Menge Λf ί

von Rf besteht genau aus einer ΛY-unteilbaren Menge. Der ideale Rand von

R enthalt die JTY-unteilbare Menge M = / * M ; und R gehort somit der Klasse

UHY an. Indem man in i?i mehrere Lδcher macht und an jedes ein Exemplar

RQ- K anklebt, so entsteht eine Riemannsche Flache die auf dem idealen Rande

beliebig viele (sogar unendlich viele) iϋΎ-unteilbare Mengen enthalt. War Rx

die 2-Ebene, so enthalt man Beispiele von Flachen aus der Klasse Omu - O^ij/_ι
cc

oder Oin w — U OHYU. ES ist somit
= 1

0m,..i C Om,,, U O » , C OUtΛ.

In dem obigen Beispielen befindet sich auf einer idealen Randkomponente

hochstens eine /ίF-unteilbare Menge. Das ist aber nicht immer so. Es sei

RQ e Om ~ OG SO, dass RQ eine einzig eideale Randkomponente besitzt. Wir

zeichnen auf RQ eine Folge von kompakten analytischen Jordanbogen {/«}, so

dass

hi ι\ lnι — ψ
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fur n^-m und dass fur ein beliebiges Kompakt KC.Ro,

fur genϋgend grosse n ist. Wir bezeichnen mit

R' = Λ, - U /«
71 = 1

und nehmen die Folge {/«} so, dass R' nicht der Klasse SOi}) angehoren soil.

Wir nehmen g solcher Exemplare von R' und numerotieren sie mit Rf

1} R
f

2i . . . ,

R'g. Wir kleben jetzt diese Exemplare nach folgender Regel: jedes ln hat zwei

Ufer, welche wir mit In und In bezeichnen. Wir kleben In von Rj mit In von

Rj+1 (g -fl = l) zusammen fur alle n. Damit entsteht eine Riemannsche Flache

R. Sie hat eine einzige ideale Randkomponente und enthalt Rj (1 ̂  j ^ g) als

punktfremde Gebiete, die der Klasse SOjn nicht angehoren. Nach dem oben

angegebenen Kriterium 22 gehort R nicht der Klasse Om,^x an. Nun bildet R

eine vollstandige Uberlagerung vom Grade g der Flache Ro. Nach dem Satze 16

ist dann RELOH\Ί. Daraus folgt R& OII)Q - Oίίΐu_x und die ideale Randkom-

porent besteht genau aus g (maximalen) i/Y-unteilbaren Mengen.

Wir nehmen zwei Exemplare von Rf die wir mit Rf und R" bezeichnen und

kleben den Ufer lΐk+i von Rf mit lΐk+i von R" und lϊkv\ von R1 mit /J^M von

R" fur alle k, 1 ̂  k < °°. Wir erhalten somit eine Riemannsche Flache, die wir

mit R bezeichnen und nehmen unendlich viele solcher Exemplare die wir mit

Rn numerotieren ( - oc < n < -f °° ). Jedes Exemplar hat zwei Jordansche Bogen

hk ' ilk, 12k- Wir kleben jetzt das Exemplar Rn langs /'& mit Rn+ί langs In-

zusammen (1 ~ k < °° ) ( — °°< » < + °°); dabei werden die Ufer genau wie

oben geklebt. Somit entsteht eine Riemannsche Flache R, welche eine einzige

ideale Randkomponente besitzt. Wir bezeichnen mit J die Vereinigung aller

Gebiete R' und R" und nehmen die Operatoren E, I in Bezug auf das Paar

(J, R). Jedes Gebiet R\ R" hat als idealen Rand genau eine //Y-unteilbare

Menge, die wir mit M' bzw. M" bezeichnen. Dann sind E*Mf bzw. E*M"

auch /2Y-unteilbare Mengen und der ideale Rand von R enthalt unendlich viele

i/Y-unteilbare Mengen.

Es ist leicht zu sehen, dass £71(2) auf alle R.n identisch ist. Deshalb, wenn

wir R' und R" in Rn langs der gebliebenen Bogen {ilk) {l"k) zusammenkleben,

so wird Elliz) eine harmonische Funktion auf der so entstandenen Flache sein.
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Diese Flache ist aber nichts anderes, als das obengegebene Beispiel von einer

Flache aus der Klasse OHγ2-Om^ Daraus kann man folgern, dass EIl(z) =1

ist. Das heisst, dass die Mengen E*M\ E*M", fur alle M\ M" den ganzen

idealen Rande der Flache R ausmachen. Die Flache R gehόrt also der Klasse

an.
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