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Abstract. Let T be a translation defined on a nil-manifold N/r, where N is a
nilpotent group of order two.

We prove two theorems:
- the first one asserts that the sequence

is convergent for all continuous functions / on N/r and all points x of N/r.
- the second gives an explicit formula for the limit of

when T is ergodic.
In the proof of the first result, we use an ergodic theorem due to Wiener and

Wintner.

Resume. Pour une translation T definie sur un quotient compact X de groupe
nilpotent d'ordre 2, on demontre deux theoremes:
- le premier affirme que la suite

( 1 "-• \

- I f{Tkx)\
n fc=o /converge pour toute fonction continue / sur X et tout point x de X.

- le second donne une formule presque sure explicite de la limite de la suite

- "l MTkx) • f2(T
2kx) • f3(T

3kx)
n k=o

quand T est ergodique e t / , , / 2 et/3 sont mesurables et bornees sur X.
On utilise, pour demontrer le premier resultat un theoreme ergodique du a Wiener

et Wintner.

1. Introduction
Soit N un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe, et F un
sous-groupe discret de N tel que N/r soit compact (on note N/r l'espace des
classes a droite modulo F). On note m la mesure de probability sur N / r qui est
l'image, par la projection de N sur N/ r , de la mesure deHaarsurJV, convenablement
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116 E. Lesigne

normalisee. Cette probabilite est invariante par l'action de N sur N/r. L'etude de
ces 'nil-varietes' a ete faite par Malce'v ([9], cf, egalement [13]). Soit a un point
fixe de N. On note T la transformation de N/r induite par la translation a gauche
par a sur N; ainsi, si x e N, on a T(x • F) = ax • F. Cette 'nil-transformation' laisse
la probabilite m invariante. On a ainsi defini un systeme dynamique probabilise
(N/r, m, T). Ce type de systeme a ete etudie initialement par Auslander, Green et
Hahn dans [1].

C'est l'etude de la convergence d'expressions de la forme

- • z7,(Tk«) •f2(r
2kw) -Urikio) (1)

n jt=o

definies sur un systeme dynamique probabilise (ft, /A, T) qui nous a conduit a l'enonce
de resultats sur les nil-transformations. Un theoreme de convergence en moyenne
pour les expressions (1) avait ete enonce dans [3], mais la demonstration comportait
une erreur. Ceci a ete remarque par H. Furstenberg et B. Weiss, et ils ont note le
role particulier joue par les nil-transformations dans le comportement de (1). Nous
disposons a present d'une nouvelle preuve du theoreme de convergence en moyenne
de (1) et elle fera l'objet d'une prochaine publication; le theoreme 1 du present
article intervient de facon essentielle dans la demonstration. La question de la
convergence presque sure de (1) est un probleme non resolu en general; le theoreme
1 permet d'affirmer que cette convergence a lieu quand T est une nil-transformation
et le Theoreme 2 donne une expression pour la limite. Enfin une autre motivation
pour l'etude du theoreme 1 est la suivante: on sait, grace a un exemple de Furstenberg
dans [5], qu'il existe des systemes dynamiques distaux et minimaux mais non
uniquement ergodiques. Qu'en est-il des systemes dynamiques distaux construits a
partir d'une structure algebrique?

Revenons au systeme (N/r,m, T) defini precedemment. Si x et y sont deux
elements de N, on pose [x,y] = xyx~1y~i. On note N' le sous-groupe derive de N,
c'est a dire le sous-groupe engendre par {[x, y]/x, y e N}. On sait que N' est ferme;
le quotient N / N . est un groupe abelien et le quotient N/r.N> est un groupe compact
abelien. Rappelons les resultats de base sur l'ergodicite de la nil-transformation T.

La transformation T induit une translation R du groupe compact abelien N/r. N:
Le systeme (N/r.N; R) est un facteur du systeme (N/r, T). Le theoreme de Green
affirme qu'il suffit que la translation R soit ergodique pour que le systeme
(N/r, m, T) soit ergodique. Le theoreme de Parry affirme qu'il suffit que le systeme
(N/r, m, T) soit ergodique pour que le systeme (N/r,T) soit uniquement ergodique.

On trouvera ces resultats demontres dans [1]; des demonstrations simples ont ete
donnees par Parry dans [11] et [12].

Grace aux caracterisations connues sur l'ergodicite des translations de groupe
compact abelien on peut resumer les theoremes precedents par: il suffit que
{a"y | n e N, y e F} soit partout dense dans N pour que la nil-transformation T soit
uniquement ergodique. Si c'est le cas, on sait que, pour toute fonction continue /
sur N/r, la suite

1 n - l

- • l f ° T k
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Une translation sur une nilvariete 117

converge uniformement sur TV/r. (La reference classique sur l'unique ergodicite est
l'article d'Oxtoby [10].)

Nous nous interessons particulierement au probleme suivant: s\fl,f2 et/3 sont
des fonctions continues sur TV/r, la suite

converge-t-elle et, si oui, que peut-on dire de sa limite? Si la transformation
T x T2 x T3 definie sur 7V/r x TV/r x 7V/r etait uniquement ergodique la convergence
serait assuree et la limite connue, mais cette transformation produit n'est jamais
ergodique car le systeme (N/r, m, T) a un facteur a spectre discret non trivial. C'est
la raison pour laquelle nous avons ete amenes a etudier la convergence simple de
moyennes du type

1 n - l

-lf"Tk,
n k=o

sans hypothese d'ergodicite.
L'auteur tient a remercier J. P. Conze pour l'aide qu'il lui a apportee dans ce

travail, au cours de nombreuses et fructueuses conversations.
Nous allons, dans toute la suite, faire l'hypothese que le groupe derive TV' de TV

est contenu dans le centre de TV; autrement dit, on suppose que la serie centrale
descendante de TV se reduit a TV => TV' = [TV, TV] => TV" = [TV', TV] = {e}; un tel groupe
est dit nilpotent d'ordre 2.

Donnons un exemple satisfaisant les diverses hypotheses: soient p et q deux
entiers strictement positifs, et B une application bilineaire de Rp x Rp dans W. On
pose TV = RP+R' muni de la loi suivante: si x,yeW et x',y'eW, alors

(x, x') • (y, /) = (x + y, x' + y'+B(x, y)).

Le groupe derive TV' est un sous-groupe de W. Si on suppose que B est a coefficients
entiers alors F = Zp x Zq est un sous-groupe discret de TV et le quotient TV/r est
compact. On peut de plus choisir B de fa§on que TV' soit egal a W. On a alors: le
groupe abelien TV/N. est W, le groupe compact abelien TV/rN- est le tore (R/z)p;
le groupe compact abelien TV'/rnN- est le tore (R/z)*-

2. Enonce des resultats
Tous les resultats enonces dans ce paragraphe seront demontres dans la suite.

THEOREME 1. Pour tous a et x dans TV et toute fonction continue f sur TV/r, la suite

-"if(akx-D
n k=o

est convergente

Remarques. Pour tout x dans TV, notons Ox = {a"x • F| n € Z}.
(a) Un enonce equivalent au Theoreme 1 est le suivant: pour tout x dans TV, le

systeme dynamique (Ox, T) est uniquement ergodique. (Justifions rapidement cette
remarque. Le systeme (TV/r, T) est distal et done, d'apres Furstenberg ([6],
Theoreme 3.2)), la fermeture de l'orbite d'un point quelconque definit un systeme
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minimal. D'autre part, on trouve dans Oxtoby ([10], Proposition (5.4)) une preuve
du fait suivant: si (X, T) est un systeme minimal tel que les moyennes ergodiques
associees a toute fonction continue convergent en tout point, alors ce systeme est
uniquement ergodique).

(b) On sait que toute nil-transformation minimale est uniquement ergodique. Si
la restriction de la nil-transformation T aux ensembles minimaux Ox etait elle-meme
une nil-transformation, le theoreme de convergence serait done acquis. Considerons
l'orbite fermee Oe de l'element neutre de N;Oe = {aT\neZ}. Contrairement a ce
que Ton pourrait esperer, il n'existe pas en general de sous-groupe ferme M de N,
contenant T et tel que Oe = M / r . De fait, si on note M le plus petit sous-groupe
ferme de N contenant a et T, l'espace homogene M / r peut etre plus gros que Oe.
Donnons un exemple: soit N le groupe d'Heisenberg,

x, x3^
0 1 x2

K{0 0 1

soient

ou a2 est un nombre irrationnel; on a alors

0 1 x2

\0 0 1

et done M / r est de dimension 2;

etx2,

etx2eR

et done Oe est de dimension 1.
(II est a noter que, pour presque tout x, l'orbite Ox est de dimension 2. Ainsi il

existe des valeurs exceptionnelles du point x pour lesquelles la dimension de l'orbite
chute).

On deduira du Theoreme 1 les deux corollaires suivants:
COROLLAIRE 1. Pour tous a et x dans N, pour toutes fonctions continues fx,f2 et f3

sur N/r, la suite

~ Y Makx • T) • f2(a
2kx • T) • f3(a

3kx • T) est convergente.
n k=o

COROLLAIRE 2. Pour tout a dans N, pour toutes fonctions mesurables bornees fx,f2

etf3 sur N/r, la suite

converge en presque tout point x de N.
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Nous noterons F = F n N'; c'est un sous-groupe discret de N'. Grace aux travaux
de Malce'v, on sait que l'espace homogene N'/r est compact. On note m' la mesure
de probabilite sur N'/r qui est invariante sous l'action de N'. En fait, puisque Ton
a suppose que le groupe N etait nilpotent d'ordre 2, l'espace N'/r est un groupe
compact abelien et m' est sa mesure de Haar normalisee. Enoncons le second
theoreme.

THEOREME 2. On suppose que la nil-transformation T est ergodique. On a alors: pour
toutes fonctions fi, f2 etf3 mesurables et bornees sur N/r et pour presque tout x dans
N,

Hm - "l A(akx • T) • f2(a
2kx • T) • f3(a

3kx • T)
«-+°° n k=o

=1 1 '•
J N/r J N'/r

fiixy-D •f2(xy2z-D -f3(xy3z3 • T) dm{y-T) dm'(z-r').

Remarquons que la forme de la limite peut etre partiellement justifiee par le fait
que l'ensemble {(y, y2z, y3z3)\y e N, ze N'} est le plus petit sous-groupe H de JV3

verifiant: si (x,, x2, x3)e H et ye N, alors (yx,,y2x2,y3x3)e H.

3. Un theoreme ergodique de Wiener et Wintner
Nous allons, pour demontrer le Theoreme 1, utiliser le resultat suivant:

THEOREME DE WIENER ET WINTNER. Soit (Cl,^,^) un espace probabilise de
Lebesgue, et r une transformation bijective, bimesurable de cet espace conservant la
probabilite (i. Sife £Sl(fi), on a, pour fi-presque tout 10: pour tout z nombre complexe
de module 1, la suite

I n - l
— X zk • f(rk<o) converge.
n k=o

Ce theoreme generalise le theoreme ergodique de Birkhoff. En effet celui-ci permet
d'affirmer (en l'appliquant a un systeme produit) que, pour tout fe^ifi) et tout
z complexe de module 1, la suite

2 n - l

— £ zk • f(rkto) converge pour ^,-presque tout to. (2)
n k=o

La demonstration originale de ce theoreme se trouve dans [14]. On peut donner
une preuve rapide de ce resultat en utilisant la notion de systemes dynamiques
disjoints developpee par Furstenberg dans [7]. Nous allons donner les grandes
lignes d'une telle preuve. Notons auparavant que des demonstrations de ce theoreme
se trouvent dans Bellow- Losert [2] et, comme nous l'a justement fait remarquer le
referee de cet article, dans la these de Furstenberg [4] (avec des idees qui sont tres
proches de celles ci-apres resumees.)

Definition. Deux systemes dynamiques probabilises (fi, si, /A, T) et (ft', si', n', T')
sont disjoints si la mesure produit fiXfi' est l'unique mesure sur (ftxft', six si')
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invariante par TXT' dont les projections sur (ft, si) et (ft', si') coincident avec fi
et fi' respectivement.

On considere a present des systemes dynamiques probabilises reguliers, c'est a
dire des systemes (ft, si, fi, T), OU ft est un espace compact metrique, si est sa tribu
borelienne, /u, est une probabilite reguliere sur (ft, si) et T est un homeomorphisme
de ft, conservant /u. Modulo un theoreme de representation, c'est la situation generate
(cf, [7]; appendice de la partie 1).

On note ^(ft) l'espace des fonctions complexes continues sur ft. On appelle ft!
l'ensemble des points generiques du systeme, c'est a dire

{ 1 "-•
weft pourtout/e ^(ft), lim — £ / ( T W ) =

Si le systeme est ergodique, on a ^i(fti) = 1 (c'est une consequence de la separabilite
de «(«)).

THEOREME. ([7], theorem 1.6.) Soient (ft, si, /J., T) et (ft', si', fi', T') deux systemes
reguliers ergodiques disjoints. Tout point («,« ') de ft,xft', est un point generique
pour le systeme produit (ft x ft', si x si', fiXfj,',rx T').

PROPOSITION. SI Z est un nombre complexe de module 1, on note Gz le sous-groupe
multiplicatifferme engendre par z, on note Rz la rotation u*-*uz sur Gz et on note mz

la probabilite de Haar sur Gz. Soit (ft, si, /x, T) un systeme regulier ergodique et Ur

Voperateur de i£2(fi) induit par T. On a: si, pour tout entier p non nul, zp n'est pas
une valeur propre de Ur, alors les systemes (ft, si, n, r) et (Gz, mz, Rz) sont disjoints.

La preuve de cette proposition est basee sur le fait que, sous les hypotheses enoncees,
le systeme produit (ft x Gz, \x x mz, T X RZ) est ergodique. Soit (ft, si, fi, T) un sys-
teme dynamique regulier ergodique. En associant la proposition et le theoreme
precedents, on obtient: si z est un nombre complexe de module 1 dont aucune
puissance zp(p ^ 0) n'est valeur propre de UT, alors, pour tout / dans ^(ft) et tout
(o dans fti,

lim - I zk-f(Tkw) = 0.

Cette condition est verifiee par tous les nombres complexes de module 1, en dehors
d'un ensemble denombrable A. Pour les elements z de A on peut appliquer la
remarque (2). On en deduit que, pour tout / dans ^(ft), pour /u-presque tout to,
on a: pour tout z complexe de module 1

/ l ""' \
la suite I — I zk • f(rk(o) I converge.

\n k=o I

Ce resultat, acquis pour les fonctions continues, s'etend par densite a toutes les
fonctions / integrables en utilisant Pinegalite maximale 'uniforme en z' suivante:

n > 0
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Pour demontrer le theoreme dans toute sa generalite, il faut encore supprimer
l'hypothese d'ergodicite. Ceci se fait par le procede usuel de disintegration d'une
probabilite en barycentre de probabilites ergodiques.

Le theoreme etant ainsi rapidement justifie, enoncons le corollaire qui nous servira
dans la suite.

COROLLAIRE 3. Soit ft un espace metrique compact et T un homeomorphisme de ft.
// existe un point to0 dans ft tel que, pour toute fonction continue fsur ft et pour tout
z complexe de module 1, la suite

~ Z z*• f(Tk<»o) converge.
n k=o

Preuve du Corollaire 3. II existe une probabilite ft sur ft, invariante par T. Le
theoreme de Wiener et Wintner nous affirme que: pour tout / dans <£(ft) et pour
/i-presque tout o>, pour tout z tel que \z\ = 1, la suite

converge.

Du fait que ^(ft) contient une partie denombrable dense pour la convergence
uniforme, on en deduit, par des precedes usuels, que: pour /n-presque tout w, pour
tout / dans ^(ft) et pour tout z tel que |z| = 1, la suite

1 n — 1

— X zk-f(rk</}) converge.
n k=o

Cette propriete verifiee par /t-presque tout CD est verifiee par au moins un point <o0

de ft. Le corollaire est demontre.

4. Demonstration du Theoreme 1 et de ses corollaires
On considere la transformation T definie sur la nil-variete N/r. On suppose que
le groupe N est nilpotent d'ordre 2.

On note F = N'nY et, si X est un espace compact, on note ^(X) l'espace des
fonctions continues sur X, muni de la topologie de la convergence uniforme. Nous
allons introduire un sous-espace dense de ^(iV/r). Nous noterons A l'ensemble
des elements/de <£(>//r) pour lesquels il existe un caractere a du groupe compact
abelien N'/r tel que:

si x € N et x' e N\ alors/(x'x • T) = <r(x' • F) • f(x • Y).

PROPOSITION. L'ensemble des combinaisons lineaires d'elements de A est une sous-
algebre dense de ^(N/j-).

Preuve de la proposition. Cette proposition est un cas particulier du resultat general
suivant: soit X un espace metrisable et G un groupe compact abelien agissant
continuement sur X. Notons A l'ensemble des fonctions continues sur X verifiant:
il existe a caractere de G tel que, pour tout g e G e t tout xe X,

On a alors: l'ensemble des combinaisons lineaires d'elements de A est une sous-
algebre dense de <€(X).
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Demontrons ce resultat; l'ensemble des combinaisons lineaires d'elements de A est
bien sur une algebre stable par conjugaison. Pour montrer que cette algebre est
dense dans <€{X), il suffit, d'apres le theoreme de Stone-Weierstrass, de demontrer
que A separe les points de X. Soient x et y deux points distincts de X. Nous noterons
II la projection canonique de X sur X/ G.

Examinons tout d'abord le cas ou U(x)^n(y). II existe alors une fonction
continue / sur X/G telle que f(J\{x))^f{Xi{y)). On pose, pour tout z dans
X,/(z)=/(II(x)). La fonction / ainsi definie est dans A et verifie f(x)^/(y).
Examinons a present le cas ou II(x) = n(.y)- Soit goe G tel que gox = y, et soit <r
un caractere de G tel que <r(g0) ̂  1. Du fait que {gx \ g e G} est une partie compacte
de l'espace metrisable X, on deduit que toute fonction continue sur {gx | g € G} se
prolonge en une fonction continue sur X. En particulier, il existe une fonction
continue / sur X telle que, pour tout g dans G,f(gx) = <r(g). On definit une fonction
/ sur X en posant

sizeX, f(z) = f(gz)<f(g)dg
JG

(ou dg designe la measure de Haar normalisee sur G). On a alors: / e A,/(x) = 1,
f(y) = cr(g0) ̂  1. Nous avons demontre que A separe les points de X, ce qui acheve
la preuve de la proposition.

Nous pouvons donner a present la fin de la demonstration du Theoreme 1. On
fixe un point a de N. Pour montrer que la suite

( 1 "-1 \

-lf(akx-D)converge pour tout/ dans ^ ( N / r ) et tout x dans N, il suffit, grace a la proposition
precedente, de le demontrer pour tout / dans A et tout x dans N. On deduit du
Corollaire 3 qu'il existe x0 dans N tel que, pour tout g e <g(JV/r) et tout z complexe
de module 1,

akx0 • F))la suite I — X z • g(<* xo • O I converge.
\n k=o )

On fixe un tel point x0. Soit fe A et a le caractere de N'/r tel que f(x'y F) =
cr(x'-r') -f(y-r) pom ye N etx'eN'. Soit xeiV. On a:

- I I / ( a^ - r ) = -V/(a
kxXo1xo-r)=-V/([afc,xxo1]xXo1a'cXo-r).

n k=o n k=o n k=o

Le groupe N etant nilpotent d'ordre 2, on a [a*, xx0"'] = [a, XXQ ']*. On en deduit
que:

- "lf(akx • D = - V <r{[ak, xxo"1]) •/(xxo1aftxo • D
n k=o n k=o

= - "l" {a{[a, xxo1]))" -/(xxoVxo • Y)
n k=o

= -"£ zk-g{akx0-T)
n k=o
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ou z = <r([a, XXQ ']) et la fonction g est definie par g(y • F) =f(xx^y • T), pour tout
ye N. Ceci prouve que la suite

l\n-\ \
I ~ I f(akx • T) I converge,
\n fc=o /

et le theoreme est demontre.
Pour justifier le corollaire 1, il suffit de remarquer que le Theoreme 1 s'applique

a la nil-variete Nx Nx N/r^rxr, munie de la nil-transformation TxT2x T3, induite
par le point (a, a2, a3) de N x N x N.

Le Corollaire 2 se deduit du precedent grace a une inegalite maximale qui a deja
ete utilisee plusieurs fois dans l'etude de la convergence presque sure des moyennes
de la forme

- l 7 . ° r f c . / 2 o r 2 k • • • / , < . r *
n k=o

(cf, [8], ou [3] - Lemme 3, p. 173).
5. Demonstration du Theoreme 2
On definit un groupe (M, *) par: M = Nx N' et, si x,yeN et x',y'eN',
(x, x') * (y, y') = (xy, x'y'[x, y]). Nous allons prouver que

M est un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe.

(F x F', *) est un sous-groupe discret de M et le quotient (3)

M/rxr- est compact.
On note e l'element neutre du groupe N.

On munit l'espace M / r x r de l'unique probabilite invariante sous l'action de M,
et on considere, pour tout x dans N, la transformation Sx de M/rxr induite par la
translation a gauche sur M par l'element (a[a, x], e). Ainsi, si (y, y') e M, on a:

Nous allons prouver, sous l'hypothese de l'ergodicite de T, que:
(4) pour presque tout x dans N, la transformation Sx est ergodique.

Avant de donner des preuves des affirmations (3) et (4), donnons une demonstra-
tion du theoreme. Elle est basee sur la remarque suivante: soit x e N; notons Ax la
fermeture de l'orbite du point (x • F, x • F, x • T) sous la transformation TxT2xT3;
les systemes dynamiques topologiques (Ax, TxT2x T3) et ( M / r x r , Sx) sont isomor-
phes. Donnons le detail de cet argument.

Fixons le point x de N. Considerons Fapplication I de M dans (N/r)
3 definie

par I{y, y') = (xy T, xy2y'• T, xy3y'3 • T). Cette application est continue. Soit
(%y' )erxT ' ; on a, pour tout {y, y') dans M,

= (xyy • T, x(yy)2[y, y]y'y' • T, x(yy)3[y, yfy'3y'3 • T)

= (xyy T, xy2y'y2y' • T, xy3y'3y3y'3 • T)

= (xyr,xy2y'-r,xy3y'3-D

= Ky,y').
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(Rappelons que les elements de TV' commutent avec ceux de TV.) Ainsi / est en fait
une application de M/ r x I - dans (N/r)

3. Soit (y,y')eM; on a:

i(Sx((y,y')*(T*r)))

= (xay[a, x] • F, x{ay)\a, xf[a, y]y' • F, x(ay)\a, xf[a, yfy'3 • F)

= (axy F, aWV ' I\ a3xy3y* • F) = (Tx T2x T3)(/((>>,/) * (FxF'))).
Autrement dit: I ° Sx = (TxT2xT3)° I. Notons m" la probabilite sur M / r x r

invariante sous Faction de M. Notons \tx l'image de m" par /. La probabilite m"
est la probabilite produit m x m', et, si F est une fonction continue sur (N/r)

3, on
a

f Fdfix = [ [ F(xy • F, * / / • T, xy3y'3 • F) dm(y • T) dm'(y' • I").
J J N/r J jvyr.

Notons Ax = {(xy • T, xy2y' • T, xy3y'3 • T) \y e N et y'€ TV'}. L'application / est un
isomorphisme entre les systemes dynamiques mesures et topologiques (Ax, /ix, Tx
T2xT3) et ( M / r x r , m", Sx). Si x est tel que le systeme (M/rxr,m",Sx) est
ergodique, alors, d'apres le theoreme de Parry, ce systeme est uniquement ergodique,
et done, d'apres l'isomorphisme precedent, le systeme (Ax, nx, Tx T2x T3) est
uniquement ergodique. Pour un tel x, on a: pour tout (y, y') dans N x N', pour tout

lim - V F(akxy • F, a2kxy2y' • F, a3kxy3y'3 • F) = f
«-+°° n fc_o J

En particulier, pour tout Fe ^((TV/r)
3),

1 I
lim — £ F(akx • F, a2 x • F, a3 x • F) = Fdfix.

D'apres (4), ceci est vrai pour presque tout x dans TV. Ainsi le Theoreme 2 est
demontre quand/, , / 2 , et/3 sont des fonctions continues. Le cas ou / i , / 2 et/3 sont
seulement supposees mesurables et bornees se traite sans difficulte par approxima-
tions en utilisant l'inegalite maximale deja evoquee dans le paragraphe precedent.

La preuve du theoreme sera achevee quand les affirmations (3) et (4) auront ete
demontrees.

Preuve de (3). En tant qu'espace topologique et variete differentiate, l'ensemble
M est le produit TV x TV'. Le fait que M soit un groupe de Lie nilpotent connexe
et simplement connexe et le fait que F x F' soit un sous-groupe discret de M sont
done evidents. II nous faut montrer que le quotient M / r x r est compact. Considerons
une suite (xn, x'n) dans M. Puisque l'espace TV/r est compact, on peut trouver une
suite croissante d'entiers (nh)h&0 et une suite (ynh) dans F telles que la suite (xnh • ynh)
converge dans TV.

On a

(*-», O * (r x F') = (xnhynk, x'nh[xnh, ynj) * (F x F').

Puisque l'espace TV'/r est compact, on peut trouver une sous-suite (mh) de (/i/,)et
une suite (y'mJ dans F' telles que la suite (x'mh[xmh, ymh~\y'mh) converge dans TV'.
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On a (xmh, x'mh) * (Fx F') = {xmhymh, x'mh[xmh, ymh]y'mh) * ( r x F'). Finalement, la
suite (xmh, x'mJ * F x r ' converge dans M / r x r . Ceci prouve que M/rxr est compact.

Preuve de (4). La nil-transformation 5X est definie par

Grace au theoreme de Green, on sait que 5X est ergodique si et seulement si, pour
tout caractere a de M, on a: si a(a[a, x], e) = 1 et si a vaut 1 sur F x F', alors a
vaut 1 sur M. On sait que l'ensemble des caracteres a de M qui valent 1 sur F x F',
ensemble qui est le dual du groupe compact abelien M/ M » ( r x r ) , est denombrable.
II nous suffit done de montrer que, pour tout o-^ 1, tel que c r | r x r = 1,

{x e N | cr(a[a, x]e) = 1} est negligeable.

Soit cr un tel caractere de M. On pose, pour tout y dans N, <ri(y) = (r(y, e) et,
pour tout y' dans N',<r2(y') = (r(e,y'). On a, pour tout (y,y') dans M,
°"(.F. / ) = °"i( y ) ' ^ ( y ) - On remarque que a2 est un caractere de N' et que cr2 vaut
1 sur F', cest a dire que a2 est un caractere du groupe compact abelien N'/r. D'autre
part, crl verifie, pour tous z et y dans N,

(r^z) • o-1(y) = crl(zy) • (r2([z, y~\); de plus crl vaut 1 sur F.

Le groupe derive M' de M est {(x1, x'2)\x'e N'}.

(En effet (x, x') * (y, y') * (x, x'y1 * (y, y'V = ([*, y], [x, y]2).)
Le caractere a vaut bien sur 1 sur M' et done, pour tout x' dans N', on a
0"i(*') = i^iix'))2- On en deduit que <r((a[a, x], e)) = 1 si et seulement si <r,(a) =
o"2([*. a])2- L'application xi-*cr2([x, a]) est un caractere de N, note #f. Supposons
que X*\.

Le groupe N etant connexe, le sous-groupe ferme Ker %E — {x e N13f(x) = 1} est
negligeable dans N. D'autre part #? est surjectif et les ensembles du type
{xe N\2£{x) = A}, OU A est un complexe de module 1, se deduisent de Ker (#f) par
translation. On en deduit que, pour tout A e C,

{x e AT13£{x) = A} est negligeable.

On a verifie ainsi que, si#f^ 1, alors m({xe N\a(a[a, x], e) = l}) = 0(ici, m designe
la mesure de Haar de N).

Examinons le cas ou 3£=\. Soit yeT. Pour tout y dans N, posons %?y(y) =
o~2([y, y])- On definit ainsi un caractere %y de JV. Du fait que 2£= 1, on deduit que
3£y{a) = 1; du fait que a2 vaut 1 sur F', on deduit que S£y vaut 1 sur F. Grace a
I'hypothese d'ergodicite de la translation a gauche par a sur N/r on en deduit que
f y s l . Ainsi, on a, pour tout x dans N et tout y dans F,

o-2([x, a]) = 1 et o-2(|>, y]) = l.
Fixons x. Posons, pour tout y dans N, S£x{y) = cr2([y, x]). On definit ainsi un caractere
3fx de N qui vaut 1 au point a et qui vaut 1 sur F. On en deduit comme precedemment
que 3CX = \. Finalement, on obtient a2= 1. Ceci entraine que cr, est un caractere de
N qui vaut 1 sur F, et qui verifie, pour tout x dans N, crx(a[a, x]) = a^a). Si <r, 0 1,
on a done: {xe N\a(a[a, x], e) = 1} est vide. La preuve de l'affirmation (4) est
achevee.
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