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PRINCIPE DU MAXIMUM ET LEMME DE SCHWARZ
A VALEURSVECTORIELLES

PIERRE MAZET

REsumE.  Nous établissons un théoreme pour les fonctions holomorphes a valeurs
dans une partie convexe ferméee. Ce théoreme précise la position des coefficients de
Taylor detellesfonctions et peut étre considéré comme une généralisation desinégalités
de Cauchy. Nous montrons alors comment ce théoreme permet deretrouver desversions
connuesdu principe du maximum et d’ obtenir de nouveaux résultats sur lesapplications
holomorphes a valeurs vectorielles.

1. Introduction. Sif(2) = 3 anz" est unefonction holomorphebornéesur ledisque
unité avaleurscomplexes, on alarelation 3~ |an|? < (||f||)? qui fournit lesinégalités de
Cauchy |an| < ||f||l~- En outre, si I'on aune égalité |an| = ||f||~, les autres coefficients
sont nulset f est un mondémededegrén. Lecasn = 0fournit immédiatement le principe
du maximum local, le casn = 1 est I’ une des conclusions du lemme de Schwarz.

Si maintenant f est a valeurs dans un espace vectoriel normé; grace au theoreme
de Hahn-Banach les inégalités de Cauchy se généralisent sans peine en ||an|| < |||/
mais les cas d égalités et, en particulier, leurs consequencespour n = Ooun = 1 ne
se généralisent pas aussi simplement. De nombreux travaux (cf. [D, Ha, He, Re, Ru,
Vi1, Vi2, Vi3]) ont &té faits pour obtenir de telles géenéralisations et en donner des ap-
plications. Il en ressort I'importance de I’ existence de beaucoup de points extrémaux
dans la boule unité fermée de I’ espace normé considéere. Grace a des raffinements des
inégalités de Cauchy nous précisons ce point et obtenons de nouvelles demonstrations
plusélémentairesderésultats connusainsi que desréponsesacertains problémesouverts.

2. Lethéorémefondamental.
2.1. Rappels. Soit E un K-espace vectoriel (K = R ou C), X une partie convexe de E
et a un point de X. Laface de X au point a est le K-sous-espace affine Fg (a, X) passant
par a et dirigé par

Fe@X)={ucE|Ie >0 VteK |t|<e=a+tueX}

Rappelons que, si b est dans la face de X au point a, on a l’inclusion Fx(b, X) C
FK(a, X)
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Le point a est dit K-extrémal dans X lorsque la face Fg (a, X) seréduit a{a} (¢’ est-a
dire ﬁ{(a, X) = 0). Lorsque K = C on a évidemment F_é(a, X) = F_Fg(a, X)N iF_R’(a, X).
En particulier les points R-extrémaux sont C-extremaux, mais la réciproque est fausse.

Dans un espace vectoriel normée les points de la sphere unité sont frequemment extré-
maux dans la boule unité fermée. Ainsi, pour 1 < p < oo, tous les points de la sphere
unité d’'un espace LP sont R-extremaux (et donc C-extrémaux). Pour p = 1, tous les
points de la sphére unité de L! sont C-extrémaux mais, par contre, les seuls points
R-extrémaux sont, a un coefficient pres, les fonctions indicatrices d’ ensembles non
négligeables minimaux (en particulier, il Ny en apas pour L1([0, 1]), maisil y en a pour
I1). Pour p = oo, les points R-extrémaux et C-extrémaux sont les mémes, ce sont les
fonctions qui sont presque partout de module 1.

2.2. Enoncé du théoréme fondamental.

LEMME. Soit E un espace de Banach, X une partie convexe fermée de E et p une
fonction continue périodique de la variableréelle prenant sesvaleursdans X. S (Ch)nez
est la famille des coefficients de Fourier de ¢, alors, pour p > 1 et A complexe avec
IA| <1/2,0nacy+ Mgy + Ac_p € X

PREUVE. Si Testlapériodeonaco+Acy+Ac_p = JI gp(t)[1+>\e*2i”p‘/T+)_\e2i”p‘/T}$.
Cependant 1+ \e~2™/T + \e?™/T et réel et méme positif lorsque|A| < 1/2, enoutre
Jg (L+Ae 2t T\ Y& — 1 - par suite co+ACy+AC_p apparait commeun barycentre
devaleursde ¢ et appartient donc a X.

L’ enoncé fondamental est alors:

THEOREME 2.1.  Soit f unefonction holomorphesur le disque unité A avaleursdans
un C-espace de Banach E telle que f (A) soit contenu dans une partie X convexe fermée.
Notonsf(z) = >§° a,z" le développement de Taylor def, alors:

i) pour p entier avecp > 1 et A complexeavec |\| < 1/2onaf(0) + Aa, € X
ii) pour z € Aet A complexeavec 2]\ < 1— [z onaf(0) + A(f(2) —f(0)) € X.

En particulier, pour p > 1, les a, sont dans ﬁf(f (0), X) et, pour z€ A, f(2) — f(0) €
FC(f(0),X) etdonc f(2) € Fe(f(0), X).

Enoutre, si X est disquée et n entier avec n > 1, alors:

iii) pour p entier avec1 < p < net X complexeavec [\| < 1/2o0naay + Aanp +

Aap_p €X
iv) pour p entier avecp > n+1et A complexeavec |A\| <1/2onaa, + Aamp € X.

En particulier, pour 1 < p < N, 0N @ &np + an_p € Fr(@n, X) & i(@up — anp) €

Fr(an, X),
pour 0 <m<2n,m=n,onaam€ ﬁ{(an,x) + iﬁ{(an,x),
pour m > 2n+ 1, onaam € F¢(an, X) (afortiori am € Fr(an, X) + iFr (@n, X)).

PREUVE. FixonsnetpdansN avecp > 1et, si n # 0, supposons X disquée. Pour
0 < r < 1 appliquonsle lemme avec (t) = f(réY)e ™ qui est 2r-périodique avaleurs
dansX. Aveclaconventionay = 0si g < 0, lescoefficientsde Fourier sont ¢q = agsnr ™.
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Onadonc, pour || < 1/2, anr“+>\an+pr”+p+Xan,pr“*p € X. Comme cette appartenance
est vraiepour 0 < r < let X est fermée, en passant alalimite, elle est vraie pourr = 1,
C'est-a-dire ap + Aap + >_\an,p € X, cequi établit i), iii) et iv) (puisque a,—, = 0 pour
p > n).

Si1l < p < n, en appliquant le point iii) pour A réel on obtient anp + an—p €
Fr(an, X) et pour A imaginaire pur on obtient i(@wp — @n—p) € Fr(an, X) et donc
An+p — 8n—p € iF_F{(an, X). Par combinaison linéaire on en tire que an+p €t an—p appar-
tiennentéF_R>(an,X) + iﬁ(an,x), douany € ﬁ(an,x) + iﬁ{(an,x) pour0<m<n-—1
etpourn+1<m<2n.

Sip>n+1;lepointiv) signifie anp € Q(%,X) douay € ﬁ;’(an,x) pour m >
2n+ 1.

Pour établir le point ii) remarquons que, pour z € A,z # O et 2|ZX < 1 — |7,
le point i) assure, pour p > 1, ap + Wﬁ% € X. Si I'on prend le barycentre de ces
points affectés des coefficients |z]P~1 — |z|P (qui sont positifs et de somme 1), on obtient
f(0) + A(f(2) — f(0)) € X. L' appartenance pour z = 0 est évidente.

REMARQUE. Lorsque X est laboule unité fermée de E, le résultat ii) de ce théoreme
aété prouveet utilise par L. A. Harrisdans[Ha].

3. Applications.
3.1. Principe du maximum. Pour une fonction holomorphe f a valeurs vectorielles il
est facile, al’ aide du theoreme de Hahn-Banach, de généraliser le principe du maximum
avaleurs scalaires. On prouve en particulier que, si ||f(x)|| atteint un maximum en un
point, alors ||f(x)|| est constante sur la composante connexe de ce point. Cependant, la
version forte de ce principe qui assure que, sous ces conditions, f(x) est constante sur
cette composante connexe, n’est valable que sous certaines hypothéses geéométriques.
Nous allons montrer comment e théoréme fondamental permet de retrouver les résultats
prouvésacesujet par E. Thorp et R. Whitley dans[TW] puis par E. Vesentini dans[Vel].

THEOREME 3.1. Soient V une variété analytique connexe, f une application holo-
morphe de V dans un espace de Banach E dont I'image est contenue dans une partie X
convexe et fermée. Alorsla face Fc (f (a), X) est indépendante du point a dans V.

PREUVE. LorsqueV = A lethéoréme 2.1 assuref(b) € F¢ (f (a), X) sia=0.En
utilisant les automorphismes de A on voit que celareste vrai pour tout couple de points
aetbdansA. Il sensuit Fe(f(b),X) C Fc(f(a), X) et, par symétrie, Fc(f(b),X) =
Fe(f(@), X).

Plus généralement, avec V quelconque, le cas précédent assure que cette egalite est
vraie dés que a et b sont dans I’image holomorphe d’un disque A. La connexité de V
prouve aors que cette égalité est toujours vraie.

On en déduit immédiatement les corollaires suivants.
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COROLLAIRE 3.2. Sous les hypothéses du théoréme précédent f (A) est contenu soit
dans!’intérieur de X, soit dansla frontiére de X.

En effet, si I'intérieur de X n’est pas vide, les points de cet intérieur sont caractérises
par EC(x, X) = E.

CoROLLAIRE3.3. Sousleshypothesesdu théoreme précédent, si, pour zdansV, f(2)
est C-extremal dans X alorsf est constante.

Ces deux corollaires constituent la Proposition 1.3 de I’ article [Vel] de E. Vesentini.

COROLLAIRE 3.4 (PRINCIPE DU MAXIMUM FORT). Soit f holomorphe de V variété
analytique connexe dans un espace de Banach E. On suppose que les pointsde la sphére
unité de E sont C-extrémaux dans la boule unité fermée. Alors, si ||f (X)|| atteint un max-
imumlocal, f est constante.

Cecorollaire est le résultat fondamental de E. Thorp et R. Whitley dans[TW].

3.2. Applications tangentes & une isométrie. Soient E et F des espaces de Banach de
boule unité respective Bg et Br. Considérons une application f holomorphe sur Bg a
valeurs dans Bg. Lorsque E et F sont de dimension 1, les inégalités de Cauchy assurent
[f’(0)] < 1 etI'égalité ne peut se produire que si f est un mondme du premier degré,
en particulier, celaexige f(0) = 0. Dans le cas général, al’ aide du theoreme de Hahn-
Banach, on montre aisement ||f/(0)|| < 1; on peut donc se demander si, lorsque f/(0) est
uneinjection isométrique, on peut conclurequef est lingaire ou, au moins, quef(0) = 0.
Ce probleme a été étudié par J. P. Vigué dans [Vi3]. Il montre que la réponse est
négative en général mais positive lorsque la sphere unité de F a suffisamment de points
R-extémaux dans Br. Les questions naturelles sont alors:
1. Peut-on remplacer I’ extrémalité réelle par I’ extremalité complexe?
2. Peut-on se contenter du caractere R-extremal de quel ques points de la sphere, en
particulier de ceux qui sont dans|'image de f'?
Voici un exemple qui répond négativement ala premiére question.

EXEMPLE 3.5. PrenonsE = C et F = C? muni de la norme de I1. L’ application
f définie par f(2) = ((%2)2 (%2)2) est clairement holomorphe, on vérifie aisement
qu' elle envoiele disque unité de C danslaboule unité de F et I’on af’(0) = (% —%) qui
est bien de norme 1. Cependant f(0) = (, ) n'est pasnul et f n'est paslinéaire alors
quetous les points de la sphere unité de F sont C-extrémaux dansla boule unité fermée.

Toutefois le theoreme fondamental apporte, dans certains cas, des réponses positives
aces problémes. En effet une reformulation imméediate de ce theoreme donne:

THEOREME 3.6.  Avec lesdonnéeset hypothésesprésentéesau debut de cette section,
supposonskE = C et Bg = A.
S ||f'(0)|| = 1, alors:
i) S f/(0) est R-extrémal dans B, f est un mondmede degré 1, f(2) = z/(0).
ii) 9 f’(0) est C-extrémal dans B, f est un polyndme de degré au plus 2.
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Plus généralement, pour tout entier n,n > 1, ona ||f™(0)|| < n! et, si I'on al’ égalité,
alors:
iii) S f™(0)/n! est R-extrémal dans B, f est un mondme de degrén, f(2) =
210 (0) /n.
iv) S f™(0)/n! est C-extrémal dans B, f est un polyndme de degré au plus 2n.

A partir de restrictions aux droites vectorielles, cet énoncé se géenéralise au cas ou E
est de dimension quelconque sous la forme suivante.

THEOREME 3.7.  Avec lesdonnées et hypothéses présentéesau début de cette section
ona:
i) Sil existe u de norme 1 dans E tel que f’(0) - u soit R-extrémal dans B alors
f(0) =0.
i) S, pour tout u denorme 1 dansE, f/(0) - u est C-extrémal dans Br alorsf est un
polyndme de degré au plus 2.
iii) S les deux hypothéses précédentes sont simultanément vérifiees alorsf est une
application lingaire, f(u) = f’(0) - u.
Plus généralement, pour tout entier n,n > 1, ona:
iv) Sil existeudenorme 1 dansE tel quef®(0)-u/n! soit R-extrémal dansBr alors
f(0) = 0.
v) S, pour tout u de norme 1 dansE, f™(0) - u/n! est C-extrémal dans B alorsf
est un polyndme de degré au plus 2n.
vi) S les deux hypothéses précédentes sont simultanément vérifiées alors f est un
polyndme de degré au plus 2n — 1 et de terme constant nul.
vii) S, pour tout u de norme 1 dansE, f™(0) - u/n! est R-extrémal dans B alorsf
est un polyndme homogene de degrén, f(u) = f™(0) - u/n!.

Preuve. |l suffit d’ appliquer le theoreme fondamental a I’ application z — f(zu).
Onaalorsa, = fP(0) - u/p!.

Larelation am € Fr(an, X) + iFr(an, X) pour m # n du theoreme fondamental donne
alorsf(0) = ap = 0 sousles hypothesesdei), iii), iv) et vi) ; elle donneaussi, pour tout u
denormeletm# n, f™M(0)-u = mlay, = 0 sousles hypothésesde vii). Dans cedernier
cas lestermes du developpement de Taylor def en 0 sont nuls en degré different de n et
f seréduit donc a son terme de degré n.

Larelation ay, € F_c)(an, X) pour m > 2n + 1 du théoreme fondamental donne encore,
pour tout u de norme 1, fM(0) - u = mlay, = 0 sous|es hypothésesdeii) et v). Par suite
lestermes du développement de Taylor de f en 0 sont nuls en degreé strictement supérieur
a2n, f est bien un polyndme de degré au plus 2n.

Enfinlarelation ag+az € Fr(an, X) jointeaag = 0fournit fY(0)-u = (2n)!ag, = 0
sous les hypotheses de iii) et vi). Il s'enstit que le terme degré 2n de f est nul. Sous
chacune de ces hypothéses f est donc un polyndme de degré au plus 2n — 1 a terme
constant nul. Sous|’hypothéseiii), onan = 1 et doncf est linéaire.
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3.3. Pointsfixes d’ applicationsholomorphes. L esénoncéssuivantsont &té prouves par
E. Vesentini ([Vel, Ve2, Ve3]) al’aide de la considération des géodési ques complexes;
nous les déduisonsici du theoreme fondamental.

ProPOSITION 3.8.  Soient E un espace de Banach de boule unité Bg et f une appli-
cation holomorphe de E dans E telle que f(0) = 0. Soit u un point C-extrémal de Bg ;
si f(Au) = Au pour un X non nul de A ousi f/(0) - u = u alors, pour tout zde A, on a
f(zu) = zuet doncf’(0) -u=u.

PrReEUVE. L’application z— f(zu) est holomorphe sur A, avaleurs dans Bg. Comme
elle s'annule en 0 on peut écrire f(zu) = zg(2) avec g holomorphe. Pour 0 < r < 1
etz = ronallg(z)| < 1/r; le principe du maximum assure aors que c'est encore
valable pour |z| <r et, faisant tendrer vers1, onobtient ||g(2)|| < 1.L hypotheseassure
que g()\) ou g(0) vaut u qui est C-extrémal dans Bg ; le corollaire 3.3 assure que g(2) est
constamment égal au etdoncvVze A f(zu) = zu.

THEOREME 3.9. Sous les hypothéses de la proposition précédente notons Fix f
I’ensemble des points fixes de f et F le noyau de f'(0) — Id. Supposons que tous les
vecteurs de norme 1 de F soient C-extrémaux dans Bg, on a alors:

i) FNBe C Fixf.
ii) S F est réflexif ou si tous les vecteurs de norme 1 de E sont C-extrémaux dans
Be alorsF N Bg = Fixf.

PREUVE. Lepoint i) est une conséquenceimmeédiate de la proposition précédente.

Si I'on suppose E réflexif on sait (cf. [MV1, MV2)]) que Fixf est une sous-variété
connexe de Be dont I espace tangent en 0 est F. Il s'ensuit que F N Bg est une sous-
variéte d’intérieur non vide de Fix f, ce qui implique I’ égalité par connexité et prouveii)
dans ce cas.

Supposons maintenant que tous les vecteurs de norme 1 de E sont C-extrémaux dans
Be. Alors, pour v non nul dans Fix f, on peut appliquer la proposition précédente avec
u=v/||v]etA = ||v||.Onaaorsu € F et par suitev € F. L’ appartenanceétant évidente
pour v = 0, il vient Fixf C F N Bg et | égalité decoule dei).

Dans |le theoreme précédent les hypotheses introduites dans ii) sont effectivement
utiles comme le montre I’ exemple suivant.

Prenons pour E I espace ¢y et définissonsf par f (g, X1, X2, ...) = (xo, Xo(2x0 — 1) /3,
xl,xz,...). On af’(0) - (Up,us, Uz,...) = (Up,—Up/3,Us,Up,...) et donc F = 0. Les
hypothesesdu theoreme sont donc vérifiées. Cependant Fix f n’ est pasréduit a0 puisqu'’il
contientx = (1/2,0,0,0,...).

4. Remarques.
4.1. Avec les notations et hypothéses du théoreme 3.1, cet énonce assure que, pour a
etbdans Vil existes tel queVA € C ||A| < e = f(a) + A(f(b) — f(a)) € X. Il est
en fait possible d’ expliciter un tel € en terme de distance de Carathéodory et de donner
ainsi une nouvelle preuve du theoreme.
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Plus précisément, pour a et b dans V, notons cy(a, b) le sup des | (b)| pour ¢ holo-
morphe de V dans A tel que p(a) = 0. Alors cy est une semi-distance sur V (c(a, b) peut
s'annuler pour a # b) qui est I'une des variantes de la distance de Carathéodory. Ses
propriétés fondamentales sont le fait que les fonctions holomorphes sont contractantes
pour cette distance et quel’ on atoujourscy(a, b) < 1 s V est connexe. On aalors

THEOREME 4.1.  Sous les hypotheéses du théoréme 3.1, pour A\ complexe avec |\| <

Lo onat(a)+A(f(b) —f(a) € X.

PrReUVE. D’apres le theoreme de Hahn-Banach, il suffit, avec \ vérifiant les hy-
pothéses du théoréme, de prouver Rea(f @+A(f(b) —f(a))) < 1 pour « formelinéaire
telleque Rea < 1 sur X.

Notons alors P le demi-plan formé par les complexes ztels que Re(z) < 1. En posant
p = aof onvoit quetout revient a prouver, pour ¢ holomorphe deV dansP, Re[cp(a) +
A(p(b) — ¢(@))] < 1. Enposantu = (a) et v = ¢(b), il s'agit de prouver Re(u +
Alv— u)) < lsachantquel’onauetvdansP avecce(u,v) < c = cy(a,b) (dapresles
propriétés de |a distance de Carathéodory) et |A| < L=¢. On vérifie aisement cp(u, V) =
‘LH-UTiVZ ; onadonc ¢ > cp(u, V) > % et|A <L < \;ruﬁ_—f‘ll Celaprouve bien

Re(u+A(v—u)) < Re(u) + 9552 )v —ul = 2Re(U) — 1 < 1.

2ju—v|

4.2. Lesénoncés précédentsont considéere des applications a valeurs dans des espaces
de Banach, en fait il est facile de les genéraliser, aprés quel ques aménagements, au cas
d applications a valeurs dans un espace localement convexe séparé et sequentiellement
complet.
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