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CONORME ET INVERSE GENERALISE
DANS LES C*-ALGEBRES

MOSTAFA MBEKHTA

RESUME.  Dans ce travail, on étudie les propriétés de la conorme, ¢(a) d’un élément
a d’une C*-algébre A. Nous montrons que c(a) est aussi douée de la condition de B*-
algebre, c’est-a-dire qu’elle vérifie I'égalité: c(a)? = c(a*a) = c(aa*) = c(a*)?. Nous
remarquons que la conorme est invariante par restriction a toute sous-C*-algebre de A,
propriété connue pour le spectre.

Soit {a,} une suite d’éléments réguliers telle que a, — a régulier. Nous donnons

t

des conditions nécessaires et suffisantes pour que a, — aT, otal désigne 'inverse de
Moore-Penrose de a.

0. Introduction et notations. Soit A une C*-algebre et a € A. Nous dirons que
a est régulier si a € aAa (que nous notons a € A); dans ce cas, il existe b € A tel
que aba = a, et on dit que b est un inverse généralisé de a (cf. [1], [3], [4]). Alors
ab et ba sont des idempotents (i.e. (ab)’> = ab et (ba)’> = ba)) tels que abA = aA et
(1 —ba)A = a'(0) et Aba = Aa et A(1 — ab) = a_1(0) ot a~1(0) = {x€eA;ax=0}
eta_j(0) = {x €A ; xa =0}.

En général, b n’est pas unique. Si, en plus, (ab)* = ab et (ba)* = ba, alors b est
I’inverse de Moore-Penrose de a. 1l est unique (c¢f. [1, Théoreme 5]) et il sera noté aT.
Notons AT I’ensemble des éléments de A qui admettent un inverse de Moore-Penrose.
Le Théoreme 6 [1], montre que AT =A.

Notons c(a), 1a conorme de a, définie par

c(a) = inf{lax]| ; d(x,a"'(0)) = 1} sia # 0 et c(0) = +o0.
SiT € BX) = {T: X—X, bomé} ou X est un espace normé; alors
o(T) = inf{||T|| ; d(x, T7'(0)) = 1} si T # O et c(0) = +00

(cf. [2, Chapitre IV]).

Dans le § 1, nous montrons que c(a) est aussi douée de la condition de B*-algebre
c’est-a-dire qu’elle vérifie c(a)’> = c(a*a) = c(aa*) = c(a*)?, (cf. Corollaire 1.6). Nous
remarquons (Corollaire 1.8) que c(a) est invariante par restriction a toute sous-C*-algebre
de A, propriété connue pour le spectre. D’ autre part, nous montrons que si B est une sous-
C*-algebre de A alors (cf. Corollaire 1.9)

B =BNA.
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Il est bien connu que I’ application x — x~! est continue de A=, ’ensemble des éléments
inversibles de A, dans lui-méme. Par contre, I’application x +— xf nest pas continue,
méme en dimension finie (c¢f. [4, page 336]). Plus précisément, Penrose (cf. [5], [4,
Théoreme 3.5, page 337]) a montré que si {M,} est une suite de matrices finies qui

converge vers la matrice M alors {M, } converge vers M t si et seulement si, pour n assez
grand rang M,, = rang M. Nous donnons une extension a ce résultat aux éléments d’une
C*-algébre (Théoréme 2.2). C’est I’objet du § 2.

Finalement dans le § 3, nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes pour
que b'a’ soit un inverse généralisé de ab ol a’ et b’ sont respectivement un inverse
généralisé de a et b.

1. Inverse généralisé et conorme.

THEOREME 1.1.  Soita € A, alors les conditions suivantes sont équivalentes:
1) aA est fermé;
2) a est régulier;
3) a admet un inverse de Moore-Penrose.
En plus, si a est normal (¢’est-a-dire aa* = a*a), alors les conditions suivantes sont
équivalentes aux conditions précédentes:
4) aA = d®A;
5) aA®a='(0) = A;
6) 0¢ acc(o(a)) ou acc(o(a)) est I’ensemble des points d’accumulation du spectre
o(a) de a.

DEMONSTRATION. 1) <= 2) <= 3) voir [1].

Si aa* = a*a, alors:

3) = 5) voir [1].

5) = 4) c’est évident.

4) = 5) Soitx € A, alors ax € aA = a’A, d’obax = a’yet z = x —ay € a'(0) donc
x=ay+z € aA+a ' (0).

D’autre part, remarquons que si a est normal alors Vx € A, |lax|] = ||a*x||. D’ou
ax=0&ax=0.

Soit x € aA Na~'(0) alors x = ay et a*x = a*ay = 0. D’oll y*a*ay = 0 et, par
conséquent, x = ay = 0.

5) <= 6), preuve standard.

5) = 1) Puisque a est normal az = 0 <= a*z = 0 <= z*a = 0. Soit maintenant
ax, € dA tel que ax, — Yy, alors, d’apres 5), y = ax + z. Il s’ensuit que 0 = z*ax, —
'y =z'ax+7*z.D’ol, ¥z = O et y = ax € dA. n

REMARQUE. Sion note L, (resp. R,) I’opérateur de multiplication a gauche (resp. a
droite) L,(x) = ax (resp. R,(x) = xa) alors Im(L,) = dA. En utilisant [2, Théoréme 5.2
Chapitre IV], on a ¢(L,;) = c(a) > O si et seulement si aA est fermé. Donc, d’apres le
théoreme précédent, on a: c(a) > O si et seulement si a admet un inverse de Moore-
Penrose.
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LEMME 1.2. Soita € AT, alors
1) Vx € A d(alx,a () = |lalx|.
2) c(a) = inf{|lay|| ; y € atA et |ly]) = 1}.

DEMONSTRATION. 1) 1l est clair que d(aTx,a‘l(O)) < ||aTx||. Inversement soient
x €EAetz € al(0); alors

||aTx —7*= ||(aTx —2*(alx - 2 = ||(aTx)*aTx —(afxyz—z7alx+ 7|

= l@txyatx+ 272 > @xy @) = ol

d’od HaTx -z > HaTxH et 1) est démontré.
2)Pourx € Aonax = alax+ (1 —afayx, or (1 — afayx € a=1(0). D’aprés 1)

d(x,a_l(O)) = d(aTax,a_l(O)> = ||aTaxH.

Remarquons aussi que afA = afaA. Dod inf{l]ax” ; d(x,a“(O)) = 1} =
inf{]laatax] ; lafax| = 1} = inf{llay]] : y € aTA et [5]] = 1}.

PROPOSITION 1.3. Soita € AT, alors

1
cla)y= —.
llaT]

DEMONSTRATION. Remarquons d’abord que

A= —ad)A®ar =0 —dlaasdla.

I[a || = sup xGAetx#O}

= sup anAetx;éO}

lla ayll

GaTAety%O}

= sup yEaTAety7£0}

=
e
— gl
(e
g

-1
t H _ 1
;y€a'Aety#0 @

Xt

d’apres le lemme précédent. n
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LEMME 1.4. Soit T € B(X) avec X un espace de Banach. Alors

TX) ST '0)=X={AeC;0< |\ <D} Cp(T)

DEMONSTRATION. Posons Xy = T(X) et Ty: Xo — Xo, la réstrictionde T a X. Alors
Ty est inversible et ¢(T) = Wll“

En outre, si [A| < ¢(T) alors Ty — X est inversible. Donc (Typ — A)Xo = Xo pour
|\| < ¢(T). D’autre part, VA # 0, (T — X)~'(0) C T(X). Donc

(T —N"10) = (T —N0)NXo = (To — V) (0).

Par conséquent:
0< |\ <c=(T—-XN"'0)=0.

Par ailleurs, si A # 0 alors T7-1(0) C (T — M)X.
Dong, si 0 < |A| < (T) alors

X=X+ T‘(O) =Ty — MNXp + T‘I(O) C{T—-NX
et le Lemme est démontré. n

THEOREME 1.5. Soita € A un élément positif. Alors

c(a) = inf{o(a) \ {0}}.

DEMONSTRATION.  Notons 3 = inf{c(a)\ {0} }. Le Théoréme 1.1 (1) <= (6), mon-
tre que c(a) = 0 <= (3 = 0. Donc, on peut supposer que c(a) > 0 et 3 > 0. Alors aA
est fermé et 0 ¢ acc(o(a)).

Montrons que, A € o(@) et 0 < A < 8= cla) > \.

En effet, A\ € 0(a) = (@a— \)b = 1.Enoutre, A\ < 8 = a— A > 0. Donc b > 0.
D’autre part, Vx € A, abx = x + \bx.

D’on

llabx||* = ||(x + Abx)*(x + Abx)||
= ||"x + Ax*bx + Ax*bx + Nx*bx||
> || A2x*b*bx|| = || \bx]|*.

Donc, ||abx]|| > A||bx]|.

Or, bA = A, donc Vy € A, |lay|| = Ayl

Donc, Vy € A, ||ay|| > )\d(y,a‘l(O)). Par conséquent, c(a) > (.

Réciproquement: a étant positifet c(a) > 0, onaaA®a~'(0) = A (cf. Théoreme 1.1).
En utilisant le Lemme 1.4 avec X = A et T = L,, on obtient I'inégalité 3 > c(a). Et le
théoréme est démontré. n
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COROLLAIRE 1.6. Soita € A, alorson a:
(1) cla) = inf{o(a*a)'/*\ {0}};

(2) c(a)? = c(a*a) = c(aa*) = c(a*)>

DEMONSTRATION. Remarquons que |lax|| = |[(a*a)'/%x|| Vx € A. Donc c(a) =
c(a*a)'/?. Or, (a*a)'/* > 0, le théoréme précédent implique que c(a) = c(a*a)'/? =
inf{o(a*a)!/?\ {0}}, ce qui établit (1).

De méme, c(a) = c(a*a)'/?* = [inf{o(a*a) \ {0}]'/? = [inf{o(aa*) \ {0}]'/2 =
c(aa*)'/? = c(a*) et (2) est démontré. .

COROLLAIRE 1.7. Soita € B C A, une sous-C*-algébre alors c(a) = cg(a) on
cp(a) = inf{[|ax|,d(x,a~'(0)) = letx € B}.

DEMONSTRATION.  Conséquent du Corollaire 1.6 et du fait que le spectre admet cette
propriété. (]

COROLLAIRE 1.8. Soit B C A, une sous-C*-algébre. Alors:

B = BNA.
DEMONSTRATION.  Conséquence du Corollaire 1.7. L]

Application a B(H) avec H espace de Hilbert.
COROLLAIRE 1.9. Soit T € B(H), alors
o(T) = c(Lr) = c(Rr) = o(T").

Par conséquent T(H) est fermé dans H si et seulement si TB(H) est fermé dans B(H) si
et seulement si B(H)T est fermé dans B(H).

DEMONSTRATION. 11 suffit de remarquer que o(7T) = o(Lr) = o(R7). =

2. Convergence de I’inverse de Moore-Penrose. Tout d’abord, on a le lemme
suivant:

LEMME 2.1. Soienta,b € AT, tel que HbTb - aTaH < 1, alors

|e(®) — c(a)| < |[b — al|.

DEMONSTRATION.  ||bb—alal| < 1 implique que 1 —(bTb—ala)yet1—(ata—bTp)
sont inversibles dans A. Donc Vx € A, il existe X' € A tel que

) x=—blb)W +alax
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llbx|| = [[balax’|| = || — yalax’ +aalax'|
> llaalax’|| — |b— a - [laTax’|
> c(@)|lalax'|| - |6 — al - aTx'|| = [c(@) — b —a]|1 - [|aax’||.

or, (1) = d(x, b_'(O)) = d(aTax',b"(O)). Par conséquent, c(b) > c(a) — ||b — al| ou
encore, c(a) — c(b) < ||b — a||. En interchangeant a et b, on trouve

|c(a) — c(b)| < ||b— all. "

THEOREME 2.2. Soient a,,a € AT tels que a, — a. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes:

(1) aI —al;

(2) aIa,, — aTa;

(2) anaI — aaT;

(3) clan) — c(a);

(4) supyen ] < oo,

DEMONSTRATION. (1) = (2) et (2/), C’est facile a voir.

(2) = (3): Pour n assez grand, on a Ha:[a,, — aTaH < 1, le lemme précédent avec
b = a, permet de conclure.

(3) = (4): Il est clair qu’il existe o« > O tel que c(a,) > o (puisque c(a) > 0). En
utilisant la Proposition 1.3, on conclu (4).

(4) = (1): Remarquons d’abord 1’égalité suivante:

a:[ — aJr +aI(a,, — a)a]L = a:[(l — aaT) —(1 - a:[a,,)aT,
et en utilisant les propriétés de I’inverse de Moore-Penrose, on voit que

aIaZT(a:; —a*)(1— aaT) = aI(l — aaT) et (1— aIa,,)(a:‘, — a*)a"TaJr =—(1 - aIa,,)aT.

Ce qui implique
aI - aT = —aI(a,, — a)aT + aIa:T(a; —a")(1 — aaT) +(1— a,J[a,,)(a;‘l - a*)a*TaT.

Par conséquent, |[aI—aT|| <3 max{||a1|[2, llat[|2}{|an—al|. Pusique SUP,en ||aI|| < 00,
il est clair que a, — an.

(2" = (1): Dans (2), on remplace a, et a respectivement par a’: et a*.

REMARQUE. La condition “(1) <= (2)” du Théoréme précédent généralise le
résultat de Penrose [4, Théoreme 3.5 page 337]. En effet, on a anaIA = a,A et aaTA =
aA.

D’autre part, a,,aI — aal implique qu’il existe N tel que n > N, ||aIa,, — aTaH < 1.
D’ou, pour n assez grand dim(a,,aIA) = dim(aaTA) ou encore dim(a,A) = dim(aA)
pour n assez grand.
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3. Produit d’éléments réguliers.

THEOREME 3.1. Soient a,b € A des éléments réguliers d’inverses généralisés re-
spectifs a’ et b'. Notons p = bb' et ¢ = d'a. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes

1) b'a’ est un inverse généralisé de ab,
2) a(pq —gp)b =0,
3) gqp est idempotent.

DEMONSTRATION. (1) = (2): Remarquons que a = ag et b = pb.

Alors
abb'a’ab = ab = aqpb
d’ou
apqb = aqpb
donc
a(pqg — gp)b = 0.
(2) = (3): Supposons: a(pqg — gp)b =0
Alors
a'a(pg — qp)bb’ = 0
ou encore
q9(pq —gp)p =0
d’out
app —4’p* =0
donc

(gp)* = qp.

(3) = (1): Supposons que gpgp = gp et multipliant a gauche par a et a droite par b,
cette égalité, alors on conclut (1).

REMARQUE. Avec les notations du théoreme précédent, la condition “pg = gp” est
suffisante pour conclure que b’a’ est un inverse généralisé de ab. Par contre, en général,
elle n’est pas nécessaire. Par exemple, si A = M,(C), les matrices 2 X 2 a coefficients

dans C, avec
G U R R O I
=10 o “\l-1 0)

Alorsa> = a=ad = getb> = b =b' = petab = 0 = gp donc gp est une
projection, le Théoréme 3.1 (3) implique que b'a’ est un inverse généralisé de ab. Mais
pq = ba # qp.

QUESTION. Trouver des conditions nécessaires et suffisantes (analogues a celles du
Théoreme 3.1) pour que (ab)! = btal?
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