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SURFACES ASSOCIEES AU PLONGEMENT

CANONIQUE DES COURBES

JEAN D'ALMEIDA

I. Introduction

Soit C une courbe canonique de genre g > 4. Le theoreme de Enriques-

Babbage [ACGH] affirme que l'ideal de C est engendre par (g - 2) (g — 3)/2

hypersurfaces quadriques sauf si C est trigonale ou isomorphe a une quintique

plane. Si C est trigonale, elle est tracee sur une surface reglee rationnelle normale

dont les generatrices decoupent la serie trigonale. Si C est isomorphe a une quinti-

que plane lisse, elle est tracee sur une surface de Veronese.

La question suivante est posee dans [ACGH] p.274: trouver une surface algeb-

rique S et un systeme lineaire sur S contenant la courbe generale de genre g.

Mori et Mukai [MM] [Muk] ont montre que la courbe generale de genre g

pouvait etre realisee comme section hyperplane d'une surface K3 contenu dans P*

si seulement si g < 9 et g = 11. Harris et Mumford se sont aussi interessέs a la

question [HM]: supposons que pour g donne, la dimension de Kodaira de Γespace

des modules Mg soit superieure ou egale a zέro, (c'est cas pour£ > 23). Soit C une

courbe generale de genre g et F une surface algebrique contenant C tel que le sys-

teme lineaire | C \ soit non trivial. Alors F est birationnellement equivalente a

C x P1.

On considere ici le probleme suivant: etant donnee une courbe canonique

generale C de genre g, construire une surface projective lisse S de P contenant

C tel que le systeme lineaire | C \ soit non trivial.

On construit ici une telle surface pour g < 10. La situation est interessante

lorsque le degre de la surface est assez bas. En effet dans ce cas la surface est
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birationnellement reglee et on peut en deduire Γexistence de sέries lineaires

speciales la courbe. Le degre de la surface baisse lorsque la courbe canonique de-

vient moins generale. Le minimum est atteint lorsque la courbe est trigonale ou

isomorphe a une quintique Plane lisse. Pour g arbitraire, le degre minimum d'une

surface projective (lisse) contenant la courbe canonique generale de genre g ne

semble pas etre connu. II serait interessant d'avoir une estimation de ce degre.

II. Preliminaires

Une surface S est dite birationnellement reglee s'il existe une courbe Y telle

que S soit birationnellement isomorphe a Y x P . Si de plus Y = P on dit que S

est rationnelle. Une surface gέometriquement reglee de base Y est une surface

munie d'un morphisme lisse S~• Y dont les fibres sont isomorphes a P . Une sur-

face geometriquement reglee de base Fes t isomorphe a P(E) oϋ E est un fibre de

rang deux sur Y. On note h (OF) la dimension sur C du groupe de cohomologie

H\2F) si 2F est un faisceau coherent.

Le resultat suivant est un plus fort qu'un theoreme attribue a Chern et

Griffiths dans [HI] p.423.

PROPOSITION 1. Soit S une surface lisse de degre d de P non contenue dans un

hyperplan. Si d < 2n — 2 alors S est birationnellement reglee.

Demonstration. Soit H un hyperplan general de P w et Y— S Π H. Le fais-

ceau Θγ(l) est non special. En effet s'il έtait special son degre serait inferieur ou

egal a 2g — 2 oύ g designe le genre de Y et le thέoreme de Clifford donnerait

h°(Θγ(l)) — 1 < d/2 c'est-a-dire h°(0Y(l)) < n. Ceci est absurde compte tenu

de la suite exacte

0 - * JY(X) -+ 0 p - i ( l ) -> ΘY(1) - » 0

qui donne i/°(<9pM-i(l)) c H°(ΘY(1)), Jy etant le faisceau d'ideaux definissant Y

dans H. On a done h°(Θγ(D) = d + 1 — g. II en resulte que g < d + 1 — n. Par

ailleurs la formule d'adjonction s'ecrit 2g — 2 = d + YKS oύ Ks est le diviseur

canonique. On obtient alors YKS < d — 2n < — 2. On en deduit que tous les

plurigenres de S sont nuls et done que S est birationnellement rέglee d'apres le

theoreme de Enriques [GH] p.558. C.Q.F.D.
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On considere une surface de degre d < 2g — 5 de P* contenant une courbe

canonique de genre g. La surface est birationnellement reglee et admet une section

hyperplane genέrale Y de genre g{Y) < d — g + 2. II existe un morphisme bira-

tionnel de S vers un modele minimal relatif So [HI] p.418. On a So = P oύ So =

P(E) oϋ E est un fibre de rang deux sur une courbe. Mentionnons enfin le resul-

tat suivant.

PROPOSITION 2. Soit C une courbe generate de genre g > 2. II n existe pas de

morphisme non constant f : C~* Y ou Y est une courbe de genre g(Y) ^ 1 avec YΦ C.

Demonstration [ACGH] p.367.

III. Le theoreme

THEOREME 3. Soit C une courbe canonique generate de genre g. Pour (g, s) €=

{(4,2); (5,4); (6,5); (7,8); (8,10); (9,13); (10,17)} il existe une surface lisse

rationnelle S c: P^ de degre s et un systeme lineaire non trivial sur S contenant C.

Demonstration. Soit Mg Γespace des modules des courbes de genre g et Yn, g

la famille des courbes planes irreductibles de degre n et de genre geometrique g.

L'argument de Severi [S] pour demontrer Γunirationalite de Mg est ie suivant:

Soit C une courbe genrale de genre g < 10. Soit n le plus petit entier superieur

ou egal a ( 2 / 3 ) ^ + 2. Alors C est birationnellement equivalente a une courbe

plane Γ de degre n. Soit δ — (n — 1) (n — 2)/2 — 3δ > 0. Cela signifie que les

points singuliers de Γ sont des points doubles qui peuvent etre pris en position

generale dans P . La famille Yn, g est alors unirationnelle. La courbe Γ etant a

modules genέraux, on en deduit Γunirationalite de Mg. Get argument etait evidem-

ment insuffisant car implicitement, il suppose Γirreductibilite de Yn, g qui n'etait

alors pas demontree. Arbatello et Sernesi [AS] ont cependant reussi a rendre cor-

rect l'argument de Severi en construisant une composante de Yn, g dont la courbe

generique est a modules generaux et a exactement δ points doubles ordinaires en

position generale dans P . L'irreductibilite de Yn, g a finalement ete demontree

par Harris [H2].

On note φ : C~* Γ <^ P e t - d C i C l e diviseur image reciproque des points

doubles (deg A = 2δ). Le diviseur canonique de C est alors Kc = Θc{n — 3)

(— Δ). Les points doubles imposent des conditions independantes au systeme
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lineaire des courbes planes de degre n — 3. Le systeme lineaire Σ des courbes de

degre n — 3 passant par les points doubles plt p2,- , pδ decoupe la serie canoni-

que sur C. On considere Γέclatement P 2 de P en pv p2f , pδ. On note / Γimage

reciproque d'une droite generale de P et Ev * * *, Eδ, les diviseurs exceptionnels.

On note H = (n — 3)1 — Ex — E2 — — Eδ. La transformee stricte de Γ

est nl — 2EX — — 2Eδ. Si le diviseur H est tres ample, Γimage du morphisme

qui lui est associe est surface lisse S c P de degre (n — 3) — δ contenant C.

Pour g = 10 cette methode donne un systeme lineaire trivial. Pour g = 8, elle per-

met d'obtenur une surface de degre 12. On donnera une deuxieme methode permet-

tant d'obtenir une surface de degre 10.

Cas g = 4.

La courbe est de bidegre (3,3) sur une quadrique de P .

Cas g = 5.

On a w = 6 et δ = 5. Le diviseur i/ est tres ample. L'image de P 2 est une

surface de Del Pezzo de degre 4, intersection complete de deux hypersurfaces

quadriques de P .

Cas g — 6.

On a n — 6 et δ — 4. La courbe C est tracee sur une surface de Del Pezzo de

degre 5. On peut montrer que S est Γunique quintique de Del Pezzo contenant C.

La courbe est Γintersection complete S et d'une hypersurface quadrique. Ce resul-

tat est utilise dans [SB] pour montrer la rationalite de M6.

Les trois cas precedents sont classiques et bien connus.

Cas g = 7,8,9.

Le diviseur H est tres ample en vertu du resultat suivant etabli dans [AH]

Th. 2.3. Si les points plt p2,'' *, pδ sont en position assez generale et si (t + 1)

(t + 2)/2 - δ > 6 alors le diviseur tl - Ex - - Eδ est tres ample.
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Cas g = 8,10.

On va utiliser la methode de [AS] pour montrer qu'il existe une composante

irreductible (reduite) W de "K(6,6),io (femiUe des courbes de bidegre (6,6) et de

genre geometnque 10 de P x P ) de dimension 33 dont la courbe generique Γ

est a modules generaux et possede 15 points doubles Pi, P2>'%'> Pis en position

generale sur la quadrique P x P . De faςon generale, supposons que g = 2k,

t E N . Posons δ = k2 - 2k et h = (k + I ) 2 - 1 - 3δ : Soient pv"',Pδ

 d e s

points en position generale dans P x P . Pour k ^ 5 on a /z > 0 le systeme

lineaire des courbes de bidegre (k + 1, k + 1) ayant les points pt comme points

singuliers est non vide et a une dimension t > h. Si on fait varier les points p{ on

obtient une famille irreductible V de dimension t + 2δ ^ h + 2δ = 6k + 3. Si Γ

est une courbe generique de V on montre comme dans [AS] que Γ est reduite. Soit

g le genre gέometrique de Γ et W la famille des courbes reduites de bidegre

(k + 1, k + 1) et de genre geometrique g. Soit FT une composante irreductible de

W contenant V. On a dim W > dim V > 6k + 3. On rappelle le resultat suivant

[H2] prop. 2.1.

Soit S une surface lisse rationnelle et W c | Z) | une famille de courbes redu-

ites de genre geometrique g dans le systeme lineaire | D |. On suppose que pour un

element general E de W, la restriction a chaque composante de E du diviseur anti-

canonique — Ks est un diviseur effectif non nul. Alors dim W < g — DKS

— 1. Si Γegalite a lieu alors la courbe generale de W n'a que des points doubles

ordinaires comme singularites. Dans notre situation on a done dim W ^ 4k + g +

3, e'est-a-dire g > 2k. D'autre part, Γ a a u moins δ points doubles, done g < 2k.

On a alors g = 2k et dim W = 6k + 3. V est done dense dans FT et la courbe

generale Γ de W a exactement (5 points doubles ordinaires en position generale

dans P 1 X P 1 .

II faut maintenant montrer que Γ est a modules generaux. Soit C la norma-

lisee de Γ et Dλ (resp.Z)2) l e diviseur sur C correspondant a Γintersection de Γ et

d'une droite de type (1,0) (resp. (0,1)). II faut montrer que A°(Z)ί) = 2 et que

Ho(Di) ® H°(KC - D) -• H°(KC) est injectif oύ iζ, est le diviseur canonique.

Posons T= Θ a^>o H°(Θ(a, b)) et notons (w, wθ et (f, t O des bases de

H°W(l,0)) et JEf°(^(O,l)). On a un isomorphisme bigradu^ Γ = C [ « , «'] ®

, t;']. Soit «/ = θfl>oi f l j Γideal bigradue definissant le groupe de points Z =
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On a alors les identifications:

/ray = Λ-I,*-I, /ra c - A) = Λ - ^

H°(KC — D2) = J>k_hk_2. Les cupproduits s'ecrivent:

φ (X) φ —> Φ

{FyF
r)-+uF+uf

Φ ff) φ __» φ
Jtk-l,k-2 ^ **k-l,k-2 ^k-l,k-l

On conclut alors comme dans [AS] Prop. 3.4 (representation determinantielle et

argument de semicontinuite).

Soit Φ : C~^ Γ la normalisation et Δ c: C le diviseur image reciproque des

points doubles (degid = 25). Le diviseur canonique est alors Kc = Θc{k — 1,

k-l)-(-Δ).

On considere l'eclatement P T ^ P i de P : x P x en pί9 -, pδ. On note /2 et l2

des images reciproques de deux droites concourantes de P1 X P x et !?!,• ", Eδ les

diviseurs exceptionnels. On note H = (k — l )/ x + (A: — l )/ 2 — Eλ — * — i?3.

La transformee stricte de Γ est

(A + 1)1, + (k + l)/2 - 2Eι - - - 2Eδ.

Si // est tres ample, Γimage est une surface lisse de degre (k — 1) + 1.

Pour k = 4 et 5 on montre que H est tres ample en utilisant le theoreme de

Reider [R], Par exemple pour k — 5, on a g = 10.

On a (ϋΓ — Kf^,^ = 12 > 10. Si £ et g sont deux points non separes par H,

il doit exister un diviseur effectif E passant par p et q tel que (H — K)E = 0 et

E2 = ~ 1 ou - 2 ou bien ( # - i ί ) £ = 1 et E2 = - 1 ou 0 ou encore (H - K)E

= 2 et E = 0. Si les points />,•/= 1, , δ sont en position suffisamment

generale on verifie immέdiatement qu'un tel diviseur n'existe pas.
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