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Abstract. In this paper we compute the cohomology with compact supports of a Siegel threefold
as a virtua module over the product of the Galois group of Q over Q and the Hecke algebra.

We use a method which has been developed by lhara, Langlands and Kottwitz: comparison of the
Grothendieck—L ef schetz formula and the Arthur—Selberg trace formula.
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I ntroduction

On notera G le schema en groupe GSp(4) défini par
G(R) = {g € GL(4,R) | 3c(g) € R* tel quegJ'y = c(g)J},

pour tout anneau R, ou

. 0 S g 01
S \-5 0)’ ~\10)°
On fixe un sous-groupe compact ouvert K deG(Ay) (A =R x Ay est]’anneau

des adélesde Q) et on suppose pour simplifier que

Ky = Ker(G(Z) - G(Z/NZ)),

pour un entier N > 3.
A K est attaché une variété de Shimura Sy sur Q. Lavariété analytique sous-
jacente admet I uniformisation

Sk (O = G\(G(R)/Kg) x (G(Af)/K)],
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K]gg - R_T_KR,

Kp={g€G(R) |¢g'g =1} =U(2,0).

Pour toute Q-algebre R, Sk (R) est I’ensemble des classes d'isomorphie de R-
surfaces abéliennes principalement polarisées, munies d'une structure principale
deniveau N. Onrappelle que Sk est unevariété quasi-projectiveet lisse, purement
de dimension 3, sur Q.

On note Q la cldture algébrique de Q dans C. Pour tout nombre premier 4, les
espaces de cohomologie Z-adique

H(Z:(SK ®Q @7 @E)a

sont nuls pour i ¢ [0, 6], de dimension finie sur Q, et munis d une action continue
de Gal(Q/Q) pour tout 4 (ils sont méme nuls pour i = 0, 1,5). Si on note comme
d habitude

Ce(G(Af) [/ K),

la C-algebre de convolution desfonctions f: G(Ay) — C qui sont K -invariantes a
gauche et adroite et a support compact et si on note

Ce(G(Ar)// K)o C Ce(G(Af) [/ K),

la Q-structure sur cette C-algebre formée des fonctions a valeurs dans Q,
C.(G(Ar)//K)q agit sur les H(Sk ®q Q, Q) et cette action commute a celle
de Gal(Q/Q) (les opérateurs de Hecke sont définis sur Q).

Introduisonsle (Gal(Q/Q) x C.(G(Ar)// K)g)-module virtuel

6

We =Y (—1)'H!(Sk ®qQ, Q).

1=0

Lerésultat principal de cet article est le calcul de cemodulevirtuel (Theoreme (8.1)
et son Coroallaire (8.2)). Pour cela nous utilisons la méthode d’ Ihara, Langlands
et Kottwitz: comparaison des formules des traces de Grothendieck—L efschetz et
d Arthur-Selberg. Cette méthode s’ applique en général al’ étude de la cohnomolo-
gie des variétés de Shimura liées aux variétés abéliennes et une grande part des
difficultés inhérentes a cette méthode ont é&té résolues par Kottwitz. Seules sub-
sistent a I’ heure actuelle deux difficultés majeures d’ une part, le ‘transfert’ et le
‘lemme fondamental’ et, d’autre part, le calcul des ‘contributions a I’infini’ pour
les variétés de Shimura non compactes.
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Pour G arbitraire, le transfert endoscopiqueréel aété établi par Shelstad. Quant
au lemme fondamental pour le changement de base p-adique, il a été établi par
Kottwitz, Clozel et Labesse. Pour G = GSp(4), lesdifférentesversionsdu transfert
endoscopiquep-adique et dulemmefondamental endoscopiquep-adique dont nous
avons besoin ont été établies par Hales et Waldspurger (et aussi par Schroder et
Weissauer). On fera cependant attention au fait que la réduction a I’ éément unité
du lemme fondamental pour I’endoscopie n’est écrite pour I’instant que dans le
cas de I’endoscopie ordinaire (cf. [Ha 4]). Comme il ne fait guére de doute que
des arguments similaires donnent aussi la réduction a I’ éément unité dans le cas
de I’ endoscopie tordue, nous supposerons cette réduction effectuée. De ce fait, nos
résultats sont (provisoirement) conditionnels.

Pour résoudreles problemesliésalanon compacitéde Sk, laméthode habituelle
consiste acompactifier S ala Satake et a étudier lafrontiere. Notre approche est
différente et est inspirée par un travail de Flicker et Kazhdan [FI-Ka 1]. Nous
utilisons la conjecture de Deligne, prouvée par Pink, pour calculer latrace de W,
en termes de nombre de points fixes dans Sk . Puis nous comparons ce nombre de
points fixes a une combinaison linéaire des cotés géomeétriques des formules des
traces non invariantes d’ Arthur pour G' et son groupe endoscopique H et pour des
fonctions convenablement choisies sur G' et H (en particulier, les composantes a
I’infini sont choisies tres cuspidales). Enfin, nous explicitons les cotés spectraux
de ces formules des traces en utilisant des calculs de résidus diis a Arthur.

Faute de savoir stabiliser la partie discrete de la formule des traces, le résultat

de notre calcul de W, n’est pas sous une forme idéale, mais il est suffisant pour
obtenir le théoreme suivant (précisé par le Theoreme (7.5)).
THEOREME. Soit = une représentation automorphe cuspidale irréductible de
G(A) telle que y ait le méme caractere central et le méme caractéreinfinitésimal
que la représentation triviale de G(R). Alors il existe un ensemble fini S, de
nombres premiers contenant tous les p pour lesquels m, est ramifiée, un demi-
entier strictement positif a,;, un corps de nombres £, C C et, pour chague place
finie A de E,, une représentation A-adique semi-simple V. , de Gal(Q/Q) ayant
la propriété suivante: pour chagque nombre premier p ¢ .S, et chaque placefinie A
de £ nedivisant pasp, V. » est non ramifieeen p et, quel que soit j € Z,ona

tr(®3, Ve ) = anp®/2(21(mp) + 22(mp)? + 23(mp)7 + 24(mp)),
ou ¢, est I'é@ément de Frobenius géométrique en p et ou
diag(z1(mp), 22(mp), 23(mp), za(mp)) € GSp4(C),
est le paramétre de Langlands de .

Ce théoreme compléte les résultats démontrés par Taylor dans[Ta].
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Un résultat similaire a été obtenu par Harder et Weissauer (cf. [Har] et [We 1]).
Harder et Weissauer n’ utilisent pas la formule des traces d’ Arthur. A la placeils
utilisent la formule des traces de Goresky et MacPherson.

Pour ne pas allonger démesurément cet article, nous nous sommes limités au
cas du systeme de coefficients constant sur Si. C'est d'ailleurs, d’'une certaine
facon, le cas le plus compliqué. Le lecteur courageux pourra traiter de la méme
maniere le cas d' un systeme de coefficients arbitraire.

1. LaconjecturedeDeligne pour Sy

Fixonsun ‘bon” nombre premier p £ £ pour K, i.e. tel que
K = KPK,,
avec

K? C G(A}),

Ky = G(Zp) C G(Qy),

ou, ce qui revient au méme, tel quep {1 N. Alors Sk est la fibre générique d’'un
Z,-schéma quasi-projectif et lisse Sk : Sx est le schéma de modules des surfaces
abéliennes principalement polarisées sur une 7 ,-algebre, munies d'une structure
principale de niveau N. Ce Z,-schéma Sk est lui méme I’ ouvert complémentaire
d’undiviseur de Cartier acroisements normaux relatif dansun z,-espace a gébrique
propre et lisse S (cf. [Fa-Ch] Ch. IV, Thm. 6.7).

Il s'en suit que I’action de Gal(Q/Q) sur chaque H:(Skx ®g Q, Q) est non
ramifiée en p. Plus précisément, fixons de plus une cl6ture algébrique Q,, de Q, et
un plongement de Q dansQ,, et notonsF, le corpsrésiduel delaclotureintégralez,
dez, dansQ, (¢’ estunecloturea gébriqueder, ). Alors, on adeshomomorphismes
uniquement déterminés par ces choix

Gal(Q/Q) «+ Ga(Q,/Qy) — Gal(F,/Fy)
et, pour chague ¢, on a des isomorphismes Gal(Q,/Q, )-équivariants

Hi(Sk ®0Q, Q) = H(Sk ® Qp Q) = HA(Sk ®z, Fp, Q)
(cf. par exemple [I1] 1.3.3). Comme tout ceci vaut sans modification si on rem-
place K? par un de ses sous-groupes d'indice fini, on voit facilement que les

isomorphismes ci-dessus sont aussi équivariants pour I’ action de |’ algebre

Ce(G(AF)// K )q.
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Notons ®, n’importe quel &éément de Frobenius géométrique en p dans
Ga(Q/Q),i.e.n'importequel élément deGal (Q/Q) qui estl’imaged’ unrelévement
dans Gal(Q,/Q,) du générateur topologique

Frob,: a + o/?
de Gal(F,/F, ). Il suit de ce qui précéde que

tr(®) x fPlg,, W) = tr(Frob) x f?, RT'(Sk ®z, Fp, Q)), (L1)
pour tout entier j > 0 et toutefonction f? € CC(G(A’]Z)//KP)Q (1k, estlafonction

caractéristique de K, dans G(Q, )).
Si f? estlafonction caractéristique d’ unedoubleclasse K?g K? dansG (A’}) (g €

G(Ah)) ets
p’ > [KP: K? N gKPg™Y,

lespointsfixesdelacorrespondance Frob;; x P agissant sur leF, -scheémaSk ®z, F
sont isolés (cf. [Zi] Lemme (2.3)). Notons

N (5, f7)
le nombre de ces points fixes, comptés avec multiplicité. Par Q-linéarité, on définit
N(j, fP) € Q pour fP € CC(G(A’]’C)//KP)@2 arbitraire et j assez grand par rapport
afr.
On a alors le cas particulier suivant de la conjecture de Deligne (cf. [Pi]
Théoreme 7.2.2).

THEOREME (1.2) (Pink). Pour toutefonction f7 € C.(G(A%)//KP)q, il existeun
entier j(f?) > Oayantla propriétésuivante. Pour tout entier j > j(f7), lenombre
des points fixes N (j, f?) € Q dela correspondance Frob), x f? est bien défini et
ona

tr(Frob) x f7, RT(Sk ®z, Fy, Q) = N(j, f7)- =
COROLLAIRE (1.3). Pour toute fonction f? € CC(G(A’}) //KP)q €t tout entier
j=3(fP),ona

tr(®) x fPli,, We) = N (3, f?). O

2. Rappel desreésultatsde Kottwitz
D’ aprés Kottwitz (cf. [Ko 1] (19.5)), le nombre des points fixes N (j, f?) est égal a

> c(10:7,0)04(fP)TOs(¢)) (2.1)
(70;776)
a(’YO;'Ya(s):l
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(aveclesnotationsdeloc. cit.; on remarqueraque, pour notregroupe G = GSp(4),
onakerl(Q,G) = {1}).

Toujours d’ apres Kottwitz (cf. [Ko 2] Thm. 7.2), I’expression (1.1) peut étre
‘stabilisée’, i.e. réécrite souslaforme

STe(f9) + o(G, H)e(A) ST (f), (22)
pour certaines fonctions

9= [ 1765 ()

1= f2 Wb (),

et modulo certaines hypotheses qui résultent, pour notre groupe G particulier, de
résultats de Clozel, Labasse, Hales, Waldspurger et \Wei ssauer.
Explicitons les termes de I’ expression (2.1) et ces hypotheses.

(2.3) Legroupe G. Soient
T = {diag(tl, t2,t3,t4) | t1tg = t2t3}

le tore maximal des matrices diagonalesdans G et £ |’ ensemble des sous-groupes
de Levi de G contenant T'. Soit B C G le sous-groupe de Borel des matrices
triangulaires supérieures. On a

R = R(G, T) = {:l:al, +ap, :I:(al + 042), :i:(2a1 + 042)}
U

R* = R(B,T) = {a1, a2, 1 + a2, 201 + ap}

U

A =A(B,T) ={a1, a2},

avec

{ ai(t) = t1/to

az(t) = tz/tg.
On identifiera les espaces a$ et (a)* d’ Arthur aR? de sorte que
OéY = (17 _1)7 a\Z/ = (07 1)7

a1 = (1, —1), o = (0, 2)
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et, donc,
(Oél + a2)v = (17 1)a (2041 + a2)v = (17 0)7
a1+ az = (1, 1), 201 + ap = (2,0)

(les co-racines sont dans o et lesracines dans (a$)*).
Onnote W legroupedeWeyl de (G, T'). Legroupefini W admet laprésentation

2 2 2
W = (e1,e2,0 | €1 = €5 =0" =1, e162 = €261, 0€1 = €20),

g1 = 32a1+a2 = 3(2a1+a2)v
€2 = 8a, = Sa%/
0 = Sqq = SO&Y

OE€1€2 = €1€20 = Sqi+ay; = S(a1+a2)v

(pour chagueracine «, s, = sqov € W est laréflexion simple correspondante).
Ona

L= {G7 M]_, Mi? M27 Mé? T}7

avec

A O
Mle{al} = {(0 AA*)‘ AEGL(Z),)\EGL(].)}

guel’onidentifieraa

GL(2) x GL(1) = {(4, )},

avec
x 0 x O
M= Ml — 0 x 0 x
17 Sazt1%a, = x 0 x 0 ’
0 x 0 x
avec
pw 0 O
MZZM{OQ}: 04 O MEGL(].),AEGL(Z)
0 0 %4
I
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A7
‘a
34
%

Figure 1.

guel’onidentifieraa
GL(1) x GL(2) = {(u, 4)},

avec

! : —1
M = $q, M>2s,; =

X O O X
O O X O
O X O O
X O O X

(onapose A* = S'A~1S et, pour tout w € W, est un représentant de w dans
Kr NG(Z)).
On identifie le groupe dual

G = GSpin(5,C)
deG a

GSp(4,C) C GL(4,C)
par lareprésentation spinorielle. Le tore dual de T" est

T={(@a %a%a)|aeCc }\ ()

et on aune classe de G-conjugaison de plongementsde T dans G, asavoir laclasse
du plongement

A~~~

L j; — é, T diag(fltAz, %\1?3, tota, t3t4).
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(2.4) Lafonction f<'. Soit IT le L-paguet de représentations de la série discréte
de G(R) ayant le méme caractere central et le méme caractere infinitésimal que la
représentation triviale de G(R). Le paramétre de Langlands de IT n’ est autre que

(,O:WR—> GXWR:LG

. (diag((é)yz, <§>1/2, <§>—1/2, <§>—3/2> ’z>
T = (J,7)

(W =C*UC T, 72 =—-1€C*, 121 =7 (2)"? = Z).

z [2]"
Considéronsle tore maximal elliptique de G sur R,
z1 0 0 41
0 =z 0
TG = 2 vz i +yi=a5+y5£0p CG.
0 —y2 z2 O
—y1 0 0 =z

et sa pseudo-diagonalisation induite par

100 i
110140
Ig=1=—"= G(0):
@ 3loi10]|€¢0
i 001
ona
I (Q)I = T(C) C G(C)
U U

I TR = {t € T(C) | t3 = to,ta = t1}
Q¢ I 1IW(G(R), Te (R)T = {1, e1¢2, 0, 0162} C W.
Le groupe dual de T¢; n’est autre que
LTG = f X WR
ol CX = We C Wy agit trivilement sur 7' et oli 7 € Wy — We agit par

(%\13 ?27 ?33 %\4) = (%\47 ?37 %\23 %\1)
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Il est alors clair que le parametre de Langlands ¢ de I1 se factorise en

n —1
We -2y Ly <2 L,
ou
YiWr — T x Wy = LT
z = (1,2)
T = (1,7)
etou

T]IBI—l:LTG = f X Wr — é X Wr = e
(tA, 1) — (diag(flfz,?lfg,?zﬂ, fgﬂ), 1)

(172) R (diag<<%>3/27 <%>1/27 <%>1/27

(L,7) = (J,7).
Par dualité de Langlands pour T, le paramétre ¢) correspond au caractere
trivial,
x =1,

de T¢(R). Le L-paquet I1 admet alors la description suivante (cf. [She 1] et
[Ko 2] Sect. 7). Pour chaque w € W, il y a (a isomorphisme pres) une unique
représentation irréductible de la série discrete de G(R)

(¢, w),
dont le caractere O, .,) est donnésur Tg reg(R) C T (R) C G(R) par lafonction
lisse
w) "y Twwl 1)
ww) Iy Tww)

?

weNa

ou on aposé
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On ade plus
(i, w') = 7(p, w)
S et seulement si w’ € Qgw et le L-paquet IT est égal a
{r(p,w) |we Qc\W},
i.e.a

{ﬂ', = 7T((107 1)7 ' = 7T((107 51)}7

avec
t1to + tat1 + tat
O () = (-1)3 _ =
=1 (t1 — t1)(t2 — t2)
et
tito + t1t1 + tat2
O (y) = (—1)°

(tr—t1)(t2 — t2)
ou I—1yI = diag(t1, t2, t2, 11). On vérifie facilement que
(—1)350,(y 1) =1

(trace de y danslareprésentation triviale de G(R)) pour tout y € T reg(R), OUON
apose
SG)‘P = 0O, + O .

Choisissons des pseudo-coefficients f,- et f,» pour =’ et =" respectivement
dans |’ algebre de convolution

H(R\G(R))

des fonctions lisses, a support compact et Kp-finies a gauche et a droite sur
R*\G(R) (cf. [Cl-De] Cor. delaProp. 5). Alors, on pose

6= 0 1) e nEaom)
R — 2 T T .

C'’est une fonction cuspidale stable au sens de [Ar 1] Section 4.
(2.5) Lafonction ¢; et I'homomor phisme de changement de base b$'. Pour

tout entier j > 1, on note smplement Q,; I extension non ramifiée de degré j de
Q, contenue dans @p €t Z,,; son anneau des entiers.
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L’isomorphisme de Satake, noté (—)", identifie I’ algebre de Hecke
Ce(G(Q ) // Kpi)
(K, = G(Z,)) al’algebre
CIX. ()Y =T /W).
S € X, (T) estle co-caractére
u — diag(u,u,1,1),
lafonction
pj € Ce(G(Qp ) [/ Kpi)
est lafonction caractéristique dans G(Q,; ) dela double classe
Kpipn(p) Kpi

et il est facile de voir que satransformée de Satake est

o) =p¥2 3" ).

veW-pu

L"homomorphisme de changement de base

bJG: Co(G(Q )/ Kpi) — Ce(G(Q) [/ Kp)

est induit, modulo les isomorphismes de Satake, par la multiplication par j dans
X.(T). En particulier, on a

b5 (@) =p¥2 3" [jv].
veW-u

La premiere des hypotheses que fait Kottwitz dans [Ko 2] Section 7 est la
suivante (avec les notations de loc. cit.).

HY POTHESE (2.5.1). Soit -y un &ément semi-simple de G(Q,). Alors

SO, (b5 (05)) =Y e(I)TO5(e0;),
)

ou la somme porte sur un systeme de représentants des classes de o-conjugaison
d'élémentsd € G(Q,; ) telsquelanorme

N6 =d0(0)--- 07 1(6)
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est conjugué a -y dans G(Q,).

Or, cette hypothese a été demontrée (dans un cadre beaucoup plus général) par
Clozel (cf. [CI] (7.1)) et Labesse (cf. [Lab 1]). Ces deux auteurs déduisent (par
voie globale) le lemme fondamental, dans le cas du changement de base et pour
une fonction arbitraire, de son cas particulier, pour I’ unité de I’ algebre de Hecke,
qui avait été prouve antérieurement par Kottwitz (cf. [Ko 3]).

(2.6) Le groupe endoscopique H. A équivalence pres, G admet un et un seul
triple endoscopique elliptique non trivial (H, s, no) : H est le Z-schémaen groupes

GL(1)2\[GL(2)z x GL(2)]
(GL(1)7 étant plongé par

z — (diag(z, z), diag(z~1, 27 1))
dansGL(2)z x GL(2)z, ona

s = diag(1,—1,—1,1) € GSp(4,C) = G
et le plongement 7)o de

H = {(§1,92) € GL(2,0) x GL(2,0) | detgy = detgp}

dans G est défini par

air 0 0 b

ar by a2 by |1 0 a2 b2 O
770(<Cl d1>’(02 d2>>_ 0 ¢ do O
cc 0 0O d;

(bien entendu, on a

On prolonge o en
n=mnoxid:H = H x Wy — G x Wy = "G.
Soient

S = GL(].)\[TZ X TQ]
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(Tp = ( 5 0 > C GL(2)) letore maximal des matrices diagonales dans H et £
I’ensembl e des sous-groupes de Levi de H contenant S. Soit

B = GL(1)\[B2 x B3]
(B = (é i) C GL(2)) le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires
supérieures. On a

RH = R(H,S) = {£p1, 15}
U

RE+ = R(BH,S) = {p1, B2}

U

A" = A(BH,8) = {f1, B},

P(diag(t, 1), diag(ty, t7)) = t1/t1
Pa(diag(ty, 1), diag(ty, t7)) = t5/t3.
Onidentifieraa? et (a)* aR? de sorte que

/3:}_/ = (17 1)7 /61 = (17 1)a
/3%/ = (17 _1)a 62 = (17 _1)

On note W le groupe de Weyl de (H,S). Le groupe fini W admet la
présentation

WH = (01,02 | 0§ = 05 = 1,010, = 0201),

01 = Sp, = gy
02 = 8p, = Sgy-

Ona

‘CH = {H7 L17L27 S}7

Ll = L{ﬂl} = GL(].)\[GL(Z) X Tz]
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H H
aLl aL2

By B

B3 Bz

ag (ag)"

Figure 2.

Ly = Lig,y = GL(1)\[T2 x GL(2)]
Letoredual de S est
S ={((?, 1), (T, 3)) € (C*)2 x (C*)? | {1 = thty}

et on auneclasse de H -conjugaison de plongementsde S dans H, asavoir laclasse
du plongement

LH: g — ﬁv ((?17%7]{)7 (%727%72,)) = (dlag(?lv%\&l)vdlag(%v%\g))
On note
j.8 =T

I” unigue isomorphisme de tores qui fait commuter e diagramme suivant

H ~
— “ . H

»)

<)
3
S

T ' QG
ou ¢ est défini en (2.3). Ona

j(diag(ty, 1), diag(ty, 13)) = (t1ta, 1113, tat1, tt1)
et 7 induit un plongement

joRT — R
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qui envoie £0; sur =(aq + ap) et £, sur +«;. Dans la suite, on identifiera a
I'aide de j les espaces aX et af et lesvecteurs 8) et (a1 + )Y d'une part et By
et oy d'autre part. De plus, j permet aussi d'identifier W# au sous-groupe

<07 U€1€2>
deW (onaoi — o and oy — oe1e2)).
(2.7) Lafonction . Soit ® () I'ensemble des classes de ﬁ—conjugaison
de paramétres de Langlands
oW —H

telsquen o oy est H-conj ugué au parametre de Langlands  introduit en (2.4). Il
est facile de vérifier que, a H-conjugaison pres, on a

() ={ou,Pu}
avec
o'Wy — Hx Wy =LH

o (o ()"0 0w (). )7)) )
(%)% 8) )

o (o ()0 0w ()7 )7)) )
(%) (%0) )

Considérons le tore maximal elliptique de GL(2) sur R,

Yy
ToLz) = {(—y x)

Pour chagueentier n > 1, notonsa,, |I” unique (aisomorphisme pres) représentation
irréductible de la série discréte de GL (2, R) dont le caractére ©,, est donné sur
ToL(2),reg(R) C ToL(2)(R) C GL(2,R) par lafonction lisse

cosf sinf gint _ g—ind
e’ . _gn=leZ =
(— sing c030> ~ el — g0

:rz—i-yz;éO} CG.
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Si GL(2, R)? est lacomposante neutre de GL (2, R), on a

GL(2,
o = Indg (5 0(o7),

ou

UTJ{(Q) = Di+1

L) det o) (- 1)/2
g
( e, (det g)
avec les notations de [Kn] (10.14). On vérifie que o,, ale méme caractere central

et le méme caractere infinitésimal que la représentation irréductible de dimension
finie

Wmn—l((CZ)
de GL(2,R). Alors, lareprésentation
(%)
Op 2

de R} \GL (2, R) apour paramétre de Langlands

Wr — GL(2,C) x W = £GL(2)
. (diag <<%>n/2’ <§>—n/z> ,z>
01
= ((10))

(on rappelle que, pour tout A € C, on pose

on(A)(g) = on(g)|detg|*, Vg € GL(2 k).
Par suite, le L-paquet I1(pg) (resp. (@ )) pour H(R) est constitué, aisomor-
phisme pres, d’ une et d’ une seule représentation irréductible de la série discrete de
H(R), asavoir

03(—1) X o1
(resp.

o1 ® o03(—1))

(remarquer que, pour n impair, le caractére central de o, ((1 — n)/2) est trivial).
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Pour n = 1, 3, soit
fn € H(R"\GL(2,R))

un pseudo-coefficient pour lareprésentationirréductible delasériediscrete o, ((1—
n)/2) de GL(2,R) dans I’agéebre de convolution des fonctions lisses, a support
compact et SO(2, R)-finies a gauche et adroite sur R* \GL (2, R). Alors,

h(eomn) = f3® f1:(91,92) — f3(91) f1(g2)
(resp.
h(@n) = f1® f3:(91,92) — fi(g1)f3(g2))

est un pseudo-coefficient, K2 -fini agaucheet adroite, pour |’ uniquereprésentation
(irréductible de la série discréete) du L-paquet I1(¢) (resp. I1(@x)), ol on a posée

ee(((3)
)
—by ay

D’ aprés Kottwitz (cf. [Ko 2] Sect. 7), on peut alors prendre pour £ 1a combi-
naison lingaire

f&' = (=1)%(un, 5) (det(ws (on)) Al o) + det(we (@) (@)

de h(pp) e h(pg), avec les notations de loc. cit., et il nous reste plus qu'a
expliciter les coefficients (u,, s), det(w. (vr)) et det(w(@r))-
Soit Sy letore maximal elliptique

GL()r\[TcL(2) X ToL(2)]

de H sur R. Si on pose

1 /14 1 /1
(50 )5 (1)) e

ona

ai,biEIR,a%—i-b%:a%—i—b%:l}.

ISy (QIy = S(C)
U U
I Su(R) Iy = {(diag(ty,t)), diag(th,5)) € S(C) | t1 =Ty, 5 = 15}
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et
Qp L2 1AW (H(R), Sy (R) Iy = WE.

L’isomorphisme de tores j: S — T défini en (2.6) induit un isomorphisme de
R-tores

jH: SH AR Ta
au sensou jy fait commuter le diagramme

Su(©) 22k 1,0

etona

w=wtw,

W, ={weW |w(R") c RIT} = {1 ¢}
On vérifie alors facilement que
(ju, IBI"Y Iy BYI;Y) e o,
d’une part, et
((Te2l )L ojy, IBITL Iy B 1Y) et @p,
d autre part, sont alignés au sens de [Ko 2] Section 7, de sorte que

wi(pr) =1, det(w.(pn)) =1
wo(@rr) =Ieal Y, det(wi(pr)) = —1.

Deplus, ona

pn = (u — diag(u,u,1,1)) € X.(T),
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pn = (F— titn) € X*(T),
de sorte que

(tin, 8) = un(37(s)) = 1.

En résumé, on peut prendre pour £ la fonction cuspidale stable (au sens de
[Ar 1] Sect. 4)

fE = (-13(fs® f1— f1® f3) € H(Au(R)\H(R)).

(2.8) La fonction hP. Pour chaque place v #= oo, p, soit A, le facteur de
transfert de Langlands et Shelstad pour (H, s, ) sur @, normalise par lesstructures
entieresde G et H sur Z, (cf. [La-Sh] et [Ha 1] Partie ll, Sect. 7). On pose

= 11 &
vF#£00,p

(ce produit est bien défini).

Lafonction 4? est n’importe quelle fonction lisse a support compact sur H (A’})
qui vérifieles conditions suivantes: pour tout vz € H(A’}) semi-simpleet (G, H)-
regulier, ona

SOq, (W) = AN (v, 7)e? (1) 0 (£7),
Y

aveclesnotationsde[Ko 2] (7.1) et pour unenormalisation convenabledes mesures
de Haar.

HYPOTHESE (2.8.1). 1| existe au moins une telle fonction A?.
En général, cette hypotheserésulte delavariantelocale del’ Hypothese (2.8.1) et

de |’ hypothese suivante (le lemme fondamental pour I’ unité de |’ algebre de Hecke
dansle casdel’ endoscopie ordinaire) en presque tousles nombres premiersq # p.

HYPOTHESE (2.8.2). Pour tout vy € H(Q,) semi-simple et (G, H)-régulier,
ona

SO’YH(]-K;H) = Z Aq(’)’H; 'Y)eq(I)Ov(qu)v
Y
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avec les notations de [Ko 2] Section 7, la normalisation de Hales du facteur de
transfert (cf. [Ha 1]) et pour une normalisation convenable des mesures de Haar
(biensiir,onapose KX = H(z,)).

Dans notre cas (G = GSp(4)), la variante locale de Hypothese (2.8.1) est
prouvée par Hales dans [Ha 2] (voir plus particulierement (2.8), les Proposi-
tions 5.23 et 5.25 et le Corollaire 3 du Lemme 6.10), complété par [Sha] et [Rog].
Quant au lemme fondamental pour I’ unité de I’ algebre de Hecke dans le cas de
I’endoscopie ordinaire, il résulte de I’ homogeénéité des germes de Shalika prouvée
par Waldspurger dans[Wa1] |.2 et de[HaZ2] (cf. [Ha3]). Une preuve completement
différente de ce méme lemme fondamental a été donnée par Schroder et Wel ssauer
(cf. [We 2)).

(2.9) L’homomorphisme de changement de base bf. Considérons le Q,-
schéma en groupes

Gj = Resy /g, G

de L-groupe
L@ = G7 % Gal(Q, /Qy),

ou le produit semi-direct est défini par laregle
(1,0)((92,---,9;),1) = ((92,---,95,91),0),

o € Ga(Q,; /Q,) étant I'@lément de Frobenius. Choisissons arbitrairement des
éléments sy, . .., s; dansle centralisateur

{diag(a,a’,d’,a) | a,a’ € C*}
dero(H) dans G detelle sorte que
s1...s; = s = diag(1,—-1,-1,1).
Alors la classe de G7-conjugaison de I’ homomorphisme de L-groupes
TPH = H x Gal(Qy /@) = &7 x Gal(Q, /@) = "Gy,
qui envoie (h, o) sur
-1

Vel o=l Fy.—l  —1 Vo1
((no(R)sy ™. s; ~mo(h)sy ™. siys -y mo(R)Stj -85

Vo1 -1 TNe—1.-1 -1 ;
no(h)szij_i---8175---,mo(h)s; sy ... 8;74),0"),

https://doi.org/10.1023/A:1000102414055 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000102414055

288 GERARD LAUMON

ne dépend pas des choix de sy, . . ., s; et induit, vialesisomorphismes de Satake

Ce(G(Qp ) [/ Kpi) — C[T /W]

Co(H(Qy)//Ky') =[S /W],
I”homomorphisme d’ algebres de Hecke
b1 Co(G (@i ) [/ Kps) — Ce(H(Qp) [/ K.

Concrétement, compte tenu des plongements: 7' — G et «: § — H de (2.3)
et (2.6) respectivement, 77 induit un homomorphisme

§ x Gal(Qy /Qy) = T/ x Gal(Qy /Qy)
qui, composé avec I’ homomorphisme

T9 % Gal(Q /@) — T x Gal(Qy /Qy)

((z\la--' a{j)ao—i) = (i\l%},dz)

(dual du plongement ‘diagonal’ de T, dans Res;, ; /@pT)' n'est autre que I’ homo-
morphisme

0:8 x Gal(Qy /Qy) — T x Gal(Qy /Qy)
défini par
PN (P i i?lj iy Qg
5(((t1at1)a (t27t2))70 ) = (_1) ;ij, (_1) t2 atl 31
2
'{(aaailaailaa) | u e (CX}
et b!! estinduit par larestriction de§ &S x {o}. En particulier, ona

b (0))V (B, 8), (B, 5)) = p¥/2(H] + 17 — 15 — 1) (mod (17 — Bty)),

by ()" = ¥ 2([ja] + L] — (4] — [iv5)

avec des notations évidentes.
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HY POTHESE (2.9.1). Pour tout v € H(Q,) semi-simpleet (G, H)-régulier,ona

SOy, (b7 (05)) =D {c(70:8), 8) Ap (i, 70)e(I)TOs (105)
0

avec les notations et les normalisations des mesures de Haar de [Ko 2] (7.2) et
avec la normalisation de Hales du facteur de transfert (cf. [Ha 1]).

Cette hypothese locale devrait pouvoir se déduire par voie globale (comparer
a[Ha 4]) du lemme fondamental pour I’unité de I’ algebre de Hecke dans le cas
de I’ endoscopie tordue, i.e. de I'’Hypothese locale (2.9.1) ou on a remplaceé ¢,
par 1Kpj (et, donc, bf (¢;) par 1K51). Quant a ce dernier lemme fondamental, il
résulte immédiatement du lemme fondamental pour I’ unité de I’ algebre de Hecke
dans le cas du changement de base, i.e. de I'Hypothese (2.5.1) ou on a remplacé
p; par 1x ; (e, donc, b$ () par 1k,) et qui a été demontrée par Kottwitz (cf.
[Ko 3]), et du lemme fondamental pour I’ unité de I’ algebre de Hecke dans le cas
de |’ endoscopie ordinaire (Hypothese (2.8.2)).

(2.10) La distribution STe. STe(f¢) est la partie Q-élliptique de la formule
des traces stable pour (G, f¢), i.e.

STe(f Z (G |7t (@) SO, (f),

ou  parcourt un systeme de représentants des classes de conjugaison stable Q-
elliptiques semi-simples dans G(Q).

(2.11) La distribution ST¢. STz (f) est la partie Q-€elliptique et (G, H)-
réguliére de laformule des traces stable pour (H, f), i.e.

STY(F1) = L IHR, N @ ()05, (71),

ou vy parcourt un systeme de représentants des classes de conjugaison stable
Q-€elliptiques semi-simples et (G, H)-régulieres dans H (Q).

(2.11) La constante (G, H). En général, par définition, on a
UG, H) = 7(G)7(H) Y|Aut(H, s,1)/Ha(Q)] .
Ici, on asimplement

(G,H) = 3
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(2.12) Laconstantec(A). Si on normaliselefacteur detransfert A, (deG a H)
en laplace v comme dans[Ko 2] Section 7 si v = oo 0uwv = p et par les structures
entieresde G et H si v # oo, p (cf. (2.8)), le produit

A=A =AxAlA,
v

differedufacteur detransfert adélique A , de Langlandset Shelstad par unecertaine
constante

c(A) e €,
i.e.onalareation

Ay = c(A)A.

3. Simplifications supplémentaires de la formule de Kottwitz pour N (j, f?)

Remarquons tout d'abord que le centralisateur G, de tout &élément semi-simple y
de G est connexe (Gger = Sp(4) est simplement connexe).

LEMME (3.1) (Kottwitz). Pour notre groupe particulier G et notre fonction parti-
culiere f¢ ona
df
STe(f9) = Te(19) == Y 7(G1)O4 (),

v

ou ~y parcourt un systeme de repr ésentantsdes classes de conjugaison Q-elliptiques
semi-simples dans G(Q).

Preuve. Soit T' un R-tore maximal de G et soit Tyeg C T' I’ ouvert des éléments
réguliers dans G. Il suffit de montrer que

O5(f£) =0

pour tout v € Treg(RR) €t tout x € K(7'/R) nontrivial.
Or lafonction £ est cuspidale stable au sens de [Ar 1] Section 4, de sorte que

O (f) = O4(f)

pour tout ' € G(R) qui est stablement conjuguéay. Par suite, on a

O5(fe) = (Z(im(7771)7ﬁ>> O, ().

,YI
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Mais, comme HY(R,G) = {1},0na
D(T/R) — K(T/R)”

Y(iv(y, ), m) = Y. (z,5)=0

v TeK(T/R)D

S k € K(T'/R) est nontrivial (les notations sont celles de [Ko 4] Sect. 4 et5). O

LEMME (3.2). Il n'y a pas d’'endoscopie (non triviale) pour H, i.e. pour tout
corpslocal ou global F' de caractéristique nulle et tout v € H (F') semi-simple,
ona

K(I/F) = {1}
oul=*HY,.
Preuve. On ala suite exacte
1-GL(1) - H- H— 1,
ou H = PGL(2) x PGL(2) (GL(1) est plongé diagonalement dans H). Par site,

S yu € H(F) est semi-simpleetsi I = HY, et = Fg(m), on alasuite exacte
de F-groupes

1-GL() =»1—1—1

ST = Ga(F/F), onendéduit le diagramme commutatif alignes et acolonnes
exactes suivant
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(C* est connexe). Par suite, on obtient un isomorphisme
K(I/F) = K(I/F).
Or PGL (2) n"apasd endoscopienontrivialeet, donc, H nonplus, d olilelemme. O

LEMME (3.3). Soit & un corps algébriguement clos de caractéristique nulle et
soit

i = (71,72) € kX\[GL(2, k) x GL(2, k)] = H(k)
semi-simple. Alors, vy est (G, H)-régulier si et seulement si

(try1)? |, (trye)?
dety; detry, -

Preuve. Compte-tenu de I'isomorphisme j: S — T de (2.6), R — R" est
constitué des quatre caracteres de S’ suivants:

((th,17), (5, 13)) v (tht/H1t5) ™

(£, 1), (t5,15)) = (t1ta/t1t5) " .
Donc, yg = (y1,72) €st (G, H)-régulier si et seulement si
{ MYz # NV

" n

Y12 # 1V25

ou (v1,v7) et (75, 75) sont lesvaleurspropresdey; et -y, respectivement. Lelemme
s ensuit facilement. O

On déduit des lemmes (3.2) et (3.3) le résultat suivant.

LEMME (3.4). Pour notre groupe H et notre fonction f#, on a
* df _
STe(f) = Te(f") == D 1HY, (Q\H,, (Q) 7 (HS,) Oqpy (f1),
YH

ou vy parcourt un systeme de représentants des classes de conjugaison Q-
elliptiques semi-simples dans H (Q).
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Preuve. D’ apres (3.2), on a (avec des notations évidentes)
STE(f7) = TS ().

Soit maintenant v = (y1,72) € H(R) un élément R-elliptique semi-simple et
non (G, H)-régulier. On a (pour des normalisations convenables des mesures de
Haar)

(tr:)?
det;

0.,(f3) = —tr(y;, ym?(C?) ® (A*C?) H =1~

Oy, (f1) = —tr(7:,C) = -1,
de sorte que
O’YH (f]lg) =0

d apres (3.3). Comme en outre, par descente de Harish—Chandra, O.,,, (f&) = 0
pour tout v € H(R) semi-simple qui n’est pas R-elliptique, on abien

Tg(f1) = Te(f7). O

LEMME (3.5), La constante ¢(A) est égalea —1.
Preuve. Considérons les & éments

o = ((é 2) , (_(1’ ;)) € L2(Q) € H(Q)

et
010 O
B -100 O € Mi(0) € G(0)
Y= 000 -1 1(Q Q).
001 O

Alors, v est associé ayy (sur Q,yg est conjuguéa

(o3) (o)) es

etl'imagepar j: S — T (cf. (2.6)) de ce dernier €lément est clairement conjugué
a-y). Par suite, pour demontrer le lemme, il suffit de montrer que

Alym,v) = -1
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puisque I’ on doit avoir
c(A)A(yu,y) = Au(yu,v) =1

d'apres[La-Sh] (6.3).
Si onidentifie L, au sous-groupe

{(t1,52) € To(C) x GL(2,C) | detty = detgy}

de H et M; au sous-groupe

0
0 |lpec*, AeGL(2C)
detA

—_—

n

i 0
0 A
00

de G = GSp(4,C) (dans I'identification de G & GSp(4,C), les co-racines
oy, (a1 + az)¥ et (2a1 + a2)¥ de G correspondent respectivement aux racines
ap, a1, 21 + g €t ag + ap de GSp(4, C)), ona

no(L2) = M.

Par suite, L, = H ;, estlegroupeendoscopiquede A/ déduit de H par descenteet,
enfait, ladonnée endoscopique (Lo, s, n|" L) de M; esttriviale. Plus précisément,
on al’isomorphisme

. A 0 1 0
My — Lo, — ,A
0 AA* 0 2

(modulo GL (1)), dont le dual est o|Ly: L, — M; et qui envoie sur vz Onen
déeduit que, pour toute place finiev de Q, ona

Aij}v[l(fvafY) =1

1/2

Aoy, ) = A v ) |[[(a() =1 = (4,

@

v

ou « parcourt I’ensemble des racines de G qui ne sont ni dans H ni dans M, i.e.
{xaz, +(201 + az)} (cf. [Hal] Lemme (9.2)). On est donc ramené amontrer que

Aco(YH,7Y) = =4,
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pour A, normalisé comme dans[Ko 2] Section 7.
Pour cela considérons les sous-groupes de Cartan

So = S, S1=151,

de H sur R qui proviennent des sous-groupes de Cartan
To=Tg, Ti=Tu,

de G sur R: T et Sy ont été définisen (2.4) et (2.7),

Sp, = GL(De\[T2 x ToL(2)] C H,

et
zy O 0
—y z O 0 2 9 ,
Ty, = 0,\N#0 G
Ml 0 0 )\,{L' _)\/y € +y # Y # C
00 Ny Nz

et, pour n = 0,1, on aun isomorphisme de R-tores
Jni Sp — T,

qui fait commuter le carré

n(C)

s(©) —2— 1(0)
ou Ip = I €t Jo = Iy ont été définisen (2.4) et (2.7) et ou

b (9) 50 D)o

e
1i 0 0
1li1 0 o0

1= — M+(C).

1=75lo0 1 | SMO
00 —i 1
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Considérons les systemes de racines imaginaires positives R, pour 7T}, et Rﬁ*
pour S,, (n = 0, 1) définis par

+ TR 15t s
RO = {al y 0o ,(0414—0[2) 0 ,(2a1+a2) 0 }7

+ I
Rl = {al }7

gt gt
R ={py° ,5° }

RIF = (g ).

_ -1
A laracineimaginaire positive (cy + )% ' (resp. ﬁi’o ) est associée |a transfor-
mation de Cayley

-0
(resp.
D—(=)D
So 2 s,
ou
1 — -1 7
11 — 1 7 —1
C_ﬁ 1 4 1 7 €GO
7 1 7 1
(resp.
1 14 10
D=|—"—— H(C
(x/ﬁ<z 1>’<0 1>>€ )
et le carré
S 220 g,
Jo J1
-0
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est commutatif.

Alors, d'apres [She 1] Sections 3 et [She 2] Section 8, 9, 10, sl v = j,(yH) €
T, (R) pour un éément (G, H)-régulier v5 € S,(R), la valeur en (yy,7) du
facteur de transfert A, peut se calculer comme suit. On pose

A2
A w5+ Y5
n\Y) =
2?(1=N)2+y%(1+ X)?
N (a2 + y?)

n=20

sin=1

on choisit des signes g et ¢ satisfaisant larelation
e0e1 = £4o(C)e(RT, (RY)0)e(RY T, (RG ) p),

avec les notations de [Sh 2] (9.5) (ici, on vérifie que R est adaptéa s + a), €t,
aors,

Aco(vm,7) = (1) M enAn ().

Par suite, si I’on revient au couple (yy,v) € H(Q) x G(Q) que I'on afixé au
déebut de la preuve du lemme, on voit que

Aoo(vm,7) = 4e1(—=1)%2 = —4es

et, donc, on est ramené a démontrer que, Si ¢g est choisi comme dans [Ko 2]
Section 7, ona

e1 =1
Or, il est facile de vérifier que
(Rg)c = Ry
(onaC = IpI; %), que
(Rg")p = R
(onaD = JoJ; 1), que
D(To) = £(Tp) = HY(R, Tp) = 7/ 2%,

que le caractére ko de £(Tp) associea s = diag(1, —1, —1,1) € G est le caractére
nontrivial et que

£ro(C) =1
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(comme CC~1 € N¢(Tp) reléve la réflexion simple attachée a la racine (a; +
az)lo " de Tp, on peut décomposer CC~1 en XY, oll X est un 1-cocycle de Tp,
i.e. X € To(C) et X = X1, et ollY est dans e sous-groupe SL(2) de G attaché
acetteracine, i.e.

Y €Iy ad —bc=1 3 It

O 6o O e
o O & O
O & o<«
& O o O

et, par définition, e, (C) est lavaleur de kg sur laclassede X dans H(R, Tp); or,
il est clair qu’'on peut prendre X = 1 et

00 -1 0

Y:Iooo 0 -1 1
10 0 o] %"
01 0 O

de sorte que classe de X dans H(R,Tp) est triviale). Par conséquent, il ne reste
plus qu’a vérifier que la normalisation de A, dans [Ko 2] Section 7 correspond
au choix eg = 1.

Avec les notations de loc. cit., on a

ABG (7_1)

Aso(v,7) = AjBe (v, ) = (1) " xa.u () —
Agy (vg)

ou B = IgBI;' D T &t By = IyB"1,;* 5 Sy, ol

Ap, (v 4y1y2

ABH (7;[1) B ($l + iyl)($2 + iyz)

et ol x,u estlecaracterede T (R) défini comme suit. Les sous-groupesde Borel
B¢ et By déeterminent des plongements

nBG:foR:LTg%LG:C:‘xWR

(cf. (2.4)) et
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nBH:gwa:LSH — LH:E[XWR
5,1) = (5,1)

o (as((9)". ™)
o (1))
- (S35

~ ~

10 nB, © 5t w) = npg(t,w) - (toa(w), 1),

etona

oll.: T — G aétedéfini en (2.3) et otia € ZL(Wx, T') est défini par

a(2) = afer) = ((g)”, (7)) ‘”2)
A@,aYa"Ya) |aecr).

Alors, |e caractére x;, ;r apour parametre de Langlands |’ homomorphisme

Wr — j; x Wp = LT,
w = (a(w),w)

i.e.

xe.m(y) = T1+ 4

’ T2 —iy2
Par suite, on a
4 _
Aoo(ym,v) = (=1)de™ (- 2y1y22> = (=177 Ao(v),
z3 + Y3

ce qui correspond bien au choix eg = 1. O

4. Simplifications dansla formule destracesnon invarianted’ Arthur:
résultats géenér aux

Dans toute cette section, on désigne par G' un groupe algébrigue réductif connexe
sur Q. On fixeun sous-groupe de Levi minimal My de G sur Q et un sous-groupede
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Levi minimal M deG sur R qui est contenu dans M. Onfixeaussi un sous-groupe
compact maximal

Kmax = H Kmax,v = Kmax,RKmax,f
v

de G(A). On suppose que Kmax st admissible relativement a My et que Kmax g
est admissible relativement a Mg. On utilisera librement les notations d’ Arthur.
En particulier, £ (resp. Lg) est I'ensemble des sous-groupes de Levi de G sur Q
(resp. R) contenant My (resp. Mp) €t, pour tout M € L (ou M € Lg),P(M)
est I’ ensemble des sous-groupes paraboliques de G' qui admettent A/ comme sous-
groupedelLevi.OnaLl C Lret,ss M € L,0na

Lo(M) (L ey | McCL)CL.

La formule des traces non invariante d’ Arthur pour G' et une fonction f €
C(Ag(R)°\G(A)) est uneidentité

Jgeom(F) 2= 5" Jo(f) = 3 Te(f) L Jspec(f)

0coO XEX

(cf. [Ar 2] Sect. 1 et 2). Pour unefonction f arbitaire, |esdeux expressions Jgeom( f)
et Jopec(f) sont tres compliquées. Cependant, comme on va le voir dans cette
section, en faisant des hypotheses supplémentairessur f il est possibledesimplifier
enormément ces deux expressions. Nous ne considererons que des fonctions f de
laforme frf’, ol fr € H(Ac(R)°\G(R)), I'algébre desfonctions C* et Kmax g-
finiesasupport compact sur A¢(R)°\G(R), etotl ' € C2°(G(Ay)). Leshypotheses
supplémentaires sur fi seront des hypotheses de cuspidalité et celles sur f/ seront
des hypotheses de regul arité.

Arthur a introduit deux notions de cuspidalité (cf. [Ar 8] Sect. 6 et [Ar 1]
Sect. 4).

DEFINITION (4.1) (Arthur). Une fonction fi, € H(Aq(R)°\G(R)) est dite cusp-
idalesi, pour tout M € Lg, M G G, ettout P € P(M), ona

tro(fep) =0

pour toute représentation irréductible tempérée = de A (RR)°\ M (R), avec

Fep(m) S 5 () /2 /K /N " falk~Ymnk) dn (¥m € M(R)).

max,R

Unefonction f € H(Ag(R)°\G(R)) est dite cuspidale stable si elle est cusp-
idale et si, de plus,

tr WR(fR) =0
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pour toute représentation irréductible tempérée m, de A (R)?\G(R) qui N’ est pas
de carréintégrable et

tr h () = tr it (fe)

pour toutes représentations irréductibles de carré intégrable 75, et 7f de Ag(R)%\
G(R) qui sont dans un méme paguet de Langlands.

Ces deux notions sont invariantes (par conjugaison). Nous aurons aussi besoin
d'une troisieme notion de cuspidalité, qui elle est non invariante.

DEFINITION (4.2). Unefonction fz € H(Aq(R)°\G(R)) seraditetrés cuspidale
s elle est Kma r-invariante par conjugaison et si, pour tout M € Ly et tout
PeP(M) ona

Farlm) = bpge)(m)! [ almm) dn =0 (vm € M(®))

Une fonction fy tres cuspidale est automatiquement cuspidale mais pas néces-
sairement cuspidale stable.
Nous utiliserons deux notions de régularité.

DEFINITION (4.3). Soient ' € CX(G(Af)) et C € R;. Lafonction f' sera
dite C-réguliere (resp. fortement C-réguliere) si, pour tout M € £, M G G, tout
P cP(M)ettoutm € M(Ay) telsque

fp(m) = 5P(Af)(m)1/2/ / F'(k~Ymnk) dn dk # 0,
Kmax,; /Np(Ay)

il existe au moinsuneracine o de A,; dans G pour laquelle on a (resp. pour toute
racine o de A,; dansG on a)

|(Hag,f(m))] > C.

BiensOr, unefonction f' fortement C-réguliere est automatiquement C-réguliere.
Commencons par étudier le coté geométrique de laformule des traces.

THEOREME (4.4). Soit fy € H(Aq(R)°\G(R)) une fonction cuspidale stable et
tres cuspidale. Alorsil existe une constante C' € R, ne dépendant que du support
de fr et ayant la propriété suivante. Pour toute fonction f’ € C°(G(Af)) qui est
C-réguliere, ona

Jgeom(f) = Te(f) & 37 1GYQ\G, (@) 717(G2)0,(f)

veE
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ou on a posé
f=r=f

et ou E est un systeme de représentants des classes de conjugaison Q-elliptiques
semi-simples dans G(Q).

Preuve. Fixonso € O et un ensemble fini S de places finies de Q, contenant
I’ensemble Sy — {0}, 0U Sp est I’ ensemble défini par Arthur, et assez grand pour
que

I __ ¢l
[= flerﬁax,f-

Onaalors

M
=3 Mol S M ({00} U S IG (. fufh)

G
irec Wo | YE(M(Q)N0)ar,s

et, comme f, est globalement tres cuspidal e, lesformules de scindage et de descente
(cf. [Ar 3] Sect. 8, 9) assurent que, quel quesoit M € L£,ona

TGy ) = (Jim, I (s, £0)) T )

pour un certain P € P(M), ol ag € A reg(R).

Maintenant, J$, (ar"y, fr) €st uneintégrale orbitale pondérée et, donc, s annule
des quel’ orbite de agy dans G(IR) nerencontre pas le support de fr. On en déduit
qu’il existe une constante C' € R, ne dépendant que du support de fr et ayant la
propriété suivante. Pour tout M € £, M G G, ettout g € M(R), ona

lim J]\C/;[(GR’)’RufR) #0
aR%l
seulement si

l(Hare(12))] < C,

guel que soit laracine o de A, dansG.

Vérifions que cette constante C fait marcher le théoreme. Supposons donc que
" est C-réguliere. Tout d'abord, pour tout M € £, M G G, ettouty € M(Q) No,
ona

( lim JS (az, fR)) Jai (v, fs p) =0.
aR—>1 ’
En effet, s

J%(”y’ fé',P) ?é 07
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il existeau moinsunm € M (Ay) tel que
fp(m™tym) #0

(onrappelleque S D Sp — {0 etquef’s =17 et, donc, il existe au moins
Kmax,
uneracine o de A, dansG telle que

l(Hyu e (V)] = |a(Harp (7)) > C
etona

a]gml Jir(agy, fo) = 0.
Ensuite, on remarque que

Jg(”YRafR) =0

pour tous les vz € G(R) qui ne sont pas semi-simples (cf. [Ar 1] Sect. 4 et
Théoreme 5.1). Enfin, pour y € 0 semi-simple, Arthur a montré que

a“({o0} U S,7) = |GHQ\G,(Q| 7(GT)

s v est Q-€lliptique et que % ({co} U S,) = 0sinon (cf. [Ar 4] Théoreme 8.2).
[l ne reste plus qu’ a remarquer que, pour -y € 0 semi-simpleet ap € Ag(R), ona

Jg(aR’YJ fR)Jg (77 ffg) = OaR’y(f)

(ona

O'y(f!s*) = Ov(f,)

D% =1
vu notre choix de S). O

Remarque (4.5). Diversesvariantesde cetheoremefigurent dgjadanslalittérature
(cf. [FI-Ka1], [FI-Ka 2] et [Lau]). O

Etudions maintenant le coté spectral.
Soit M € L. Pour tout nombre premier ¢, rappelons qu’ Arthur a introduit le
sous-groupe

anrg 2= Harg(M(Qy))
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de a;s et son ‘dua’

iy I ia}, /HOM(ans g, 2miZ)

Pour tout ensemble S de placesfinies de Q, on posera

ar,s = P ang

qeS

.k _ 3
tan,s = H Lan,q
geS

(si S estI’ensemble detoutesles placesfiniesdeQ, on utiliseralesnotationsa,,, ; et
ia}, ¢ pour ces deux groupes). Si g est une représentation irréductible admissible
de M(Af N Qs ), on notera s, , ou encore s () latordue de s par A € iaj, g,
de sorte que

msa(m) = eEmsm)rg(m) Ym € M(Ar NQs),

et on noteraZp(wg) I'induite unitaire de g le long d’ un parabolique P € P(M).
Pour fs € C2°(G(Ar N Qs)), On posera

fsm(ms, X) = / trZp(nsy, fs) € dA (VX € ap),

*
ZaM,S

ou lamesure de Haar d\ =[] ¢ d), est normalisée par
vol(iay, 4, dAg) =1 (Vg € S)

(méme pour S infini, I'intégrale ci-dessus a un sens car, pour presgue tout g €
S, fs = filk, et w4 est non ramifiée, de sorte que

tr Ip(ﬂ'q’/\q, 1Kq) = 1, v>\q € Z.‘7‘}(\4,(1)'

Commelanotation I'indique, fs (s, X) nedépend pas du choix de P € P(M)
gue I’on afait pour le définir. On ale développement en série de Fourier (finie)

trZp(mspa, fs) = Y. fsn(ms, X) e M),
Xe€apm,s

Soit toujours M € L. Pour toute représentation irréductible unitaire m, du
groupedeLie Ag(R)°\M (R) ettout X € af}, Arthur aintroduit ladistribution

J]\C/;[(W]RafRaX) g / G - JJ\GAWR,/\afR) e_A(X) dA

M
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en fr € H(Aq(R)°\G(R)) (cf. [Ar 5] Sect. 7).

THEOREME (4.6). Soient f; une fonction trés cuspidale dans (A (R)°\G(R))
et f’ unefonction arbitrairedansC2°(G (A )). Alors, ona

T fef) =3 T 'WZG| S ade(m) IS (fef)

>0 irec | mE s (M, t)

0l Mgise(M, t) C Munit(Anr (R)°\M (A), 1) et
abl Ty (M, t) — C

sont définis par Arthur dans[Ar 6] Section 4 et ou

JM7r fRf Z JM TR, [, S ( ))f]’\/[(”TfaX)

Xe€ay, s

pour tout M € L ettout m = g @ 7y € Hgisc(M, t), avec

-(5x) e

pour tout X € ON,f-
Preuve. D’ aprés [Ar 6] Section 4, Jgec(frf') €st lasomme sur lest > 0O, les
M; C M dans L etlesm; € Tlgisc(M1,t) de

W l
octadtiry) [ el maa )G (nf, ) O

a
|W | disc 'a}‘vfl/zu}‘\/[

avec

Tih o) = [ o Tt fed)

M

pour tout représentant A; dansia},, delaclasse \;. Or, comme fp est trescuspidale
sur Q, les formules de scindage et de descente (cf. [Ar 3] Sect. 8, 9) assurent que

T (mih,, fef) =0 (VA1 € ia}y,),
Si M- S M etque

T5i(mx, fof') = T (e, fr) T Zp(mr 500, £)
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quelsquesoient 7 € Ilgisc(M, t) €t X\ € da}y,, 0U0: ia}, — W p est le morphisme
diagonal, d’ ou le théoreme. O

Dans[Ar 7] Section 7, Arthur aiintroduit les distributions
CD]C\T}(WRJ X7 fR)

(M € Ly, mr € Temp(Ag(R)°\M (R)) et X € af)) en fa € H(Ac(R)°\G(R)).
Elles sont définies par un schéma de résidus pour I'intégrale

[ T f2) € da
e+i(afy)*

ol ¢ est un petit point de (a§;)* en position générale. Leur intérét pour nous vient
des deux résultats d’ Arthur suivants.

PROPOSITION (4.7) (Arthur). Soit M € Ly et soit fr une fonction cuspidale
dans H(Aq(R)°\G(R)). Alors, il existe une famille de constantes C, € R, (L €
Lw(M),L G G) nedépendant que du support de fx €t ayant la propriéte suivante.
Pour tout 7 € Tliemp(Ag (R)°\ M (R)) ettout X € af, telsque

Xzl > CL, VL€ Lgx(M), L;G,
ona

J]\C/;[(WRafRaX) = CD]C\}(WRaXa fR)

Preuve. D’ apres[Ar 7] (7.7), ona

Jir(me, oo X) = > (05 (6T (fo)) (7=, X)

LeLy(M)
pour certaines familles d’ applications
‘¢ Hacl G(R)) = Zao( L(R))
(L € Ly) et
01 Hao(L(R) — Tec(M (R))

(M € Lg, L € Lx(M)) définiesdansloc. cit.
Pour L = G,

(O (DG (fr)) (m, X) 2 05 (fr) (s, X)
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est éga a°DY§, (g, X, fr) d' aprésle Lemme 7.1 de [Ar 7).

Pour L G G, il existe une constante €', € Ry ne dépendant que du support
de f» et ayant |a propriété suivante: pour tout 7 € Iiemp(Ac (R)O\L(R)) et tout
Y €af,ona

“GF (f=) (7, Y) # 0

seulement si ||Y|| < Cr, (cf. [Ar 3] Lemme 4.2). De plus, comme
“0%1(g) (mr, X) = “Dif(z, X, gr)

ne dépend que de la restriction delafonction gi € Hac(Ag(R)°\L(R)) &
{z € L(R) | Hf (z) = Xr}

(cf. [Ar 7] Sect. 7),
(“057)" ($=) (1=, X)

ne dépend que de la restriction de lafonction ¢ € Za(L(R)) &

Miamp(L(E)) % {Xz}.

Par suite, on a
(05" (°¢% (f2))(m=, X) = 0
desque || X || > Cyr, cequi achevela preuve de la proposition. O

Pour tout L € Ly, soit
I5(AL(R)°\L(R)) C Iiemp(AL(R)°\L(R))

I’ensemble des classes d'équivalence de représentations irréductibles de carré
intégrable de Ar,(R)°\ L(R). Pour tout M C L dans Lg, tout py € (AL (R)%\
L(R)) et tout v € M(R) N Greg(R), ON pose

IDE(N)[M?0p5 () sy € M(R)a

L/ (pr, ) = {o .
Sinon

ou M (R)g est I'ensemble des éléments elliptiques de M (R), i.e. desy € M (R)
tels que Ay (R)\ M., (R) soit compact.

PROPOSITION (4.8) (Arthur). Soit fz € H(Aq(R)°\G(R)). On suppose que fx
est cuspidale et que

fR,G: Htemp(AG(]R)o\G(R)) — (C, OR > tr UR(fR),
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a son support contenu dans ITx( A (R)°\G(R)). Alors, pour tout M € Ly, tout
X € af; ettout mg € Miemp(An (R)O\M(R)), ona

CD]C\T}(WRJX7fR) 7é 0

seulement si 7, € Tp(Ap (R)°\M(R)) et, dansce cas, on a

CDJC\;/[(7TR7X7 fr) = ZCD]C\;/[(WRuXJ og) tr og(fr)

R
oli o, parcourt I(Ag (R)°\G(R)) et ol les expressions
CD]CQ(’]TR, X, O'R),

pour oy, fixedansIl,(Aq(R)°\G(R)) et pour M € Ly, 7y € a(Ap (R)°\ M (R))
et X € af; variables, satisfont les propriétés suivantes.

(i) Ona

1 Sl TR — OR
CDG ,O, — .
G (m2,0,0%) {0 sinon

(i) S M C G, pour tout y € M(R)* N Greg(R) €t tout X € afy, 0na

SN (—ydmAL A gk (o &) DE (pr, X1, o) = 0
L PR

ol L parcourt Ly (M), ps parcourt ITo(Ar(R)°\L(R)), py est la représentation
contragrédientede pp et X = X + X, avec X© € of, et X}, € af.

Remarquons que les propriétés (i) et (ii) ci-dessus déterminent uniquement les
expressions ¢D§; (g, X, ox) par récurrence sur le rang de A, (indépendance
linaire des caractéres @3 (Y, ) pour 7y parcourant IIz( Ay (R)O\M (R))).

Preuve. D’ apres[Ar 7] (9.2) et compte-tenu des hypothesesfaites sur f, on a

‘DS (e, X, fr) = > D (7w, X, 02) trog(f2),

™

ol op parcourt IIx(Ag(R)°\G(R)), pour tout 7 € Ta(Ar(R)°\M(R)), €,
d aprésle Théoreme 9.1 deloc. cit., les¢ DY, (1w, X, o) vérifient les propriétés (i)
et (ii) de!’énoncé dans lesquelles on aremplacé m, €t pp parcourant I (—) par 7
et 7,7, respectivement parcourant Ty (—) et le signe par laconstante dy (7. 1,, or)-
Par suite, pour achever la preuve de la proposition, il suffit de montrer que, pour
tout M € Ly, tout 7z € T (A (R)°\M (R)) qui n"est pasdelaforme (M, ng, 1)
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avec Ty € IIx(Ap (R)P\M (R)), tout X € af; et tout o € IIx(Ag(R)°\G(R)),
ona

CD]C\;/[(TRJX7 UR) = O

Or, avec les notations de loc. cit., pour tout 7, € Twi(Ax (R)°\M (R)), tout X
régulier dansa§; et tout o € M2(Ag(R)°\G(R)), ona

Z Z D]l\/J(T]I,b XLa TR,L)CDE(TR,La XLa UR)

L TR L

1 sM=Ge, = (G,op,1)
~ | 0 sinon

ol L parcourt Lg(M) et rq ;, parcourt Ta(AL(R)°\L(R)) (remplacer, dans la
formule (9.5) de [Ar 7], @&(rg’ 1»7Y) par son expression donnée en (9.4) de
loc. cit. et utiliser I’indépendance linéaire des caracteres &4 (7'y, v) pour 7, €
T (A (R)O\M(R))). Deplus, d aprésleLemme6.6 de[Ar 8] ou plusexactement

Sa preuve, on a
D]I\I/I(TH’%? Y, PR) =0

pour tout pr € T2(AL(R)°\L(R)), tout Y € a¥, ettout 7, € Teai(Anr(R)O\M (R))
qui n'est pasde laforme (M, 7, 1) avec 7h, € TIo( A (R)O\M(R)) et ona

1 sin,=mp
DY (xh, 0, ) = O
31 (7, 0, k) { 0 sinon
pour tous 7k, m € TIx(A (R)2\M (R)). On conclut alors par récurrence sur le
rang de Ayy;. O

La Propositions (4.7) ne concerne a priori que les expressions J§ (g, fir, X)
pour lesquelles la représentation 7, est tempérée. Mais, d’ apres Vogan (cf. [Vo 1]
Proposition 6.6.7), le caractere © -, de toute représentation irréductible admissible
mr de Ay (R)O\ M (R) S écrit de maniére unique

GWR = Z A(’”Ra W]%&)GWI’RJ (49)

R
ou 7f, parcourt un systéme de représentants des classes d’ éguivalence dereprésenta-
tions standard de A/ (R)%\ M (R) ayant méme caractereinfinitésimal que 7y et ol

les coefficients A(mg, ;) Sont entiers, et, grace a ce résultat, cette proposition
s étend aux expressions J§ (mg, fz, X) pour lesquelles la représentation 7 n'est
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plus nécessairement tempérée.

PROPOSITION (4.10). Soit M € Ly et soit f une fonction dans H(Ag(R)®\
G(R)). On suppose que fr est tres cuspidale et que le support de fr g est
contenu dans TT>(Ag(R)°\G(R)). On choisit une famille de constantes C, €
Ry (L € Lr(M),L G G) comme dans la Proposition (4.7). Alors, pour tout
mr € Munit(An (R)O\M (R)) et tout X € af, tel que

IXLll > Cr, VL€ Lx(M), LGG,
ona

J]\C/;[(WRﬂvaX) = CD]%(WRaXa fR)a

df
CDIC\;/[(WRJ X7 fR) = Z A(WRa W]{%)CD]%(W]{% X7 fR)u

R

h, parcourant TTx( Ay (R)O\ M (R)).
Preuve. D’ apres la Proposition 6.1 de [Ar 5], on a

Tii (e, fo) = D0 Y rir(man, (1)) JE (mR)X, fz)
L ﬂ—Ile

avec les notationsdeloc. cit. Mais, comme f;, est tres cuspidale, on a, par descente
(cf. [Ar 3] Preuve du Théoreme 8.4),

JE (mR)%; fir) = O
SsMGCLous M =Letnh ¢ emp(An(R)°\M(R)) (de sorte que mf, =

(mr,1)x POUrUN My € Lg, M1 G M, unereprésentation g 1 € emp Az, (R)O\
M;(R)) etun A € (a}f )* qui est régulier). Comme

TZ\AZI(WR,/M (ﬂ—]{%))\) = A(WRa W]{Q)
la proposition résulte maintenant directement des Propositions (4.7) et (4.8). O

Pour pouvoir utiliser cette proposition pour calculer explicitement les expres-
sions J]\Cjﬂr (frf") du Théoreme (4.6), il nous faut aussi un critere qui assure que

f]lw(ﬂ-va) =0
pourtout M € £,M G G, tout mp € II(M(Af)) ettout X € ayy,r tel que

Is(X)cll < Cr
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pour aumoinsun L € Lg(M), L G G. Voici untel critere.

LEMME (4.11). Etant donnée une famille de constantes C, € Ry (L € Lg, L G
G), il existe une constante C' € R, ayant la propriété suivante. Pour tout [’ €
CP(G(Ay)) qui est C-réguliere (cf. (4.2)), tout M € L,M G G, tout s €
I (M(Af)) ettout X € ayy, tel que

[s(X)Lll < CL
pour aumoinsun L € Lg(M),L G G,ona
Preuve. Fixons M € L et P € P(M). On vérifie que
fua(mp, X) = trmp(fpx,x)
ou x s, x st lafonction caractéristique du sous-ensemble
{meM(Ay) | Hyp(m) = =Xy, Yv # oo}
de M (Ay). Par suite, ona
fu(mp, X) #0
seulement si il existern € M (Ay) avec
{ fp(m) #0
HS, ((m) = —s(X)
Maisalors, quel quesoit L € L(M), L G G, il existel € L avec
fo0) #0
HE (0) = —s(X)L

oUQ = LNp (ona fp(m) = (ff)pnr(m) et on peut prendre ¢ delaforme mn

avecnl € NPQL(Af)).
Par conséquent, si on supposeque f est C-régulierepour uneconstanteC' € R,
ona

fu(mp, X) #0

seulement si, pour tout L € £L(M), L G G, il existeau moinsuneracine v de Ap,
dans G telle que

la(s(X)r)| > C.
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Maintenant, si on pose

C = sup {la(Y)];

L,o,Y

<Cr}

ol L parcourt £, o parcourt lesracinesde A, dans G et Y parcourt o, il est clair
que C alapropriété voulue (on rappelle que Lr (M) = L(M) si M € L). O

Rassemblons tous | es résultats obtenus jusqu’ici dans cette section:

THEOREME (4.12). Soit f= une fonction trés cuspidale et cuspidale stable dans
H(Ag(R)°\G(R)). Alors, il existe une constante C' € R, ne dépendant que du
support de fr et ayant la propriété suivante. Pour toute fonction f' € C°(G(Af))
qui est C-réguliére, on a, avec les notations de (4.4) et (4.6),

Y IGY QNG Q) 1 7(G2)O (fof')

veE

t>0 MeL 0

Z Z |WO |Z dISC )ZA(WRvﬂ]{%)

x Y DS (wh, s(X), f2) F (np, X),

Xe€ay, s

ol 7 parcourt Igs(M,t) et 7 parcourt Ip(As(R)°\M(R)) et ol les expres-
sions DY, (h, s(X), fr) Se calculent par récurrence sur le rang de Ay, grace
aux propriétés (i) et (ii) de la Proposition (4.8). O

Sous I’ hypothese de régularité forte introduite en (4.3), on peut expliciter un
peu plus le second membre de la formule des traces du Théoreme (4.12).

Tout d abord, les méme arguments que ceux de la preuve du Lemme (4.11)
montrent que, si f’ est fortement C-réguliere et si f},(m, X) # 0 pour un X €
au,f,0na

|a(s(X))| > C

quel que soit laracine a de Ay, dans G. En particulier, il existe un unique P €
P (M) tel que s(X) appartienne & la chambre de Weyl ouverte

ag+ C af/[

formée des X € af; tels que a(X) > O pour toute racine o de Ay, dans P. Pour
' fortement C'-réguliére, on adonc
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S DS (nhy 5(X), fie) o (7, X)
X

= > > D§(rk,s(X), fz) fiu(ms, X).
PeP(M) X€an,f
S(X)Eag""

Ensuite, il résulte des propriétés (i) et (ii) de la Proposition (4.8) et des for-
mules générales d’ Harish—Chandra pour les caracteres des représentations de la
série discréte que, pour toute représentation 7, € IIx(Ap(R)?\M (R)) et toute
représentation oy € IIx(Ag(R)°\G(R)), la fonction ¢Dy(mg, X, 0) de X est
une combinaison linéaire de fonctions exponentielles sur chague chambre de Weyl
ouverte o™ C o).

Pour formuler plus précisement ce résultat, nous aurons besoin de quel ques nota-
tions et quelques définitions supplémentaires. Pour chaque M € Ly, choisissons
untoremaximal T, de M sur R qui est R-anisotrope modulo A, detelle sorteque
Trn(R) = Apg(R)PTIS(R) avecTES(R) C Kpy o OUK M o = Kimax g NM (R),
et que, pour tous M C L dans Lg, on ait Tpy = Ap(Tu N Tr). Notons
ty = ay @ t§)° I'algebre de Lie de 7). Pour chaque M C L dans Lg, choi-
sissonsy € L(C), commutant at,, (C) Nty (C) ettel que Ad(y)(tL(C)) = ta (C).
Il sera commode de noter simplement A — yA I’isomorphisme de t; (C)* sur
ta(C)* induit par Ad(y).

Si L € Lz, achaquereprésentation irréductible admissible pp de Ay, (R)°\ L(R)
est attaché un caractere infinitesimal x,, que I'on verra comme une orbite dans
t"S(C)* C t,(C)* souslegroupedeWeyl W (L(C), T, (C)). SIM € Lg, M C L,
on peut transporter cette orbite par y dans

(af)e @ G1°(0)* C (ann)e ® GO = tn (O
Onnotera(x,, ) | orbite souslegroupede Weyl W (L(C), T (C)) ainsi obtenue.
Alors, on &
LEMME (4.13). Pour tout P € P(M), il existedesconstantes¢d$ (rh, A, oz) (A €
(a§,)%) ayant les propriétés suivantes:
(i) ¢d%(mh, A, 0r) = O pour tout A tel que (A + Xay) N (Xog)ar = 0 dans
(afir)e @ G1°(0)";
(ii) pour tout X € a$™, ona
CD]C\;/[(W];{aXa or) = Z Cd}G?(ﬂ—];{aAao—R) R

AE(uAG;[)(’(‘:
Remargue (4.14). Bien entendu, on a aussi

DY (rh, X, fo) = > “dF(mh, A, fr) M)

AE(uCA’/[)(’(‘:
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ou on aposé

dG(mh, A, fr) = chg(ﬂﬁaAa og) tr or(fr). O
OR
Avant de prouver celemme, rappelonslesformulesd’ Harish—Chandra(cf. [Kn]
Ch. XIII, Sect. 4, et aussi [Ar 1] Sect. 4).
Pour tout M € L, on a nécessairement

T (R) = Z(Tar)Tar (R)°,

ou Z(Tyy) est I'intersection de an‘{aX,R avec le centre de M. Fixons L € Ly et
pr € To(AL(R)O\L(R)). Alors, il existe un couple (¢,)\) € Z(Tp)* x t1(C)*
ayant les propriétés suivantes:

(i) X ne prend que des valeurs réelles non nulles sur les co-racines de T7,(C)
dans L(C); on munit alors I’ensemble R(L, T},) desracines de T, (C) dans L(C)
de I’ordre pour lequel une racine « est positive si et seulement si A(«Y) > 0
ol " est la co-racine correspondante et on note §;, la demi-somme des racines
positives,

(i) I'application

T (R) = Z(Tw) expty (R) — C<,  zexp H — ((z) e 9

est un quasi-caractére bien défini de T (R), trivial sur Ag(R)?;
(iii) pourtouty =z exp H € Tr(R) N Gregg(R), ON @A

O (1) = (“DIPAL (H) () 3 e(s) VD
seW(L(R),T(R))

ol q(L) = 5 dim(L(R) /AL (R)° Ky ) €t ol

A%L (H) = H (ea(H)/Z _ efa(H)/Z)_
a>0

En outre, I orbite de (¢, A) sous W (L(R), 77, (R)) est uniquement déterminée par
PR
Fixons de plus M € L avec M C L. On munit I'ensemble R(L,T)s) des
racines de T),(C) dans L(C) de I'ordre R (L,Ty), image par y de I'ordre
R*(L,Ty) fixé ci-dessus. On notera R |’ensemble des racines de T}, (C) dans
L(C) qui prennent des valeurs réelles sur T,(R) et () le systéme des co-racines
correspondantes. On pose RY = RN RY (L, Thy).

Alors, pour chague systéme de co-racines positives Q] dans @ et pour chague
systéme de racines positives R; dans R, Harish-Chandra a défini un entier

https://doi.org/10.1023/A:1000102414055 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000102414055

SUR LA COHOMOL OGIE DES VARIETES DE SHIMURA POUR GSP(4)( 315

g(Qf,R{) de telle sorte que, pour tout y=z exp H € Tp(R) N Greg(R), ON
at

DY (M?05(7) = (~)1AY (H)=L(=1)IFa" R0l ()

X > e(5)c(Qy, Ryp) v M)
SEW (L(R),Tp (1))

ou('(z) = ((z) sz € Z(Tr) C Z(Twm) et ¢'(z) = 0 sinon, ou, pour tout
A € t3/(C)* neprenant quedesvaleursréellesnon nullessur @, Q1 est!’ensemble
des co-racinesa” tellesque A(a") > O et ol R}, est I’ ensemble des racines dans
R qui sont positivessur H (remarquons que

AY (H) = (~1)/ CRNRY DM (exp H)[Y/2
et que
D*(z exp H) = D"*(exp H) = Dy (exp H) D" (exp H)

pour z € Z(1%)).

En particulier, pour tous sous-groupes de Levi M C L dans L, tout pp €
IIo(AL(R)O\L(R)), tout v € M(R)! N Greg €t tout PL € PL(M), il existe des
constantes ¢, (pz, v, AL) (A € (af;)%) ayant les propriétés suivantes:

(i) #5.(pr,v, A") = O pour tousles A™ € (af))% tels que (A + (a(C)* &
81°(©)) N (Xpe) = 0

(i) pour tout X dansla chambre de Wey! uf;{, ona

Sir(omy €)= D Ppilor,y A e MO (4.15)
ALE(aﬁ/[)(’(‘:
Preuve du lemme. Par récurrence sur le rang de Ay, on définit des constantes
d¥ (pg, AL, 0r) (L € Ly, pr € H2(AL(R)O\L(R)), AL € (a¥)%) tellesque
1 Sl PR = OR

4.16
0 sinon ( )

Cdg(pRJ 07 UR) = {
et que, pourtout M € L,M G G, touty € M(R)! N Greg et tout A € (a§))z,

S 3 (—n)AmAL/ A gl (oY v, AR)dS (pr, Ar,or) =0, (4.17)
Lel p
MCLCG =

ol pg parcourt IIx(Ar (R)°\L(R)) et o, pour chaque L € £,M C L C G,ona
déecompose A en

A= A"+ Ap € (afpe = (o) @ (af)E
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(lesfonctions

v = G (07, 0) = @i (p,7)  (pr € Mo(An (R)P\M(R)))

sont linéairement indépendantes).

Utilisant la Proposition (4.8), il est facile de voir que les propriétés requises
des constantes ¢d¥ (pg, Az, o) résultent des propriétés (i) et (ii) ci-dessus des
constantes ¢4, (py, 7, AL). o

On a donc montré que, pour f’ fortement C-réguliere, on a

S DS (nhy 5(X), fie) oy (7, X)
X

= > Y cdB(m A fe) Y, e M f (g, X)),
PeP(M)AE(a§))5 ?‘E)C'Mng
sXEa};

Enfin, remarquonsque,sit > 0, M € £, € Mgigc(M,t) et wh € TIo(Ap (R)O\
M(R)), si
A(mg, mp) # 0
ets
“di (%, A, fr) # 0

pour au moinsun P € P(M) etun A € (a$))%, le caractére infinitesimal de g,
qui est égal a celui de my,, est nécessairement régulier et ne peut prendre qu'un
nombre fini de valeurs distinctes (fr est Kmax r-finie par hypothese). Donc, d’ une
part,

7 € Mgige(M, t) N gisc(Anr(R)O\ M (A))

agi/[sc(ﬁ) = mgi/[sc(ﬁ)a

OUTTgisc(Ans (R)O\ M (A)) est !’ ensemble desreprésentationsirréductibles unitaires
7 de Ay (R)°\M(A) qui interviennent discrétement, avec multiplicite miL (n),
dans

L2(An (R)° M (Q)\M (A))

(voir [Ar 1] Sect. 3 pour plus de détails). D’autre part, pour tous les ¢ sauf un
nombrefini, le terme correspondant du second membre de laformule des traces du
Théoreme (4.12) est nul.
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Tout ceci nous donne la variante suivante du Theoreme (4.12):

THEOREME (4.18). Soit f= une fonction trés cuspidale et cuspidale stable dans
H(Ag(R)°\G(R)). Alors, il existe une constante C' € R, ne dépendant que du
support de fr et ayant la propriété suivante. Pour toute fonction f' € C°(G(Af))
qui est fortement C-réguliere, on a

Y IGQ\G (@ 7(G) 04 (fuf)

yeE

W
= Z |W0 Z ZA TR, M)

MeL m
x ¥ % Cd,@(m@,A,fR) Yo e My, X)),
PEP(M) Ae(aS,)on A€an, s

s(X)EctgJr

avec les notations de (4.4) et (4.6), ol  parcourt Tgs(An (R)O\M(A)) et 7,
parcourt TTx( Ay (R)%\ M (R)) et ol les expressions “d%(rh, A, fr) sont définies
en (4.14). O

L’'intérét du Theoreme (4.12), et de savariante (4.18), vient de ce qu'il est tres
facile de produire des fonctions f' fortement C-régulieres (et donc C-régulieres).
En effet, fixons un ensemble fini S de places finies de Q et une fonction f” €
C°(G(AfF)). Posons

C(f") = sup {la(Hj; f(m))]},

M,a,Pym

ou M parcourt £ — {G'}, ou « parcourt |’ ensemble desracinesde A, dans G, ou
P parcourt P(M) et oum parcourt le support de f7 dans M (A}? ).

Pour toute place g € S, on suppose que G est quasi-déployé en ¢, se déploie
sur une extension finie non ramifiée de Q, et que Kmax , €st hyperspécial. On fixe
un tore déployé maximal Ty , de G sur Q,, de sorte que Az, C Ty,4 €t quele point
spécial Kmax,q del’immeuble de Bruhat—Tits de G sur Q, soit dans I’ appartement
associeéaTy 4. On note Wy, le groupe de Weyl de (G, Ty,,) €t

(—)":Ce(G(Qy) // Kmaxyg) — CLX (Taq)]"

I'isomorphismede Satake. Si f, € C.(G(Qy)// Kmax,q) @pour transforméde Satake

f;/ = Z A, [Mq]a

tq €Xx (Ta,q)
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on pose

Supp(f,;/) = {1q € Xi(Tug) | ap, # O}

LEMME (4.19). Soit C € R;. et, pour chaqueq € S, soit f, € C.(G(Qq)// Kmax,q)-
On suppose que, pour toute famille (ug)ees avec pg € Supp(f,’), tout M €
L,M G G, ettouteracinea de Ay, dansG, ona

> alpgm)logg| > C+ C(f").

qeSs

Alors, la fonction

fr=1"11 fo e c(G(ay)

ges

est fortement C-réguliere. De plus, pour tout M € L, tout P € P(M) et tout
A € (a§))%, ona

S e M f (X)) = tr Ip(ny, 1)
X€Eap f |

s(X)EaICj+

x>y e~ MY £y (s, Xs)

Xs€apn,s
S(Xs)Eang

Ici, pour tout ¢ € S, onanoté (—) . laprojection canoniquede X, (Ty,,) ® R sur
ay = Hom(X* (M), R) et on anoté encore s le morphisme X — (3, X,
deay,s dansa§;.

Preuve. Soientg € Set M € L, M G G. |l est facile de voir que, si, pour un
P e P(M)etunm € M(Q,), ona f,p(m) # 0, aorsil existe au moins un
11q € Supp(f,/) tel

La premiére assertion du lemme découle immédiatement de cette remarque.
D’autre part, pour chague ¢ € S, chague M € L, chaque représentation
irréductible admissible 7, de M (Q, ) et chaque X, € a4, 0na

fom(mg, Xg) = Z auq:“q(twq)a
1q€X«(Taq)
Bq,m 100 q=—Xq
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S 7, est non ramifiée, ol t,, € T est le paramétre de Langlands de 7, et
fq,m (g, Xq) = 0sinon (bien sir, T est le tore complexe de groupe des caractéres
X (Tyq))- Parsuite, S X € ay,yesttel que

f],W(ﬂ—faX) Mﬂ—fa quMan )7&07

qeSs

pour chaque g € S, il existe u, € Supp(f,/) tel que pg arlogg = — X, etil existe
m € M(A7) tel que

o -~ (5:x)

(voir la preuve de (4.11)); I’ hypothese faite sur f' implique donc que, pour un tel
X et pour chaque P € P(M), ona

s(X) € ag+
S et seulement si on a
s(Xs) €abT.
Ceci demontre la seconde assertion du lemme. O

Remarque (4.20). En pratique, un nombre premier p et une fonction f, 1 €
Co(G(Qyp)// Kmex,p) detransformée de Satake

= Dl

pp€X«(Td,p)

sont fixés, ainsi qu’une fonction f” € CSO(G(A’})), et on veut que fp ;, f" et
S = {p} vérifient les conclusions du Lemme (4.19) pour j assez grand, ou f, ; €
Co(G(Qyp)// Kmax,p) apour transformée de Satake

f;;/,] = Z Cpp [JH’P]

up€X«(La,p)

(J € Z>0).

Deux cas se présentent: soit pour tout M € £, M G G, touteracine o de Ay
dansGettoutp,p € Supp(f,1), onac(uy, M) # 0, soit, il existe M € L, M G G,
uneracine o de Ay, dansG et 11p € Supp(f,/;) pour lesquels a(pip, ar) = 0
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Dans le premier cas, on voit facilement que S = {p}, f, ; et f" vérifient les
hypotheses du Lemme (4.19) des que

C+C(f")
INf r,0,, {|(12p,01)[ 109 P}

j>

ou M parcourt £ — {G},« parcourt les racines de A,, dans G, i, parcourt
Supp( £, 1) €t uq parcourt Supp(f,’). O

Dans le deuxieme cas, les hypotheses du lemme ne sont a priori vérifiées pour
aucun j. Ceci nous amene, suivant une suggestion d'Arthur (voir aussi [We]), a
introduire un nombre premier auxiliaire ¢ # p, choisi de telle sorte que f” se
décompose en [y, , avec " € C°(G(A}?)), et aintroduire une fonction
auxiliaire variable f, € C.(G(Qy)//Kmax,q). On remplace alors notre ensemble S
initial par I’ensemble S = {p, ¢} et on voit facilement que S = {p, ¢}, fp;, fq &
" veérifient les hypotheses de (4.19) des que les deux conditions suivantes sont
satisfaites:

(i) pourtout M € £, M G G, ettouteracinec de Ay, dansG telleque c(pup,ar) =
0 pour I'un des y, € Supp(f,/;), ona

|a(pgr)10gq| > C + C(f")  (Yuq € Supp(fy));
(ii) ona

C+ C(f") + |a(pgm)|l0gg
|a(pap,a1)[ lOg P

a(ﬂp,M) # 0} )

j > aijza):U/p»u’q {

ou M parcourt £ — {G'}, « parcourt les racines de A, dans G, u1,, parcourt
Supp(f,'1) €t 14 parcourt Supp(f,)- O

5. Simplifications dansla formule destraces non invariantesd’ Arthur:
applications a GSp(4)

Appliquons maintenant les résultats généraux du paragraphe précedent aux deux
cas particuliers suivants:

(G, f) = (G = GSp(4)q, f°)

(G, f) = (H = GL(1)o\[GL(2)q x GL(2)g, /7).

LEMME (5.1). On peut choisir les fonctions cuspidales stables f$' et £ de (2.4)
et (2.7) respectivement de telle sorte qu’ elles soient tres cuspidales.

https://doi.org/10.1023/A:1000102414055 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000102414055

SUR LA COHOMOL OGIE DES VARIETES DE SHIMURA POUR GSP(4)( 321

Preuve. Voir [Lab 2] (pour £, il suffit méme de choisir f; et f3 invariantes
par conjugaison par O(2,R) C GL(2,R) car toute fonction cuspidale et O(2, R)-
invariante sur PGL (2, R) est trivialement tres cuspidale). O

Dorénavant, nous supposeronsque f< et £ sont trés cuspidales.

Fixons maintenant un nombre premier ¢ # p qui soit alafois bon pour K, i.e.
tel que K¥ = KP1K, avec K, = G(Z,), et bonpour f?,i.e.tel que fP = fPily,
avec fP4 € Co(G(A%?)//KP+), et remplagons fP par

7= 1Py,

ou f, € C.(G(Qq)// K,) estpour I'instant arbitraire. Bien entendu celanousconduit
aremplacer h? par

WP =Wt (f,),
ou hP»? est un transfert ordinaire de f7-¢ pour le facteur de transfert

A’;’q: H A,
v£00,p,q

normalisé comme en (2.8) et ou

b1 Co(G(Qy)// Ky) = Co(H(Qy) [/ K L)

(K} = H(z,)) estI"homomorphisme induit par I'isomorphisme j: S — T de
(2.6). Pour que ce choix de h? soit compatible avec I’ hypothése (2.8.1), on doit
avoir:

HYPOTHESE (5.2). Pour tout &lément semi-simpleet (G, H)-régulier v, € H(Q,),
ona

SOWH bH fq ZA YH,Y )Ov(fq)a

avec les notations et les normalisations de [Ko 2] (7.1) et de (2.8).

Pour notre groupe (G = GSp(4)), cette hypothese a été établie par Hales dans
[Ha3] : tout d’ abord, utilisant un résultat de Waldspurger (cf. [Wa1]), Halesmontre
le cas particulier, f, = 1f, €t ¢ # 2, de cette hypothese (cf. [Ha 2]); puis, par un
argument global (cf. [Ha 4]), Hales déeduit e cas général de ce cas particulier.

THEOREME (5.3). Les nombres premiers p # ¢ et les fonctions f&, f2, fr4
et hP? étant fixées comme ci-dessus, il existe une constante D € R, ayant la
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propriété suivante. Pour toute fonction f, € C.(G(Q,)//K,) €t tout entier j > 0

telsque
(i) a(u)llogg>D (Vo€ {a1, (o + a2)}, Vi € Supp(f))),
N |
iy j>27F |f;(£| %99 (Vo€ R, Y € Supp(£))),

on a les formules des traces suivantes,
@ Te(f9) = JG(FO) + 3I5,(F) + 3IG,(F9) + §IE(f9),
avec

F& = FE P15 ()
et avec, pour tout M € L,

JM fG Zmdlsc )ZA(WRaW{R)

X Do Y Cdp(my, A fOUIp(rlg, 1)

PEP(M)AE(ag[)E:
g .
X Z p 2 (tﬂ'p)J
veW.-u
_ el
X Z e A )fq,M(anXq)a
XanMq

XCEJI/M |0gp+a

ol r parcourt les représentations dans Igiss (A, (R)9\ M (A)) qui sont non rami-
fieesen p et ¢ et ), parcourt TT( Ay, (R)°\ M (R)), ou les constantes A (mg, ) €t
d§; (mh, A, f&) ont éé définies en (4.9) et (4.14) et ol t,, € T est le paramétre
de Langlands de 7.

0 Te(F) = T (F") + 3TH(T) + 3TL(F) + 374 (T,
avec

FH = FERPaH ()02 (p5)

et avec, pour tout L € £,

https://doi.org/10.1023/A:1000102414055 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000102414055

SUR LA COHOMOL OGIE DES VARIETES DE SHIMURA POUR GSP(4)(

TH) = > mise(p)Y_Alps, )
p

PR

X Do D il (o, ML FED U Zo(p iy, hP)

QEP(L)Me(ag’)(*c

X3 (~1) MDD (¢, 1

X Z eiM(YqH)bH(fq)L(anYq)a

YqH Ejl/f |ng+agJr

323

ol p parcourt les représentationsdans I g (Arz (R)°\ L(A)) qui sont non ramifiées
enp et q, pi, parcourt ITx( Az (R)°\ L(R)) et v parcourt {vf, v, vh, v} (cf. (2.9)),
ou d(r) = 6(v]) = 0etd(vy) = o(ry) = 1, ou les constantes A(pg, pf) €t
i (pl, M, f£1) ont &té définies en (4.9) et (4.14) et olit,, € S est le paramétre

de Langlandsde p,.

Preuve. D’ une part, la projection de Supp(b§' (1)) sur af est égalea

{£3(af + ), £3a]
et, pour tout (z1,72) € af, ona
a1(r1,T2) = 71 — T2
az(z1, 12) = 212
(1 + @2)(z1,72) = 71 + 22
(2a1 + ag) (1, 22) = 221,
ona
a((z1,z2)m,) =1+ 22 (resp. a(z1, xz)M{) =z1 — 1),

ou « est I'unique racine positive de A, (resp. Apy) dansG, etona

a((z1, 2)a,) = 21 (resp. a((z1, z2) my) = 72),

ou « et 2« sont les uniques racines positives de Ay, (resp. AMé) dansG. D’ autre
part, la projection de Supp(bi (1)) sur af, que I'on a identifié a o grace a

I’isomorphisme j: S —— T de (2.6), est aussi égaea

{£3(ed +az), 509
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et cellede Supp(b? (f,)") coincide avec la projection de Supp( qu ) sur o et, pour
tout (z1,72) € a¥ = aff,0na

Bi(z1, 22) = 1+ 22

Bo(z1,22) = 1 — x2,

ona

B((z1,22)1,) = 71 — T2,

ou 3 est I’ unique racine positivede Ay, dans H, etona

B((z1,72)1,) = 71 + T2,

ou S est I'unique racine positive de A, dans H. Par suite, d'aprés la Remar-
que (4.20), si on prend D = 2(C + C(fP%)), ou C € Ry, les hypotheses du
Lemme (4.19) sont veérifiges pour f21£,b5 ;) et pour K96 (f,)bH (¢;). Il ne
reste plus qu’ a prendre pour C' une constante faisant marcher le Théoreme (4.18)
pour (G, fS') et pour (H, f£) et aremarquer que

TG (F%) = I6,(F%)

T (F9) = J5,(F)

car M1 = $a,M155} €t My = $q, Mo, et car f§ est Ky-invariante par conju-
gaison. O

Remarque (5.4). Pour GSp(4), les hypotheses (i) et (ii) de (4.20) sont partic-
uliérement simples a formuler car tout sous-espacea§;, M € £, oual | L € L7,
de af est orthogonal al’un des murs. O

Il nousresteacalculer lesconstantes“d% (m;, A, f$) et“d) (pf, M, f ), puisles
constantes A (mg, 75, ) € A(pg, pi) pour lesreprésentationsde carréintégrable o, et
Pk pour lesquelles|es constantes “d% (m, A, fif') €t “dgj (piz, M, fi ) nes annulent
pas identiquement. On se limitera pour I’instant aux termes correspondant a des
sous-groupes de Levi propres, reportant a plus tard I’étude des cas M = G et
L = H. Pour les constantes “d%(m, A, f§) et “dgj (ph, M, f&), on exprimera
les résultats sous la forme plus compacte de formules pour D, (7, X, £5) et
cDH LY. H

L (PR Y, [ _ . o

On notera sgn |’ unique caractére non trivial de R \R*. On rappelle qu'on a
introduit en (2.7), pour chaque entier n > 1, lareprésentation o,,(352) de la série
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discretede R \GL (2, R).

THEOREME (5.5). Soient M = My, M, ou T, ©y € Io(Au (R)O\M(R)) et
X = (x1,12) € a% C R2. Alors, on a les formules suivantes.

()S M =M =GL(2) xGL(1),s X = (z,2) et si 7, = ox ® syn’, ol
or € (R} \GL(2,R)) etb € {0,1},0na

1 e 3l §ogp=0q
CDIC\;/[(WI,[%X’]CIS)ZE _ .
—e 17l s oy = a3(—1).

(i) S M = M, = GL(1) x GL(2), § X = (2,0) et S 7 = SYN°® @ o, OU
or € (R} \GL(2,R)) eta € {0,1},0na
e 27l dgg=0etog =0
DS, (nh, X, JE) = | T
—e 7] SlazletaR:az(—%).

(iii) S M =T = GL(1)% = {(t1, t, tats = tot3)} et S 7k = sgn” ® sgn® ® sgr’,
oua,b e {0,1},0na

“Dfy(rk X, 6) = le by g e 2]

_|_% gllzal+|z2]) =3(|z1—z2|+|z1+a2])/2
+% @ 2(|wa|+|@2))+ (|lz1—z2|+|w1+a2])/2
(iv) Danstouslesautrescas, on a
Dy (g, X, f§) = 0.
Pour ce qui est des constantes Cdg(w{a, A, f§) et cdf (pl, M, fi') elles méme,
on a, par exemple, les conséquencesdirectes du Theoreme (5.5) suivantes. Si P est
le sous-groupe parabolique P; € P(M;) contenant le sous-groupe de Borel B des

matrices triangulaires supérieures, le support delafonction d% (o ® sgr?, A, £5)
deAest{(3,3)}siop =016tona

Cd}Gpl(o—l ® %nba (%7 %)7 ]lg) = %7
cesupportest {(3,3)} s 0w = 03(—1) etona

“dfy(os(~1) @ s, (3. 3). /) = 3
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et ce support est vide dans tous les autres cas. De méme, si P est le sous-groupe
parabolique P, € P (M) contenant B, le support de la fonction ¢d%(sgn® ®
op, A, f§)deA et {(2,0)} Ssa=0€top = 0oy etona

“df,(1®01,(2,0), ) = 1,
cesupportest {(1,0)} sia = Letow = 02(—3) etona

CdIGDZ(Sgn® 02(_%)7 (17 0)7 fRG) =-1

et ce support est vide dans tous les autres cas. Enfin, le support de la fonction

Grsa=(21
“di(sgn’ @ sy’ @ sgn’, A, fif) = ¢ (0 4 Te A =(1,2)
siA=(2,-1)ou(2-1).

Preuve. Pour calculer les DY, (nh, X, f$), il suffit de calculer les
ok (pl,yeX") pour M C L € G,M % G, arbitraires dans £, pp dans
II5(AL(R)°\L(R)), v eliptique dans M (R)! et XL € of;, puis d'inverser, par
récurrence sur le rang de A, les formules (i) et (ii) de la Proposition (4.8).
Comme tous ces cal culs sont fastidieux mais & émentaires, nous nous contenterons
de donner les formules pour les expressions

on (7€) =BG (m, v €¥) + 0§ (ni” v &),

ouUM = My, MpouT, v € M(R)! est elliptique, X € af; et 11 = {rf, 7} est
le L-paguet décrit en (2.4), et de les demontrer en suivant une méthode suggérée
par Kottwitz (il est aussi possible d’ appliquer directement les formules d'Harish—
Chandra (et Herb) rappelées avant la preuve du Lemme (4.13)). On esperequ’il n'y
aura pas de confusion entre |la représentation y, dansle L-paquet décrit en (2.4) et
lareprésentation 75, de A, (R)°\M (R) del’énoncé du théoréme; d'ailleurs, cette
derniere n’interviendraplusd’ici lafin de la preuve.

Tout d' abord, on remarque que n, = 7, et m’ = 7wj et que 7, et 7 sont
induites & partir de la composante neutre G'(R)° de G(R), de sorte que

(O, + Opn)|G(R) — G(R)® = 0.

Maintenant, sur G(R)°, on a d aprés [Vo 2] Section 6 et avec les notations de
loc. cit.,

1=—(A+B+C+D)—I—(H+J)+F+(E+G)+1L
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avec
A+B+C+D:®F{R+®Wﬁé,

I= ®M1,01®1,(%;g)

H + J = ®M271®01a(2)0)

F =0 o5 1e1,3,3)

E+G =0y, snmo(—1),(10)

L =071,y

ol, pour tout 7z € TIo(Ap (R)°\M (R)) ettoutv € (aF;)*, O rr,xy,» €stlecaractere
de lareprésentation induite

IP(WR X el/)
pour n'importe quel P € P(M) (S v = (y1,92) € (a§,)* C (a¥)* = R%,0na
v(X) = 7191 + T2y2

pour tout X = (z1,72) € o, C of = R?). Orles O, ., e calculent explicite-
ment (cf. [Kn] (10.27) and (10.28)) et, tout calcul fait, on obtient les formules
suivantes pour ¢z (yeX):

(@ s M=DM,s
kg O
7= ( 0 6k9>
ets X = (z,z),ona
o (v e¥) = (L+e)[e 3 — (20 4 14 e20) glel];
(b) s M = My, s

e 0O
vy=10 ks O
0 0 ¢

ets X = (z,0),ona

oy €)= 2l —e(e” + &) elel
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() S M =T,s v =dag(e1,e2,e€2,c€1) €t si X = (z1,z2),0na

or(y €) = (L €)(L+ exep) el Hral -3l saltlontoe))/2
+e Azl el + (w1 —z2| |21 t22])/2)

—(1+4 £)(1 — e160)[e Amal—lw2l 4 glma|-2lw2]],

(bien sOr dans les formules ci-dessus, €, €1, €2 € {1} et
o cosf siné
7\ —sing coso
pour 6 € [0, 2x[). O

Pour toute représentation unitaire o de R \GL (2, R), ona

1 Sop=01
A(og,01) =< —1 siogp =sgn®odet (c € {0,1})

0 snon

R Rt
7o\ T2 1o sinon,

guel que soit I’entier n > 2.
Par suite, pour toute représentation mz € Tlynit(Aas (R)O\M (R)), ona

1 Siﬂ'R:O']_®Sgnb

A(mg, 01 @8gn°) =4 —1 s 7y = (sgn° o det) ® sgn’ (5.6(i))
0 sinon
et
1 simp=o03(—1 n?
A(WR, 03(_1) ® sgn”) _ { - TR (73( ) 02y Sg (5.6(i)”)
0 shon
danslecas M = Mj,0ona
1 smp=1®0;
A(mp,1®01) =< —1 Simp=1® (sgn‘ o det) (5.6(ii)")

0 snon
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et
AT, SON® 02(—3)) = { ! S e = N 72(=3) (5.6(ii)")
0 sinon
danslecas M = M, etona
A(r, SON® @ sgn” @ sgn’) = { 1 Sm =g @ e sorf (5.6(iii))
0 sinon

danslecas M =T
Des calculs analogues (mais plus faciles) donnent les résultats suivants.

THEOREME (5.7). Soient L =L, Ly ou S, p}, € I(AL(R)°\L(R)) et Y =
(y1,y2) € all C R? (on rappelle qu'en (2.6) on aidentifie af a R? de sorte que
BY =(1,1) et By = (1,—1)). Alorson a les formules suivantes.

() S L=Lyi=GL\[GL(2) x I2],8 Y = (y, —y) et si p = o Y2 ®
sgn“z, ol o € TIx(R; \GL (2, R)), ol ab, ay € {0, 1} et oule caracterecentral de
o est égal asgn®2t%2, ona

e_?"m S' OR =— 01 et Cllz = a’zl
DY =4 -
—€ vl Slo = 03(—1) et Gy = Q5.

(i) SL=1L,=GLQ\[T2xGL(2)],sY = (y,9) et s phy =sgn% ®
Sgn®! ® o, Ol al, af € {0,1}, oy € I(RS\GL(2,R)) et ol le caractere central
de oy, est égal Asgn®ite1, ona

el g =g _
e Siay =a7 €op=o01
“DY (o}, Y, 1) = o
el sal=a] etop=o03-1).

(i) S L=S= GL(].)\[TZ X Tz], sY = (yl,yz) ets p],R = g™t @ sgn™t ®
sgn*z @ sgn2, ol aq, a2 € {0,1}, ona

H H — 2—-3|ly1— 2 —3 2—|y1— 2
DI (L, Y, fi1) = e~ vitval/2=3lyi=v2l/2 _ g=3yrteal/2-|ya-v2l /2,
(iv) Danstouslesautrescas, ona

“‘Di (b, Y, &) = 0. O

Pour toute représentation pr € Mynit( A (R)°\M (R)), ona
A(pr, 01 ® Sgn"2 @ sgn“2)
1 sSipp =01 ® sgn®2 @ sgn®2
=<¢ —1 sipp = (sgn™ o det) ® sgn2 ® sgn“2

0 sinon

https://doi.org/10.1023/A:1000102414055 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000102414055

330

A(pr, 03(—1) ® sgn’z @ sgn2)

1 s pp=o03(—1) ® sgn”2 ® sgn*2
~ 10 sinon

danslecas L = L;,0na

A(pr, SOQN™ ® SN @ 071)
1 sSpr=sgn“ ® sgn™ @ o1
=< —1 sipr =sgn™ ® sgn* ® (sgn2 o det)
0 sinon

A(pr, sgn @ sgn @ o3(—1))
1 s 7z =sgn™ ® sgn™’ ® o3(—1)
0 sinon

danslecas L = Ly etona

A(pr, O™ ® SN @ sgn’2 @ sgn“2)

1 S prp =sgn™ ® sgn™t @ sgn*? ® sgn“2
~ 1 0 sinon

danslecasL = S.

GERARD LAUMON

(5.8(1)")

(5.8(ii))

(5.8(ii)")

(5.8(iii))

Si on reporte maintenant lesformules quel’ on vient d’ établir pour les constantes
°DE(nh, A, 1S etdf} (v, M, f21) et les constantes A(mg, ) et A(pg, k) dans
les formules du Théoréme (5.3), on obtient des formules explicites pour Te( f @) et

Te(fH). Pour les écrire, nous utiliserons les notations suivantes.

S M e L (resp. L e L) etsi 7 (resp. p) est unereprésentation de M (resp. L),
on notera iy () (resp. ir(p)) I'image commune des Zp(w), P € P(M) (resp.
Zo(p), Q € PH(L)) dans le groupe de Grothendieck de représentations de G

(resp. H) adéquat. On vérifie facilement que

iMl(U ®x) = iMl(Uv ® WoX),

ol oV est lacontragrédiente de o et w,, est son caractére central, que
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i, (X ®0) = i (x 1 ® (x o det)o)

et que
iT(x1® x2®X) = ir(x2 @ X1 ® x) = ir(x1® X7 " ® X2X),

pour toute représentation o de GL(2) et tous caractéeres x, x1, x2 de GL(1); de
méme, on vérifie facilement que

ilc®x' @x") =in(cex" ®Xx),
que
i,(X ®x"®0) =iL,(x"®x ®0)
et que
is(X1®X1®X2®x2) =is(X1 @ X1 ® X2 ® Xx3) = is(X1 ® X1 ® X3 ® X2)

pour toute représentation o de GL(2) et tous caractéres x', x”, x4, X1, x5, x5 de
GL(1) telsquew, = x'x" et x1x1 = x5x5-

THEOREME (5.9). Les nombres premiersp # ¢ et les fonctions f&, f41, /71 et
hP-1 sont fixescommedansle Théoreme (5.3). Il existealorsuneconstante D € Ry
telle que, pour toute fonction f, € C*(G(Q,)//K,) €t tout entier j > O véri-
fiant les propriétés (i) et (ii) du Théoréme (5.3), on ait les formules des traces
suivantes.

@
To(f€) = JG(F9) + 3T5,(FC) + 3I5,(F9) + §I5(F9),

olionapose f¢ = fSf, avec f7 = fraf et f = fPb%(y;), etotiles G (f€) se
calculent comme suit.

1) JS, (f¢) estégd a

S |za(0p) z2(0p) X (p) tring (0% (3) @ X5 (—3), F7)
a,X

+ 3p¥/2(2(0p) + z2(0)7)x(p) 1 ingy (077 (3)

® X?’q(—%) , fP9) ZfMl,q(Uq ® Xq¢» X¢q) e 3l
Xq
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-3 [f(pfjx(p)f triag (€] o det) (3) @ x5 (-3), /7)

&x

+ 307 (14 p)E(P) X (p)? tr ing, (€77 o det) (3)

® X?,q(_%)a fp’q);fMl,q((fl] o det) ® an Xl]) e—3\x\

- > lp%(ap)sz(Up)jX(p)jtfiMl(U?(%)®X’}(—%)=f”)
U7X
op=03(—1)

+ 30Y/2(z1(0p) + 22(0p) )X (P) 1 ity (05 (3)

® Xz},q(_%), fp’q)ZfMl,q(Uq ® Xq: Xq) e |,
Xq

ou ¢ parcourt lesclassesd’ équivalencedereprésentationsautomor phescuspidales

irréductibles de R} \GL (2, A) qui sont non ramifiées en p, x et ¢ parcourent les

caracteres de Hecke de R} Q* \A* non ramifiés en p et X, parcourt ayy, 4 €t ol

{z1(0p), z2(0p) } est]’ensembledesvaleurspropresdeHeckedeo, et (z, z) = X'
() J§7,(f¢) estégal &

2 > PP (alop) + z2(0p)) ring (X} (2) © 0§ (-1), /)
X0
xr=logr=01

-2 zg: (L+p)x(Y €)Y tring(X7(2) ® (¢} o det)(—1), /7)
X
xr=1

=2 Y px) (zalop) + za(op)) tring (65D @ o (—3), f7),
X,O’
XR=SgN
op=02(—3)

ou o parcourt lesclassesd’ équivalencedereprésentationsautomor phescuspidales
irréductibles de R \GL (2, A) qui sont non ramifiées en p et x, ¢ parcourent les
caracteres de Hecke de R} Q*\A™ non ramifiés en p et ol {z1(0}), z2(0p)} est
I’ensembl e des valeurs propres de Hecke de o,.

(3) JF(FC) estégal &
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4> xalp)xa(p)x(p)y

X1:X2,X
X1,R=X2,R

x [(=Detrir(x] ;(2) ® xb (1) @ x5 (—3), f7)
+ 307 rir (X1 (2) © X5 H=1) @ X7 (=3), f77)

X ZfT,q(Xl,q ® X2, ® Xq: Xg) g (orte2)/2-3es a2 /2
Xq

+3 rir (1) @ x57(2) @ X7 (=3), 179)

% ZfT,q(Xl,q ® X2.4 ® Xq» Xq) e—3($1+$2)/2+|:1:1*:1:2\/2 ’
Xq

ou 1, X2, x parcourent les caractéres de Hecke de R Q* \A* non ramifiés en p,
avecx1r = X2 = SN, a € {0, 1}, o1 X? parcourtay, , €L 0U (1, 22) = s(XP).

(b)
To(f7) = JF () + STEFT) + STE (7 + 205 (77

ol on a posé 1 = flh, avec h? = hPabl (f,) et h = hPbH (p)), et ol les
JH(fH) se calculent comme suit.

1) JE(f1) estégal &

=2 > XY win(ef oxf () exy (=3),m)
U’X ’X
oR=01

XR=XR
- %pgj/z(zl(ap)j + 22(‘7p)j) tr iLl(U?yq ® sz;,q@)

a(_3 -2
& X" (—3), h) ;hLlyq((jq ® Xy ® Xp, Yy) €73,
q
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r2 3, [0 i od @ xp3) o (-5

&x'Hx
Xk =xi

— 399 (1 + p))E(p) i, (7% o det) @ x'2"(3)

np 4(—3), hra) ZhLl ¢((€q o det) ® x;, ® x7, Yy) g3l |

+2 3 PN ) trin(oh @ xF(3) @ X (—3). kP

— 39912 (1(0,) + z2(0p)) Wis,y (0} © X' (3)

® X//I;,Q(_%)7 hP:4) ZhLl’q(gq ® Xy ® Xy, Yq) eI,
Yq

ou o parcourt lesclassesd’ équivalencedereprésentationsautomor phescuspidales
irréductibles de R’ \GL (2, A) qui sont non ramifiéesen p, x', x" parcourent les
caracteres de Hecke de R Q* \A* non ramifiés en p tels que w, = x'x" et Y?
parcourt ag” et ol {z1(0p), 22(0p) } est I’ ensemble des valeurs propres de Hecke
deo,, ol w, estle caractere central deo et ou (y, —y) = s(YP).

(2) Laformulepour J (f) sededuit decellepour J# (f) enremplagant L,
par Ly, (y, —y) par (y,y) etenpermutant o’y (resp. £ odet) avecX'Ji'.’(A)®X'Jﬁp(—>\)
(A=0,3,3).

(3) JH(F1) estégal a

—4 Z x1(p) ris(x'7$(2) @ x"7H(=2) @ xX'51(1) ® x"5F(=1), h9)
X1:X1 :X27X2
Xl R™ Xl R
XZ,R Xz,R

—3 2—|y1— 2
X ZhS,q(X,l,f,q ® Xlll,f,q ® XIZ,f,q ® XIZI,f,tP Y,)e (itvz) /2=yl
Yq

H4OY PP risCLR) @ x5 (-2) & XEH-D
X1:X1:X2:X2
X’l,R:X'l',R
X;,R:XIZI,R
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@ X"3F (1), hP) Y hs g (X, ® XL 1.0 © X2,f0 @ X210 Y)
Yq

x e (W1+42)/2=3ly1~v2l /2.

ou x4, X1, X5, X5 parcourent les caractéres de Hecke de R Q* \A* non ramifiés
enp telsque xj x| = x5x5 et Y? parcourt agyf et ou (y1,y2) = s(YP).

Preuve. Nous nous contenterons de donner la preuve de la formule (a)(1), les
preuves des autres formules étant similaires.

Soit 7 = o ® x une représentation dans Tgsc( A, (R)O\M(A)) qui est non
ramifiée en p et ¢. Tout d abord, on remarque que, si or = o1 0U 03(—1), dlorso
est nécessairement automorphe cuspidale et que, Sl op = sgn® o det, a € {0, 1},
alors o est nécessairement de la forme £ o det pour un caractere de Hecke ¢ de
R Q*\A*. Puis, on remarque que, pour v € W - u, on a

()72 x(p) S v = (1,1,0,0)

Vit o) = z1(0p)x(p) sv=(10,1,0)
P z2(0p)x(p) sv=(0,10,1)
x(p) sv=1(0011).

Maintenant, compte tenu de ces remarques, il ne reste plus qu'a combiner le
Théoreme (5.3)(a) et le Théoreme (5.5)(i) pour obtenir la formule cherchée pour

IG5 (F9). 0
Terminonsce paragraphe par quel quesconsidérationssur lesexpressions J & ( 79
et Jif (7).
D’ apres Vogan (cf. [Vo 2] Sect. 6), il y a, aéquivalence pres, exactement douze
représentations standard

A,B,C,D,E,F,G,H,I,J K, L

de PSp(4,R) = {£1}\Sp(4, R) admettant le méme caractéere infinitésimal que
la représentation triviale et, donc, a equivalence pres, il y a exactement douze
représentations admissibles irréductibles de PSp(4,R) ayant méme caractere
infinitesimal que la représentation triviale, a savoir les quotients de Langlands

A,B,C,D,E,F,G,H,1,J,K,L
correspondants. Parmi ces douze représentations admissibles irréductibles, seules

4,B,C,D,E,F,G,L
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sont unitaires. Les représentations A = A, B = B,C = C et D = D sont dela
sériediscrete dlors que E, F', G, L sont non tempérées. La représentation L est la
représentation triviale. Dans le groupe de Grothendieck adéquat, on a

E = E—-(A+B),
F =F—(B+0),
G =G-(C+D)

L=L-(H+I+J)+(E+F+G)-(A+B+C+D).
Pour le groupe R*\GSp(4,R) qui a deux composantes connexes et dont la

composante neutre est PSp(4,R), il y a a équivalence pres, exactement sept
représentations irréductibles unitaires

ﬂ_H, ij le Wz,i7 ot

ayant méme caractere infinitesimal que la représentation triviale. On a
m|PSp(4,R) = A+ D,
™|PSp(4,R) = B+ C

et les représentations 7 et 7V sont de la série discréte; en fait on a
{7} = (', 2"}

(cf. (2.4)).Ona
m|PSp(4,R) = E + G,
2% |PSp(4,R) = F

27

7>~ = (sgno ¢)r>t;

enfait, pour 1 = (0,0;0), onan! =, et n?* = n2* avec lesnotations de [Ta]
Section 1, de sorte que

1 s (p,q) =(2,0),(0,2),(3,1) ou (1, 3)

WP (g, Kb ) = {O e
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et

WP (g, Ky m2F) = { é :rfé’;l,q) =(1,)ou(22)
ou g est I'algebrede Lie de GSp(4, C). Ona
c*|PSp(4,R) = L
et, en fait, ¢* est le caracteretrivial de GSp(4,R) et ¢~ = sgnoc.

LEMME (5.10). A équivalence pres, les seules représentations irréductibles uni-
taires m de GSp(4, R) telles que

tr(fg) #0

sont les sept représentations 7, 7V, 71, 7%+ et ¢* ci-dessus. De plus, on a
et (fg) = e (£F) = —3
rat(fg) =1,

tra* (£€) = §

tref(f89) =1
Preuve. 1| suffit de remarquer que I’ on peut prendre £ de laforme
10 = { (—13(fa+ fB + fo + fp)/4sur PSp(4, )
© L osur (RY\GSp(4, ) — PSp(4, B)

ou fa, fB, fo, fp sont des pseudo-coefficientstres cuspidaux dans H (PSp(4, R))
de A, B, C, D respectivement (cf. [Lab 2]) et de remarquer que

pour toute représentation standard p de PSp(4, R) avec p # A, B, C, D aéquivar
lence pres. O

PROPOSITION (5.11). (a) Pour toute fonction f? € CSO(G(A’})) et tout entier
j>0,ona

TG (FS 1205 (5))

= Y ms(me(me)p¥/?(21(mp) + z2(mp)’ + z3(mp) + za(my)?) tr w5 (f7),
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ou m parcourt les représentations dans ILgs (R} GSp(4, Q)\GSp(4,A)) qui sont
non ramifiées en p, ou

e(mr) = —3 (resp. 1, resp. 3)

s Ty est équivalente a 7 ou 7V (resp. 7! ou ¢F, resp. %) et e(my) = 0 dans
tous les autres cas et ou

~

trp, = diag(zl(ﬁp)ﬂ ZZ(WP)v Z3(7rp)v Z4(7rp)) €T

est e parametre de Langlands de .
(b) Pour toute fonction h? € C2°(H (A%;)) €t tout entier j > 0,ona

TR (0))) = = Y p¥/2(Z (p1p) +2" (p1p)?)
P1,P2
p1R=03(—1)
P2 R=01

—('(p2p) + 2" (p2p)))] 1r(p ; ® P ) (WP +1P 0 1)

+ Y YR () + 2 (prp)?)
pla§2

p1R=03(—1)

—p (L4 p))&a(p) ] tr(pf ; © & o det) (WP +hP o 1)

ou p1, p2 parcourent les classes d éguivalence de représentations automorphes
cuspidales irréductibles de R \GL (2, A) non ramifiées en p, ou &, parcourt les
caracteres de Hecke de Ry Q* \A* non ramifiés en p, ol w,, = w), dansla pre-
miére somme et w,, = £2 dansla seconde, w,, étant le caractére central de p, ol
{7 (mp), 2" (mp)} est]’ensembledesvaleurspropresdeHeckede p, etou: H — H
est Iinvolution qui échange les deux facteurs GL (2). O

6. Stabilisation destermes paraboliques

Pour formuler agréablement les résultats de ce paragraphe, nous aurons besoin de
guelques rappels.

S x:Q\A* — C* est un caractéere de Hecke tel que xr = sgn®| | pour un
a € {0,1} etunn € Z,lathéorie du corps de classes abélien associe a y un corps
de nombres E(x) C C tel que X(A?) C E(x)* et, pour chague place finie A de
E(x), une représentation A-adique V,(x), de dimension 1 et pure de poids —2n,
de Gal(Q/Q). Si x est non ramifié en un nombre premier p et si A ne divise pasp,
Vi (x) est non ramifiéeen p et

tr(®J, Va(x)) = x(p)? (Vj € z).
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Par exemple, ona E(||71) = Q et V;(||™Y) = Q(1). Bien sir, si x1 €t x» sont
deux caracteres de Hecke comme ci-dessus, E(x1)x2) est contenu dans e composé
E de E(x1) et E(x2) dansC et, quitte a éendre les scalairesa E, on a

Vi(xixz) = Valxa) ®g, Valxa)

pour toute placefinie \ de E.
Si o est une représentation automorphe cuspidaleirréductiblede GL (2, A) telle
que

op =0, =0, det®(t-n) — on(l—mn)

pour un entier n > 1 (on ao,(sgn o det) = o), Eichler, Shimura et Deligne ont
associé a o un corps de nombres E(o) C C tel que oy soit défini sur E(o) (cf.
[Wa2]) et, pour toute placefinie A de E(o) unereprésentation A\-adique V) (o), de
dimension 2 et pure de poids n, de Gal (Q/Q). Si o est non ramifiée en un nombre
premier p et sl A nedivise pasp, V) (o) est nonramifieeen p et ona

tr(2), Va(0)) = p?(21(0p)’ + z2(0)’) € E(0) (V) € ),

ou {z1(op), z2(0p) } estI'ensemble des valeurs propres de Hecke de o), (cf. [De]).
Si w, est le caractere central de o, on a E(w,) C E(o) €, quitte a étendre les
scalairesa E(o), ona

Valws) 2 (A?VA(0))(2),

pour toute place finie A de E(o). Si x est un caractere de Hecke de R* Q* \A* et
S E estlecomposéde E(x) et E(o) dansC, ona E((x o det)o) C E e, quittea
étendreles scalairesa E, on a

Va((x o det)o) = Vi(x) ® Va(0),

pour toute placefinie \ de E.
Maintenant, pour chague place finie A d’un corps de nombres assez grand
E C C, introduisonsles Gal(Q/Q) x C°(G(Af)// K )-modules virtuels suivants:

Wix = D Valwox) ® s (07(3) @ x(—3)*
U—’X
op=0y

=D Val€%x) ® jan (€5 o de)(3) ® x5(—3))"
£x

= Y Nwex)(D) @ jan (07(3) ® xs(—2))%,
X

op=0y
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Waa = Y Vallxodet)o) ® jar, (xs(4) @ 04(=2))~

X0
xp=1
op=0y

= > (&) + Valx§)(-1) ® jary (x (4) @ (& o det) (=2)) %

X,€
xr=1

— Y Val(x o det)o) @ jus, (x7(3) ® o (—1))%

X0
XR=SgN
UR:(T%/

War= > Valxaxzax) ® jr(xr(4) © x2,7(2) @ x7(—3)",
X1,X2,X
Xl,R:XZ,R:l

ou o parcourt les classes d’ équivalence de représentations automorphes cuspidales
irréductiblesde GL (2, A), ou y, &, x1 €t x2 parcourent les caractéres de Hecke de
R;Q*\A* et ou, pour tout M € L, tout P € P(M) et tout M (Ay)-module 7y,
on anoté

. . —1/2
jar(my) = ing (65 °my)

le G(Af)-module virtuel associé ala représentation induite non normalisée

Tp(ng) = Ip(6p 1 2ny).

Plus précisement, il n'y a qu’un nombre fini de o, x, &, x1 €t x2 tels que les
induites correspondantes j () qui apparaissent danslesformules ci-dessusaient
des vecteursfixes par K non nuls. On prend alors pour E le composé

E=EK)cCC

detouslescorps E(o), E(x), E(§), E(x1) € E(x2) pour ceso, x, &, x1 €t x2 la
eton utiliseles E-structuresde oy, x 7, £, X1, € X2,y dansladéfinition des 7,
Wa ) et W3 ).

Pour toute place finie A du corps de nombres E C C ci-dessus, on posera

6

Wy =W, ®q, Ex = Y (-1)'H{(Sk ®¢ Q, Ey),
i=0
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ou £ est la caractéristique de ), et
Wy =Wy — (Wi + Wap+ Wap). (6.2)

Il est facile de voir que, pour toute fonction f? € CSO(G(A’]Z)//KP)Q et tout
entier 7, ona

tr(®) x fP,Wy), tr(®) x fP,W,) e ECC

(sij = j(fP), celarésulte du Corollaire (1.3)). Le résultat principal de cet article
est alors:

THEOREME (6.2). Pour toute placefinie A du corpsde nombres E ci-dessus, pour
tout nombre premier p, distinct de la caractérisitique ¢ de A et qui est bon pour K,
pour toute fonction f? € CCOO(G(A’}) // KP)q et pour tout entier j > 0, on a

tr(®F x f2, W) = JG (£$ 1765 (0)) — 3TH (FERPBE (),

le second membre étant explicité dans la Proposition (5.11).

Preuve. Fixonsp # q, fS, f, 74 et kP4 comme dans les Théorémes (5.3)
et (5.9), en imposant de plus que 74 ¢ CgO(G(A’}’q)//KM)Q. D’ aprés le Théo-
reme (5.9), on une constante D. Fixons une place finie de E de caractéristique
¢ distincte de p. Alors, si on rassemble les résultats obtenus jusgu’'a présent
(Corollaire (1.3), Formules (2.2) et (2.11), Lemmes (3.1), (3.4) et (3.5) et le
Théoreme (5.9)), on obtient que, pour toute fonction f, € CX(G(Q,)//Kq)o
et tout entier j > Otelsque

323" f)
(cf. Corollaire (1.3)) et que
la(p)[logg > D, Vo € {+a1, (a1 +az)}, Ve € Supp(fy)

_ D+ la(u)|logq
logp

, YaeR, VueSupp(f)),
ona
tr(®) x f2, W) = [JE(F9) = 374 (F)]
+H3I5,(F9) = U + TR + 35, (F9)
+[3JF (F9) — 5 (F)],

ou fr = frafy, f¢ = fSFr6G (p;), WP = hrbH (f,) et FT = fHRPB (p;) et
oules JG (F¢) etles JH (f1) sont explicités dans |’ énoncé (5.11).
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342
Maintenant, il est facile de stabiliser les termes paraboliques dans le membre
de droite de laformule ci-dessus.

Le groupe endoscopique Hy, de M = M; (resp. M, resp. T') déduit de H par
descente n’est autre que le sous-groupe de Levi L. = L, (resp. L1, resp. S) de H,
identifié & M, (resp. M3, resp. T') par

(diag(t',t"),g) = (A = t'g, A = t't"detg)

(resp.
(g,diag(t’,t")) — $4,(A = gt', X = t't"detg) s,

Ocz7

resp.
(dlw(tgb tgl.l) dle@(t%v tIZI)) = dle@(t&tév tg.tIZIJ tg.ltZJ tg.ltIZI))

Par suite, compte tenu de notre normalisation des facteurs de transfert, on a
p:Q()\) ® X’;paQ(_)\) ® U?,q hp,q)

triLz(Xf

= tripg, (0} (X'["7 0 det) “1(A) ® XPU(=N), f79)

et
hLz,q(qu®qu®af,q7 ) fMl,q(O'fyq(quodet) ®X,]£q7XQ)
pour tous x 7, xf", o} avec XT X = w, pettousA = (A, )) € (af )& = (a2
et X, €afl, , =af , resp.
triLl( ol P XI;) (I(A) ® X’}LD,Q(_)\)7 hP9)
= triag (PO 0 det) () @ X (=), 7
et
hLl,q(qu®0'f,q®qu, ) fM’ (qu(quOdet) ®leg,q7XQ)
pourtous(y? X7 Xy avecw,r = XX} ettousA = (A, =) € (af!)) = (a]%{);‘;
et X, cafl = a]%,q,resp
A1+ A A1+ A
. D,q 1 2 1p,q 1 2
wis (7 (M 572) ey (-7572)
A1 — A2 A1 —
o (M) ondy () )

= trip < XTEOAHD) M) © x”pqu(x”pqu)
A1+ A2
® Xlll?f’q <_ 2 > pr’q>

Y(A2)
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et
hS,q (Xg.,q ® Xg.,,q ® X,2,q ® X,2l,q7 Xq)
= I1a(Xaq(X1) T @ X5, (X1 ) Tt © X1 X)
pour tous le, X125 X 1 X’z”’f avec x7 ;x1% = X3 x5y ettous A = (Mg, A2) €
(af)r = (@) & Xy € af, = af) ). L'argument est le suivant. D’ apres le

Lemme 9.2 de[Ha1] et un calcul sumllalreacel ui de[Ha 1] Section 12 ou [She 1]
(3.4), on voit que e terme constant de hP le long de H, est un transfert ordinaire
du terme constant de f? le long de M, i.e. ici que ces deux termes constants
ont les mémesintégrales orbitales puisque H,;, = M n’apas d’ endoscopie et que

AM:P = 1vulesnormalisationschoisies; donc h” = fM d’apresle Theoreme 10
de[H-C].

On en déduit que les termes en e3¢l et e~ 12l et ceux en e=3¥! et e 1¥l dans
I’ expression

I (FD) = AU + (1)

se simplifient pour z = y et que les autres se regroupent. De méme, on en déduit
gue lestermesen

e (zx14x2)/2-3|z1—22|/2

e~ (W1ty2)/2-3ly1-y2|/2
dans|’expression
§IE(f9) — 1 JE (F)
se simplifient pour (z1, z2) = (y1,y2), aors que ceux en

ef3(I1+I2)/2+‘I17$2|/2

e 3(y1+v2)/2+|y1—y2| /2

Se regroupent pour (z1, z2) = (y1, y2) entermesen

e—3(901+902)/2(e|ﬂ?1—902|/2 + e—\wl—ﬂ?2|/2) — @ W12z | g=201—12

qui & leur tour se regroupent avec |es termes restants de J& ().
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Tout calcul fait, on obtient que

3IG(FO) = SR + TE(FT)) = w(®) x f7, W),
§IE () — FJH(FH) = r(®) x f7,W3,),
et aussi, de maniere plus directe, que
SISL(FO) = tr(@) x f2,Wa)).
On adonc demontré la formule cherchée,
tr(®) x f2, W) = JG (£ F705 (0;)) — 2 TH (FERP0H ()

pour f? = fPaf, hP = Wb (f,) et j satisfaisant les hypothéses restrictives du
début de la preuve du theoréme.

Fixons un plongement .: E\, < C qui induit I'identité sur E, aors la différ-
ence A(j, f,) des deux membres de I’ égalité cherchée garde un sens pour f, €
CX(G(Q,)// K,) arbitraire (i.e. non nécessairement avaleurs dans Q). De plus, en
considérant d’'une part la décomposition isotypique de :.(W,) en tant
que CX(G(Ar)//K)-module virtuel et d'autre part la forme des expressions
TG (fof?05 ;) et JH (fhPbI (p;)) données dans la Proposition (5.9), on voit
facilement que

A(G fq) = D elz, D)2 £ (D)
2t
pour une certaine fonction ¢: C* x (f‘/W) — C asupport fini, quels que soient

j>0etfy€CP(G(Q)//Ky)-
Or, on a dgademontré que

A(]qu) =0
S fq € C(G(Q)// Kq)ar S = j(fPf,) etsi

la(p)|logq > D, Va € {+a1,+(a1+a2)}, VYu € Supp(f))

D + |a(p)|logq
logp

j> , Ya€R, VueSupp(f))

Par suite, dans un premier temps, on voit que

> clzD)fy (£) =0

~

t
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pour tout z € C* ettoute f, € C°(G(Qq)// Ky)q telle que

la(p)|logq > D

(Vo € {Fau, +(a1 + a2)}, Vi € Supp(f,')), puis dans un deuxiéme temps, on
voit que lafonction ¢ est identiquement nulle, ce qu'il fallait demontrer. O

7. Quelques consequencesdu calcul delatracede W,

Considérons le corps de nombres E = E(K) C C introduit dans la Section 6,

fixonsune placefinie A de E de caractéristique £ et fixons un plongement E <4 C
qui induit I'identité sur E, comme dans la preuve du Théreme (6.2). On a la
decomposition isotypique

() = 3 0 (W)(TTy) @ TTK
Iy

de..(W,) entantqueC.(G(Ar)// K)-module, ou 11, parcourt lesclassesd’ équiva-
lence de représentations irréductibles admissibles de G(Ay) qui ont des vecteurs
fixes non nuls sous K et +, (W )(II;) est une représentation complexe (non con-
tinue) virtuelle de Gal(Q/Q). Bien entendu, seul un nombre fini de II; donnent
une contribution non nulle. Quitte a remplacer E, par une extension finie de E
dans C, on peut supposer que, quel que soit I1¢, ona

L(W)(ILy) = o (W(ILy))
pour une représentation A-adique virtuelle W, (I ;) de Gal(Q/Q).

THEOREME (7.1). Fixons une représentation irréductible admissible T1; de
G(Ar) telle que Hff # (0). Alors, on peut trouver un ensemble fini S de places

finies de Q et unefonction hg € C2°(H (Qs)) ayant les propriétés suivantes:

(i) S contient toutesles‘mauvaises' placespour K et donc toutes|es placesfinies
de Q enlesquelles Il est ramifiée;
(i) sip ¢ Su {¢}, Wx(Ily) est non ramifiee en p;
(iii) pour tout p ¢ S U {¢} et tout entier j, ona

(tr(2), W (I1y)))

= [ngfsc(mg ® Hf)E(WR)} p¥/2(z1(11,)7
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+ ZZ(Hp)j + Z3(Hp)j + Z4(Hp)j)
1 ~
+7 0 2 Oty @05, 105) tors ® pas) (hs)
P1,P2

p1R=03(—1)
P2, R=01

x pI2[(' (prp)? + 2" (prp)?) — (2'(p2p)? + 2" (p2p)?)]

1 ~
~ 1 pz; 3(p1y ® (655 o det), IT}) tr(p,s @ (€2,5 © det))(hs)
1,82

p1R=03(—1)

x pI2[(2 (p1p) + 2" (prp)?) — PP (L + p7)é2(p)]

avec les notations de la Proposition (5.11) et ou, pour toute représentation admis-
sibleirréductible p7 = ] ¢¢ p, de H(AF), on a posé

d(pf,11F) =1

Si, pour toute placeflnleq ¢ S, pg estnonramifieeet sile parametrede Langl ands
delIl, dansT c G estI’ |mage du parametre de Langlands de p, dansS c H par
le pIongement no: H < G, etona posé

3(p},11}) =0

sinon.
Preuve. Soit Hscl), . (resp I1 D f”"” ) laliste finie des (classes

d équivalencede) représentatlonswreductl blesadmlss bIesH’ deG(Af) tellesque
K # (0) et que

W(ITy) #0
(resp. que

ngfsc(mg ® Hlf)é‘(ﬂ'R) # 0).

TR

On peut trouver f € C°(G(Ar)//K) telle que

tl’Hf(f) =1
et que
trity(f) =0

https://doi.org/10.1023/A:1000102414055 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000102414055

SUR LA COHOMOL OGIE DES VARIETES DE SHIMURA POUR GSP(4)( 347
pour toute IT; dans la liste finie Hscl), ., I qui n'est pas isomorphe a la
représentation IT;. Alors, si T est un ensemblefini de placesfiniesde Q, contenant
toutes les ‘mauvaises’ places pour K et assez grand, on a

f = leKTa
ou
KT = H G(Z‘I)a
q¢T

et, pour toute fonction g™ € C°(G(A7)//KT), ona

trils(frg") =triif (¢")

et

g Hlf(ngT) =0
pour toute IT; dans la liste finie chl), ... ,HSZ"”) qui n'est pas isomorphe a la
représentation I ;.

Fixons un tel ensemble 7" et fixons un transfert ordinaire hr € C°(H (Qr))
de la fonction fr (cf. (2.8.1)). Soit py',...,p}") Ia liste finie des (classes
d'équivalence de) représentations irréductibles admissibles pf de H (A7) qui
admettent des vecteurs fixes non nuls sous H(Z") et pour lesquelles il existe
une représentation

pr € {03(—1) ® 01,03(—1) ® det, 03(—1) ® (sgno det) }
et une représentation irréductible admissible pr de H (Qr ) telles que
trpp(hy +hrou) #0
(cf. (5.12)(b)) et telles que la représentation
p= ® pr ® P}
de H (4A) intervienneavec unemultiplicitenonnulledans L?(Z g (R) H (Q)\ H (A)) (Zx

est le centre de H). Pour chaque place finie ¢ de Q, on a un homomorphisme de
changement de base

b C(G(Q) /]G (Zq) — C°(H(Qq)// H(Zy))-
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(cf. Sect. 4), d’ou un homomorphisme

b = @ by CO(G(AT) [/ KT) — C(H(AF) //H(ZT)).

q¢T

On a, par définition de -1,

trpp (b7 (g")) = 17 (g7)
pour toute fonction g” € C°(G(A})//K™) et toute représentation irréductible
admissible p de H(AT) telle que (5(,0f, f) = 1. On peut donc trouver une
fonction g” eC°°( (AT)//KT) telle que

tr H?(gT) =1
et que

trp} (07 (g")) =0
pour toute représentation p? dans la liste finie p?’(l), een p?’(t) pour laguelle
d(py,11}) = 0.

On prendrapour S n'importe quel ensemblefini de placesfiniesde Q, contenant
T et assez grand pour que

QT = gg—TlKS

et on posera

hs = hrb{_r(g5_1) + hrbd_p(g§_1) o
= (hp + hr o )by (95 1),

oubienentendub? = ® gES—T bH Il neresteplusqu’ aappliquer le Théoreme (6.2)
et la Proposition (5.11) aux fonct|ons

fP = frgttv}

h? = thg_T(gg_T)lg(zTu{p})a

quel que soit p ¢ S U {¢}, pour conclure. O

COROLLAIRE (7.2). Fixons I, S et hg comme dans le théoréme précédent.
Notons

R = R(S,hs,117)

I’ensemble des (classes d’ équivalence de) représentations irréductibles unitaires
p de H(A) ayant les propriétés suivantes:
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(@) p intervient avec une multiplicité non nulle dans L?(Zy (R)H (Q)\H (A)),
(b) pr € {03(—1) ® 01, 03(—1) ® det, o3(—1) ® (sgn o det)},

() trps(hs) #0,
(d) 8(p%,115) = 1.

Alors:
(i) soit R = () et, pour tout p ¢ S U {¢} et tout entier j, ona

Utr(@), Wa(I15))) = p(Ip)p¥/(z21(IL,) + 22(IL,)7 + 23(IL,)7 + za(I1,)7)
ou on a posé

n(Ily) =D mGe(me ® Myp)e(ms);

TR
(i) soit R # 0 et, pour tout p ¢ S U {¢} et tout entier j, ona

(@A) = S 0¥ (0, + (o))
op=03(—1)

+ > pa(Tly,0)p¥/3(Z (0,) + 2" (o))

OR=01

+ > pa2(Ily, ¢ o det)p’ (1+p7)¢ (p),
;

ou o parcourt lesclassesd’ équivalencederepr ésentationsautomor phes cuspidales
deR} \GL (2, A) nonramifieeshorsde S et ¢ parcourtlescaractéresR; Q™ \A* —
C* nonramifieshorsde S, ou {%'(0,), 2" (0,) } est]’ensemble des valeurs propres
de Hecke de o), et ou les multiplicités p, (I, o) (n = 1,2) sont définies comme

suit:
Ri(o 1 ~
jaltty, o) = i) + 3 Y el ps(is)
pGRl(a')
et
Ry(o 1 ~
paltty.o) = P2y - 2 5™ (o)t ps(is),
] PER>(0)
avec

Ri(o) ={p=p1®@p2€ R| p1 =0},

Ry(o) ={p=p1@p2€ER|p2= 0}
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( _{ 1sipp =03(—1) @01
PR\ 218 pr = oa(—1) ® (sgn2 o det)  (az € {0, 1}). 0

Considérons maintenant les Gal (Q/Q) x C°(G(Ay)// K )g-modules

H{(Sk ®oQ,Q) (i €2),

images des groupes de cohomologie a supports compacts dans les groupes de
cohomologie ordinaire, et leurs semi-simplifiés, notés

Wi

Pour E, une extension finie assez grande de @, munie d’ un plongement . dans C,
on définit les représentations A-adiques semi-simples

Wi\(ly), (i€z)
et lareprésentation A-adique virtuelle

Wia(y) = (=1)'Wiy(IIy),

i

quel quesoitlaclassed’ équivalencell ; dereprésentationsirréductiblesadmissibles
de G(Ay) ayant des vecteursfixes non nuls sous K..
LeC.(G(Ar)//K)q-module sous-jacent a Wy, n'est autre que

H{(S5k(C)™, Q) ®¢ Q.

Comme H'(Sx(C)™,Q) = (0) sii ¢ {0,2,3,4}, ona H/(Sx(C)™,Q) = (0) s
i ¢{2,3,4,6} etdonc W/, = 0si i ¢ {2 3,4}. Deplus, d’ apres Grothendieck,
on a un accouplement parfait

Wiy x W — @u(-3)

et, d apres Deligne, W!i,e est pur de poids i en tant que Gal(Q/Q)-module. Bien
entendu, les W,Z +(ILy) ont des propriétés analogues.

D’ aprés Borel, la cohomologie parabolique H/*(Sk (C)®', C) contient la coho-
mologie cuspidale Hge,(Sk(C)™,C) comme sous-C.(G(Ay)//K)q-module et
ona

cusp( a.c @mcusp VH" (g, Kg; ) © 7Tf )
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ou 7 parcourt les classesd’ égquival ence de représentationsirréductibles admissibles
de R*\G(A) et ou mgsp(w) est lamultiplicité de = dans la partie cuspidale
Lip(R*G(Q\G(4)) C LA (R*G(Q\G(A)).
En particulier, si IT; est une représentation irréductible admissible de G(Af), ona
dimg, W2\(Ily) = dimg, W (1)
> (2mGep(mt @ lf) + mg(n>T @ 11)
+m§,sp(7r2’* ® IIy)) dimec(

dimg, W3, (I15) > 2(me(n" @ T7) + mie(r™ @ TMy)) dimITF

(on a mGe(c* ® Iy) = 0 d'aprés le théoréme d approximation forte et on a
mGep(me @ Iy) = ms(mz ® I15) désque my est une représentation tempérée de
R\ G(R), cf. [Wal] Thm. 4.3).

DEFINITION (7.3) (Piatetski—Shapiro). Soit = une représentation automorphe
irréductiblede G(A), soit M € £, M G G, et soit 7 une représentation automor-
pheirréductible de M (A). On diraque 7 est associéea (M, 7)), s, pour presque
tous les nombres premiers p pour lesquels 7, et wé” sont non ramifiées, , est
I’ unique sous-quotient irréductible non ramifié de

Tp(myh) = Tp(@ i mah),

ou P est n'importe quel sous-groupe parabolique dans P (M).

DEFINITION (7.4). Soit 7 une représentation automorpheirréductible de G(A) et
S0it p = p1 ® p2 Unereprésentation automorpheirréductible de H (A) (py €t p2 sont
donc des représentations automorphesirréductiblesde GL (2, A) et w,, = w),). On
diraque 7 est associéea (H, p) Si, pour presque tous les p pour lesquelsy, p1, €t
p2,, SONt non ramifiées, le parametre de Langlands de m, dans T’ C G est

diag(2' (p1,p), 2 (p2,p), 2" (P2,p), 2" (P1p))

ou diag(z'(pnp), 2" (pnp)) € GL(2,C) est le paramétre de Langlands de p;,
(n=1,2).

THEOREME (7.5). Soit w unereprésentation automor phe cuspidal eirréductiblede
G(A) avec € {mH, 7V, 7t x2%}. Alors, une au moins des propriétés suivantes
est satisfaite:
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(1) 7 estassociéea (M, 0(3) @ x(—2)) (resp. (M2, x(3) ® o(—1))), ot o est
une représentation automor phe cuspidale irréductible de GL (2, A) avec o = oy
(resp. or = o) et ol x est un caracterede R Q* \A*;

(2) 7 estassociéea (H, p1(1) ® p2), 0U p1 est une représentation automor phe
cuspidaleirréductiblede GL (2, A), avec p1r = o , €t Ol p, est unereprésentation
automorphecuspidaleirréductiblede GL (2, A), aveC por = oy (resp. p2 = xodet
pour x un caractérede R Q* \A%);

Q) me =7 ou W, mG (7t ® 1) = MG (7?>F @ wp) = 0 et il existe
un ensemble fini S de nombres premiers, contenant tous les p pour lesquels
est ramifiée, un corps de nombres E et, pour chaque place finie A de E, une
représentation A-adique semi-simple, pure de poids 3, V,, de Gal(Q/Q), ayant la
propriété suivante: pour tout p ¢ S et toute place finie A de E ne divisant pas p,
V) est non ramifiéeen p e, pour tout j € Z,ona

4
(@1, V) — Mg (" © ) J;mﬁfsc(ﬂw o) a2 S zu(m,),

n=1

diag(z1(mp), z2(7p), z3(7p), 24(mp)) € T

est le parametre de Langlands de 7, (en particulier, pour presque tous les p pour
lesquels 7, est non ramifiée, on a

|Zn(7rp)| = 1? (n = 17 27 37 4)3

i.e. la conjecture de Ramanujan—Petersson est verifiee);

@ m = 7 ou 2%, mie (7 ® 7p) = mG (7™ @ 7;) = O et il existe
un ensemble fini S de nombres premiers, contenant tous les p pour lesquels
est ramifiée, un corps de nombres E' et, pour chaque place finie A de E, une
représentation A-adique semi-simple, pure de poids 2, V; de Gal(Q/Q), ayant la
propriété suivante: pour tout p ¢ S et toute place finie A de E ne divisant pas p,
Vy est non ramifiée en p et, pour tout j € Z,on a

tr(®), V3 @ V¥ (-3))

mgﬁp(wz’+ Q@ myr) + mgjsp(wzf ® my)
2

= mgsc(ﬂ'l ® 7Tf) +

4
X p/2Y " zn(my),
n=1

~

diag(z1(mp), z2(mp), 23(mp), za(mp)) € T
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est le parametre de Langlands de 7, (en particulier, pour presque tous les p pour
lesquels 7, est non ramifiée, on a, a une permutation pres,

|z1(mp)| = |z2(mp)| = p~ 2

z1(mp)za(mp) = z2(mp)z3(mp) = £1).

Remarque. Si 7 est associée a (M1,0(3) ® x(—2)), avec o = oy, (resp.
(M2, x(—3) ® o(—1)) avec o = oy, resp. (H, p1(1) ® p2), avec p1p = oy €t
p2r = oy, resp. (H, p1(1) ® (x2 o det)), avec p1r = oy), on peut considérer le
corpsdenombres £ composéde E(o) et E(x) (resp. E(x) et E(o), resp. E(p1) et
E(p2), resp. E(p1) et E(x2)) €, pour chague place finie A de E, lareprésentation
\-adique semi-simple de dimension 4 de Gal (Q/Q)

Vx=W(x)(=2) ® (Valo) ® Va(x)) & V(wox)(1)
(resp.
Vi = (Valx) ® V(o)) @ Valo) (1),
resp.
Vi = Va(p1) ® Va(p2)(—1)
resp.
Vi = Valx2)(=1) @ Va(p1) ® Va(x2)(—2)).
Alors, pour presgue tout p tel que , soit non ramifiée et pour toute place finie A

de FE nedivisant pas p, V, est non ramifiée en p et, pour tout ; € Z,ona

4
tr(q)g)a V/\) = p3j/2 Z Zn(wp)]a
n=1

~

diag(z1(mp), z2(mp), 23(mp), za(mp)) € T

est le parametre de Langlands de 7,,.
Preuve. Le noyau de I’ épimorphisme canonique de C.(G(Af ) // K)o-modules

H(Sk (@™, Q) — H{(Sk(O™,Q)
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est un quotient de la cohomologie de la frontiere de la compactification de
Borel-Serre de Sk (C)*. Cette frontiere s obtient par recollement de trois strates

Xi = P(Q\[(G(R)/Ky) x (G(4y)/K)]

(P = Py, P>, B), ou B est le sous-groupe de Borel de G des matrices triangulaires
Supérieures et ou P (resp. P, est I’ unique sous-groupe parabolique dans P (M)
(resp. P(M>)) qui contient B. La cohomologie de ces strates est aisément calcu-
lable (cf. [Sch 1] et [Sch 2]). Tout calcul fait, on obtient les égalités suivantes de
Cc(G(Ar)// K)g-modules virtuels

HOX2 Q) = D jan((€) o det)(3) ® xs(—3)"

&,x
HYX20) =2 Y jm(or(3) @xp(-3)K
a,X
O'R:(T:Y

+ > gr(xas(4) © x2s(2) @ xs(=3)F

X1:X2,X
X1,R=X2,R

—> i ((&f o det)(3) @ x(—3)"

&,x

HA(X20) =2 Y jmlor(3) @xp(-2)K
a,X
op=0y

+ > gr(xas(4) © x2r(2) @ xs(=3)F

X1:X2,X
X1,R=X2,R

H3(X2,Q) = HYX2,Q) + H2(X;2, Q)

HY(X;2,Q) = HY(X2, Q)

HYX2,Q) =Y ja(xr(4) ® (&5 o det)(—2))F
X5€
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HYX;2,Q) =2 > (x4 ®@op(=2)"
X>0
O'RZO';_/

+ Y gr(xar(4) © x2,5(2) @ xp(—3)K

X1:X2,X
52,R:1

_ZJMZ (xs(4) ® (& o det)(—2))"

H(X;2,0) =2 ) ju(xs(3) @ op(=1)K
X0

+ > rlxar(4) ®x2,5(2) ® xp(—3)K

X1:X2,X
X2,R=S9N

H3(X,2,Q) = HY(X}2,Q) + H2(X;2,Q)

HA(X2,Q) = HY(X2,Q)

HOXE Q) = Y jr(xas(@ ®@x2(2) @ x(=3)%
X1,X2:X

ol &, x1, X2, X parcourent les caractéres de RY Q* \AX avaleurs dans Q" et o
o parcourt les classes d’équival ence de représentations automorphes cuspidales
irréductiblesde GL (2, A) (s og = o, pour un entier n > 1, o, est définie sur Q).
En outre, les autres H* sont tous nuIs

Par consequent, si  est une représentation automorphe cuspidale irréductible
de G(A), avec mp € {nM, W, 7zl x2%}, qui n’est associée a aucun des couples
(M, ™M) suivants:

o (Mi1,0(3) ® x(—3)) avec oy = oy
o (Mi1,0(3) ® x(—2)) aveCop = 03
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o (M, x(4) ® 0(—2)) aveCc op = 0y
o (M, x(3)®c(—1)) aveCop = oy
* (T,x1(4) ® x2(2) ® x(=3)),

et s on achoisi K assez petit pour quewf # (0), on ales égalités de Gal(Q/Q)-
modules virtuels

Win(my) = Walmp) = Wa(rp).
Donc, si on supposede plusquen N’ est associ e aaucun descouples (H, p1(1)®p2)

et (H, ,01(1) ® (Xz o det)) aveC p1r = U:\;)/ et P2r = U}_/, il résulte de (7.2)(i) qu'il
existe un ensemblefini de placesfiniesde Q tel que

4
W(tr(®), Win(my))) = u(mp)p¥/? Y- za(mp)

n=1
pour tout entier j et tout p ¢ S nedivisant pas A. Alors, en utilisant les propriétés
des W', () rappelées ci-dessus, on vérifie facilement que I’ une des propriétes
(3) et (4) du theoréme est satisfaite avec
V= W!?A(Wf )
S =t ounW et

Vi = Wi\(my)

si mp = 7' ouw>* (par exemple, si u(y) < 0, on anécessairement W2, () =
W (ry) = (0) et

2me(n" @ 1p) + me(rV @ mp)] <AMWS, (7)) = —4u(ny)
de sorte que
Mie(m © mp) = mie(r>* @ wp) = 0
et que
MGee(m" @ 7f) + miee(m" @ 1p) = =2p(my) > 0).
Pour achever la démonstration du théoréme, il ne reste plus qu’a remarquer
que m ne peut étre associée ni a (M1,0(3) ® x(—3)) avec op = oy, ni a

(M2, x(4) ® 0(—2)) avec o = oy, ni & (T, x1(4) ® x2(2) ® x(—3)). En effet,
d apres[Rod] Théoreme 2, pour presguetout p, I’ unique sous-quotient irreductible
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nonramifiedeZp, (0, (3) ® x, (—3)) oudeZp,(x,(2) ® 0, (—1)) N est pasunitaire
et celui deIB(Xl,p(Z)®xz,p(1)®xp(—§)) ne peut &tre unitairequesi x1, = X2,
auquel casil est dedimension 1. O

On laisse au lecteur intéressé le soin de combiner les résultats ci-dessus avec
ceux obtenus par Taylor dans [Ta]. Cela permet en particulier de remplacer dans
I’&énoncé du Théoreme 2 de loc. cit. I’ expression ‘outside a set of Dirichlet density
zero' par ‘outside afinite set’.
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