
Compositio Mathematica 105: 267–359, 1997. 267
c
 1997 Kluwer Academic Publishers. Printed in the Netherlands.

Sur la cohomologie à supports compacts
des variétés de Shimura pour GSp(4)Q
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Abstract. In this paper we compute the cohomology with compact supports of a Siegel threefold
as a virtual module over the product of the Galois group of �Q over Q and the Hecke algebra.
We use a method which has been developed by Ihara, Langlands and Kottwitz: comparison of the
Grothendieck–Lefschetz formula and the Arthur–Selberg trace formula.
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Introduction

On notera G le schéma en groupe GSp(4)Zdéfini par

G(R) = fg 2 GL(4; R) j 9c(g) 2 R� tel que gJ tg = c(g)Jg;

pour tout anneauR, où

J =

 
0 S

�S 0

!
; S =

 
0 1

1 0

!
:

On fixe un sous-groupe compact ouvertK deG(A f ) (A = R � A f est l’anneau
des adèles de Q) et on suppose pour simplifier que

K = KN � Kmax = G(bZ);
où

KN = Ker(G(bZ) � G(bZ=N bZ));
pour un entier N > 3.

A K est attaché une variété de Shimura SK sur Q. La variété analytique sous-
jacente admet l’uniformisation

SK(C )
an = G(Q)n[(G(R)=K 0

R)� (G(A f )=K)];
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268 GÉRARD LAUMON

où

K 0
R = R�+KR;

et

KR = fg 2 G(R) j gtg = 1g �= U(2; C ):

Pour toute Q-algèbre R;SK(R) est l’ensemble des classes d’isomorphie de R-
surfaces abéliennes principalement polarisées, munies d’une structure principale
de niveauN . On rappelle que SK est une variété quasi-projective et lisse, purement
de dimension 3, sur Q.

On note Q la clôture algébrique de Q dans C . Pour tout nombre premier `, les
espaces de cohomologie `-adique

Hi
c(SK 
Q Q ;Q`);

sont nuls pour i =2 [0; 6], de dimension finie sur Q` et munis d’une action continue
de Gal(Q=Q) pour tout i (ils sont même nuls pour i = 0; 1; 5). Si on note comme
d’habitude

Cc(G(A f )==K);

la C -algèbre de convolution des fonctions f :G(A f )! C qui sont K-invariantes à
gauche et à droite et à support compact et si on note

Cc(G(A f )==K)Q � Cc(G(A f )==K);

la Q-structure sur cette C -algèbre formée des fonctions à valeurs dans Q;
Cc(G(A f )==K)Q agit sur les Hi

c(SK 
Q Q ;Q`) et cette action commute à celle
de Gal(Q=Q) (les opérateurs de Hecke sont définis sur Q).

Introduisons le (Gal(Q=Q) � Cc(G(A f )==K)Q)-module virtuel

W` =
6X
i=0

(�1)iHi
c(SK 
Q Q ;Q`):

Le résultat principal de cet article est le calcul de ce module virtuel (Théorème (8.1)
et son Corollaire (8.2)). Pour cela nous utilisons la méthode d’Ihara, Langlands
et Kottwitz: comparaison des formules des traces de Grothendieck–Lefschetz et
d’Arthur–Selberg. Cette méthode s’applique en général à l’étude de la cohomolo-
gie des variétés de Shimura liées aux variétés abéliennes et une grande part des
difficultés inhérentes à cette méthode ont été résolues par Kottwitz. Seules sub-
sistent à l’heure actuelle deux difficultés majeures d’une part, le ‘transfert’ et le
‘lemme fondamental’ et, d’autre part, le calcul des ‘contributions à l’infini’ pour
les variétés de Shimura non compactes.
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SUR LA COHOMOLOGIE DES VARIÉTÉS DE SHIMURA POUR GSP(4)Q 269

PourG arbitraire, le transfert endoscopique réel a été établi par Shelstad. Quant
au lemme fondamental pour le changement de base p-adique, il a été établi par
Kottwitz, Clozel et Labesse. PourG = GSp(4), les différentes versions du transfert
endoscopiquep-adique et du lemme fondamental endoscopiquep-adique dont nous
avons besoin ont été établies par Hales et Waldspurger (et aussi par Schröder et
Weissauer). On fera cependant attention au fait que la réduction à l’élément unité
du lemme fondamental pour l’endoscopie n’est écrite pour l’instant que dans le
cas de l’endoscopie ordinaire (cf. [Ha 4]). Comme il ne fait guère de doute que
des arguments similaires donnent aussi la réduction à l’élément unité dans le cas
de l’endoscopie tordue, nous supposerons cette réduction effectuée. De ce fait, nos
résultats sont (provisoirement) conditionnels.

Pour résoudre les problèmes liés à la non compacité deSK, la méthode habituelle
consiste à compactifier SK à la Satake et à étudier la frontière. Notre approche est
différente et est inspirée par un travail de Flicker et Kazhdan [Fl-Ka 1]. Nous
utilisons la conjecture de Deligne, prouvée par Pink, pour calculer la trace de W`

en termes de nombre de points fixes dans SK . Puis nous comparons ce nombre de
points fixes à une combinaison linéaire des côtés géométriques des formules des
traces non invariantes d’Arthur pour G et son groupe endoscopiqueH et pour des
fonctions convenablement choisies sur G et H (en particulier, les composantes à
l’infini sont choisies très cuspidales). Enfin, nous explicitons les côtés spectraux
de ces formules des traces en utilisant des calculs de résidus dûs à Arthur.

Faute de savoir stabiliser la partie discrète de la formule des traces, le résultat
de notre calcul de W` n’est pas sous une forme idéale, mais il est suffisant pour
obtenir le théorème suivant (précisé par le Théorème (7.5)).

THÉORÈME. Soit � une représentation automorphe cuspidale irréductible de
G(A ) telle que �R ait le même caractère central et le même caractère infinitésimal
que la représentation triviale de G(R). Alors il existe un ensemble fini S� de
nombres premiers contenant tous les p pour lesquels �p est ramifiée, un demi-
entier strictement positif a�, un corps de nombres E� � C et, pour chaque place
finie � de E�, une représentation �-adique semi-simple V�;� de Gal(Q=Q) ayant
la propriété suivante: pour chaque nombre premier p =2 S� et chaque place finie �
de E ne divisant pas p; V�;� est non ramifiée en p et, quel que soit j 2 Z, on a

tr(�jp; V�;�) = a�p
3j=2(z1(�p)

j + z2(�p)
j + z3(�p)

j + z4(�p)
j);

où �p est l’élément de Frobenius géométrique en p et où

diag(z1(�p); z2(�p); z3(�p); z4(�p)) 2 GSp4(C );

est le paramètre de Langlands de �p.

Ce théorème complète les résultats démontrés par Taylor dans [Ta].
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270 GÉRARD LAUMON

Un résultat similaire a été obtenu par Harder et Weissauer (cf. [Har] et [We 1]).
Harder et Weissauer n’utilisent pas la formule des traces d’Arthur. A la place ils
utilisent la formule des traces de Goresky et MacPherson.

Pour ne pas allonger démesurément cet article, nous nous sommes limités au
cas du système de coefficients constant sur SK . C’est d’ailleurs, d’une certaine
façon, le cas le plus compliqué. Le lecteur courageux pourra traiter de la même
manière le cas d’un système de coefficients arbitraire.

1. La conjecture de Deligne pour SK

Fixons un ‘bon’ nombre premier p 6= ` pour K , i.e. tel que

K = KpKp;

avec

Kp � G(A p
f
);

et

Kp = G(Zp) � G(Qp);

ou, ce qui revient au même, tel que p - N . Alors SK est la fibre générique d’un
Zp-schéma quasi-projectif et lisse SK :SK est le schéma de modules des surfaces
abéliennes principalement polarisées sur une Zp-algèbre, munies d’une structure
principale de niveau N . Ce Zp-schéma SK est lui même l’ouvert complémentaire
d’un diviseur de Cartier à croisements normaux relatif dans unZp-espace algébrique
propre et lisse SK (cf. [Fa-Ch] Ch. IV, Thm. 6.7).

Il s’en suit que l’action de Gal(Q=Q) sur chaque Hi
c(SK 
Q Q ;Q`) est non

ramifiée en p. Plus précisément, fixons de plus une clôture algébrique Q p de Qp et
un plongement de Q dansQ p et notons Fp le corps résiduel de la clôture intégraleZp
deZpdansQp (c’est une clôture algébrique de Fp). Alors, on a des homomorphismes
uniquement déterminés par ces choix

Gal(Q=Q)  - Gal(Q p=Qp) � Gal(Fp=Fp)

et, pour chaque i, on a des isomorphismes Gal(Q p=Qp)-équivariants

Hi
c(SK 
Q Q ;Q`) �= Hi

c(SK 
Q Q p;Q`) �= Hi
c(SK 
Zp Fp;Q`)

(cf. par exemple [Il] 1.3.3). Comme tout ceci vaut sans modification si on rem-
place Kp par un de ses sous-groupes d’indice fini, on voit facilement que les
isomorphismes ci-dessus sont aussi équivariants pour l’action de l’algèbre

Cc(G(A pf )==Kp)Q:
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SUR LA COHOMOLOGIE DES VARIÉTÉS DE SHIMURA POUR GSP(4)Q 271

Notons �p n’importe quel élément de Frobenius géométrique en p dans
Gal(Q=Q), i.e. n’importe quel élément de Gal(Q=Q) qui est l’image d’un relèvement
dans Gal(Q p=Qp) du générateur topologique

Frobp:� 7! �1=p

de Gal(Fp=Fp). Il suit de ce qui précède que

tr(�jp � fp1Kp;W`) = tr(Frobjp � fp; R�c(SK 
Zp Fp;Q`)); (1.1)

pour tout entier j > 0 et toute fonction fp 2 Cc(G(A pf )==Kp)Q (1Kp est la fonction
caractéristique de Kp dans G(Qp)).

Si fp est la fonction caractéristique d’une double classeKpgKp dansG(A p
f
) (g 2

G(A p
f
)) et si

pj > [Kp:Kp \ gKpg�1];

les points fixes de la correspondance Frobjp�fp agissant sur le Fp -schémaSK
ZpFp
sont isolés (cf. [Zi] Lemme (2.3)). Notons

N(j; fp)

le nombre de ces points fixes, comptés avec multiplicité. Par Q-linéarité, on définit
N(j; fp) 2 Q pour fp 2 Cc(G(A pf )==Kp)Q arbitraire et j assez grand par rapport
à fp.

On a alors le cas particulier suivant de la conjecture de Deligne (cf. [Pi]
Théorème 7.2.2).

THÉORÈME (1.2) (Pink). Pour toute fonction fp 2 Cc(G(A pf )==Kp)Q, il existe un
entier j(fp) > 0 ayant la propriété suivante. Pour tout entier j > j(fp), le nombre
des points fixes N(j; fp) 2 Q de la correspondance Frobjp � fp est bien défini et
on a

tr(Frobjp � fp; R�c(SK 
Zp Fp;Q`)) = N(j; fp): 2

COROLLAIRE (1.3). Pour toute fonction fp 2 Cc(G(A pf )==Kp)Q et tout entier
j > j(fp), on a

tr(�jp � fp1Kp ;W`) = N(j; fp): 2

2. Rappel des résultats de Kottwitz

D’après Kottwitz (cf. [Ko 1] (19.5)), le nombre des points fixesN(j; fp) est égal àX
(
0;
;�)

�(
0;
;�)=1

c(
0; 
; �)O
 (fp)TO�('j) (2.1)
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272 GÉRARD LAUMON

(avec les notations de loc. cit.; on remarquera que, pour notre groupeG= GSp(4)Q;
on a ker1(Q; G) = f1g).

Toujours d’après Kottwitz (cf. [Ko 2] Thm. 7.2), l’expression (1.1) peut être
‘stabilisée’, i.e. réécrite sous la forme

STe(f
G) + �(G;H)c(�)ST �e (f

H); (2.2)

pour certaines fonctions

fG = fGR f
pbGj ('j)

et

fH = fHR h
pbHj ('j);

et modulo certaines hypothèses qui résultent, pour notre groupe G particulier, de
résultats de Clozel, Labasse, Hales, Waldspurger et Weissauer.

Explicitons les termes de l’expression (2.1) et ces hypothèses.

(2.3) Le groupe G. Soient

T = fdiag(t1; t2; t3; t4) j t1t4 = t2t3g

le tore maximal des matrices diagonales dansG et L l’ensemble des sous-groupes
de Levi de G contenant T . Soit B � G le sous-groupe de Borel des matrices
triangulaires supérieures. On a

R = R(G;T ) = f��1;��2;�(�1 + �2);�(2�1 + �2)g
[
R+ = R(B;T ) = f�1; �2; �1 + �2; 2�1 + �2g
[
� = �(B;T ) = f�1; �2g;

avec (
�1(t) = t1=t2

�2(t) = t2=t3:

On identifiera les espaces a
G
T et (aGT )

� d’Arthur à R2 de sorte que

�_1 = (1;�1); �_2 = (0; 1);

�1 = (1;�1); �2 = (0; 2)
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SUR LA COHOMOLOGIE DES VARIÉTÉS DE SHIMURA POUR GSP(4)Q 273

et, donc,

(�1 + �2)
_ = (1; 1); (2�1 + �2)

_ = (1; 0);

�1 + �2 = (1; 1); 2�1 + �2 = (2; 0)

(les co-racines sont dans a
G
T et les racines dans (aGT )

�).
On noteW le groupe de Weyl de (G;T ). Le groupe finiW admet la présentation

W = h"1; "2; � j "2
1 = "2

2 = �2 = 1; "1"2 = "2"1; �"1 = "2�i;

où
8>>>><
>>>>:

"1 = s2�1+�2 = s(2�1+�2)_

"2 = s�2 = s�_2
� = s�1 = s�_1
�"1"2 = "1"2� = s�1+�2 = s(�1+�2)_

(pour chaque racine �; s� = s�_ 2W est la réflexion simple correspondante).
On a

L = fG;M1;M
0
1;M2;M

0
2; Tg;

avec

M1 =Mf�1g
=

( 
A 0

0 �A�

!����� A 2 GL(2); � 2 GL(1)

)

que l’on identifiera à

GL(2)� GL(1) = f(A; �)g;

avec

M 0
1 = _s�2M1 _s

�1
�2

=

8>>>><
>>>>:

0
BBBB@
� 0 � 0

0 � 0 �
� 0 � 0

0 � 0 �

1
CCCCA

9>>>>=
>>>>;
;

avec

M2 =Mf�2g
=

8>><
>>:

0
BB@
� 0 0

0 A 0

0 0 detA
�

1
CCA
��������
� 2 GL(1); A 2 GL(2)

9>>=
>>;
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274 GÉRARD LAUMON

Figure 1.

que l’on identifiera à

GL(1)� GL(2) = f(�;A)g;

avec

M 0
2 = _s�1M2 _s

�1
�1

=

8>>>><
>>>>:

0
BBBB@
� 0 0 �
0 � 0 0

0 0 � 0

� 0 0 �

1
CCCCA

9>>>>=
>>>>;

(on a posé A� = StA�1S et, pour tout w 2 W; _w est un représentant de w dans
KR \G(Z)).

On identifie le groupe dual

bG = GSpin(5; C )

de G à

GSp(4; C ) � GL(4; C )

par la représentation spinorielle. Le tore dual de T est

bT = f(bu; bu�1; bu�1; bu) j bu 2 C�gn(C�)4

et on a une classe de bG-conjugaison de plongements de bT dans bG, à savoir la classe
du plongement

�: bT ,! bG; bt 7! diag(bt1bt2; bt1bt3; bt2bt4; bt3bt4):
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SUR LA COHOMOLOGIE DES VARIÉTÉS DE SHIMURA POUR GSP(4)Q 275

(2.4) La fonction fGR . Soit � le L-paquet de représentations de la série discrète
de G(R) ayant le même caractère central et le même caractère infinitésimal que la
représentation triviale de G(R). Le paramètre de Langlands de � n’est autre que

':WR ! bG�WR =
LG

z 7!
 

diag

 �
z

z

�3=2

;

�
z

z

�1=2

;

�
z

z

��1=2

;

�
z

z

��3=2
!
; z

!

� 7! (J; �)

(WR = C� [ C��; �2 = �1 2 C� ; �z��1 = z; ( z
z
)n=2 = zn

jzjn
).

Considérons le tore maximal elliptique de G sur R,

TG =

8>>>><
>>>>:

0
BBBB@

x1 0 0 y1

0 x2 y2 0

0 �y2 x2 0

�y1 0 0 x1

1
CCCCA

����������
x2

1 + y2
1 = x2

2 + y2
2 6= 0

9>>>>=
>>>>;
� G:

et sa pseudo-diagonalisation induite par

IG = I =
1p
2

0
BBBB@

1 0 0 i

0 1 i 0

0 i 1 0

i 0 0 1

1
CCCCA 2 G(C ) :

on a

I�1TG(C )I = T (C ) � G(C )
[ [

I�1TG(R)I = ft 2 T (C ) j t3 = t2; t4 = t1g

et


G
dfn
== I�1W (G(R); TG(R))I = f1; "1"2; �; �"1"2g �W:

Le groupe dual de TG n’est autre que

LTG = bT oWR

où C� =WC �WR agit trivialement sur bT et où � 2WR�WC agit par

(bt1; bt2; bt3; bt4) 7! (bt4; bt3; bt2; bt1):
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276 GÉRARD LAUMON

Il est alors clair que le paramètre de Langlands ' de � se factorise en

WR

 �! LTG
�
IBI�1

,����! LG;

où

 :WR ! bT oWR =
LT

z 7! (1; z)

� 7! (1; �)

et où

�IBI�1 : LTG = bT oWR ,! bG�WR =
LG

(bt; 1) 7! (diag(bt1bt2; bt1bt3; bt2bt4; bt3bt4); 1)
(1; z) 7!

 
diag

 �
z

z

�3=2

;

�
z

z

�1=2

;

�
z

z

��1=2

;

�
z

z

��3=2
!
; z

!

(1; �) 7! (J; �):

Par dualité de Langlands pour TG, le paramètre  correspond au caractère
trivial,

� � 1;

de TG(R). Le L-paquet � admet alors la description suivante (cf. [She 1] et
[Ko 2] Sect. 7). Pour chaque w 2 W , il y a (à isomorphisme près) une unique
représentation irréductible de la série discrète de G(R)

�(';w);

dont le caractère��(';w) est donné sur TG;reg(R) � TG(R) � G(R) par la fonction
lisse


 7! (�1)3
X
!2
G

�(I(!w)�1I�1
I!wI�1)

�((!w)�1I�1
I!w)
;

où on a posé

�(t) =
Y

�2R+

(1� �(t)�1) (8t 2 T (C )):
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SUR LA COHOMOLOGIE DES VARIÉTÉS DE SHIMURA POUR GSP(4)Q 277

On a de plus

�(';w0) �= �(';w)

si et seulement si w0 2 
Gw et le L-paquet � est égal à

f�(';w) j w 2 
GnWg;

i.e. à

f�0 = �('; 1); �00 = �('; "1)g;

avec

��0(
) = (�1)3 t1t2 + t1t1 + t1t2

(t1 � t1)(t2 � t2)
et

��00(
) = (�1)3 t1t2 + t1t1 + t1t2

(t1 � t1)(t2 � t2)
;

où I�1
I = diag(t1; t2; t2; t1). On vérifie facilement que

(�1)3S�'(

�1) = 1

(trace de 
 dans la représentation triviale de G(R)) pour tout 
 2 TG;reg(R), où on
a posé

S�' = ��0 +��00 :

Choisissons des pseudo-coefficients f�0 et f�00 pour �0 et �00 respectivement
dans l’algèbre de convolution

H(R�nG(R))

des fonctions lisses, à support compact et KR-finies à gauche et à droite sur
R�nG(R) (cf. [Cl-De] Cor. de la Prop. 5). Alors, on pose

fGR =
(�1)3

2
(f�0 + f�00) 2 H(R�nG(R)):

C’est une fonction cuspidale stable au sens de [Ar 1] Section 4.

(2.5) La fonction 'j et l’homomorphisme de changement de base bGj . Pour
tout entier j > 1, on note simplement Qpj l’extension non ramifiée de degré j de
Qp contenue dans Q p et Zpj son anneau des entiers.
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278 GÉRARD LAUMON

L’isomorphisme de Satake, noté (�)_, identifie l’algèbre de Hecke

Cc(G(Qpj )==Kpj )

(Kpj = G(Zpj)) à l’algèbre

C [X� (T )]
W = C [ bT =W ]:

Si � 2 X�(T ) est le co-caractère

u 7! diag(u; u; 1; 1);

la fonction

'j 2 Cc(G(Qpj )==Kpj )

est la fonction caractéristique dans G(Qpj ) de la double classe

Kpj�(p)Kpj

et il est facile de voir que sa transformée de Satake est

'_j = p3j=2
X

�2W ��

[�]:

L’homomorphisme de changement de base

bGj : Cc(G(Qpj )==Kpj )! Cc(G(Qp)==Kp)

est induit, modulo les isomorphismes de Satake, par la multiplication par j dans
X�(T ). En particulier, on a

bGj ('j)
_ = p3j=2

X
�2W ��

[j�]:

La première des hypothèses que fait Kottwitz dans [Ko 2] Section 7 est la
suivante (avec les notations de loc. cit.).

HYPOTHÈSE (2.5.1). Soit 
 un élément semi-simple de G(Qp). Alors

SO
(b
G
j ('j)) =

X
�

e(I)TO�('j);

où la somme porte sur un système de représentants des classes de �-conjugaison
d’éléments � 2 G(Qpj ) tels que la norme

N � = ��(�) � � � �j�1(�)
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est conjugué à 
 dans G(Q p).

Or, cette hypothèse a été démontrée (dans un cadre beaucoup plus général) par
Clozel (cf. [Cl] (7.1)) et Labesse (cf. [Lab 1]). Ces deux auteurs déduisent (par
voie globale) le lemme fondamental, dans le cas du changement de base et pour
une fonction arbitraire, de son cas particulier, pour l’unité de l’algèbre de Hecke,
qui avait été prouvé antérieurement par Kottwitz (cf. [Ko 3]).

(2.6) Le groupe endoscopique H . A équivalence près, G admet un et un seul
triple endoscopique elliptique non trivial (H; s; �0) :H est le Z-schéma en groupes

GL(1)Zn[GL(2)Z� GL(2)Z]

(GL(1)Z étant plongé par

z 7! (diag(z; z); diag(z�1; z�1))

dans GL(2)Z� GL(2)Z; on a

s = diag(1;�1;�1; 1) 2 GSp(4; C ) = bG
et le plongement �0 de

bH = f(bg1; bg2) 2 GL(2; C ) � GL(2; C ) j det bg1 = det bg2g

dans bG est défini par

�0

  
a1 b1

c1 d1

!
;

 
a2 b2

c2 d2

!!
=

0
BBBB@
a1 0 0 b1

0 a2 b2 0

0 c2 d2 0

c1 0 0 d1

1
CCCCA

(bien entendu, on a

�0( bH) = ( bG)0
s = ( bG)s):

On prolonge �0 en

� = �0 � id: LH = bH �WQ ,! bG�WQ =
LG:

Soient

S = GL(1)n[T2 � T2]
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(T2 =

�
� 0
0 �

�
� GL(2)) le tore maximal des matrices diagonales dansH et LH

l’ensemble des sous-groupes de Levi de H contenant S. Soit

BH = GL(1)n[B2 �B2]

(B2 =

�
� �
0 �

�
� GL(2)) le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires

supérieures. On a

RH = R(H;S) = f��1;��2g
[

RH+ = R(BH ; S) = f�1; �2g
[
�H = �(BH ; S) = f�1; �2g;

avec (
�1(diag(t01; t

00
1); diag(t02; t

00
2)) = t01=t

00
1

�2(diag(t01; t
00
1); diag(t02; t

00
2)) = t02=t

00
2 :

On identifiera a
H
S et (aHS )

� à R2 de sorte que

�_1 = (1; 1); �1 = (1; 1);

�_2 = (1;�1); �2 = (1;�1):

On note WH le groupe de Weyl de (H;S). Le groupe fini WH admet la
présentation

WH = h�1; �2 j �2
1 = �2

2 = 1; �1�2 = �2�1i;

où (
�1 = s�2 = s�_2
�2 = s�1 = s�_1

:

On a

LH = fH;L1; L2; Sg;

avec

L1 = Lf�1g
= GL(1)n[GL(2)� T2]
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Figure 2.

et

L2 = Lf�2g
= GL(1)n[T2 � GL(2)]

Le tore dual de S est

bS = f((bt01; bt001); (bt02; bt002)) 2 (C�)2 � (C�)2 j bt01bt001 = bt02bt002g
et on a une classe de bH-conjugaison de plongements de bS dans bH , à savoir la classe
du plongement

�H : bS ,! bH; ((bt01; bt001); (bt02; bt002)) 7! (diag(bt01; bt001); diag(bt02; bt002)):
On note

j:S ��! T

l’unique isomorphisme de tores qui fait commuter le diagramme suivant

bS � �H
- bH

bT

bj
6

�
�
- bG?

�0

où � est défini en (2.3). On a

j(diag(t01; t
00
1); diag(t02; t

00
2)) = (t01t

0
2; t

0
1t
00
2 ; t

0
2t
00
1 ; t

00
2t
00
1)

et j induit un plongement

j�:RH ,! R
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qui envoie ��1 sur �(�1 + �2) et ��2 sur ��1. Dans la suite, on identifiera à
l’aide de j les espaces a

H
S et aGS et les vecteurs �_1 et (�1 + �2)

_ d’une part et �_2
et �_2 d’autre part. De plus, j permet aussi d’identifier WH au sous-groupe

h�; �"1"2i
de W (on a �1 7! � and �2 7! �"1"2)).

(2.7) La fonction fHR . Soit �H(') l’ensemble des classes de bH-conjugaison
de paramètres de Langlands

'H :WR! LH

tels que � � 'H est bH-conjugué au paramètre de Langlands ' introduit en (2.4). Il
est facile de vérifier que, à bH-conjugaison près, on a

�H(') = f'H ; e'Hg
avec

'H :WR ! bH �WR =
LH

z 7!
  

diag

 �
z

z

�3=2

;

�
z

z

��3=2
!
; diag

 �
z

z

�1=2

;

�
z

z

��1=2
!!

; z

!

� 7!
   

0 1

�1 0

!
;

 
0 1

�1 0

!!
; �

!

et

e'H :WR ! bH �WR =
LH

z 7!
  

diag

 �
z

z

�1=2

;

�
z

z

��1=2
!
; diag

 �
z

z

�3=2

;

�
z

z

��3=2
!!

; z

!

� 7!
   

0 1

�1 0

!
;

 
0 1

�1 0

!!
; �

!
:

Considérons le tore maximal elliptique de GL(2) sur R,

TGL(2) =

( 
x y

�y x

!�����x2 + y2 6= 0

)
� G:

Pour chaque entier n > 1, notons �n l’unique (à isomorphisme près) représentation
irréductible de la série discrète de GL(2;R) dont le caractère ��n est donné sur
TGL(2);reg(R) � TGL(2)(R) � GL(2;R) par la fonction lisse

ex
 

cos � sin �

� sin � cos �

!
7! �e(n�1)x ein� � e�in�

ei� � e�i�
:

comp3912.tex; 8/05/1997; 6:58; v.5; p.16

https://doi.org/10.1023/A:1000102414055 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1000102414055
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Si GL(2;R)0 est la composante neutre de GL(2;R), on a

�n = IndGL(2;R)
GL(2;R)0(�

+
n );

où

�+n (g) = D+n+1

�
gp

det g

�
(det g)(n�1)=2

avec les notations de [Kn] (10.14). On vérifie que �n a le même caractère central
et le même caractère infinitésimal que la représentation irréductible de dimension
finie

Symn�1(C 2)

de GL(2;R). Alors, la représentation

�n

�
1� n

2

�

de R�+nGL(2;R) a pour paramètre de Langlands

WR ! GL(2; C ) �WR =
LGL(2)

z 7!
 

diag

 �
z

z

�n=2

;

�
z

z

��n=2
!
; z

!

� 7!
  

0 1

� 1 0

!
; �

!

(on rappelle que, pour tout � 2 C , on pose

�n(�)(g) = �n(g)jdet gj�; 8g 2 GL(2;R)):

Par suite, le L-paquet �('H) (resp. �( e'H )) pour H(R) est constitué, à isomor-
phisme près, d’une et d’une seule représentation irréductible de la série discrète de
H(R), à savoir

�3(�1)
 �1

(resp.

�1 
 �3(�1))

(remarquer que, pour n impair, le caractère central de �n((1� n)=2) est trivial).
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Pour n = 1; 3, soit

fn 2 H(R�nGL(2;R))

un pseudo-coefficient pour la représentation irréductible de la série discrète�n((1�
n)=2) de GL(2;R) dans l’algèbre de convolution des fonctions lisses, à support
compact et SO(2;R)-finies à gauche et à droite sur R�nGL(2;R). Alors,

h('H) = f3 
 f1: (g1; g2) 7! f3(g1)f1(g2)

(resp.

h( e'H) = f1 
 f3: (g1; g2) 7! f1(g1)f3(g2))

est un pseudo-coefficient,KH
R -fini à gauche et à droite, pour l’unique représentation

(irréductible de la série discrète) du L-paquet �('H) (resp. �( e'H)), où on a posé

KH
R = f�1g

-(  
a1 b1

�b1 a1

!
;

 
a2 b2

�b2 a2

!!����� ai; bi 2 R; a2
1 + b2

1 = a2
2 + b2

2 = 1

)
:

D’après Kottwitz (cf. [Ko 2] Sect. 7), on peut alors prendre pour fHR la combi-
naison linéaire

fHR = (�1)3h�h; si(det(!�('H))h('H ) + det(!�( e'H))h( e'H ))
de h('H) et h( e'H), avec les notations de loc. cit., et il nous reste plus qu’à
expliciter les coefficients h�h; si, det(!�('H)) et det(!�( e'H)).

Soit SH le tore maximal elliptique

GL(1)Rn[TGL(2) � TGL(2)]

de H sur R. Si on pose

IH =

 
1p
2

 
1 i

i 1

!
;

1p
2

 
1 i

i 1

!!
2 H(C );

on a

I�1
H
SH(C )IH = S(C )

[ [
I�1
H
SH(R)IH = f(diag(t01; t

00
1); diag(t02; t

00
2)) 2 S(C ) j t001 = t

0
1; t

00
2 = t

0
2g
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et


H
dfn
== I�1

H
W (H(R); SH (R))IH =WH :

L’isomorphisme de tores j:S ��! T défini en (2.6) induit un isomorphisme de
R-tores

jH :SH
��! TG

au sens où jH fait commuter le diagramme

SH(C )
jH(C )
- TG(C )

S(C )

I
�1
H
(�)IH

?

j(C )
- T (C )

?

I�1(�)I

et on a

W =WHW�

où

W� = fw 2W j w(R+) � RH+g = f1; "2g:

On vérifie alors facilement que

(jH ; IBI
�1; IHB

HI�1
H ) et 'H ;

d’une part, et

((I"2I
�1)�1 � jH ; IBI�1; IHB

HI�1
H ) et e'H ;

d’autre part, sont alignés au sens de [Ko 2] Section 7, de sorte que

!�('H) = 1; det(!�('H)) = 1

et

!�( e'H) = I"2I
�1; det(!�( e'H)) = �1:

De plus, on a

�h = (u 7! diag(u; u; 1; 1)) 2 X�(T );
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i.e.

�h = (bt 7! bt1bt2) 2 X�( bT );
de sorte que

h�h; si dfn
== �h(bj�1(s)) = 1:

En résumé, on peut prendre pour fHR la fonction cuspidale stable (au sens de
[Ar 1] Sect. 4)

fHR = (�1)3(f3 
 f1 � f1 
 f3) 2 H(AH(R)nH(R)):

(2.8) La fonction hp. Pour chaque place v 6== 1; p, soit �v le facteur de
transfert de Langlands et Shelstad pour (H; s; �) sur Qv normalisé par les structures
entières de G et H sur Zv (cf. [La-Sh] et [Ha 1] Partie II, Sect. 7). On pose

�
p

f
=

Y
v 6=1;p

�v

(ce produit est bien défini).
La fonction hp est n’importe quelle fonction lisse à support compact surH(A p

f
)

qui vérifie les conditions suivantes: pour tout 
H 2 H(A p
f
) semi-simple et (G;H)-

régulier, on a

SO
H (h
p) =

X



�p

f
(
H ; 
)e

p(
)O
(f
p);

avec les notations de [Ko 2] (7.1) et pour une normalisation convenable des mesures
de Haar.

HYPOTHÈSE (2.8.1). Il existe au moins une telle fonction hp.

En général, cette hypothèse résulte de la variante locale de l’Hypothèse (2.8.1) et
de l’hypothèse suivante (le lemme fondamental pour l’unité de l’algèbre de Hecke
dans le cas de l’endoscopie ordinaire) en presque tous les nombres premiers q 6= p.

HYPOTHÈSE (2.8.2). Pour tout 
H 2 H(Qq ) semi-simple et (G;H)-régulier,
on a

SO
H (1KH
q
) =

X



�q(
H ; 
)eq(I)O
(1Kq);
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avec les notations de [Ko 2] Section 7, la normalisation de Hales du facteur de
transfert (cf. [Ha 1]) et pour une normalisation convenable des mesures de Haar
(bien sûr, on a posé KH

q = H(Zq)).

Dans notre cas (G = GSp(4)), la variante locale de Hypothèse (2.8.1) est
prouvée par Hales dans [Ha 2] (voir plus particulièrement (2.8), les Proposi-
tions 5.23 et 5.25 et le Corollaire 3 du Lemme 6.10), complété par [Sha] et [Rog].
Quant au lemme fondamental pour l’unité de l’algèbre de Hecke dans le cas de
l’endoscopie ordinaire, il résulte de l’homogénéité des germes de Shalika prouvée
par Waldspurger dans [Wa 1] I.2 et de [Ha 2] (cf. [Ha 3]). Une preuve complètement
différente de ce même lemme fondamental a été donnée par Schröder et Weissauer
(cf. [We 2]).

(2.9) L’homomorphisme de changement de base bHj . Considérons le Qp -
schéma en groupes

Gj = ResQ
pj
=Qp

G

de L-groupe

LGj = bGj o Gal(Qpj =Qp);

où le produit semi-direct est défini par la règle

(1; �)((bg1; : : : ; bgj); 1) = ((bg2; : : : ; bgj ; bg1); �);

� 2 Gal(Qpj =Qp) étant l’élément de Frobenius. Choisissons arbitrairement des
éléments s1; : : : ; sj dans le centralisateur

fdiag(a; a0; a0; a) j a; a0 2 C�g

de �0( bH) dans bG de telle sorte que

s1 : : : sj = s = diag(1;�1;�1; 1):

Alors la classe de bGj-conjugaison de l’homomorphisme de L-groupes

e�: LH = bH � Gal(Qpj =Qp)! bGj o Gal(Qpj =Qp) =
LGj;

qui envoie (bh; �i) sur

((�0(bh)s�1
1 : : : s�1

i ; �0(bh)s�1
2 : : : s�1

i+1; : : : ; �0(bh)s�1
1+j�i : : : s

�1
j ;

�0(bh)s�1
2+j�i : : : s

�1
1 ; : : : ; �0(bh)s�1

j s�1
1 : : : s�1

i�1); �
i);
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ne dépend pas des choix de s1; : : : ; sj et induit, via les isomorphismes de Satake

Cc(G(Qpj )==Kpj )
��! C [ bT =W ]

et

Cc(H(Qp)==K
H
p )

��! C [ bS=WH ];

l’homomorphisme d’algèbres de Hecke

bHj : Cc(G(Qpj )==Kpj )! Cc(H(Qp)==K
H
p ):

Concrètement, compte tenu des plongements �: bT ,! bG et �H : bS ,! bH de (2.3)
et (2.6) respectivement, e� induit un homomorphisme

bS � Gal(Qpj =Qp)! bT j o Gal(Qpj =Qp)

qui, composé avec l’homomorphisme

bT j o Gal(Qpj =Qp) ! bT � Gal(Qpj =Qp)

((bt1; : : : ; btj); �i) 7! (bt1 � � � btj; �i)
(dual du plongement ‘diagonal’ de TQp dans ResQ

pj
=Qp

T ), n’est autre que l’homo-
morphisme

�: bS � Gal(Qpj =Qp)! bT � Gal(Qpj =Qp)

défini par

�(((bt01; bt001); (bt02; bt002)); �i) =
 
(�1)i

bt0j1bt00j2

; (�1)ibt00j2 ;
bt00j1 ; 1

!

�f(bu; bu�1; bu�1; bu) j bu 2 C�g

et bHj est induit par la restriction de � à bS � f�g. En particulier, on a

bHj ('j)
_((bt01; bt001); (bt02; bt002)) � p3j=2(bt0j1 + bt00j1 � bt0j2 � bt00j2 ) (mod (bt01bt001 � bt02bt002));

i.e.

bHj ('j)
_ = p3j=2([j� 01] + [j� 001 ]� [j� 02]� [j� 002 ])

avec des notations évidentes.
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HYPOTHÈSE (2.9.1). Pour tout 
H 2H(Qp) semi-simple et (G;H)-régulier, on a

SO
H (b
H
j ('j)) =

X
�

h�(
0; �); si�p(
H ; 
0)e(I)TO�('j)

avec les notations et les normalisations des mesures de Haar de [Ko 2] (7.2) et
avec la normalisation de Hales du facteur de transfert (cf. [Ha 1]).

Cette hypothèse locale devrait pouvoir se déduire par voie globale (comparer
à [Ha 4]) du lemme fondamental pour l’unité de l’algèbre de Hecke dans le cas
de l’endoscopie tordue, i.e. de l’Hypothèse locale (2.9.1) où on a remplacé 'j
par 1K

pj
(et, donc, bHj ('j) par 1KH

p
). Quant à ce dernier lemme fondamental, il

résulte immédiatement du lemme fondamental pour l’unité de l’algèbre de Hecke
dans le cas du changement de base, i.e. de l’Hypothèse (2.5.1) où on a remplacé
'j par 1K

pj
(et, donc, bGj ('j) par 1Kp) et qui a été démontrée par Kottwitz (cf.

[Ko 3]), et du lemme fondamental pour l’unité de l’algèbre de Hecke dans le cas
de l’endoscopie ordinaire (Hypothèse (2.8.2)).

(2.10) La distribution STe. STe(f
G) est la partie Q-elliptique de la formule

des traces stable pour (G; fG), i.e.

STe(f
G) =

X



j(G0

nG
)(Q)j�1�(G)SO
(f

G);

où 
 parcourt un système de représentants des classes de conjugaison stable Q-
elliptiques semi-simples dans G(Q).

(2.11) La distribution ST �e . ST �e (f
H) est la partie Q-elliptique et (G;H)-

régulière de la formule des traces stable pour (H; fH), i.e.

ST �e (f
H) =

X

H

j(H0

H
nH
H )(Q)j�1�(H)SO
H (f

H);

où 
H parcourt un système de représentants des classes de conjugaison stable
Q-elliptiques semi-simples et (G;H)-régulières dans H(Q).

(2.11) La constante �(G;H). En général, par définition, on a

�(G;H) = �(G)�(H)�1jAut(H; s; �)=Had(Q)j�1 :

Ici, on a simplement

�(G;H) = 1
4 :
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(2.12) La constante c(�). Si on normalise le facteur de transfert�v (deG àH)
en la place v comme dans [Ko 2] Section 7 si v =1 ou v = p et par les structures
entières de G et H si v 6=1; p (cf. (2.8)), le produit

� =
Y
v

�v = �1�
p

f
�p

diffère du facteur de transfert adélique�A de Langlands et Shelstad par une certaine
constante

c(�) 2 C� ;

i.e. on a la relation

�A = c(�)�:

3. Simplifications supplémentaires de la formule de Kottwitz pour N(j; fp)

Remarquons tout d’abord que le centralisateur G
 de tout élément semi-simple 

de G est connexe (Gder = Sp(4) est simplement connexe).

LEMME (3.1) (Kottwitz). Pour notre groupe particulierG et notre fonction parti-
culière fG on a

STe(f
G) = Te(f

G)
dfn
==

X



�(G
)O
(f
G);

où 
 parcourt un système de représentants des classes de conjugaisonQ-elliptiques
semi-simples dans G(Q).

Preuve. Soit T un R-tore maximal de G et soit Treg � T l’ouvert des éléments
réguliers dans G. Il suffit de montrer que

O�
 (f
G
R ) = 0

pour tout 
 2 Treg(R) et tout � 2 K(T=R) non trivial.
Or la fonction fGR est cuspidale stable au sens de [Ar 1] Section 4, de sorte que

O
0(f
G
R ) = O
(f

G
R )

pour tout 
0 2 G(R) qui est stablement conjugué à 
. Par suite, on a

O�
 (f
G
R ) =

0
@X


0

hinv(
; 
0); �i
1
AO
(fGR ):
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Mais, comme H1(R; G) = f1g, on a

D(T=R) ��! K(T=R)D

et X

0

hinv(
; 
0); �i =
X

x2K(T=R)D

hx; �i = 0

si � 2 K(T=R) est non trivial (les notations sont celles de [Ko 4] Sect. 4 et 5). 2

LEMME (3.2). Il n’y a pas d’endoscopie (non triviale) pour H , i.e. pour tout
corps local ou global F de caractéristique nulle et tout 
H 2 H(F ) semi-simple,
on a

K(I=F ) = f1g
où I = H0


H
.

Preuve. On a la suite exacte

1! GL(1)! H
��! H ! 1;

où H = PGL(2)� PGL(2) (GL(1) est plongé diagonalement dans H). Par suite,

si 
H 2 H(F ) est semi-simple et si I = H0

H

et I = H
0
�(
H )

, on a la suite exacte
de F -groupes

1! GL(1)! I ! I ! 1:

Si � = Gal(F=F ), on en déduit le diagramme commutatif à lignes et à colonnes
exactes suivant

1 1

1 - Z(
bH)

?

- Z(
bI)�
?

- [Z(
bI)=Z(

bH)]
�
- H

1
(F;Z(

bH)) - H
1
(F;Z(

bI))

1 - Z( bH)

?

- Z(bI)�? - [Z(bI)=Z( bH)]
�

wwwwwww
- H

1
(F;Z( bH))

?

- H
1
(F;Z(bI))?

C �
?

=== C �
?

1
?

1
?
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292 GÉRARD LAUMON

(C� est connexe). Par suite, on obtient un isomorphisme

K(I=F ) ��! K(I=F ):

Or PGL(2) n’a pas d’endoscopie non triviale et, donc,H non plus, d’où le lemme.2

LEMME (3.3). Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle et
soit


H = (
1; 
2) 2 k�n[GL(2; k)� GL(2; k)] = H(k)

semi-simple. Alors, 
H est (G;H)-régulier si et seulement si

(tr 
1)
2

det 
1
6= (tr 
2)

2

det 
2
:

Preuve. Compte-tenu de l’isomorphisme j:S ��! T de (2.6), R � RH est
constitué des quatre caractères de S suivants:

((t01; t
00
1); (t

0
2; t

00
2)) 7! (t01t

00
2=t

00
1t
0
2)
�1

et

((t01; t
00
1); (t

0
2; t

00
2)) 7! (t01t

0
2=t

00
1t
00
2)
�1:

Donc, 
H = (
1; 
2) est (G;H)-régulier si et seulement si

(

01


00
2 6= 
001


0
2


01

0
2 6= 
001


00
2 ;

où (
01; 

00
1 ) et (
02; 


00
2 ) sont les valeurs propres de 
1 et 
2 respectivement. Le lemme

s’ensuit facilement. 2

On déduit des lemmes (3.2) et (3.3) le résultat suivant.

LEMME (3.4). Pour notre groupe H et notre fonction fH , on a

ST �e (f
H) = Te(f

H)
dfn
==

X

H

jH0

H
(Q)nH
H (Q)j�1�(H0


H
)O
H (f

H);

où 
H parcourt un système de représentants des classes de conjugaison Q-
elliptiques semi-simples dans H(Q).
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Preuve. D’après (3.2), on a (avec des notations évidentes)

ST �e (f
H) = T �e (f

H):

Soit maintenant 
H = (
1; 
2) 2 H(R) un élément R-elliptique semi-simple et
non (G;H)-régulier. On a (pour des normalisations convenables des mesures de
Haar)

O
i(f3) = �tr(
i;Sym2(C 2)
 (�2C 2 )�1) = 1� (tr 
i)2

det 
i

et

O
i(f1) = �tr(
i; C ) = �1;

de sorte que

O
H (f
H
R ) = 0

d’après (3.3). Comme en outre, par descente de Harish–Chandra, O
H (f
H
R ) = 0

pour tout 
H 2 H(R) semi-simple qui n’est pas R-elliptique, on a bien

T �e (f
H) = Te(f

H): 2

LEMME (3.5), La constante c(�) est égale à �1.
Preuve. Considérons les éléments


H =

  
1 0

0 1

!
;

 
0 1

�1 0

!!
2 L2(Q) � H(Q)

et


 =

0
BBBB@

0 1 0 0

�1 0 0 0

0 0 0 �1

0 0 1 0

1
CCCCA 2M1(Q) � G(Q):

Alors, 
 est associé à 
H (sur Q ; 
H est conjugué à  
1 0

0 1

!
;

 
i 0

0 �i

!!
2 S(Q )

et l’image par j:S ��! T (cf. (2.6)) de ce dernier élément est clairement conjugué
à 
). Par suite, pour démontrer le lemme, il suffit de montrer que

�(
H ; 
) = �1
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puisque l’on doit avoir

c(�)�(
H ; 
) = �A (
H ; 
) = 1

d’après [La-Sh] (6.3).
Si on identifie bL2 au sous-groupe

f(bt1; bg2) 2 T2(C ) � GL(2; C ) j det bt1 = det bg2g

de bH et cM1 au sous-groupe

8>><
>>:

0
BB@
b� 0 0

0 bA 0

0 0 detbAb�

1
CCA
��������
b� 2 C� ; bA 2 GL(2; C )

9>>=
>>;

de bG = GSp(4; C ) (dans l’identification de bG à GSp(4; C ), les co-racines �_1 ;
�_2 ; (�1 + �2)

_ et (2�1 + �2)
_ de G correspondent respectivement aux racines

�2; �1; 2�1 + �2 et �1 + �2 de GSp(4; C )), on a

�0(bL2) = cM1:

Par suite,L2 = HM1 est le groupe endoscopique deM1 déduit deH par descente et,
en fait, la donnée endoscopique (L2; s; �jLL2) deM1 est triviale. Plus précisément,
on a l’isomorphisme

M1
��! L2;

 
A 0

0 �A�

!
7!
  

1 0

0 �
detA

!
; A

!

(modulo GL(1)), dont le dual est �0jbL2: bL2
��! cM1 et qui envoie 
 sur 
H . On en

déduit que, pour toute place finie v de Q, on a

�M1
v (
H ; 
) = 1

et

�v(
H ; 
) = �M1
v (
H ; 
)

�����
Y
�

(�(
) � 1)

�����
1=2

v

= j4jv;

où � parcourt l’ensemble des racines de G qui ne sont ni dans H ni dans M1, i.e.
f��2;�(2�1 +�2)g (cf. [Ha 1] Lemme (9.2)). On est donc ramené à montrer que

�1(
H ; 
) = �4;
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pour �1 normalisé comme dans [Ko 2] Section 7.
Pour cela considérons les sous-groupes de Cartan

S0 = SH ; S1 = SL2

de H sur R qui proviennent des sous-groupes de Cartan

T0 = TG; T1 = TM1

de G sur R: TG et SH ont été définis en (2.4) et (2.7),

SL2 = GL(1)Rn[T2 � TGL(2)] � H;

et

TM1 =

8>>>><
>>>>:

0
BBBB@

x y 0 0

�y x 0 0

0 0 �0x ��0y
0 0 �0y �0x

1
CCCCA

����������
x2 + y2 6= 0; �0 6= 0

9>>>>=
>>>>;
� G

et, pour n = 0; 1, on a un isomorphisme de R-tores

jn:Sn
��! Tn

qui fait commuter le carré

Sn(C )
jn(C)
- Tn(C )

S(C )

J
�1
n (�)Jn

?

j(C)
- T (C )

?

I
�1
n (�)In

où I0 = IG et J0 = IH ont été définis en (2.4) et (2.7) et où

J1 =

  
1 0

0 1

!
;

1p
2

 
1 i

i 1

!!
2 L2(C )

et

I1 =
1p
2

0
BBBB@

1 i 0 0

i 1 0 0

0 0 1 �i
0 0 �i 1

1
CCCCA 2M1(C ):
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296 GÉRARD LAUMON

Considérons les systèmes de racines imaginaires positives R+n pour Tn et RH+N
pour Sn (n = 0; 1) définis par

R+0 = f�I
�1
0

1 ; �
I
�1
0

2 ; (�1 + �2)
I
�1
0 ; (2�1 + �2)

I
�1
0 g;

R+1 = f�I
�1
1

1 g;

RH+0 = f�J
�1
0

1 ; �
J
�1
0

2 g

et

RH+1 = f�J
�1
1

2 g:

A la racine imaginaire positive (�1 + �2)
I
�1
0 (resp. �

J
�1
0

1 ) est associée la transfor-
mation de Cayley

T0
C�1(�)C

- T1

(resp.

S0
D�1(�)D

- S1);

où

C =
1
2

0
BBBB@

1 �i �1 i

�i 1 i �1

1 i 1 i

i 1 i 1

1
CCCCA 2 G(C )

(resp.

D =

 
1p
2

 
1 i

i 1

!
;

 
1 0

0 1

!!
2 H(C ));

et le carré

S0
D�1(�)D

- S1

T0

j0

?

C�1(�)C
- T1

?

j1
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est commutatif.
Alors, d’après [She 1] Sections 3 et [She 2] Section 8, 9, 10, si 
 = jn(
H) 2

Tn(R) pour un élément (G;H)-régulier 
H 2 Sn(R), la valeur en (
H ; 
) du
facteur de transfert �1 peut se calculer comme suit. On pose

�n(
) =

8>>>><
>>>>:

� 4y1y2

x2
2 + y2

2
si n = 0

x2(1� �0)2 + y2(1 + �0)2

�0(x2 + y2)
si n = 1;

on choisit des signes "0 et "1 satisfaisant la relation

"0"1 = "�0(C)"(R
+
1 ; (R

+
0 )C)"(R

H+
1 ; (RH+0 )D);

avec les notations de [Sh 2] (9.5) (ici, on vérifie que R+0 est adapté à �1 + �2), et,
alors,

�1(
H ; 
) = (�1)qG�qH"n�n(
):

Par suite, si l’on revient au couple (
H ; 
) 2 H(Q) � G(Q) que l’on a fixé au
début de la preuve du lemme, on voit que

�1(
H ; 
) = 4"1(�1)3�2 = �4"1

et, donc, on est ramené à démontrer que, si "0 est choisi comme dans [Ko 2]
Section 7, on a

"1 = 1:

Or, il est facile de vérifier que

(R+0 )C = R+1

(on a C = I0I
�1
1 ), que

(RH+0 )D = RH+1

(on a D = J0J
�1
1 ), que

D(T0) = E(T0) = H1(R; T0) = Z=2Z;

que le caractère �0 de E(T0) associé à s = diag(1;�1;�1; 1) 2 bG est le caractère
non trivial et que

"�0(C) = 1
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(comme CC�1 2 NG(T0) relève la réflexion simple attachée à la racine (�1 +

�2)
I
�1
0 de T0, on peut décomposer CC�1 en XY , où X est un 1-cocycle de T0,

i.e. X 2 T0(C ) et X = X�1, et où Y est dans le sous-groupe SL(2) de G attaché
à cette racine, i.e.

Y 2 I0

8>>>><
>>>>:

0
BBBB@
a 0 b 0

0 a 0 b

c 0 d 0

0 c 0 d

1
CCCCA

����������
ad� bc = 1

9>>>>=
>>>>;
I�1

0 ;

et, par définition, "�0(C) est la valeur de �0 sur la classe de X dansH1(R; T0 ); or,
il est clair qu’on peut prendre X = 1 et

Y = I0

0
BBBB@

0 0 �1 0

0 0 0 �1

1 0 0 0

0 1 0 0

1
CCCCA I�1

0 ;

de sorte que classe de X dans H1(R; T0) est triviale). Par conséquent, il ne reste
plus qu’à vérifier que la normalisation de �1 dans [Ko 2] Section 7 correspond
au choix "0 = 1.

Avec les notations de loc. cit., on a

�1(
H ; 
) = �j;BG(
H ; 
) = (�1)qG�qH�G;H(
)
�BG(


�1)

�BH (

�1
H )

;

où BG = IGBI
�1
G � TG et BH = IHB

HI�1
H � SH , où

�BG(

�1)

�BH (

�1
H )

= � 4y1y2

(x1 + iy1)(x2 + iy2)

et où �G;H est le caractère de TG(R) défini comme suit. Les sous-groupes de Borel
BG et BH déterminent des plongements

�BG : bT oWR =
LTG ,! LG = bG oWR

(cf. (2.4)) et
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�BH : bS oWR =
LSH ,! LH = bH oWR

(bs; 1) 7! (bs; 1)
(1; z) 7!

 
diag

 �
z

z

�1=2

;

�
z

z

��1=2
!
;

diag

 �
z

z

�1=2

;

�
z

z

��1=2
!
; z

!

(1; �) 7!
  

0 1

�1 0

!
;

 
0 1

�1 0

!
; �

!

et on a

� � �BH � Lj(bt; w) = �BG(
bt; w) � (� � a(w); 1);

où �: bT ,! bG a été défini en (2.3) et où a 2 Z1(WR; bT ) est défini par

a(z) = a(z�) =

 �
z

z

�1=2

;

�
z

z

�1=2

;

�
z

z

��1=2

;

�
z

z

��1=2
!

� f(bu; bu�1; bu�1; bu) j bu 2 C�g:

Alors, le caractère �G;H a pour paramètre de Langlands l’homomorphisme

WR ! bT oWR =
LT;

w 7! (a(w); w)

i.e.

�G;H(
) =
x1 + iy1

x2 � iy2
:

Par suite, on a

�1(
H ; 
) = (�1)qG�qH
 
� 4y1y2

x2
2 + y2

2

!
= (�1)qG�qH�0(
);

ce qui correspond bien au choix "0 = 1. 2

4. Simplifications dans la formule des traces non invariante d’Arthur:
résultats généraux

Dans toute cette section, on désigne par G un groupe algébrique réductif connexe
sur Q. On fixe un sous-groupe de Levi minimalM0 deG sur Q et un sous-groupe de
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Levi minimalM0 deG surR qui est contenu dansM0. On fixe aussi un sous-groupe
compact maximal

Kmax =
Y
v

Kmax;v = Kmax;RKmax;f

de G(A ). On suppose que Kmax est admissible relativement à M0 et que Kmax;R

est admissible relativement à M0. On utilisera librement les notations d’Arthur.
En particulier, L (resp. LR) est l’ensemble des sous-groupes de Levi de G sur Q
(resp. R) contenant M0 (resp. M0) et, pour tout M 2 L (ou M 2 LR);P(M)
est l’ensemble des sous-groupes paraboliques deG qui admettentM comme sous-
groupe de Levi. On a L � LR et, si M 2 L, on a

LR(M)
dfn
== fL 2 LR jM � Lg � L:

La formule des traces non invariante d’Arthur pour G et une fonction f 2
C1c (AG(R)0nG(A )) est une identité

Jgeom(f)
dfn
==

X
o2O

Jo(f) =
X
�2X

J�(f)
dfn
== Jspec(f)

(cf. [Ar 2] Sect. 1 et 2). Pour une fonction f arbitaire, les deux expressionsJgeom(f)
et Jspec(f) sont très compliquées. Cependant, comme on va le voir dans cette
section, en faisant des hypothèses supplémentaires sur f il est possible de simplifier
énormément ces deux expressions. Nous ne considèrerons que des fonctions f de
la forme fRf 0, où fR 2 H(AG(R)0nG(R)), l’algèbre des fonctions C1 et Kmax;R-
finies à support compact surAG(R)0nG(R), et où f 0 2 C1c (G(A f )). Les hypothèses
supplémentaires sur fR seront des hypothèses de cuspidalité et celles sur f 0 seront
des hypothèses de régularité.

Arthur a introduit deux notions de cuspidalité (cf. [Ar 8] Sect. 6 et [Ar 1]
Sect. 4).

DÉFINITION (4.1) (Arthur). Une fonction fR 2 H(AG(R)0nG(R)) est dite cusp-
idale si, pour tout M 2 LR;M $ G, et tout P 2 P(M), on a

tr�(fR;P ) = 0

pour toute représentation irréductible tempérée � de AG(R)0nM(R), avec

fR;P(m)
dfn
== �P (R)(m)

1=2
Z
Kmax;R

Z
NP (R)

fR(k
�1mnk) dn (8m 2M(R)):

Une fonction fR 2 H(AG(R)0nG(R)) est dite cuspidale stable si elle est cusp-
idale et si, de plus,

tr�R(fR) = 0
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pour toute représentation irréductible tempérée �R de AG(R)0nG(R) qui n’est pas
de carré intégrable et

tr�0R(fR) = tr�00R(fR)

pour toutes représentations irréductibles de carré intégrable �0R et �00R de AG(R)0n
G(R) qui sont dans un même paquet de Langlands.

Ces deux notions sont invariantes (par conjugaison). Nous aurons aussi besoin
d’une troisième notion de cuspidalité, qui elle est non invariante.

DÉFINITION (4.2). Une fonction fR 2 H(AG(R)0nG(R)) sera dite très cuspidale
si elle est Kmax;R-invariante par conjugaison et si, pour tout M 2 LR et tout
P 2 P(M), on a

fR;P (m) = �P (R)(m)
1=2
Z
NP (R)

fR(mn) dn = 0 (8m 2M(R)):

Une fonction fR très cuspidale est automatiquement cuspidale mais pas néces-
sairement cuspidale stable.

Nous utiliserons deux notions de régularité.

DÉFINITION (4.3). Soient f 0 2 C1c (G(A f )) et C 2 R+ . La fonction f 0 sera
dite C-régulière (resp. fortement C-régulière) si, pour tout M 2 L;M $ G, tout
P 2 P(M) et tout m 2M(A f ) tels que

f 0P (m)
dfn
== �P (A f )(m)

1=2
Z
Kmax;f

Z
NP (A f )

f 0(k�1mnk) dn dk 6= 0;

il existe au moins une racine � de AM dans G pour laquelle on a (resp. pour toute
racine � de AM dans G on a)

j�(HM;f (m))j > C:

Bien sûr, une fonction f 0 fortementC-régulière est automatiquementC-régulière.
Commençons par étudier le coté géométrique de la formule des traces.

THÉORÈME (4.4). Soit fR 2 H(AG(R)0nG(R)) une fonction cuspidale stable et
très cuspidale. Alors il existe une constante C 2 R+ ne dépendant que du support
de fR et ayant la propriété suivante. Pour toute fonction f 0 2 C1c (G(A f )) qui est
C-régulière, on a

Jgeom(f) = Te(f)
dfn
==

X

2E

jG0

(Q)nG
 (Q)j�1�(G0


)O
(f)
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302 GÉRARD LAUMON

où on a posé

f = fRf
0

et où E est un système de représentants des classes de conjugaison Q-elliptiques
semi-simples dans G(Q).

Preuve. Fixons o 2 O et un ensemble fini S de places finies de Q, contenant
l’ensemble So � f1g, où So est l’ensemble défini par Arthur, et assez grand pour
que

f 0 = f 0S1KS
max;f

:

On a alors

Jo(f) =
X
M2L

jWM
0 j

jWG
0 j

X

2(M(Q)\o)M;S

aM (f1g [ S; 
)JGM (
; fRf
0
S)

et, comme fRest globalement très cuspidale, les formules de scindage et de descente
(cf. [Ar 3] Sect. 8, 9) assurent que, quel que soit M 2 L, on a

JGM (
; fRf
0
S) =

�
lim
aR!1

JGM (aR
; fR)

�
JMM (
; f 0S;P )

pour un certain P 2 P(M), où aR 2 AM;reg(R).
Maintenant, JGM (aR
; fR) est une intégrale orbitale pondérée et, donc, s’annule

dès que l’orbite de aR
 dansG(R) ne rencontre pas le support de fR. On en déduit
qu’il existe une constante C 2 R+ , ne dépendant que du support de fR et ayant la
propriété suivante. Pour tout M 2 L;M $ G, et tout 
R 2M(R), on a

lim
aR!1

JGM (aR
R; fR) 6= 0

seulement si

j�(HM;R(
R))j 6 C;

quel que soit la racine � de AM dans G.
Vérifions que cette constante C fait marcher le théorème. Supposons donc que

f 0 estC-régulière. Tout d’abord, pour tout M 2 L;M $ G, et tout 
 2M(Q)\ o,
on a �

lim
aR!1

JGM (aR
; fR)

�
JMM (
; f 0S;P ) = 0:

En effet, si

JMM (
; f 0S;P ) 6= 0;
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il existe au moins un m 2M(A f ) tel que

f 0P (m
�1
m) 6= 0

(on rappelle que S � So � f1g et que f 0S = 1SKmax;f
) et, donc, il existe au moins

une racine � de AM dans G telle que

j�(HM;R(
))j = j�(HM;f (
))j > C

et on a

lim
aR!1

JGM (aR
; fR) = 0:

Ensuite, on remarque que

JGG (
R; fR) = 0

pour tous les 
R 2 G(R) qui ne sont pas semi-simples (cf. [Ar 1] Sect. 4 et
Théorème 5.1). Enfin, pour 
 2 o semi-simple, Arthur a montré que

aG(f1g [ S; 
) = jG0

(Q)nG
 (Q)j�1�(G0


)

si 
 est Q-elliptique et que aG(f1g [ S; 
) = 0 sinon (cf. [Ar 4] Théorème 8.2).
Il ne reste plus qu’à remarquer que, pour 
 2 o semi-simple et aR 2 AG(R), on a

JGG (aR
; fR)J
G
G (
; f

0
S) = OaR
(f)

(on a

O
(f
0
S) = O
(f

0)

et

jDG(
)j1=2
S = 1

vu notre choix de S). 2

Remarque (4.5). Diverses variantes de ce théorème figurent déjà dans la littérature
(cf. [Fl-Ka1], [Fl-Ka 2] et [Lau]). 2

Etudions maintenant le côté spectral.
Soit M 2 L. Pour tout nombre premier q, rappelons qu’Arthur a introduit le

sous-groupe

aM;q
dfn
== HM;q(M(Qq ))
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de aM et son ‘dual’

ia�M;q

dfn
== ia�M=Hom(aM;q; 2�iZ)

Pour tout ensemble S de places finies de Q, on posera

aM;S =
M
q2S

aM;q

et

ia�M;S =
Y
q2S

ia�M;q

(siS est l’ensemble de toutes les places finies deQ, on utilisera les notations aM;f et
ia�M;f pour ces deux groupes). Si �S est une représentation irréductible admissible
de M(A f \ QS ), on notera �S;� ou encore �S(�) la tordue de �S par � 2 ia�M;S ,
de sorte que

�S;�(m) = e�(HM;S(m))�S(m); 8m 2M(A f \ QS );

et on notera IP (�S) l’induite unitaire de �S le long d’un parabolique P 2 P(M).
Pour fS 2 C1c (G(A f \ QS )), on posera

fS;M(�S ;X) =

Z
ia�
M;S

tr IP (�S;�; fS) e�(X) d� (8X 2 aM;S);

où la mesure de Haar d� =
Q
q2S d�q est normalisée par

vol(ia�M;q; d�q) = 1 (8q 2 S)

(même pour S infini, l’intégrale ci-dessus a un sens car, pour presque tout q 2
S; fS = f

q

S
1Kq et �q est non ramifiée, de sorte que

tr IP (�q;�q ; 1Kq) = 1; 8�q 2 ia�M;q):

Comme la notation l’indique, fS;M(�S ;X) ne dépend pas du choix de P 2 P(M)
que l’on a fait pour le définir. On a le développement en série de Fourier (finie)

tr IP (�S;�; fS) =
X

X2aM;S

fS;M(�S ;X) e��(X):

Soit toujours M 2 L. Pour toute représentation irréductible unitaire �R du
groupe de Lie AG(R)0nM(R) et tout X 2 a

G
M , Arthur a introduit la distribution

JGM (�R; fR;X)
dfn
==

Z
i(aG

M
)�
JGM (�R;�; fR) e��(X) d�
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en fR 2 H(AG(R)0nG(R)) (cf. [Ar 5] Sect. 7).

THÉORÈME (4.6). Soient fR une fonction très cuspidale dansH(AG(R)0nG(R))
et f 0 une fonction arbitraire dans C1c (G(A f )). Alors, on a

Jspec(fRf
0) =

X
t>0

X
M2L

jWM
0 j

jWG
0 j

X
�2�disc(M;t)

aMdisc(�)J
G
M;�(fRf

0)

où �disc(M; t) � �unit(AM (R)0nM(A ); t) et

aMdisc:�disc(M; t)! C

sont définis par Arthur dans [Ar 6] Section 4 et où

JGM;�(fRf
0) =

X
X2aM;f

JGM (�R; fR; s(X))f
0
M (�f ;X)

pour tout M 2 L et tout � = �R
 �f 2 �disc(M; t), avec

s(X) =

 X
q

Xq

!G
2 a

G
M

pour tout X 2 aM;f .
Preuve. D’après [Ar 6] Section 4, Jspec(fRf

0) est la somme sur les t > 0, les
M1 �M dans L et les �1 2 �disc(M1; t) de

jWM1
0 j
jWG

0 j
aM1

disc(�1)

Z
ia�
M1
=ia�

M

rMM1
(�1;�1)J

G
M (�M1;�1

; fRf
0) d�1

avec

JGM (�M1;�1
; fRf

0) =

Z
i(aG

M
)�
JGM (�M1;�1+�

; fRf
0) d�

pour tout représentant�1 dans ia�M1
de la classe�1. Or, comme fR est très cuspidale

sur Q, les formules de scindage et de descente (cf. [Ar 3] Sect. 8, 9) assurent que

JGM (�M1;�1
; fRf

0) = 0 (8�1 2 ia�M1
);

si M1 $M et que

JGM (��; fRf
0) = JGM (�R;�; fR) tr IP (�f;�(�); f 0)
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quels que soient � 2 �disc(M; t) et � 2 ia�M , où �: ia�M ! ia�M;f est le morphisme
diagonal, d’où le théorème. 2

Dans [Ar 7] Section 7, Arthur a introduit les distributions

cDG
M (�R;X; fR)

(M 2 LR; �R 2 �temp(AG(R)0nM(R)) et X 2 a
G
M ) en fR 2 H(AG(R)0nG(R)).

Elles sont définies par un schéma de résidus pour l’intégrale

Z
"+i(aG

M
)�
JGM (�R;�; fR) e��(X) d�

où " est un petit point de (aGM )� en position générale. Leur intérêt pour nous vient
des deux résultats d’Arthur suivants.

PROPOSITION (4.7) (Arthur). Soit M 2 LR et soit fR une fonction cuspidale
dansH(AG(R)0nG(R)). Alors, il existe une famille de constantes CL 2 R+ (L 2
LR(M); L $ G) ne dépendant que du support de fR et ayant la propriété suivante.
Pour tout �R 2 �temp(AG(R)0nM(R)) et tout X 2 a

G
M tels que

kXLk > CL; 8L 2 LR(M); L $ G;

on a

JGM (�R; fR;X) =
cDG

M (�R;X; fR):

Preuve. D’après [Ar 7] (7.7), on a

JGM (�R; fR;X) =
X

L2LR(M)

(c�LM)
^(c�GL (fR))(�R;X)

pour certaines familles d’applications

c�GL : eHac(G(R)) ! eIac(L(R))

(L 2 LR) et

c�LM : eHac(L(R)) ! eIac(M(R))

(M 2 LR; L 2 LR(M)) définies dans loc. cit.
Pour L = G,

(c�GM )^(c�GG(fR))(�R;X)
dfn
== c�GM (fR)(�R;X)
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est égal à cDG
M (�R;X; fR) d’après le Lemme 7.1 de [Ar 7].

Pour L $ G, il existe une constante CL 2 R+ ne dépendant que du support
de fR et ayant la propriété suivante: pour tout �R 2 �temp(AG(R)0nL(R)) et tout
Y 2 a

G
L , on a

c�GL (fR)(�R; Y ) 6= 0

seulement si kY k 6 CL (cf. [Ar 3] Lemme 4.2). De plus, comme

c�LM(gR)(�R;X) =
cDL

M (�R;X; gR)

ne dépend que de la restriction de la fonction gR 2 eHac(AG(R)0nL(R)) à

fx 2 L(R) j HG
L (x) = XLg

(cf. [Ar 7] Sect. 7),

(c�LM )^(�R)(�R;X)

ne dépend que de la restriction de la fonction �R 2 eIac(L(R)) à

�temp(L(R)) � fXLg:

Par suite, on a

(c�LM )^(c�GL (fR))(�R;X) = 0

dès que kXLk > CL, ce qui achève la preuve de la proposition. 2

Pour tout L 2 LR, soit

�2(AL(R)
0nL(R)) � �temp(AL(R)

0nL(R))

l’ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles de carré
intégrable de AL(R)0nL(R). Pour tout M � L dans LR, tout �R 2 �2(AL(R)0n
L(R)) et tout 
 2M(R) \Greg(R), on pose

�LM (�R; 
) =

(
jDL(
)j1=2��R

(
) si 
 2M(R)ell

0 sinon

où M(R)ell est l’ensemble des éléments elliptiques de M(R), i.e. des 
 2 M(R)
tels que AM (R)nM
 (R) soit compact.

PROPOSITION (4.8) (Arthur). Soit fR 2 H(AG(R)0nG(R)). On suppose que fR
est cuspidale et que

fR;G:�temp(AG(R)
0nG(R)) ! C ; �R 7! tr�R(fR);
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a son support contenu dans �2(AG(R)0nG(R)). Alors, pour tout M 2 LR, tout
X 2 a

G
M et tout �R 2 �temp(AM (R)0nM(R)), on a

cDG
M (�R;X; fR) 6= 0

seulement si �R 2 �2(AM (R)0nM(R)) et, dans ce cas, on a

cDG
M (�R;X; fR) =

X
�R

cDG
M (�R;X; �R) tr �R(fR)

où �R parcourt �2(AG(R)0nG(R)) et où les expressions

cDG
M (�R;X; �R);

pour �R fixé dans�2(AG(R)0nG(R)) et pourM 2 LR; �R 2 �2(AM (R)0nM(R))
et X 2 a

G
M variables, satisfont les propriétés suivantes.

(i) On a

cDG
G(�R; 0; �R) =

(
1 si �R = �R

0 sinon
:

(ii) Si M $ G, pour tout 
 2M(R)1 \Greg(R) et tout X 2 a
G
M , on a

X
L

X
�R

(�1)dim(AL=AG)�LM (�_R; 
 eX
L

)cDG
L (�R;XL; �R) = 0

où L parcourt LR(M); �R parcourt �2(AL(R)0nL(R)); �_R est la représentation
contragrédiente de �R et X = XL +XL avec XL 2 a

L
M et XL 2 a

G
L .

Remarquons que les propriétés (i) et (ii) ci-dessus déterminent uniquement les
expressions cDG

M (�R;X; �R) par récurrence sur le rang de AM (indépendance
linéaire des caractères �MM(�

_
R ; 
) pour �R parcourant �2(AM (R)0nM(R))).

Preuve. D’après [Ar 7] (9.2) et compte-tenu des hypothèses faites sur f , on a

cDG
M (�R;X; fR) =

X
�

cDG
M (�R;X; �R) tr�R(fR);

où �R parcourt �2(AG(R)0nG(R)), pour tout �R 2 Tell(AM (R)0nM(R)), et,
d’après le Théorème 9.1 de loc. cit., les cDG

M (�R;X; �R) vérifient les propriétés (i)
et (ii) de l’énoncé dans lesquelles on a remplacé �R et �R parcourant�2(�) par �R
et �R;L respectivement parcourant Tell(�) et le signe par la constante dL(�R;L; �R).
Par suite, pour achever la preuve de la proposition, il suffit de montrer que, pour
toutM 2 LR, tout �R 2 Tell(AM (R)0nM(R)) qui n’est pas de la forme (M;�R; 1)
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avec �R 2 �2(AM (R)0nM(R)), tout X 2 a
G
M et tout �R 2 �2(AG(R)0nG(R)),

on a

cDG
M (�R;X; �R) = 0:

Or, avec les notations de loc. cit., pour tout � 0R 2 Tell(AM (R)0nM(R)), tout X
régulier dans a

G
M et tout �R 2 �2(AG(R)0nG(R)), on a

X
L

X
�R;L

DL
M (� 0R;X

L; �R;L)
cDG

L (�R;L;XL; �R)

=

(
1 si M = G et � 0R = (G;�R; 1)

0 sinon

où L parcourt LR(M) et �R;L parcourt Tell(AL(R)0nL(R)) (remplacer, dans la
formule (9.5) de [Ar 7], �LM (�_

R;L; 
) par son expression donnée en (9.4) de

loc. cit. et utiliser l’indépendance linéaire des caractères �MM (� 0
_
R; 
) pour � 0R 2

Tell(AM (R)0nM(R))). De plus, d’après le Lemme 6.6 de [Ar 8] ou plus exactement
sa preuve, on a

DL
M (� 0R; Y; �R) = 0

pour tout �R 2 �2(AL(R)0nL(R)), toutY 2 a
L
M et tout � 0R 2 Tell(AM (R)0nM(R))

qui n’est pas de la forme (M;�0R; 1) avec �0R 2 �2(AM (R)0nM(R)) et on a

DM
M (�0R; 0; �R) =

(
1 si �0R = �R

0 sinon

pour tous �0R; �R 2 �2(AM (R)0nM(R)). On conclut alors par récurrence sur le
rang de AM . 2

La Propositions (4.7) ne concerne a priori que les expressions JGM (�R; fR;X)
pour lesquelles la représentation �R est tempérée. Mais, d’après Vogan (cf. [Vo 1]
Proposition 6.6.7), le caractère��R

de toute représentation irréductible admissible
�R de AM (R)0nM(R) s’écrit de manière unique

��R
=
X
�0
R

�(�R; �
0
R)��0

R
; (4.9)

où�0Rparcourt un système de représentants des classes d’équivalence de représenta-
tions standard deAM (R)0nM(R) ayant même caractère infinitésimal que �R et où
les coefficients �(�R; �0R) sont entiers, et, grâce à ce résultat, cette proposition
s’étend aux expressions JGM (�R; fR;X) pour lesquelles la représentation �R n’est
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plus nécessairement tempérée.

PROPOSITION (4.10). Soit M 2 LR et soit fR une fonction dans H(AG(R)0n
G(R)). On suppose que fR est très cuspidale et que le support de fR;G est
contenu dans �2(AG(R)0nG(R)). On choisit une famille de constantes CL 2
R+ (L 2 LR(M); L $ G) comme dans la Proposition (4:7). Alors, pour tout
�R 2 �unit(AM (R)0nM(R)) et tout X 2 a

G
M tel que

kXLk > CL; 8L 2 LR(M); L $ G;

on a

JGM (�R; fR;X) =
cDG

M (�R;X; fR);

où

cDG
M (�R;X; fR)

dfn
==

X
�0
R

�(�R; �
0
R)
cDG

M (�0R;X; fR);

�0R parcourant�2(AM (R)0nM(R)).
Preuve. D’après la Proposition 6.1 de [Ar 5], on a

JGM (�R;�; fR) =
X
L

X
�0
R

rLM (�R;�; (�
0
R)�)J

G
L ((�

0
R)
L
� ; fR)

avec les notations de loc. cit. Mais, comme fR est très cuspidale, on a, par descente
(cf. [Ar 3] Preuve du Théorème 8.4),

JGL ((�
0
R)
L
� ; fR) = 0

si M $ L ou si M = L et �0R =2 �temp(AM (R)0nM(R)) (de sorte que �0R =
(�R;1)

M
� pour un M1 2 LR, M1 $M , une représentation �R;1 2 �temp(AM1(R)

0n
M1(R)) et un � 2 (aMM1

)� qui est régulier). Comme

rMM (�R;�; (�
0
R)�) = �(�R; �

0
R)

la proposition résulte maintenant directement des Propositions (4.7) et (4.8). 2

Pour pouvoir utiliser cette proposition pour calculer explicitement les expres-
sions JGM;�(fRf

0) du Théorème (4.6), il nous faut aussi un critère qui assure que

f 0M(�f ;X) = 0

pour tout M 2 L;M $ G, tout �f 2 �(M(A f )) et tout X 2 aM;f tel que

ks(X)Lk 6 CL
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pour au moins un L 2 LR(M); L $ G. Voici un tel critère.

LEMME (4.11). Etant donnée une famille de constantes CL 2 R+ (L2LR; L $
G), il existe une constante C 2 R+ ayant la propriété suivante. Pour tout f 0 2
C1c (G(A f )) qui est C-régulière (cf. (4.2)), tout M 2 L;M $ G, tout �f 2
� (M(A f )) et tout X 2 aM;f tel que

ks(X)Lk 6 CL
pour au moins un L 2 LR(M); L $ G, on a

f 0M(�f ;X) = 0:

Preuve. Fixons M 2 L et P 2 P(M). On vérifie que

f 0M(�f ;X) = tr �f (f
0
P�M;X)

où �M;X est la fonction caractéristique du sous-ensemble

fm 2M(A f ) j HM;v(m) = �Xv; 8v 6=1g

de M(A f ). Par suite, on a

f 0M(�f ;X) 6= 0

seulement si il existe m 2M(A f ) avec

(
f 0P (m) 6= 0

HG
M;f(m) = �s(X)

:

Mais alors, quel que soit L 2 L(M), L $ G, il existe ` 2 L avec8<
:
f 0Q(`) 6= 0

HG
L;f (`) = �s(X)L

où Q = LNP (on a f 0P (m) = (f 0Q)P\L(m) et on peut prendre ` de la forme mnL

avec nL 2 NP\L(A f )).
Par conséquent, si on suppose quef 0estC-régulière pour une constanteC 2 R+ ,

on a

f 0M(�f ;X) 6= 0

seulement si, pour tout L 2 L(M), L $ G, il existe au moins une racine � de AL
dans G telle que

j�(s(X)L)j > C:
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312 GÉRARD LAUMON

Maintenant, si on pose

C = sup
L;�;Y

fj�(Y )j; kY k 6 CLg

où L parcourt L, � parcourt les racines de AL dans G et Y parcourt aGL , il est clair
que C a la propriété voulue (on rappelle que LR(M) = L(M) si M 2 L). 2

Rassemblons tous les résultats obtenus jusqu’ici dans cette section:

THÉORÈME (4.12). Soit fR une fonction très cuspidale et cuspidale stable dans
H(AG(R)0nG(R)). Alors, il existe une constante C 2 R+ ne dépendant que du
support de fR et ayant la propriété suivante. Pour toute fonction f 0 2 C1c (G(A f ))
qui est C-régulière, on a, avec les notations de (4:4) et (4:6),

X

2E

jG0

(Q)nG
 (Q)j�1�(G0


)O
(fRf
0)

=
X
t>0

X
M2L

jWM
0 j

jWG
0 j
X
�

aMdisc(�)
X
�0
R

�(�R; �
0
R)

�
X

X2aM;f

cDG
M (�0R; s(X); fR)f

0
M (�f ;X);

où � parcourt �disc(M; t) et �0R parcourt �2(AM (R)0nM(R)) et où les expres-
sions cDG

M (�0R; s(X); fR) se calculent par récurrence sur le rang de AM grâce
aux propriétés (i) et (ii) de la Proposition (4:8). 2

Sous l’hypothèse de régularité forte introduite en (4.3), on peut expliciter un
peu plus le second membre de la formule des traces du Théorème (4.12).

Tout d’abord, les même arguments que ceux de la preuve du Lemme (4.11)
montrent que, si f 0 est fortement C-régulière et si f 0M (�f ;X) 6= 0 pour un X 2
aM;f , on a

j�(s(X))j > C

quel que soit la racine � de AM dans G. En particulier, il existe un unique P 2
P(M) tel que s(X) appartienne à la chambre de Weyl ouverte

a
G+
P � a

G
M

formée des X 2 a
G
M tels que �(X) > 0 pour toute racine � de AM dans P . Pour

f 0 fortement C-régulière, on a donc
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X
X

cDG
M (�0R; s(X); fR)f

0
M (�f ;X)

=
X

P2P(M)

X
X2aM;f

s(X)2aG+
P

cDG
M (�0R; s(X); fR)f

0
M (�f ;X):

Ensuite, il résulte des propriétés (i) et (ii) de la Proposition (4.8) et des for-
mules générales d’Harish–Chandra pour les caractères des représentations de la
série discrète que, pour toute représentation �0R 2 �2(AM (R)0nM(R)) et toute
représentation �R 2 �2(AG(R)0nG(R)), la fonction cDM (�R;X; �R) de X est
une combinaison linéaire de fonctions exponentielles sur chaque chambre de Weyl
ouverte a

G+
P � a

G
M .

Pour formuler plus précisément ce résultat, nous aurons besoin de quelques nota-
tions et quelques définitions supplémentaires. Pour chaque M 2 LR, choisissons
un tore maximalTM deM surR qui estR-anisotrope moduloAM , de telle sorte que
TM (R) = AM (R)0T anis

M (R) avecT anis
M (R) � KM

max;R, oùKM
max;R = Kmax;R\M(R),

et que, pour tous M � L dans LR, on ait TM = AM (TM \ TL). Notons
tM = aM � t

anis
M l’algèbre de Lie de TM . Pour chaque M � L dans LR, choi-

sissons y 2 L(C ), commutant à tM(C ) \ tL(C ) et tel que Ad(y)(tL(C )) = tM (C ).
Il sera commode de noter simplement � 7! y� l’isomorphisme de tL(C )� sur
tM(C )� induit par Ad(y).

SiL 2 LR, à chaque représentation irréductible admissible �R deAL(R)0nL(R)
est attaché un caractère infinitésimal ��R que l’on verra comme une orbite dans
t
anis
L (C )� � tL(C )� sous le groupe de WeylW (L(C ); TL(C )). SiM 2 LR,M � L,

on peut transporter cette orbite par y dans

(aLM )�C � t
anis
M (C )� � (aM)

�
C � t

anis
M (C )� = tM (C )� :

On notera (��R)M l’orbite sous le groupe de WeylW (L(C ); TM (C )) ainsi obtenue.
Alors, on a:

LEMME (4.13). Pour toutP 2 P(M), il existe des constantes cdGP (�
0
R;�; �R) (� 2

(aGM )�C ) ayant les propriétés suivantes:

(i) cdGP (�
0
R;�; �R) = 0 pour tout � tel que (� + ��0_

R
) \ (��R)M = ; dans

(aGM )�C � t
anis
M (C )� ;

(ii) pour tout X 2 a
G+
P

, on a

cDG
M (�0R;X; �R) =

X
�2(aG

M
)�
C

cdGP (�
0
R;�; �R) e��(X):

Remarque (4.14). Bien entendu, on a aussi

cDG
M (�0R;X; fR) =

X
�2(aG

M
)�
C

cdGP (�
0
R;�; fR) e��(X)
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314 GÉRARD LAUMON

où on a posé

cdGP (�
0
R;�; fR) =

X
�R

cdGP (�
0
R;�; �R) tr �R(fR): 2

Avant de prouver ce lemme, rappelons les formules d’Harish–Chandra (cf. [Kn]
Ch. XIII, Sect. 4, et aussi [Ar 1] Sect. 4).

Pour tout M 2 LR, on a nécessairement

TM (R) = Z(TM )TM (R)0 ;

où Z(TM ) est l’intersection de KM
max;R avec le centre de M . Fixons L 2 LR et

�R 2 �2(AL(R)0nL(R)). Alors, il existe un couple (�; �) 2 Z(TL)
� � tL(C )�

ayant les propriétés suivantes:

(i) � ne prend que des valeurs réelles non nulles sur les co-racines de TL(C )
dans L(C ); on munit alors l’ensemble R(L; TL) des racines de TL(C ) dans L(C )
de l’ordre pour lequel une racine � est positive si et seulement si �(�_) > 0
où �_ est la co-racine correspondante et on note �L la demi-somme des racines
positives;

(ii) l’application

TM (R) = Z(TM ) exp tM (R) ! C� ; z exp H 7! �(z) e(���L)(H)

est un quasi-caractère bien défini de TM (R), trivial sur AG(R)0 ;
(iii) pour tout 
 = z exp H 2 TL(R) \Greg(R), on a

��R
(
) = (�1)q(L)�L

TL
(H)�1�(z)

X
s2W (L(R);TL(R))

"(s) e(s�)(H)

où q(L) = 1
2 dim(L(R)=AL(R)0KL

max;R) et où

�L
TL
(H) =

Y
�>0

(e�(H)=2 � e��(H)=2):

En outre, l’orbite de (�; �) sous W (L(R); TL(R)) est uniquement déterminée par
�R.

Fixons de plus M 2LR avec M � L. On munit l’ensemble R(L; TM ) des
racines de TM (C ) dans L(C ) de l’ordre R+(L; TM ), image par y de l’ordre
R+(L; TL) fixé ci-dessus. On notera R l’ensemble des racines de TM (C ) dans
L(C ) qui prennent des valeurs réelles sur TM (R) et Q le système des co-racines
correspondantes. On pose R+ = R \R+(L; TM ).

Alors, pour chaque système de co-racines positives Q+
1 dans Q et pour chaque

système de racines positives R+2 dans R, Harish–Chandra a défini un entier
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c(Q+
1 ; R

+
2 ) de telle sorte que, pour tout 
= z exp H 2 TM (R) \ Greg(R), on

ait

jDL
M (
)j1=2��R

(
) = (�1)q(L)�M
TM

(H)�1(�1)jR
+

H
\(�R+)j� 0(z)

�
X

s2W (L(R);TL(R))

"(s)c(Q+
ys�
; R+

H
) e(ys�)(H)

où � 0(z) = �(z) si z 2 Z(TL) � Z(TM ) et � 0(z) = 0 sinon, où, pour tout
� 2 tM (C )� ne prenant que des valeurs réelles non nulles surQ;Q+

� est l’ensemble
des co-racines �_ telles que �(�_) > 0 et où R+H est l’ensemble des racines dans
R qui sont positives sur H (remarquons que

�M
TM

(H) = (�1)j(�R
+

H
)\R+jjDM (exp H)j1=2

et que

DL(z exp H) = DL(exp H) = DL
M (exp H)DM (exp H)

pour z 2 Z(TL)).
En particulier, pour tous sous-groupes de Levi M � L dans L, tout �R 2

�2(AL(R)0nL(R)), tout 
 2 M(R)1 \ Greg et tout PL 2 PL(M), il existe des
constantes �L

PL
(�R; 
;�

L) (�L 2 (aLM )�C ) ayant les propriétés suivantes:
(i) �L

PL
(�R; 
;�

L) = 0 pour tous les �L 2 (aLM )�C tels que (�L + (aL(C )� �
t
anis
M (C )� )) \ (��R)M = ;;

(ii) pour tout XL dans la chambre de Weyl aL+
PL

, on a

�LM (�R; 
 eX
L

) =
X

�L2(aL
M
)�
C

�L
PL
(�R; 
;�

L) e��
L(XL): (4.15)

Preuve du lemme. Par récurrence sur le rang de AL, on définit des constantes
cdGL (�R;�L; �R) (L 2 LR; �R 2 �2(AL(R)0nL(R));�L 2 (aGL )�C ) telles que

cdGG(�R; 0; �R) =

(
1 si �R = �R

0 sinon
(4.16)

et que, pour tout M 2 L;M $ G, tout 
 2M(R)1 \Greg et tout � 2 (aGM )�C ,X
L2L

M�L�G

X
�R

(�1)dim(AL=AM )�L
PL
(�_R; 
;�

L)cdGL (�R;�L; �R) = 0; (4.17)

où �R parcourt �2(AL(R)0nL(R)) et où, pour chaque L 2 L;M � L � G, on a
décomposé � en

� = �L +�L 2 (aGM )�C = (aLM )�C � (aGL )
�
C
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(les fonctions


 7! �MM (�_R; 
; 0) = �MM (�R; 
) (�R 2 �2(AM (R)0nM(R)))

sont linéairement indépendantes).
Utilisant la Proposition (4.8), il est facile de voir que les propriétés requises

des constantes cdGL (�R;�L; �R) résultent des propriétés (i) et (ii) ci-dessus des
constantes �L

PL
(�_R; 
;�

L).
On a donc montré que, pour f 0 fortement C-régulière, on a
X
X

cDG
M (�0R; s(X); fR)f

0
M (�f ;X)

=
X

P2P(M)

X
�2(aG

M
)�
C

cdGP (�
0
R;�; fR)

X
X2aM;f

s(X)2aG+
P

e��(s(X))f 0M(�f ;X):

Enfin, remarquons que, si t > 0;M 2 L; � 2 �disc(M; t) et �0R 2 �2(AM (R)0n
M(R)), si

�(�R; �
0
R) 6= 0

et si

cdGP (�
0
R;�; fR) 6= 0

pour au moins un P 2 P(M) et un � 2 (aGM )�C , le caractère infinitésimal de �R,
qui est égal à celui de �0R, est nécessairement régulier et ne peut prendre qu’un
nombre fini de valeurs distinctes (fR est Kmax;R-finie par hypothèse). Donc, d’une
part,

� 2 �disc(M; t) \�disc(AM (R)0nM(A ))

et

aMdisc(�) = mM
disc(�);

où�disc(AM (R)0nM(A )) est l’ensemble des représentations irréductibles unitaires
� de AM (R)0nM(A ) qui interviennent discrètement, avec multiplicité mM

disc(�),
dans

L2(AM (R)0M(Q)nM(A ))

(voir [Ar 1] Sect. 3 pour plus de détails). D’autre part, pour tous les t sauf un
nombre fini, le terme correspondant du second membre de la formule des traces du
Théorème (4.12) est nul.
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Tout ceci nous donne la variante suivante du Théorème (4.12):

THÉORÈME (4.18). Soit fR une fonction très cuspidale et cuspidale stable dans
H(AG(R)0nG(R)). Alors, il existe une constante C 2 R+ ne dépendant que du
support de fR et ayant la propriété suivante. Pour toute fonction f 0 2 C1c (G(A f ))
qui est fortement C-régulière, on a

X

2E

jG0

(Q)nG
 (Q)j�1�(G0


)O
(fRf
0)

=
X
M2L

jWM
0 j

jWG
0 j
X
�

mM
disc(�)

X
�0
R

�(�R; �
0
R)

�
X

P2P(M)

X
�2(aG

M
)C �

cdGP (�
0
R;�; fR)

X
X2aM;f

s(X)2aG+
P

e��(s(X))f 0M(�f ;X);

avec les notations de (4:4) et (4:6), où � parcourt �disc(AM (R)0nM(A )) et �0R
parcourt �2(AM (R)0nM(R)) et où les expressions cdGP (�

0
R;�; fR) sont définies

en (4:14). 2

L’intérêt du Théorème (4.12), et de sa variante (4.18), vient de ce qu’il est très
facile de produire des fonctions f 0 fortement C-régulières (et donc C-régulières).
En effet, fixons un ensemble fini S de places finies de Q et une fonction f 00 2
C1c (G(A Sf )). Posons

C(f 00) = sup
M;�;P;m

fj�(HS
M;f (m))jg;

où M parcourt L� fGg, où � parcourt l’ensemble des racines de AM dans G, où
P parcourt P(M) et où m parcourt le support de f 00P dans M(A Sf ).

Pour toute place q 2 S, on suppose que G est quasi-déployé en q, se déploie
sur une extension finie non ramifiée de Qq et que Kmax;q est hyperspécial. On fixe
un tore déployé maximal Td;q deG sur Qq , de sorte queAM0 � Td;q et que le point
spécial Kmax;q de l’immeuble de Bruhat–Tits de G sur Qq soit dans l’appartement
associé à Td;q. On note Wd;q le groupe de Weyl de (G;Td;q) et

(�)_: Cc(G(Qq )==Kmax;q)
��! C [X�(Td;q)]

Wd;q

l’isomorphisme de Satake. Si fq 2 Cc(G(Qq )==Kmax;q) a pour transformé de Satake

f_q =
X

�q2X�(Td;q)

a�q [�q];
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on pose

Supp(f_q ) = f�q 2 X�(Td;q) j a�q 6= 0g:

LEMME (4.19). SoitC 2 R+ et, pour chaque q 2 S, soit fq 2 Cc(G(Qq )==Kmax;q).
On suppose que, pour toute famille (�q)q2S avec �q 2 Supp(f_q ), tout M 2
L;M $ G, et toute racine � de AM dans G, on a

������
X
q2S

�(�q;M ) log q

������ > C + C(f 00):

Alors, la fonction

f 0 = f 00
Y
q2S

fq 2 C1c (G(A f ))

est fortement C-régulière. De plus, pour tout M 2 L, tout P 2 P(M) et tout
� 2 (aGM )�C , on a

X
X2aM;f

s(X)2aG+
P

e��(s(X))f 0M (�f ;X) = tr IP (�Sf;�; f 00)

�
X

XS2aM;S

s(XS)2a
G+
P

e��(s(XS))fS;M(�S ;XS)

Ici, pour tout q 2 S, on a noté (�)M la projection canonique deX�(Td;q)
R sur
aM = Hom(X�(M);R) et on a noté encore s le morphisme XS 7! (

P
q2S Xq)

G

de aM;S dans a
G
M .

Preuve. Soient q 2 S et M 2 L;M $ G. Il est facile de voir que, si, pour un
P 2 P(M) et un m 2 M(Qq ), on a fq;P (m) 6= 0, alors il existe au moins un
�q 2 Supp(f_q ) tel

HM;q(m) = ��q;M log q:

La première assertion du lemme découle immédiatement de cette remarque.
D’autre part, pour chaque q 2 S, chaque M 2 L, chaque représentation

irréductible admissible �q de M(Qq ) et chaqueXq 2 aM;q, on a

fq;M(�q;Xq) =
X

�q2X�(Td;q)

�q;M log q=�Xq

a�q�q(t�q );
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si �q est non ramifiée, où t�q 2 bT est le paramêtre de Langlands de �q, et
fq;M(�q;Xq) = 0 sinon (bien sûr, bT est le tore complexe de groupe des caractères
X�(Td;q)). Par suite, si X 2 aM;f est tel que

f 0M(�f ;X) = f 00M (�Sf ;X
S)
Y
q2S

fq;M(�q;Xq) 6= 0;

pour chaque q 2 S, il existe �q 2 Supp(f_q ) tel que �q;M log q = �Xq et il existe
m 2M(A Sf ) tel que

HS
M;f(m) = �

0
@X
q=2S

Xq

1
A
G

(voir la preuve de (4.11)); l’hypothèse faite sur f 0 implique donc que, pour un tel
X et pour chaque P 2 P(M), on a

s(X) 2 a
G+
P

si et seulement si on a

s(XS) 2 a
G+
P :

Ceci démontre la seconde assertion du lemme. 2

Remarque (4.20). En pratique, un nombre premier p et une fonction fp;1 2
Cc(G(Qp)==Kmax;p) de transformée de Satake

f_p;1 =
X

�p2X�(Td;p)

a�p [�p]

sont fixés, ainsi qu’une fonction f 00 2 C1c (G(A p
f
)), et on veut que fp;j; f 00 et

S = fpg vérifient les conclusions du Lemme (4.19) pour j assez grand, où fp;j 2
Cc(G(Qp)==Kmax;p) a pour transformée de Satake

f_p;j =
X

�p2X�(Td;p)

a�p [j�p]

(j 2 Z>0):
Deux cas se présentent: soit, pour tout M 2 L;M $ G, toute racine � de AM

dansG et tout �p 2 Supp(f_p;1), on a �(�p;M ) 6= 0, soit, il existe M 2 L;M $ G,
une racine � de AM dans G et �p 2 Supp(f_p;1) pour lesquels �(�p;M ) = 0.
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Dans le premier cas, on voit facilement que S = fpg; fp;j et f 00 vérifient les
hypothèses du Lemme (4.19) dès que

j >
C + C(f 00)

infM;�;�pfj�(�p;M )j log pg ;

où M parcourt L � fGg; � parcourt les racines de AM dans G;�p parcourt
Supp(f_p;1) et �q parcourt Supp(f_q ). 2

Dans le deuxième cas, les hypothèses du lemme ne sont a priori vérifiées pour
aucun j. Ceci nous amène, suivant une suggestion d’Arthur (voir aussi [We]), à
introduire un nombre premier auxiliaire q 6= p, choisi de telle sorte que f 00 se
décompose en f 0001Kmax;q avec f 000 2 C1c (G(A p;q

f
)), et à introduire une fonction

auxiliaire variable fq 2 Cc(G(Qq )==Kmax;q). On remplace alors notre ensemble S
initial par l’ensemble S = fp; qg et on voit facilement que S = fp; qg; fp;j ; fq et
f 000 vérifient les hypothèses de (4.19) dès que les deux conditions suivantes sont
satisfaites:

(i) pour toutM 2 L;M $ G, et toute racine� deAM dansG telle que�(�p;M) =
0 pour l’un des �p 2 Supp(f_p;1), on a

j�(�q;M ) log qj > C + C(f 000) (8�q 2 Supp(f_q ));

(ii) on a

j > supM;�;�p;�q

(
C + C(f 000) + j�(�q;M )j log q

j�(�p;M )j log p

����� �(�p;M ) 6= 0

)
;

où M parcourt L � fGg; � parcourt les racines de AM dans G;�p parcourt
Supp(f_p;1) et �q parcourt Supp(f_q ). 2

5. Simplifications dans la formule des traces non invariantes d’Arthur:
applications à GSp(4)

Appliquons maintenant les résultats généraux du paragraphe précédent aux deux
cas particuliers suivants:

(G; f) = (G = GSp(4)Q; f
G)

et

(G; f) = (H = GL(1)Qn[GL(2)Q � GL(2)Q]; f
H):

LEMME (5.1). On peut choisir les fonctions cuspidales stables fGR et fHR de (2:4)
et (2:7) respectivement de telle sorte qu’elles soient très cuspidales.
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Preuve. Voir [Lab 2] (pour fHR , il suffit même de choisir f1 et f3 invariantes
par conjugaison par O(2;R) � GL(2;R) car toute fonction cuspidale et O(2;R)-
invariante sur PGL(2;R) est trivialement très cuspidale). 2

Dorénavant, nous supposerons que fGR et fHR sont très cuspidales.
Fixons maintenant un nombre premier q 6= p qui soit à la fois bon pour K , i.e.

tel queKp = Kp;qKq avecKq = G(Zq), et bon pour fp, i.e. tel que fp = fp;q1Kq

avec fp;q 2 Cc(G(A p;qf )==Kp;q), et remplaçons fp par

efp = fp;qfq;

où fq 2Cc(G(Qq )==Kq) est pour l’instant arbitraire. Bien entendu cela nous conduit
à remplacer hp par

ehp = hp;qbH(fq);

où hp;q est un transfert ordinaire de fp;q pour le facteur de transfert

�p;q

f
=

Y
v 6=1;p;q

�v

normalisé comme en (2.8) et où

bH : Cc(G(Qq )==Kq)! Cc(H(Qq )==K
H
q )

(KH
q = H(Zq)) est l’homomorphisme induit par l’isomorphisme j:S ��! T de

(2.6). Pour que ce choix de ehp soit compatible avec l’hypothèse (2.8.1), on doit
avoir:

HYPOTHÈSE (5.2). Pour tout élément semi-simple et (G;H)-régulier 
H2H(Qq ),
on a

SO
H (b
H(fq)) =

X



�q(
H ; 
) eq(
) O
(fq);

avec les notations et les normalisations de [Ko 2] (7.1) et de (2:8).

Pour notre groupe (G = GSp(4)), cette hypothèse a été établie par Hales dans
[Ha 3] : tout d’abord, utilisant un résultat de Waldspurger (cf. [Wa 1]), Hales montre
le cas particulier, fq = 1Kq et q 6= 2, de cette hypothèse (cf. [Ha 2]); puis, par un
argument global (cf. [Ha 4]), Hales déduit le cas général de ce cas particulier.

THÉORÈME (5.3). Les nombres premiers p 6= q et les fonctions fGR ; f
H
R ; f

p;q

et hp;q étant fixées comme ci-dessus, il existe une constante D 2 R+ ayant la
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propriété suivante. Pour toute fonction fq 2 Cc(G(Qq )==Kq) et tout entier j > 0
tels que

(i) �(�)j log q > D (8� 2 f��1;�(�1 + �2)g; 8� 2 Supp(f_q ));

(ii) j >
D + j�(�)j log q

log p
(8� 2 R; 8� 2 Supp(f_q ));

on a les formules des traces suivantes.

(a) Te( efG) = JGG (
efG) + 1

2J
G
M1
( efG) + 1

2J
G
M2
( efG) + 1

8J
G
T (
efG);

avec

efG = fGR f
p;qfqb

G
j ('j)

et avec, pour tout M 2 L,

JGM ( efG) = X
�

mM
disc(�)

X
�0
R

�(�R; �
0
R)

�
X

P2P(M)

X
�2(aG

M
)�
C

cdGP (�
0
R;�; f

G
R )tr IP (�p;qf;�; fp;q)

�
X

�2W ��

pj(�(�
G
M
)+ 3

2 )�(t�p)
j

�
X

Xq2aM;q

XG
q 2j�

G
M

log p+aG+
P

e��(X
G
q )fq;M(�q;Xq);

où � parcourt les représentations dans �disc(AM (R)0nM(A )) qui sont non rami-
fiées en p et q et �0R parcourt �2(AM (R)0nM(R)), où les constantes �(�R; �0R) et
cdGM (�0R;�; f

G
R ) ont été définies en (4:9) et (4:14) et où t�p 2 bT est le paramètre

de Langlands de �p.

(b) Te( efH) = JHH (
efH) + 1

2J
H
L1
( efH) + 1

2J
H
L2
( efH) + 1

4J
H
S (
efH);

avec

efH = fHR h
p;qbH(fq)b

H
j ('j)

et avec, pour tout L 2 LH ,
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JHL (
efH) = X

�

mL
disc(�)

X
�0
R

�(�R; �
0
R)

�
X

Q2P(L)

X
M2(aH

L
)�
C

cdHL (�
0
R;M; fHR ) tr IQ(�p;qf;M; hp;q)

�
X
�

(�1)�(�)pj(M(�
H
L
)+ 3

2 )�(t�p)
j

�
X

Yq2aL;q

Y Hq 2j�H
L

log p+aH+
Q

e�M(YHq )bH(fq)L(�q; Yq);

où � parcourt les représentations dans�disc(AL(R)0nL(A )) qui sont non ramifiées
en p et q; �0R parcourt�2(AL(R)0nL(R)) et � parcourt f� 01; � 001 ; � 02; � 002 g (cf: (2:9)),
où �(� 01) = �(� 001 ) = 0 et �(� 02) = �(� 002 ) = 1, où les constantes �(�R; �0R) et
cdHL (�

0
R;M; fHR ) ont été définies en (4:9) et (4:14) et où t�p 2 bS est le paramètre

de Langlands de �p.
Preuve. D’une part, la projection de Supp(bG1 ('1)

_) sur aGT est égale à

f�1
2(�

_
1 + �_2 );�1

2�
_
1 g

et, pour tout (x1; x2) 2 a
G
T , on a

�1(x1; x2) = x1 � x2

�2(x1; x2) = 2x2

(�1 + �2)(x1; x2) = x1 + x2

(2�1 + �2)(x1; x2) = 2x1;

on a

�((x1; x2)M1) = x1 + x2 (resp: �((x1; x2)M 0
1
) = x1 � x2);

où � est l’unique racine positive de AM1 (resp: AM 0
1
) dans G, et on a

�((x1; x2)M2) = x1 (resp: �((x1; x2)M 0
2
) = x2);

où � et 2� sont les uniques racines positives deAM2 (resp: AM 0
2
) dans G. D’autre

part, la projection de Supp(bH1 ('1)
_) sur a

H
S , que l’on a identifié à a

G
T grâce à

l’isomorphisme j:S ��! T de (2.6), est aussi égale à

f�1
2(�

_
1 + �_2 );�1

2�
_
1 g

comp3912.tex; 8/05/1997; 6:58; v.5; p.57

https://doi.org/10.1023/A:1000102414055 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1000102414055
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et celle de Supp(bH(fq)_) coı̈ncide avec la projection de Supp(f_q ) sur aGT et, pour
tout (x1; x2) 2 a

G
T
�= a

H
S , on a

�1(x1; x2) = x1 + x2

�2(x1; x2) = x1 � x2;

on a

�((x1; x2)L1) = x1 � x2;

où � est l’unique racine positive de AL1 dans H , et on a

�((x1; x2)L2) = x1 + x2;

où � est l’unique racine positive de AL2 dans H . Par suite, d’après la Remar-
que (4.20), si on prend D = 2(C + C(fp;q)), où C 2 R+ , les hypothèses du
Lemme (4.19) sont vérifiées pour fp;qfqbGj ('j) et pour hp;qbH(fq)bHj ('j). Il ne
reste plus qu’à prendre pour C une constante faisant marcher le Théorème (4.18)
pour (G; fGR ) et pour (H; fHR ) et à remarquer que

JGM 0
1
( efG) = JGM1

( efG)
et

JGM 0
2
( efG) = JGM2

( efG)
car M 0

1 = _s�2M1 _s
�1
�2

et M 0
2 = _s�1M2 _s

�1
�1

et car fGR est KR-invariante par conju-
gaison. 2

Remarque (5.4). Pour GSp(4), les hypothèses (i) et (ii) de (4.20) sont partic-
ulièrement simples à formuler car tout sous-espace a

G
M ;M 2 L, ou a

H
L ; L 2 LH ,

de a
G
T est orthogonal à l’un des murs. 2

Il nous reste à calculer les constantes cdGP (�
0
R;�; f

G
R ) et cdHQ (�

0
R;M; fHR ), puis les

constantes�(�R; �0R) et�(�R; �0R) pour les représentations de carré intégrable�0Ret
�0R pour lesquelles les constantes cdGP (�

0
R;�; f

G
R ) et cdHQ (�

0
R;M; fHR ) ne s’annulent

pas identiquement. On se limitera pour l’instant aux termes correspondant à des
sous-groupes de Levi propres, reportant à plus tard l’étude des cas M = G et
L = H . Pour les constantes cdGP (�

0
R;�; f

G
R ) et cdHQ (�

0
R;M; fHR ), on exprimera

les résultats sous la forme plus compacte de formules pour cDG
M (�0R;X; f

G
R ) et

cDH
L (�

0
R; Y; f

H
R ).

On notera sgn l’unique caractère non trivial de R�+nR� . On rappelle qu’on a
introduit en (2.7), pour chaque entier n > 1, la représentation �n(1�n

2 ) de la série
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discrète de R�+nGL(2;R).

THÉORÈME (5.5). Soient M =M1, M2 ou T , �0R 2 �2(AM (R)0nM(R)) et
X = (x1; x2) 2 a

G
M � R2 . Alors, on a les formules suivantes.

(i) Si M = M1 = GL(2) � GL(1), si X = (x; x) et si �0R = �R 
 sgnb, où
�R 2 �2(R

�
+nGL(2;R)) et b 2 f0; 1g, on a

cDG
M (�0R;X; f

G
R ) =

1
2

8<
:

e�3jxj si �R = �1

�e�jxj si �R = �3(�1):

(ii) Si M = M2 = GL(1) � GL(2), si X = (x; 0) et si �0R = sgna 
 �R, où
�R 2 �2(R

�
+nGL(2;R)) et a 2 f0; 1g, on a

cDG
M (�0R;X; f

G
R ) =

8<
:

e�2jxj si a = 0 et �R = �1

�e�jxj si a = 1 et �R = �2
��1

2

�
:

(iii) SiM = T = GL(1)3 = f(t1; t2; t1t4 = t2t3)g et si �0R = sgna 
 sgna
 sgnb,
où a; b 2 f0; 1g, on a

cDG
M (�0R;X; f

G
R ) =

(�1)a

2
[e�2jx1j�jx2j + e�jx1j�2jx2j]

+1
2 e(jx1j+jx2j)�3(jx1�x2j+jx1+x2j)=2

+1
2 e�2(jx1j+jx2j)+(jx1�x2j+jx1+x2j)=2:

(iv) Dans tous les autres cas, on a

cDG
M (�0R;X; f

G
R ) = 0:

Pour ce qui est des constantes cdGP (�
0
R;�; f

G
R ) et cdHQ (�

0
R;M; fHR ) elles même,

on a, par exemple, les conséquences directes du Théorème (5.5) suivantes. Si P est
le sous-groupe parabolique P1 2 P(M1) contenant le sous-groupe de Borel B des
matrices triangulaires supérieures, le support de la fonction cdGP (�R
 sgnb;�; fGR )
de � est f( 3

2 ;
3
2)g si �R = �1 et on a

cdGP1
(�1 
 sgnb; (3

2 ;
3
2); f

G
R ) =

1
2 ;

ce support est f( 1
2 ;

1
2)g si �R = �3(�1) et on a

cdGP1
(�3(�1)
 sgnb; (1

2 ;
1
2); f

G
R ) = �1

2

comp3912.tex; 8/05/1997; 6:58; v.5; p.59

https://doi.org/10.1023/A:1000102414055 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1000102414055
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et ce support est vide dans tous les autres cas. De même, si P est le sous-groupe
parabolique P2 2 P(M2) contenant B, le support de la fonction cdGP (sgna 

�R;�; f

G
R ) de � est f(2; 0)g si a = 0 et �R = �1 et on a

cdGP2
(1
 �1; (2; 0); f

G
R ) = 1;

ce support est f(1; 0)g si a = 1 et �R = �2(�1
2) et on a

cdGP2
(sgn
 �2(�1

2); (1; 0); f
G
R ) = �1

et ce support est vide dans tous les autres cas. Enfin, le support de la fonction
cdGB(sgna 
 sgna 
 sgnb;�; fGR ) de � est f(2; 1); (1; 2); (2;�1)g et on a

cdGB(sgna 
 sgna 
 sgnb;�; fGR ) =

8>>><
>>>:

(�1)a

2 si � = (2; 1)

(�1)a

2 + 1
2 si � = (1; 2)

1
2 si � = (2;�1) ou (2;�1):

Preuve. Pour calculer les cDG
M (�0R;X; f

G
R ), il suffit de calculer les

�LM(�
_
R; 
e

XL
) pour M � L � G;M $ G, arbitraires dans L, �R dans

�2(AL(R)0nL(R)), 
 elliptique dans M(R)1 et XL 2 a
L
M , puis d’inverser, par

récurrence sur le rang de AM , les formules (i) et (ii) de la Proposition (4.8).
Comme tous ces calculs sont fastidieux mais élémentaires, nous nous contenterons
de donner les formules pour les expressions

'M (
 eX) = �GM(�
0_
R ; 
 eX) + �GM(�

00_
R ; 
 eX);

où M = M1, M2 ou T , 
 2 M(R)1 est elliptique, X 2 a
G
M et � = f�0R; �00Rg est

le L-paquet décrit en (2.4), et de les démontrer en suivant une méthode suggérée
par Kottwitz (il est aussi possible d’appliquer directement les formules d’Harish–
Chandra (et Herb) rappelées avant la preuve du Lemme (4.13)). On espère qu’il n’y
aura pas de confusion entre la représentation �0R dans le L-paquet décrit en (2.4) et
la représentation �0R de AM (R)0nM(R) de l’énoncé du théorème; d’ailleurs, cette
dernière n’interviendra plus d’ici la fin de la preuve.

Tout d’abord, on remarque que �0_R = �0R et �00_R = �00R et que �0R et �00R sont
induites à partir de la composante neutre G(R)0 de G(R), de sorte que

(��0
R
+��00

R
)jG(R) �G(R)0 � 0:

Maintenant, sur G(R)0 , on a d’après [Vo 2] Section 6 et avec les notations de
loc. cit.,

1 = �(A+B + C +D)� I � (H + J) + F + (E +G) + L
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avec

A+B + C +D = ��0
R
+��00

R
;

I = �
M1;�1
1;( 3

2 ;
3
2 )

H + J = �M2;1
�1;(2;0)

F = �
M1;�3(�1)
1;( 1

2 ;
1
2 )

E +G = �
M2;sgn
�2(�

1
2 );(1;0)

L = �T;1;(2;1)

où, pour tout�R 2 �2(AM (R)0nM(R)) et tout � 2 (aGM)�,�M;�R;�
est le caractère

de la représentation induite

IP (�R
 e�)

pour n’importe quel P 2 P(M) (si � = (y1; y2) 2 (aGM )� � (aGT )
� = R2 , on a

�(X) = x1y1 + x2y2

pour tout X = (x1; x2) 2 a
G
M � a

G
T = R2 ). Or les �M;�;� se calculent explicite-

ment (cf. [Kn] (10.27) and (10.28)) et, tout calcul fait, on obtient les formules
suivantes pour 'M (
eX):

(a) si M =M1, si


 =

 
k� 0

0 "k�

!

et si X = (x; x), on a

'M (
 eX) = (1 + ")[e�3jxj � (e2i� + 1+ e�2i�) e�jxj];

(b) si M =M2, si


 =

0
BB@
" 0 0

0 k� 0

0 0 "

1
CCA

et si X = (x; 0), on a

'M (
 eX) = 2[e�2jxj � "(ei� + e�i�) e�jxj];
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(c) Si M = T , si 
 = diag("1; "2; ""2; ""1) et si X = (x1; x2), on a

'M (
 eX) = (1 + ")(1 + "1"2)[ejx1j+jx2j�3(jx1�x2j+jx1+x2j)=2

+e�2(jx1j+jx2j)+(jx1�x2j+jx1+x2j)=2]

�(1+ ")(1� "1"2)[e�2jx1j�jx2j + e�jx1j�2jx2j];

(bien sûr dans les formules ci-dessus, "; "1; "2 2 f�1g et

k� =

 
cos � sin �

� sin � cos �

!

pour � 2 [0; 2�[). 2

Pour toute représentation unitaire �R de R�+nGL(2;R), on a

�(�R; �1) =

8>><
>>:

1 si �R = �1

�1 si �R = sgnc � det (c 2 f0; 1g)
0 sinon

et

�

�
�R; �n

�
1� n

2

��
=

(
1 si �R = �n

�1�n
2

�
0 sinon;

quel que soit l’entier n > 2.
Par suite, pour toute représentation �R 2 �unit(AM (R)0nM(R)), on a

�(�R; �1 
 sgnb) =

8>><
>>:

1 si �R = �1 
 sgnb

�1 si �R = (sgnc � det)
 sgnb

0 sinon

(5.6(i)0)

et

�(�R; �3(�1)
 sgnb) =

(
1 si �R = �3(�1)
 sgnb

0 sinon
(5.6(i)00)

dans le cas M =M1, on a

�(�R; 1
 �1) =

8>><
>>:

1 si �R = 1
 �1

�1 si �R = 1
 (sgnc � det)

0 sinon

(5.6(ii)0)
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et

�(�R; sgn
 �2
��1

2

�
) =

(
1 si �R = sgn
 �2

��1
2

�
0 sinon

(5.6(ii)00)

dans le cas M =M2 et on a

�(�R; sgna 
 sgna 
 sgnb) =

(
1 si �R = sgna 
 sgna 
 sgnb

0 sinon
(5.6(iii))

dans le cas M = T .
Des calculs analogues (mais plus faciles) donnent les résultats suivants.

THÉORÈME (5.7). Soient L=L1, L2 ou S, �0R 2 �2(AL(R)0nL(R)) et Y =
(y1; y2) 2 a

H
L � R2 (on rappelle qu’en (2:6) on a identifié a

H
S à R2 de sorte que

�_1 = (1; 1) et �_2 = (1;�1)). Alors on a les formules suivantes.
(i) Si L = L1 = GL(1)n[GL(2)�T2], si Y = (y;�y) et si �0R = �R
 sgna

0
2 


sgna
00
2 , où �2 2 �2(R

�
+nGL(2;R)), où a02; a

00
2 2 f0; 1g et où le caractère central de

�R est égal à sgna
0
2+a

00
2 , on a

cDH
L (�

0
R; Y; f

H
R ) =

8<
:

e�3jyj si �R = �1 et a02 = a002

�e�jyj si � = �3(�1) et a02 = a002 :

(ii) Si L = L2 = GL(1)n[T2 � GL(2)], si Y = (y; y) et si �0R = sgna
0
1 


sgna
00
1 
 �R, où a01; a

00
1 2 f0; 1g, �R 2 �2(R

�
+nGL(2;R)) et où le caractère central

de �R est égal à sgna
0
1+a

00
1 , on a

cDH
L (�

0
R; Y; f

H
R ) =

8<
:
�e�3jyj si a01 = a001 et �R = �1

e�jyj si a01 = a001 et �R = �3(�1):

(iii) Si L = S = GL(1)n[T2 � T2], si Y = (y1; y2) et si �0R = sgna1 
 sgna1 

sgna2 
 sgna2 , où a1; a2 2 f0; 1g, on a

cDH
L (�

0
R; Y; f

H
R ) = e�jy1+y2j=2�3jy1�y2j=2 � e�3jy1+y2j=2�jy1�y2j=2:

(iv) Dans tous les autres cas, on a

cDH
L (�

0
R; Y; f

H
R ) = 0: 2

Pour toute représentation �R 2 �unit(AM (R)0nM(R)), on a

�(�R; �1 
 sgna2 
 sgna2)

=

8>><
>>:

1 si �R = �1 
 sgna2 
 sgna2

�1 si �R = (sgna1 � det)
 sgna2 
 sgna2

0 sinon

(5.8(i)0)
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et

�(�R; �3(�1)
 sgna2 
 sgna2)

=

(
1 si �R = �3(�1)
 sgna2 
 sgna2

0 sinon

(5.8(i)00)

dans le cas L = L1, on a

�(�R; sgna1 
 sgna1 
 �1)

=

8>><
>>:

1 si �R = sgna1 
 sgna1 
 �1

�1 si �R = sgna1 
 sgna1 
 (sgna2 � det)

0 sinon

(5.8(ii)0)

et

�(�R; sgna1 
 sgna1 
 �3(�1))

=

(
1 si �R = sgna1 
 sgna1 
 �3(�1)

0 sinon

(5.8(ii)00)

dans le cas L = L2 et on a

�(�R; sgna1 
 sgna1 
 sgna2 
 sgna2)

=

(
1 si �R = sgna1 
 sgna1 
 sgna2 
 sgna2

0 sinon

(5.8(iii))

dans le cas L = S.
Si on reporte maintenant les formules que l’on vient d’établir pour les constantes

cDG
P (�

0
R;�; f

G
R ) et cdHQ (�

0
R;M; fHR ) et les constantes�(�R; �0R) et �(�R; �0R) dans

les formules du Théorème (5.3), on obtient des formules explicites pour Te( efG) et
Te( efH). Pour les écrire, nous utiliserons les notations suivantes.

SiM 2L (resp: L2LH) et si � (resp: �) est une représentation deM (resp: L),
on notera iM (�) (resp: iL(�)) l’image commune des IP (�), P 2 P(M) (resp:
IQ(�), Q 2 PH(L)) dans le groupe de Grothendieck de représentations de G
(resp. H) adéquat. On vérifie facilement que

iM1(� 
 �) = iM1(�
_ 
 !��);

où �_ est la contragrédiente de � et !� est son caractère central, que
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iM2(�
 �) = iM2(�
�1 
 (� � det)�)

et que

iT (�1 
 �2 
 �) = iT (�2 
 �1 
 �) = iT (�1 
 ��1
2 
 �2�);

pour toute représentation � de GL(2) et tous caractères �; �1; �2 de GL(1); de
même, on vérifie facilement que

iL1(� 
 �0 
 �00) = iL1(� 
 �00 
 �0);

que

iL2(�
0 
 �00 
 �) = iL2(�

00 
 �0 
 �)

et que

iS(�
0
1 
 �001 
 �02 
 �002) = iS(�

00
1 
 �01 
 �02 
 �002) = iS(�

0
1 
 �001 
 �002 
 �02)

pour toute représentation � de GL(2) et tous caractères �0; �00; �01; �
00
1 ; �

0
2; �

00
2 de

GL(1) tels que !� = �0�00 et �01�
00
1 = �02�

00
2 .

THÉORÈME (5.9). Les nombres premiers p 6= q et les fonctions fGR ; f
H
R ; f

p;q et
hp;q sont fixés comme dans le Théorème (5:3). Il existe alors une constanteD 2 R+
telle que, pour toute fonction fq 2 C1c (G(Qq )==Kq) et tout entier j > 0 véri-
fiant les propriétés (i) et (ii) du Théorème (5:3), on ait les formules des traces
suivantes.
(a)

Te( efG) = JGG (
efG) + 1

2J
G
M1
( efG) + 1

2J
G
M2
( efG) + 1

8J
G
T (
efG);

où on a posé efG = fGR
ef , avec efp = fp;qfq et ef = efpbGj ('j), et où les JGM ( efG) se

calculent comme suit.

(1) JGM1
( efG) est égal à

X
�;�

�R=�1

"
z1(�p)

jz2(�p)
j�(p)j tr iM1(�

p

f

�3
2

�
 �p
f

�� 3
2

�
; efp)

+ 1
2p

3j=2(z1(�p)
j + z2(�p)

j)�(p)j tr iM1(�
p;q

f

�3
2

�


 �p;q
f

��3
2

�
; fp;q)

X
Xq

fM1;q(�q 
 �q;Xq) e�3jxj

#
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�
X
�;�

"
�(p)2j�(p)j tr iM1((�

p

f
� det)

�3
2

�
 �p
f

�� 3
2

�
; efp)

+ 1
2p
j(1 + pj)�(p)j�(p)j tr iM1((�

p;q

f
� det)

�3
2

�


 �p;q
f

��3
2

�
; fp;q)

X
Xq

fM1;q((�q � det)
 �q;Xq) e�3jxj

#

�
X
�;�

�R=�3(�1)

"
pjz1(�p)

jz2(�p)
j�(p)j tr iM1(�

p

f

�1
2

�
 �p
f

��1
2

�
; efp)

+ 1
2p

3j=2(z1(�p)
j + z2(�p)

j)�(p)j tr iM1(�
p;q

f

�1
2

�


 �p;q
f

��1
2

�
; fp;q)

X
Xq

fM1;q(�q 
 �q;Xq) e�jxj
#
;

où� parcourt les classes d’équivalence de représentationsautomorphes cuspidales
irréductibles de R�+nGL(2; A ) qui sont non ramifiées en p, � et � parcourent les
caractères de Hecke de R�+Q

�nA � non ramifiés en p et Xq parcourt aM1;q et où
fz1(�p); z2(�p)g est l’ensemble des valeurs propres de Hecke de�pet (x; x) = XG

q .

(2) JGM2
( efG) est égal à

2
X
�;�

�R=1;�R=�1

pj=2�(p)j(z1(�p)
j + z2(�p)

j) tr iM2(�
p

f
(2)
 �p

f
(�1); efp)

� 2
X
�;�

�R=1

(1 + pj)�(p)j�(p)j tr iM2(�
p

f
(2)
 (�p

f
� det)(�1); efp)

� 2
X
�;�

�R=sgn

�R=�2(�
1
2 )

pj�(p)j(z1(�p)
j + z2(�p)

j) tr iM2(�
p

f
(1)
 �p

f

��1
2

�
; efp);

où� parcourt les classes d’équivalence de représentationsautomorphes cuspidales
irréductibles de R�+nGL(2; A ) qui sont non ramifiées en p et �; � parcourent les
caractères de Hecke de R�+Q

�nA � non ramifiés en p et où fz1(�p); z2(�p)g est
l’ensemble des valeurs propres de Hecke de �p.

(3) JGT (
efG) est égal à
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4
X

�1;�2;�

�1;R=�2;R

�1(p)
j�2(p)

j�(p)j

�
"
(�1)a tr iT (�

p

1;f (2)
 �p2;f (1)
 �pf
��3

2

�
; efp)

+ 1
2p
j tr iT (�

p;q

1;f (2)
 �p;q2;f (�1)
 �p;q
f

��1
2

�
; fp;q)

�
X
Xq

fT;q(�1;q 
 �2;q 
 �q;Xq) e�(x1+x2)=2�3jx1�x2j=2

+ 1
2 tr iT (�

p;q

1;f (1)
 �p;q2;f (2)
 �p;qf
��3

2

�
; fp;q)

�
X
Xq

fT;q(�1;q 
 �2;q 
 �q;Xq) e�3(x1+x2)=2+jx1�x2j=2

#
;

où �1; �2; � parcourent les caractères de Hecke de R�+Q
�nA � non ramifiés en p,

avec�1;R = �2;R = sgna, a 2 f0; 1g, oùXp parcourt ap
T;f

et où (x1; x2) = s(Xp).
(b)

Te( efH) = JHH (
efH) + 1

2J
H
L1
( efH) + 1

2J
H
L2
( efH) + 1

4J
H
S (
efH)

où on a posé efH = fHR
eh, avec ehp = hp;qbH(fq) et eh = ehpbHj ('j), et où les

JHL (
efH) se calculent comme suit.

(1) JHL1
( efH) est égal à

�2
X

�;�0;�00

�R=�1

�0
R
=�00

R

"
�0(p)j tr iL1(�

p

f

 �0p

f

�3
2

�
 �00p
f

�� 3
2

�
; ehp)

� 1
2p

3j=2(z1(�p)
j + z2(�p)

j) tr iL1(�
p;q

f

 �0p;q

f

�3
2

�


 �00p;q
f

��3
2

�
; hp;q)

X
Yq

hL1;q(�q 
 �0q 
 �00q ; Yq) e�3jyj

#
;
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+2
X

�;�0;�00

�0
R
=�00

R

"
�0(p)j tr iL1((�

p

f
� det)
 �0p

f

�3
2

�
 �00p
f

�� 3
2

�
; ehp)

� 1
2p
j(1 + pj)�(p)j tr iL1((�

p;q

f
� det)
 �0p;q

f

�3
2

�


 �00p;q
f

��3
2

�
; hp;q)

X
Yq

hL1;q((�q � det)
 �0q 
 �00q ; Yq) e�3jyj

#
;

+2
X

�;�0;�00

�R=�3(�1)
�0
R
=�00

R

"
pj�0(p)j tr iL1(�

p

f

 �0p

f

�1
2

�
 �00p
f

��1
2

�
; ehp)

� 1
2p

3j=2(z1(�p)
j + z2(�p)

j) tr iL1(�
p;q

f

 �0p;q

f

�1
2

�


 �00p;q
f

��1
2

�
; hp;q)

X
Yq

hL1;q(�q 
 �0q 
 �00q ; Yq) e�jyj
#
;

où� parcourt les classes d’équivalence de représentationsautomorphes cuspidales
irréductibles de R�+nGL(2; A ) qui sont non ramifiées en p, �0; �00 parcourent les
caractères de Hecke de R�+Q

�nA � non ramifiés en p tels que !� = �0�00 et Y p

parcourt apL1;f
et où fz1(�p); z2(�p)g est l’ensemble des valeurs propres de Hecke

de �p, où !� est le caractère central de � et où (y;�y) = s(Y p).
(2) La formule pour JHL2

( efH) se déduit de celle pour JHL1
( efH) en remplaçantL1

parL2, (y;�y) par (y; y) et en permutant�p
f
(resp: �p

f
�det) avec�0p

f
(�)
�00p

f
(��)

(� = 0; 1
2 ;

3
2).

(3) JHS (
efH) est égal à

� 4
X

�01;�
00
1 ;�

0
2;�

00
2

�0
1;R
=�00

1;R
�0

2;R
=�00

2;R

�01(p)
j tr iS(�0

p;q

1;f (2)
 �00p;q1;f (�2)
 �0p;q2;f (1)
 �00p;q2;f (�1); hp;q)

�
X
Yq

hS;q(�
0
1;f;q 
 �001;f;q 
 �02;f;q 
 �002;f;q; Yq) e�3(y1+y2)=2�jy1�y2j=2

+ 4
X

�01;�
00
1 ;�

0
2;�

00
2

�0
1;R
=�00

1;R

�0
2;R
=�00

2;R

pj�01(p)
j tr iS(�0

p;q

1;f (2)
 �00p;q1;f (�2)
 �0p;q2;f (�1)
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 �00p;q2;f (1); h
p;q)

X
Yq

hS;q(�
0
1;f;q 
 �001;f;q 
 �02;f;q 
 �002;f;q; Yq)

� e�(y1+y2)=2�3jy1�y2j=2;

où �01; �
00
1 ; �

0
2; �

00
2 parcourent les caractères de Hecke de R�+Q

�nA � non ramifiés
en p tels que �01�

00
1 = �02�

00
2 et Y p parcourt ap

S;f
et où (y1; y2) = s(Y p).

Preuve. Nous nous contenterons de donner la preuve de la formule (a)(1), les
preuves des autres formules étant similaires.

Soit � = � 
 � une représentation dans �disc(AM (R)0nM(A )) qui est non
ramifiée en p et q. Tout d’abord, on remarque que, si �R = �1 ou �3(�1), alors �
est nécessairement automorphe cuspidale et que, si �R = sgna � det, a 2 f0; 1g,
alors � est nécessairement de la forme � � det pour un caractère de Hecke � de
R�+Q

�nA � . Puis, on remarque que, pour � 2W � �, on a

�(t�p
�p) =

8>>>><
>>>>:

z1(�p)z2(�p)�(p) si � = (1; 1; 0; 0)

z1(�p)�(p) si � = (1; 0; 1; 0)

z2(�p)�(p) si � = (0; 1; 0; 1)

�(p) si � = (0; 0; 1; 1):

Maintenant, compte tenu de ces remarques, il ne reste plus qu’à combiner le
Théorème (5.3)(a) et le Théorème (5.5)(i) pour obtenir la formule cherchée pour
JGM1

( efG). 2

Terminons ce paragraphe par quelques considérations sur les expressionsJGG(
efG)

et JHH (
efH).

D’après Vogan (cf. [Vo 2] Sect. 6), il y a, à équivalence près, exactement douze
représentations standard

A;B;C;D;E; F;G;H; I; J;K;L

de PSp(4;R) = f�1gnSp(4;R) admettant le même caractère infinitésimal que
la représentation triviale et, donc, à équivalence près, il y a exactement douze
représentations admissibles irréductibles de PSp(4;R) ayant même caractère
infinitésimal que la représentation triviale, à savoir les quotients de Langlands

A;B;C;D;E; F ;G;H; I; J ;K;L

correspondants. Parmi ces douze représentations admissibles irréductibles, seules

A;B;C;D;E; F ;G;L
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sont unitaires. Les représentations A = A, B = B, C = C et D = D sont de la
série discrète alors que E;F ;G;L sont non tempérées. La représentation L est la
représentation triviale. Dans le groupe de Grothendieck adéquat, on a

E = E � (A+B);

F = F � (B + C);

G = G� (C +D)

et

L = L� (H + I + J) + (E + F +G)� (A+B +C +D):

Pour le groupe R�nGSp(4;R) qui a deux composantes connexes et dont la
composante neutre est PSp(4,R), il y a, à équivalence près, exactement sept
représentations irréductibles unitaires

�H; �W; �1; �2;�; c�

ayant même caractère infinitésimal que la représentation triviale. On a

�HjPSp(4;R) = A+D;

�WjPSp(4;R) = B + C

et les représentations �H et �W sont de la série discrète; en fait on a

f�H; �Wg = f�0; �00g

(cf. (2.4)). On a

�1jPSp(4;R) = E +G;

�2;�jPSp(4;R) = F

et

�2;� = (sgn � c)�2;+;

en fait, pour � = (0; 0; 0), on a �1 = �1
� et �2;� = �2;�

� avec les notations de [Ta]
Section 1, de sorte que

hp;q(g;K 0
R;�1) =

(
1 si (p; q) = (2; 0); (0; 2); (3; 1) ou (1; 3)

0 sinon
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et

hp;q(g;K 0
R;�2;�) =

(
1 si (p; q) = (1; 1) ou (2; 2)

0 sinon;

où g est l’algèbre de Lie de GSp(4; C ). On a

c�jPSp(4;R) = L

et, en fait, c+ est le caractère trivial de GSp(4;R) et c� = sgn � c.

LEMME (5.10). A équivalence près, les seules représentations irréductibles uni-
taires � de GSp(4;R) telles que

tr�(fGR ) 6= 0

sont les sept représentations �H, �W, �1, �2;� et c� ci-dessus. De plus, on a

tr�H(fGR ) = tr�W(fGR ) = �1
2

tr�1(fGR ) = 1;

tr�2;�(fGR ) =
1
2

et

tr c�(fGR ) = 1:

Preuve. Il suffit de remarquer que l’on peut prendre fGR de la forme

fGR =

(
(�1)3(fA + fB + fC + fD)=4 sur PSp(4;R)

0 sur (R�+nGSp(4;R)) � PSp(4;R)

où fA, fB , fC , fD sont des pseudo-coefficients très cuspidaux dansH(PSp(4;R))
de A, B, C , D respectivement (cf. [Lab 2]) et de remarquer que

tr �(fX) = 0 (8X = A;B;C;D)

pour toute représentation standard � de PSp(4;R) avec � 6= A;B;C;D à équiva-
lence près. 2

PROPOSITION (5.11). (a) Pour toute fonction fp 2 C1c (G(A p
f
)) et tout entier

j > 0, on a

JGG (f
G
R f

pbGj ('j))

=
X
�

mG
disc(�)"(�R)p

3j=2(z1(�p)
j + z2(�p)

j + z3(�p)
j + z4(�p)

j) tr �p
f
(fp);
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où � parcourt les représentations dans �disc(R
�
+GSp(4;Q)nGSp(4; A )) qui sont

non ramifiées en p, où

"(�R) = �1
2 (resp: 1; resp: 1

2)

si �R est équivalente à �H ou �W (resp: �1 ou c�, resp: �2;�) et "(�R) = 0 dans
tous les autres cas et où

t�p = diag(z1(�p); z2(�p); z3(�p); z4(�p)) 2 bT
est le paramètre de Langlands de �p.

(b) Pour toute fonction hp 2 C1c (H(A p
f
)) et tout entier j > 0, on a

JHH (f
H
R h

pbHj ('j)) = �
X
�1;�2

�1;R=�3(�1)
�2;R=�1

p3j=2[(z0(�1;p)
j+z00(�1;p)

j)

�(z0(�2;p)
j + z00(�2;p)

j)] tr(�p1;f 
 �p2;f )(hp+hp � �)

+
X
�1;�2

�1;R=�3(�1)

[p3j=2(z0(�1;p)
j + z00(�1;p)

j)

�pj(1 + pj)�2(p)
j ] tr(�p1;f 
 �p2;f � det)(hp + hp � �)

où �1, �2 parcourent les classes d’équivalence de représentations automorphes
cuspidales irréductibles de R�+nGL(2; A ) non ramifiées en p, où �2 parcourt les
caractères de Hecke de R�+Q

�nA � non ramifiés en p, où !�1 = !�2 dans la pre-
mière somme et !�2 = �2

2 dans la seconde, !� étant le caractère central de �, où
fz0(�p); z00(�p)g est l’ensemble des valeurs propres de Hecke de �p et où �:H ! H
est l’involution qui échange les deux facteurs GL(2). 2

6. Stabilisation des termes paraboliques

Pour formuler agréablement les résultats de ce paragraphe, nous aurons besoin de
quelques rappels.

Si �:Q�nA � ! C� est un caractère de Hecke tel que �R = sgnaj jn pour un
a 2 f0; 1g et un n 2 Z, la théorie du corps de classes abélien associe à � un corps
de nombres E(�) � C tel que �(A �

f
) � E(�)� et, pour chaque place finie � de

E(�), une représentation �-adique V�(�), de dimension 1 et pure de poids �2n,
de Gal(Q=Q). Si � est non ramifié en un nombre premier p et si � ne divise pas p,
V�(�) est non ramifiée en p et

tr(�jp; V�(�)) = �(p)j (8j 2 Z):
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SUR LA COHOMOLOGIE DES VARIÉTÉS DE SHIMURA POUR GSP(4)Q 339

Par exemple, on a E(j j�1) = Q et V`(j j�1) = Q`(1). Bien sûr, si �1 et �2 sont
deux caractères de Hecke comme ci-dessus,E(�1�2) est contenu dans le composé
E de E(�1) et E(�2) dans C et, quitte à étendre les scalaires à E, on a

V�(�1�2) = V�(�1)
E� V�(�2)

pour toute place finie � de E.
Si � est une représentation automorphe cuspidale irréductible de GL(2; A ) telle

que

�R = �_n = �n det
(1�n) = �n(1� n)

pour un entier n > 1 (on a �n(sgn � det) �= �n), Eichler, Shimura et Deligne ont
associé à � un corps de nombres E(�) � C tel que �f soit défini sur E(�) (cf.
[Wa 2]) et, pour toute place finie � de E(�) une représentation �-adique V�(�), de
dimension 2 et pure de poids n, de Gal(Q=Q). Si � est non ramifiée en un nombre
premier p et si � ne divise pas p, V�(�) est non ramifiée en p et on a

tr(�jp; V�(�)) = pj=2(z1(�p)
j + z2(�p)

j) 2 E(�) (8j 2 Z);

où fz1(�p); z2(�p)g est l’ensemble des valeurs propres de Hecke de �p (cf. [De]).
Si !� est le caractère central de �, on a E(!�) � E(�) et, quitte à étendre les
scalaires à E(�), on a

V�(!�) �= (�2V�(�))(1);

pour toute place finie � de E(�). Si � est un caractère de Hecke de R�Q�nA � et
si E est le composé de E(�) et E(�) dans C , on a E((� � det)�) � E et, quitte à
étendre les scalaires à E, on a

V�((� � det)�) �= V�(�)
 V�(�);

pour toute place finie � de E.
Maintenant, pour chaque place finie � d’un corps de nombres assez grand

E � C , introduisons les Gal(Q=Q) � C1c (G(A f )==K)-modules virtuels suivants:

W1;� =
X
�;�

�R=�
_
1

V�(!��)
 jM1(�f (3)
 �f (�3))K

�
X
�;�

V�(�
2�)
 jM1((�f � det)(3)
 �f (�3))K

�
X
�;�

�R=�
_
3

V�(!��)(1)
 jM1(�f (3)
 �f (�2))K ;
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W2;� =
X
�;�

�R=1
�R=�

_
1

V�((� � det)�)
 jM2(�f (4)
 �f (�2))K

�
X
�;�

�R=1

(V�(��) + V�(��)(�1))
 jM2(�f (4)
 (�f � det)(�2))K

�
X
�;�

�R=sgn
�R=�

_
2

V�((� � det)�)
 jM2(�f (3)
 �f (�1))K

et

W3;� =
X

�1;�2;�

�1;R=�2;R=1

V�(�1�2�)
 jT (�1;f (4)
 �2;f (2)
 �f (�3))K ;

où � parcourt les classes d’équivalence de représentations automorphes cuspidales
irréductibles de GL(2; A ), où �, �, �1 et �2 parcourent les caractères de Hecke de
R�+Q

�nA � et où, pour tout M 2 L, tout P 2 P(M) et tout M(A f )-module �f ,
on a noté

jM (�f ) = iM (�
�1=2
P;f

�f )

le G(A f )-module virtuel associé à la représentation induite non normalisée

JP (�f ) = IP (��1=2
P;f

�f ):

Plus précisément, il n’y a qu’un nombre fini de �, �, �, �1 et �2 tels que les
induites correspondantes jM (�f ) qui apparaissent dans les formules ci-dessus aient
des vecteurs fixes par K non nuls. On prend alors pour E le composé

E = E(K) � C

de tous les corps E(�), E(�), E(�), E(�1) et E(�2) pour ces �, �, �, �1 et �2 là
et on utilise les E-structures de �f , �f , �f , �1;f et �2;f dans la définition desW1;�,
W2;� et W3;�.

Pour toute place finie � du corps de nombres E � C ci-dessus, on posera

W� =W` 
Q` E� =
6X
i=0

(�1)iHi
c(SK 
Q Q ; E�);
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où ` est la caractéristique de �, et

W� =W� � (W1;� +W2;� +W3;�): (6.1)

Il est facile de voir que, pour toute fonction fp 2 C1c (G(A p
f
)==Kp)Q et tout

entier j, on a

tr(�jp � fp;W�); tr(�jp � fp;W�) 2 E � C

(si j > j(fp), cela résulte du Corollaire (1.3)). Le résultat principal de cet article
est alors:

THÉORÈME (6.2). Pour toute place finie � du corps de nombresE ci-dessus, pour
tout nombre premier p, distinct de la caractérisitique ` de � et qui est bon pour K ,
pour toute fonction fp 2 C1c (G(A p

f
)==Kp)Q et pour tout entier j > 0, on a

tr(�pj � fp;W �) = JGG (f
G
R f

pbGj ('j))� 1
4J

H
H (f

H
R h

pbHj ('j));

le second membre étant explicité dans la Proposition (5.11).
Preuve. Fixons p 6= q, fGR , fHR , fp;q et hp;q comme dans les Théorèmes (5.3)

et (5.9), en imposant de plus que fp;q 2 C1c (G(A p;q
f
)==Kp;q)Q. D’après le Théo-

rème (5.9), on une constante D. Fixons une place finie de E de caractéristique
` distincte de p. Alors, si on rassemble les résultats obtenus jusqu’à présent
(Corollaire (1.3), Formules (2.2) et (2.11), Lemmes (3.1), (3.4) et (3.5) et le
Théorème (5.9)), on obtient que, pour toute fonction fq 2 C1c (G(Qq )==Kq)Q
et tout entier j > 0 tels que

j > j(fp;qfq)

(cf. Corollaire (1.3)) et que8>><
>>:
j�(�)j log q > D; 8� 2 f��1;�(�1 + �2)g; 8� 2 Supp(f_q )

j >
D + j�(�)j log q

log p
; 8� 2 R; 8� 2 Supp(f_q );

on a

tr(�jp � f 0p;W`) = [JGG (
efG)� 1

4J
H
H (
efH)]

+[1
2J

G
M1
( efG)� 1

8(J
H
L1
( efH) + JHL2

( efH)] + 1
2J

G
M2
( efG))

+[1
8J

G
T (
efG)� 1

16J
H
S (
efH)];

où efp = fp;qfq, efG = fGR
efpbGj ('j), ehp = hp;qbH(fq) et efH = fHR

ehpbHj ('j) et

où les JGM ( efG) et les JHL (
efH) sont explicités dans l’énoncé (5.11).

comp3912.tex; 8/05/1997; 6:58; v.5; p.75

https://doi.org/10.1023/A:1000102414055 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1000102414055
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Maintenant, il est facile de stabiliser les termes paraboliques dans le membre
de droite de la formule ci-dessus.

Le groupe endoscopiqueHM de M =M1 (resp. M 0
1, resp. T ) déduit de H par

descente n’est autre que le sous-groupe de Levi L = L2 (resp. L1, resp. S) de H ,
identifié à M1 (resp. M 0

1, resp. T ) par

(diag(t0; t00); g) 7! (A = t0g; � = t0t00det g)

(resp.

(g; diag(t0; t00)) 7! _s�2(A = gt0; � = t0t00det g) _s�1
�2
;

resp.

(diag(t01; t
00
1); diag(t02; t

00
2)) 7! diag(t01t

0
2; t

0
1t
00
2 ; t

00
1t
0
2; t

00
1t
00
2)):

Par suite, compte tenu de notre normalisation des facteurs de transfert, on a

tr iL2(�
0p;q

f
(�)
 �00p;q

f
(��)
 �p;q

f
; hp;q)

= tr iM1(�
p;q

f
(�
00p;q

f
� det)�1(�)
 �00p;q

f
(��); fp;q)

et

hL2;q(�
0
f;q 
 �00f;q 
 �f;q;Xq) = fM1;q(�f;q(�

00
f;q � det)�1 
 �00f;q;Xq)

pour tous �0p
f

, �00p
f

, �p
f

avec �0p
f
�
00p

f
= !�p

f
et tous � = (�; �) 2 (aHL2

)�C = (aGM1
)�C

et Xq 2 a
H
L2;q

= a
G
M1;q

resp:

tr iL1(�
p;q

f

 �0p;q

f
(�)
 �00p;q

f
(��); hp;q)

= tr iM 0
1
(�p;q
f
(�00p;q
f
� det)�1(�)
 �00p;q

f
(��); fp;q

et

hL1;q(�
00
f;q 
 �f;q 
 �0f;q;Xq) = fM 0

1;q
(�f;q(�

00
f;q � det)�1 
 �00f;q;Xq)

pour tous �p
f
, �0p

f
, �00p

f
avec !�p

f
= �

0p

f
�
00p

f
et tous � = (�;��) 2 (aHL1

)�C = (aG
M 0

1
)�C

et Xq 2 a
H
L1;q

= a
G
M 0

1;q
; resp:

tr iS

�
�
0p;q

1;f

�
�1 + �2

2

�

 �00p;q1;f

�
��1 + �2

2

�


 �
0p;q

2;f

�
�1 � �2

2

�

 �00p;q2;f

�
��1 � �2

2

�
; fp;q

�

= tr iT

�
�
0p;q

2;f (�
00p;q

1;f )
�1(�1)
 �00p;q2;f (�00p;q1;f )

�1(�2)


 �
00p;q

1;f

�
��1 + �2

2

�
; fp;q

�
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et

hS;q(�
0
1;q 
 �001;q 
 �02;q 
 �002;q;Xq)

= fT;q(�
0
2;q(�

00
1;q)

�1 
 �002;q(�001;q)�1 
 �001;q;Xq)

pour tous �0p1;f , �00p1;f , �0p2;f , �00p2;f avec �0p1;f�
00p

1;f = �
0p

2;f�
00p

2;f et tous � = (�1; �2) 2
(aHS )

�
C = (aGH)

�
C et Xq 2 a

H
S;q = a

G
T;q). L’argument est le suivant. D’après le

Lemme 9.2 de [Ha 1] et un calcul similaire à celui de [Ha 1] Section 12 ou [She 1]
(3.4), on voit que le terme constant de ehp le long de HM est un transfert ordinaire
du terme constant de efp le long de M , i.e. ici que ces deux termes constants
ont les mêmes intégrales orbitales puisque HM =M n’a pas d’endoscopie et que
�M;p � 1 vu les normalisations choisies; donc ehpHM

= efpM d’après le Théorème 10
de [H-C].

On en déduit que les termes en e�3jxj et e�jxj et ceux en e�3jyj et e�jyj dans
l’expression

1
2J

G
M1
( efG)� 1

8(J
H
L1
( efH) + JHL2

( efH))
se simplifient pour x = y et que les autres se regroupent. De même, on en déduit
que les termes en

e�(x1+x2)=2�3jx1�x2j=2

et

e�(y1+y2)=2�3jy1�y2j=2

dans l’expression

1
8J

G
T (
efG)� 1

16J
H
S (
efH)

se simplifient pour (x1; x2) = (y1; y2), alors que ceux en

e�3(x1+x2)=2+jx1�x2j=2

et

e�3(y1+y2)=2+jy1�y2j=2

se regroupent pour (x1; x2) = (y1; y2) en termes en

e�3(x1+x2)=2(ejx1�x2j=2 + e�jx1�x2j=2) = e�x1�2x2 + e�2x1�x2

qui à leur tour se regroupent avec les termes restants de JGT (
efG).
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Tout calcul fait, on obtient que

1
2J

G
M1
( efG) � 1

8(J
H
L1
( efH) + JHL2

( efH)) = tr(�jp � efp;W1;�);

1
8J

G
T (
efG)� 1

16J
H
S (
efH) = tr(�jp � efp;W3;�);

et aussi, de manière plus directe, que

1
2J

G
M2
( efG) = tr(�jp � efp;W2;�):

On a donc démontré la formule cherchée,

tr(�jp � efp;W �) = JGG (f
G
R
efpbGj ('j))� 1

4J
H
H (f

H
R
ehpbHj ('j))

pour efp = fp;qfq, ehp = hp;qbH(fq) et j satisfaisant les hypothèses restrictives du
début de la preuve du théorème.

Fixons un plongement �:E� ,! C qui induit l’identité sur E, alors la différ-
ence �(j; fq) des deux membres de l’égalité cherchée garde un sens pour fq 2
C1c (G(Qq )==Kq) arbitraire (i.e. non nécessairement à valeurs dans Q). De plus, en
considérant d’une part la décomposition isotypique de ��(W �) en tant
que C1c (G(A f )==K)-module virtuel et d’autre part la forme des expressions
JGG (fR

efpbGj ('j)) et JHH (f
H
R
ehpbHj ('j)) données dans la Proposition (5.9), on voit

facilement que

�(j; fq) =
X
z;bt
c(z; bt)zjf_q (bt)

pour une certaine fonction c: C� � ( bT=W ) ! C à support fini, quels que soient
j > 0 et fq 2 C1c (G(Qq )==Kq).

Or, on a déjà démontré que

�(j; fq) = 0

si fq 2 C1c (G(Qq )==Kq)Q, si j > j(fp;qfq) et si

8>><
>>:
j�(�)j log q > D; 8� 2 f��1;�(�1 + �2)g; 8� 2 Supp(f_q )

j >
D + j�(�)j log q

log p
; 8� 2 R; 8� 2 Supp(f_q ):

Par suite, dans un premier temps, on voit que

X
bt c(z; bt)f_q (bt) = 0
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pour tout z 2 C� et toute fq 2 C1c (G(Qq )==Kq)Q telle que

j�(�)j log q > D

(8� 2 f��1;�(�1 + �2)g;8� 2 Supp(f_q )), puis dans un deuxième temps, on
voit que la fonction c est identiquement nulle, ce qu’il fallait démontrer. 2

7. Quelques conséquences du calcul de la trace de W`

Considérons le corps de nombres E=E(K) � C introduit dans la Section 6,
fixons une place finie � deE de caractéristique ` et fixons un plongementE�

�
,! C

qui induit l’identité sur E, comme dans la preuve du Thérème (6.2). On a la
décomposition isotypique

��(W�) =
X
�f

��(W �)(�f )
�Kf

de ��(W �) en tant que Cc(G(A f )==K)-module, où�f parcourt les classes d’équiva-
lence de représentations irréductibles admissibles de G(A f ) qui ont des vecteurs
fixes non nuls sous K et ��(W �)(�f ) est une représentation complexe (non con-
tinue) virtuelle de Gal(Q=Q). Bien entendu, seul un nombre fini de �f donnent
une contribution non nulle. Quitte à remplacer E� par une extension finie de E�
dans C , on peut supposer que, quel que soit �f , on a

��(W�)(�f ) = ��(W �(�f ))

pour une représentation �-adique virtuelle W�(�f ) de Gal(Q=Q).

THÉORÈME (7.1). Fixons une représentation irréductible admissible �f de
G(A f ) telle que �Kf 6= (0). Alors, on peut trouver un ensemble fini S de places

finies de Q et une fonction ehS 2 C1c (H(QS )) ayant les propriétés suivantes:

(i) S contient toutes les ‘mauvaises’ places pourK et donc toutes les places finies
de Q en lesquelles �f est ramifiée;

(ii) si p =2 S [ f`g, W�(�f ) est non ramifiée en p;
(iii) pour tout p =2 S [ f`g et tout entier j, on a

�(tr(�jp;W �(�f )))

=

2
4X
�R

mG
disc(�R
�f )"(�R)

3
5 p3j=2(z1(�p)

j
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346 GÉRARD LAUMON

+ z2(�p)
j + z3(�p)

j + z4(�p)
j)

+
1
4

X
�1;�2

�1;R
�=�3(�1)

�2;R
�=�1

�(�S1;f 
 �S2;f ;�Sf ) tr(�1;S 
 �2;S)(ehS)

� p3j=2[(z0(�1;p)
j + z00(�1;p)

j)� (z0(�2;p)
j + z00(�2;p)

j)]

� 1
4

X
�1;�2

�1;R
�=�3(�1)

�(�S1;f 
 (�S2;f � det);�Sf ) tr(�1;S 
 (�2;S � det))(ehS)

� p3j=2[(z0(�1;p)
j + z00(�1;p)

j)� pj(1 + pj)�2(p)
j ]

avec les notations de la Proposition (5.11) et où, pour toute représentation admis-
sible irréductible �Sf =

Q
q=2S �q de H(A Sf ), on a posé

�(�Sf ;�
S
f ) = 1

si, pour toute place finie q =2 S, �q est non ramifiée et si le paramètre de Langlands
de �q dans bT � bG est l’image du paramètre de Langlands de �q dans bS � bH par
le plongement �0: bH ,! bG, et on a posé

�(�Sf ;�
S
f ) = 0

sinon.
Preuve. Soit �(1)

f
; : : : ;�

(r)
f

(resp. �(r+1)
f

; : : : ;�
(r+s)
f

) la liste finie des (classes
d’équivalence de) représentations irréductibles admissibles�0f deG(A f ) telles que
�0f

K 6= (0) et que

W�(�
0
f ) 6= 0

(resp. que
X
�R

mG
disc(�R
�0f )"(�R) 6= 0):

On peut trouver f 2 C1c (G(A f )==K) telle que

tr�f (f) = 1

et que

tr�0f (f) = 0
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pour toute �0f dans la liste finie �
(1)
f
; : : : ;�

(r+s)
f

qui n’est pas isomorphe à la
représentation�f . Alors, si T est un ensemble fini de places finies de Q, contenant
toutes les ‘mauvaises’ places pour K et assez grand, on a

f = fT 1KT ;

où

KT =
Y
q=2T

G(Zq);

et, pour toute fonction gT 2 C1c (G(A Tf )==K
T ), on a

tr�f (fT g
T ) = tr�Tf (g

T )

et

tr�0f (fT g
T ) = 0

pour toute �0f dans la liste finie �
(1)
f
; : : : ;�

(r+s)
f

qui n’est pas isomorphe à la
représentation �f .

Fixons un tel ensemble T et fixons un transfert ordinaire hT 2 C1c (H(QT ))

de la fonction fT (cf. (2.8.1)). Soit �T;(1)
f

; : : : ; �
T;(t)
f

la liste finie des (classes

d’équivalence de) représentations irréductibles admissibles �Tf de H(A Tf ) qui

admettent des vecteurs fixes non nuls sous H(bZT) et pour lesquelles il existe
une représentation

�R 2 f�3(�1)
 �1; �3(�1)
 det; �3(�1)
 (sgn � det)g

et une représentation irréductible admissible �T de H(QT ) telles que

tr �T (hT + hT � �) 6= 0

(cf. (5.11)(b)) et telles que la représentation

�R
 �T 
 �Tf

deH(A ) intervienne avec une multiplicité non nulle dansL2(ZH(R)H(Q )nH(A )) (ZH
est le centre de H). Pour chaque place finie q de Q, on a un homomorphisme de
changement de base

bHq : C1c (G(Qq )==G(Zq))! C1c (H(Qq )==H(Zq)):
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(cf. Sect. 4), d’où un homomorphisme

bH;T =
O
q=2T

bHq : C1c (G(A Tf )==K
T )! C1c (H(A Tf )==H(bZT)):

On a, par définition de bH;T ,

tr �Tf (b
H;T (gT )) = tr�Tf (g

T )

pour toute fonction gT 2 C1c (G(A Tf )==K
T ) et toute représentation irréductible

admissible �Tf de H(A Tf ) telle que �(�Tf ;�
T
f ) = 1. On peut donc trouver une

fonction gT 2 C1c (G(A Tf )==K
T ) telle que

tr�Tf (g
T ) = 1

et que

tr �Tf (b
H;T (gT )) = 0

pour toute représentation �Tf dans la liste finie �
T;(1)
f

; : : : ; �
T;(t)
f

pour laquelle

�(�Tf ;�
T
f ) = 0.

On prendra pour S n’importe quel ensemble fini de places finies de Q, contenant
T et assez grand pour que

gT = gTS�T 1KS

et on posera

ehS = hT b
H
S�T (g

T
S�T ) + hT b

H
S�T (g

T
S�T ) � �

= (hT + hT � �)bHS�T (gTS�T );
où bien entendu bHS�T =

N
q2S�T b

H
q . Il ne reste plus qu’à appliquer le Théorème (6.2)

et la Proposition (5.11) aux fonctions

fp = fT g
T[fpg

et

hp = hT b
H
S�T (g

T
S�T )1H(bZT[fpg);

quel que soit p =2 S [ f`g, pour conclure. 2

COROLLAIRE (7.2). Fixons �f , S et ehS comme dans le théorème précédent.
Notons

R = R(S; ehS ;�Sf )
l’ensemble des (classes d’équivalence de) représentations irréductibles unitaires
� de H(A ) ayant les propriétés suivantes:
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(a) � intervient avec une multiplicité non nulle dans L2(ZH(R)H(Q )nH(A )),
(b) �R 2 f�3(�1)
 �1, �3(�1)
 det, �3(�1)
 (sgn � det)g;
(c) tr �S(ehS) 6= 0;
(d) �(�Sf ;�

S
f ) = 1.

Alors:
(i) soit R = ; et, pour tout p =2 S [ f`g et tout entier j, on a

�(tr(�jp;W �(�f ))) = �(�f )p
3j=2(z1(�p)

j + z2(�p)
j + z3(�p)

j + z4(�p)
j)

où on a posé

�(�f ) =
X
�R

mG
disc(�R
�f )"(�R);

(ii) soit R 6= ; et, pour tout p =2 S [ f`g et tout entier j, on a

�(tr(�jp;W �(�f ))) =
X
�

�R=�3(�1)

�1(�f ; �)p
3j=2(z0(�p)

j + z00(�p)
j)

+
X
�

�R=�1

�2(�f ; �)p
3j=2(z0(�p)

j + z00(�p)
j)

+
X
�

�2(�f ; � � det)pj(1 + pj)�(p)j ;

où� parcourt les classes d’équivalence de représentationsautomorphes cuspidales
deR�+nGL(2; A ) non ramifiées hors deS et � parcourt les caractèresR�+Q

�nA � !
C� non ramifiés hors de S, où fz0(�p); z00(�p)g est l’ensemble des valeurs propres
de Hecke de �p et où les multiplicités �n(�f ; �) (n = 1; 2) sont définies comme
suit:

�1(�f ; �) =
jR1(�)j
jRj �(�f ) +

1
4

X
�2R1(�)

"(�R) tr �S(ehS)
et

�2(�f ; �) =
jR2(�)j
jRj �(�f )�

1
4

X
�2R2(�)

"(�R) tr �S(ehS);
avec

R1(�) = f� = �1 
 �2 2 R j �1
�= �g;

R2(�) = f� = �1 
 �2 2 R j �2
�= �g
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et

"(�R) =

(
1 si �R = �3(�1)
 �1

�1 si �R = �3(�1)
 (sgna2 � det) (a2 2 f0; 1g): 2

Considérons maintenant les Gal(Q=Q) � C1c (G(A f )==K)Q-modules

Hi
! (SK 
Q Q ;Q`) (i 2 Z);

images des groupes de cohomologie à supports compacts dans les groupes de
cohomologie ordinaire, et leurs semi-simplifiés, notés

W i
!;`:

Pour E� une extension finie assez grande de Q` , munie d’un plongement � dans C ,
on définit les représentations �-adiques semi-simples

W i
!;�(�f ); (i 2 Z)

et la représentation �-adique virtuelle

W!;�(�f ) =
X
i

(�1)iW i
!;�(�f );

quel que soit la classe d’équivalence�f de représentations irréductibles admissibles
de G(A f ) ayant des vecteurs fixes non nuls sous K .

Le Cc(G(A f )==K)Q-module sous-jacent à W i
!;` n’est autre que

Hi
! (SK(C )

an ;Q) 
Q Q` :

Comme Hi(SK(C )an ;Q) = (0) si i =2 f0; 2; 3; 4g, on a Hi
c(SK(C )

an ;Q) = (0) si
i =2 f2; 3; 4; 6g et donc W i

!;` = 0 si i =2 f2; 3; 4g. De plus, d’après Grothendieck,
on a un accouplement parfait

W i
!;` �W 6�i

!;` ! Q`(�3)

et, d’après Deligne, W i
!;` est pur de poids i en tant que Gal(Q=Q)-module. Bien

entendu, les W i
!;�(�f ) ont des propriétés analogues.

D’après Borel, la cohomologie parabolique H�
! (SK(C )

an ; C ) contient la coho-
mologie cuspidale H�

cusp(SK(C )
an ; C ) comme sous-Cc(G(A f )==K)Q-module et

on a

H�
cusp(SK(C )

an ; C ) =
M
�

mG
cusp(�)H

�(g;K 0
R;�R)
 �Kf ;
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où � parcourt les classes d’équivalence de représentations irréductibles admissibles
de R�nG(A ) et où mG

cusp(�) est la multiplicité de � dans la partie cuspidale

L2
cusp(R

�G(Q)nG(A )) � L2(R�G(Q)nG(A )):

En particulier, si �f est une représentation irréductible admissible de G(A f ), on a

dimE�W
2
!;�(�f ) = dimE�W

4
!;�(�f )

> (2mG
cusp(�

1 
�f ) +mG
cusp(�

2;+ 
�f )

+mG
cusp(�

2;� 
�f )) dim�Kf

et

dimE�W
3
!;�(�f ) > 2(mG

disc(�
H 
�f ) +mG

disc(�
W 
�f )) dim�Kf

(on a mG
cusp(c

� 
 �f ) = 0 d’après le théorème d’approximation forte et on a
mG

cusp(�R
�f ) = mG
disc(�R
�f ) dès que �R est une représentation tempérée de

R�nG(R), cf. [Wal] Thm. 4.3).

DÉFINITION (7.3) (Piatetski–Shapiro). Soit � une représentation automorphe
irréductible deG(A ), soitM 2 L,M $ G, et soit �M une représentation automor-
phe irréductible de M(A ). On dira que � est associée à (M;�M ), si, pour presque
tous les nombres premiers p pour lesquels �p et �Mp sont non ramifiées, �p est
l’unique sous-quotient irréductible non ramifié de

JP (�Mp ) = IP (��1=2
P (Qp)

�Mp );

où P est n’importe quel sous-groupe parabolique dans P(M).

DÉFINITION (7.4). Soit � une représentation automorphe irréductible deG(A ) et
soit � = �1
�2 une représentation automorphe irréductible deH(A ) (�1 et �2 sont
donc des représentations automorphes irréductibles de GL(2; A ) et !�1 = !�2). On
dira que � est associée à (H; �) si, pour presque tous les p pour lesquels �p, �1;p et
�2;p sont non ramifiées, le paramètre de Langlands de �p dans bT � bG est

diag(z0(�1;p); z
0(�2;p); z

00(�2;p); z
00(�1;p))

où diag(z0(�n;p); z00(�n;p)) 2 GL(2; C ) est le paramètre de Langlands de �n;p
(n = 1; 2).

THÉORÈME (7.5). Soit� une représentation automorphe cuspidale irréductible de
G(A ) avec �R 2 f�H; �W; �1; �2;�g. Alors, une au moins des propriétés suivantes
est satisfaite:
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(1) � est associée à (M1; �(3)
�(�2)) (resp. (M2; �(3)
 �(�1))), où � est
une représentation automorphe cuspidale irréductible de GL(2; A ) avec �R = �_3
(resp. �R = �_2 ) et où � est un caractère de R�+Q

�nA � ;
(2) � est associée à (H; �1(1)
 �2), où �1 est une représentation automorphe

cuspidale irréductible de GL(2; A ), avec �1;R = �_3 , et où �2 est une représentation
automorphe cuspidale irréductible de GL(2; A ), avec �2;R = �_1 (resp. �2 = ��det
pour � un caractère de R�+Q

�nA � );
(3) �R = �H ou �W, mG

disc(�
1 
 �f ) = mG

disc(�
2;� 
 �f ) = 0 et il existe

un ensemble fini S de nombres premiers, contenant tous les p pour lesquels �p
est ramifiée, un corps de nombres E et, pour chaque place finie � de E, une
représentation �-adique semi-simple, pure de poids 3, V� de Gal(Q=Q), ayant la
propriété suivante: pour tout p =2 S et toute place finie � de E ne divisant pas p,
V� est non ramifiée en p et, pour tout j 2 Z, on a

tr(�jp; V�) =

"
mG

disc(�
H 
 �f ) +mG

disc(�
W 
 �f )

2

#
p3j=2

4X
n=1

zn(�p)
j ;

où

diag(z1(�p); z2(�p); z3(�p); z4(�p)) 2 bT
est le paramètre de Langlands de �p (en particulier, pour presque tous les p pour
lesquels �p est non ramifiée, on a

jzn(�p)j = 1; (n = 1; 2; 3; 4);

i.e. la conjecture de Ramanujan–Petersson est vérifiée);
(4) �R = �1 ou �2;�, mG

disc(�
H 
 �f ) = mG

disc(�
W 
 �f ) = 0 et il existe

un ensemble fini S de nombres premiers, contenant tous les p pour lesquels �p
est ramifiée, un corps de nombres E et, pour chaque place finie � de E, une
représentation �-adique semi-simple, pure de poids 2, V 0� de Gal(Q=Q), ayant la
propriété suivante: pour tout p =2 S et toute place finie � de E ne divisant pas p,
V 0� est non ramifiée en p et, pour tout j 2 Z, on a

tr(�jp; V
0
� � V 0�_(�3))

=

"
mG

disc(�
1 
 �f ) +

mG
cusp(�

2;+ 
 �f ) +mG
cusp(�

2;� 
 �f )
2

#

� p3j=2
4X

n=1

zn(�p)
j ;

où

diag(z1(�p); z2(�p); z3(�p); z4(�p)) 2 bT
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est le paramètre de Langlands de �p (en particulier, pour presque tous les p pour
lesquels �p est non ramifiée, on a, à une permutation près,

jz1(�p)j = jz2(�p)j = p�1=2

et

z1(�p)z4(�p) = z2(�p)z3(�p) = �1):

Remarque. Si � est associée à (M1; �(3) 
 �(�2)), avec �R = �_3 , (resp.
(M2; �(�3) 
 �(�1)) avec �R = �_2 , resp. (H; �1(1) 
 �2), avec �1;R = �_3 et
�2;R = �_1 , resp. (H; �1(1) 
 (�2 � det)), avec �1;R = �_3 ), on peut considérer le
corps de nombresE composé deE(�) etE(�) (resp.E(�) etE(�), resp.E(�1) et
E(�2), resp. E(�1) et E(�2)) et, pour chaque place finie � de E, la représentation
�-adique semi-simple de dimension 4 de Gal(Q=Q)

V� = V�(�)(�2)� (V�(�)
 V�(�))� V (!��)(1)

(resp.

V� = (V�(�)
 V�(�)) � V�(�)(�1);

resp.

V� = V�(�1)� V�(�2)(�1)

resp.

V� = V�(�2)(�1)� V�(�1)� V�(�2)(�2)):

Alors, pour presque tout p tel que �p soit non ramifiée et pour toute place finie �
de E ne divisant pas p, V� est non ramifiée en p et, pour tout j 2 Z, on a

tr(�jp; V�) = p3j=2
4X

n=1

zn(�p)
j ;

où

diag(z1(�p); z2(�p); z3(�p); z4(�p)) 2 bT
est le paramètre de Langlands de �p.

Preuve. Le noyau de l’épimorphisme canonique de Cc(G(A f )==K)Q-modules

Hi
c(SK(Q)

an ;Q) � Hi
! (SK(C )

an ;Q)
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est un quotient de la cohomologie de la frontière de la compactification de
Borel–Serre de SK(C )an . Cette frontière s’obtient par recollement de trois strates

XP
K = P (Q)n[(G(R)=K 0

R)� (G(A f )=K)]

(P = P1; P2; B), oùB est le sous-groupe de Borel deG des matrices triangulaires
supérieures et où P1 (resp. P2 est l’unique sous-groupe parabolique dans P(M1)
(resp. P(M2)) qui contient B. La cohomologie de ces strates est aisément calcu-
lable (cf. [Sch 1] et [Sch 2]). Tout calcul fait, on obtient les égalités suivantes de
Cc(G(A f )==K)

Q
-modules virtuels

H0(XP1
K ;Q ) =

X
�;�

jM1((�f � det)(3)
 �f (�3))K

H1(XP1
K ;Q ) = 2

X
�;�

�R=�
_
1

jM1(�f (3)
 �f (�3))K

+
X

�1;�2;�

�1;R=�2;R

jT (�1;f (4)
 �2;f (2)
 �f (�3))K

�
X
�;�

jM1((�f � det)(3)
 �f (�3))K

H2(XP1
K ;Q ) = 2

X
�;�

�R=�
_
3

jM1(�f (3)
 �f (�2))K

+
X

�1;�2;�

�1;R=�2;R

jT (�1;f (4)
 �2;f (2)
 �f (�3))K

H3(XP1
K ;Q ) = H0(XP1

K ;Q ) +H2(XP1
K ;Q )

H4(XP1
K ;Q ) = H1(XP1

K ;Q )

et

H0(XP2
K ;Q ) =

X
�;�

jM2(�f (4)
 (�f � det)(�2))K
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H1(XP2
K ;Q ) = 2

X
�;�

�R=�
_
1

jM2(�f (4)
 �f (�2))K

+
X

�1;�2;�

�2;R=1

jT (�1;f (4)
 �2;f (2)
 �f (�3))K

�
X
�;�

jM2(�f (4)
 (�f � det)(�2))K

H2(XP2
K ;Q ) = 2

X
�;�

�R=�
_
2

jM2(�f (3))
 �f (�1))K

+
X

�1;�2;�

�2;R=sgn

jT (�1;f (4)
 �2;f (2)
 �f (�3))K

H3(XP2
K ;Q ) = H0(XP2

K ;Q ) +H2(XP2
K ;Q )

H4(XP2
K
;Q ) = H1(XP2

K
;Q )

et

H0(XB
K ;Q ) =

X
�1;�2;�

jT (�1;f (4)
 �2;f (2)
 �f (�3))K

H1(XB
K ;Q ) = 2H0(XB

K ;Q )

H2(XB
K ;Q ) = 2H0(XB

K ;Q )

H3(XB
K ;Q ) = 2H0(XB

K ;Q )

H4(XB
K ;Q ) = H0(XB

K ;Q );

où �, �1, �2, � parcourent les caractères de R�+Q
�nA � à valeurs dans Q� et où

� parcourt les classes d’équivalence de représentations automorphes cuspidales
irréductibles de GL(2; A ) (si �R = �_n pour un entier n > 1, �f est définie sur Q ).
En outre, les autres Hi sont tous nuls.

Par conséquent, si � est une représentation automorphe cuspidale irréductible
de G(A ), avec �R 2 f�H; �W; �1; �2;�g, qui n’est associée à aucun des couples
(M;�M ) suivants:

� (M1; �(3)
 �(�3)) avec �R = �_1

� (M1; �(3)
 �(�2)) avec �R = �_3
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� (M2; �(4)
 �(�2)) avec �R = �_1

� (M2; �(3)
 �(�1)) avec �R = �_2

� (T; �1(4)
 �2(2)
 �(�3));

et si on a choisi K assez petit pour que �Kf 6= (0), on a les égalités de Gal(Q=Q)-
modules virtuels

W!;�(�f ) =W�(�f ) =W �(�f ):

Donc, si on suppose de plus que�n’est associée à aucun des couples (H; �1(1)
�2)
et (H; �1(1) 
 (�2 � det)) avec �1;R = �_3 et �2;R = �_1 , il résulte de (7.2)(i) qu’il
existe un ensemble fini de places finies de Q tel que

�(tr(�jp;W!;�(�f ))) = �(�f )p
3j=2

4X
n=1

zn(�p)
j

pour tout entier j et tout p =2 S ne divisant pas �. Alors, en utilisant les propriétés
des W i

!;�(�f ) rappelées ci-dessus, on vérifie facilement que l’une des propriétés
(3) et (4) du théorème est satisfaite avec

V� =W 3
!;�(�f )

si �R = �H ou �W et

V 0� =W 2
!;�(�f )

si �R = �1 ou �2;� (par exemple, si �(�f ) < 0, on a nécessairement W 2
!;�(�f ) =

W 4
!;�(�f ) = (0) et

2[mG
disc(�

H 
 �f ) +mG
disc(�

W 
 �f )] 6 dimW 3
�;!(�f ) = �4�(�f)

de sorte que

mG
disc(�

1 
 �f ) = mG
disc(�

2;� 
 �f ) = 0

et que

mG
disc(�

H 
 �f ) +mG
disc(�

W 
 �f ) = �2�(�f ) > 0):

Pour achever la démonstration du théorème, il ne reste plus qu’à remarquer
que � ne peut être associée ni à (M1; �(3) 
 �(�3)) avec �R = �_1 , ni à
(M2; �(4) 
 �(�2)) avec �R = �_1 , ni à (T; �1(4) 
 �2(2) 
 �(�3)). En effet,
d’après [Rod] Théorème 2, pour presque tout p, l’unique sous-quotient irréductible
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non ramifié de IP1(�p
�3

2

�
�p�� 3
2

�
) ou de IP2(�p(2)
�p(�1)) n’est pas unitaire

et celui de IB(�1;p(2)
�2;p(1)
�p
��3

2

�
) ne peut être unitaire que si �1;p = �2;p,

auquel cas il est de dimension 1. 2

On laisse au lecteur intéressé le soin de combiner les résultats ci-dessus avec
ceux obtenus par Taylor dans [Ta]. Cela permet en particulier de remplacer dans
l’énoncé du Théorème 2 de loc. cit. l’expression ‘outside a set of Dirichlet density
zero’ par ‘outside a finite set’.

Remerciement
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permis d’améliorer certains résultats et de simplifier certains calculs.

Je remercie enfin M. Bonnardel et M. Le Bronnec qui ont réalisé la composition
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de GSp(4), Bull. Soc. Math. France 116 (1988) 15–42.

[Rog] Rogawski, J.: An application of the building to orbital integrals, Compos. Math. 42 (1981)
417–423.

[Sch 1] Schwermer, J.: On arithmetic quotients of the Siegel upper half space of degree two,
Compos. Math. 58 (1986) 233–258.

[Sch 2] Schwermer, J.: On Euler products and residual Eisenstein cohomology classes for Siegel
modular varieties, Forum Math. 7 (1995) 1–28.

[Sha] Shalika, J. A.: A theorem on semi-simple p-adic groups, Ann. of Math. 95 (1972) 226–242.
[She 1] Shelstad, D.: L-indistinguishability for real groups, Math. Ann. 259 (1982) 385–430.
[She 2] Shelstad, D.: Orbital integrals and a family of groups attached to a real reductive group,

Ann. Sc. ENS 12 (1979), 1–31.
[Ta] Taylor, R.: On the l-adic cohomology of Siegel threefolds, Invent. Math. 114 (1993)

289–310.
[Vo 1] Vogan, D. A.: Representation of real reductive groups, Birkhaüser, 1981.
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