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1. INTRODUCTION 

Les theories planetaires avec termes seculaires ne sont valables, 
par suite de la presence de termes augmentant avec le temps dans les 
elements metrique"s, que dans un intervalle de temps limite (de l'ordre 
de mille ans) mais on peut les construire avec une bonne precision sur 
cet intervalle. Les recherches recentes sur la construction de formulai-
res pour le developpement de la fonction perturbatrice bien adaptes au 
calcul sur ordinateur (Iszak 1964, Brumberg 1967, Chapront 1970) et les 
progres realises dans les methodes de calcul utilisees (Chapront et al. 
1974) nous permettent d'esperer une amelioration sensible des theories 
existantes et des ephemerides qui en resultent. Les theories avec termes 
seculaires actuellement en construction au Bureau des Longitudes sont 
semi-numeriques. Les elements metriques et angulaires s'expriment sous 
la forme : 

xQ + t(aQ + a,t + a2t
2 + . . . ) + ( £. £ Aj_ i cos(ir, .i.A, + 

1"2 J"1J"2 
i2x2 + ...))(b0 + bjt + ...) (i) 

+ ( I B. . sindjX, + i2X2 + . . .) ( b' + bjt + . . .) 

Les coefficients a., b., A.., B.. etc... sont des coefficients numeri-
ques; les developpements sont analytiques par rapport aux longitudes 
moyennes des planetes (X. = X.„ + n.t), nous appellerons "arguments a 

longue periode" ceux qui font apparaitre de petits diviseurs dans 1'inte­
gration, c'est a dire ceux pour lesquels on a i.n, + i9n„ +...<< n. (ex-

emple : la grande inegalite 2A. - 5X de periode 1000 ans). Les theories 
J s 

sont entreprises avec des valeurs modernes des masses et des constantes 
d1integration (qu'on ameliorera par la suite eventuellement) ce qui 
donne deja, independemment des progres en precision que l'on souhaite 
apporter aux theories anciennes, une actualisation de ces theories. La 
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66 J. L. SIMON 

maniere dont nous avons choisi nos constantes d'integration est decrite 
par Simon et Bretagnon (1975). 

La construction de theories avec termes seculaires est actuellement 
entreprise, au Bureau des Longitudes, par deux methodes differentes. 
L'une procede ordre par ordre par rapport aux masses et 1'autre par ap­
proximation successive. Nous allons donner brievement le principe de ces 
deux methodes avant de decrire plus en detail la construction d'une the-
orie planetaire a 1'ordre trois des masses et de discuter les premiers 
resultats obtenus. 

2. METHODES DE CONSTRUCTION D'UNE THEORIE PLANETAIRE A TERMES SECULAIRES 

2. 1. Theorie ordre par ordre par rapport aux masses (type Le Verrier) 

Le systeme a integrer est celui des equations de Lagrange, il a la 
forme: 

g = ̂ (x.) (2) 

oii u est un parametre de 1'ordre des masses. 
F(x.) se calcule a partir de la fonction perturbatrice et de ses derivees 
par rapport aux elements. On cherche a exprimer la solution sous la 
forme: 

x = x_ + uA*x + u2A2x + y3A3x + ... (3) 

En substituant (3) dans (2), en developpant suivant la formule de Taylor 
et en identifiant les deux membres en u, on obtient: 

^ = F(x?) (4) 

d'ou, par integration,les perturbations du premier ordre A*x, 

iA2x = j)F 
dt 3x 

dA2x 3F A1 ... 
= — Aix. (5) 

(6) 

l 

d'ou le deuxieme ordre A 2x, 

dA3x 3F .2 1 32F A1 A1 ,. = T — Azx. + — A1x.Aix. 
dt 3x. l 2 3x.3x. l l 

d'ou le troisieme ordre A3x. 
3F 32F 

F(x?), - — , - — - — sont calcules analytiquement pour chaque argument, a 
X dX. oX•oX. 

1 1 J 

partir des developpements analytiques de R et de ses derivees; on substi-
tue ensuite les valeurs numeriques des parametres. On obtient done dans 
cette methode: 

- la solution, semi-numerique, sous la forme (3) 
3F 32F 

- les expressions des series - — , - — r — qui permettront de recal-
ox. 3x • dx. 

culer facilement les perturbations pour une petite modification des.^ 
constantes. Notons, en particulier, que l'obtention de A ^ et des - — 

oX. 
1 

https://doi.org/10.1017/S0252921100062126 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0252921100062126


THEORIE AU TROISIEME ORDRE 67 

est equivalente a un premier ordre analytique. 

2.2 Theorie par approximation successive 

Cette methode est mise au point par P. Bretagnon. Le systeme a 
integrer a la forme (2) mais on utilise un formulaire qui permet d'inte-
grer les equations de Lagrange sous une forme fermee par rapport aux 
variables sans qu'il soit besoin de developper la fonction perturbatrice 
(Chapront et al., 1974). II faut resoudre 1'equation de Kepler et les 
formules habituelles du mouvement keplerien pour revenir de l'anomalie 
vraie v a l'anomalie moyenne 1. L'integration se fait par iteration, 
notons x la solution de 1'iteration n, nous aurons, pour la premiere 
iteration: 

j£- = uF(xO) (7) 

d'ou x1 = x° + u A ^ avec: uA-'-x = u/F(x9)dt. 
Le resultat de la premiere iteration est rigoureusement identique au 
premier ordre de la methode precedente. Pour la deuxieme iteration nous 
aurons: 

| f = PF(xl) = yF(xO) + P^Alx. + ^ f ^ _ A^x. A>x +. . . (8) 
i i J 

On voit que le resultat de la deuxieme iteration contient des termes 
d'ordre trois et plus par rapport aux masses et est done different du 
deuxieme ordre de la methode exposee en 2.1. A 1'iteration n nous aurons: 

dx _. n-1. /ri. 
-jj- = uF(x ) (9) 

Nous discuterons plus loin les avantages et inconvenients respectifs de 
ces deux methodes dont 1'application simultanee permet, soulignons le, 
de precieuses comparaisons et verifications. 

3. CONSTRUCTION D'UNE THEORIE A L'ORDRE TROIS DES MASSES 

Nous appliquons la methode decrite en 2.1. La maniere dont nous 
avons developpe la fonction perturbatrice et les derivees premieres des 
equations de Lagrange ainsi que la facon dont a Ste constitue la liste 
d'arguments ont ete decrites en detail par Simon et Chapront (1974). Le 
calcul des derivees secondes des equations de Lagrange qui sert a la 
construction du troisieme ordre sera expose dans un article ulterieur. 
Nous allons nous contenter, ici, de preciser les notations et donner les 
caracteristiques essentiels de nos developpements avant de decrire, ordre 
par ordre, la forme de la solution et de discuter la precision des calculs 

3.1. Notations. Caracteristiques des developpements 

Les variables metriques sont le demi-grand axe a, l'excentricite e 
et le sinus de la demi-inclinaison y ; les variables angulaires, la lon­
gitude moyenne X, la longitude du perihelie u et la longitude du noeud h. 
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On utilisera aussi l'anomalie moyenne 1 et 1'argument du perihelie g 
(A = 1 + g + h; 3 = g + h). Considerons deux planetes P de masse m (pla­
nete interieure) et P' de masse m' (planete exterieure) et un argument 
donne: 

$ = ql + q'l' + sg + s'g' + j(h-h') (10) 

q, q', s, s', j sont des entiers et 1', g1, h' se rapportent a la planete 
exterieure. On developpe la fonction perturbatrice R a partir du formu-
laire de Brumberg (1967), suivant les methodes de Chapront (1970) sous 
la forme: 

R = V-l i , -A , , .cos$ (11) 
PLqq'ss'j qq'ss'j 

A , , . est une fonction analytique du rapport des demi-grands axes a et 

de e, e', y, y'» V est un coefficient numerique egal a (nam'/l+m) dans 
le cas d'une planete interieure perturbee par une planete exterieure et 
a (n'm/l+m') dans le cas contraire. 

Nous •avons constitue une liste d1environ 8000 arguments $ de la 
forme (10) repartis en 250 "blocs (q,q')" d1arguments correspondant a 
une combinaison q,q' donnee des anomalies moyennes, de facon a obtenir 
toutes les inegalites du premier ordre superieures a 0",001. Pour cha-
que argument nous calculons les developpements analytiques de A , ,. 
et de ses derivees premieres, secondes et troisiemes. Les 
developpements sont effectues a l'ordre 9 par rapport a e, e', y, y' 
pour un certain nombre d'arguments consideres comme petits diviseurs, 
a l'ordre 7 pour les autres. On substitue ensuite numeriquement, dans 
les developpements, les parametres pour toutes les combinaisons de pla­
netes (m,m') correspondant aux quatre grosses planetes et on rassemble 
les resultats pour chaque bloc (q,q'). L'ensemble du calcul analytique 
du premier ordre, des derivees premieres et secondes des equations de 
Lagrange, pour les quatre grosses planetes, a demande quatre heures de 
calcul (dont la moitie pour les derivees secondes) sur l'IBM 360-65 de 
l'INAG. 

3.2. Forme de la solution 

Nous allons decrire la solution en nous bornant, pour simplifier 
l'ecriture, au cas d'une planete P de masse (m) perturbee par une pla­
nete P' de masse (m1). Dans le probleme reel de l'une des quatre 
grosses planetes perturbee par les trois autres, la forme de la solution 
est identique, les series etant a quatre arguments. 

a. Le premier ordre. On integre le systeme (4). F se presente sous 
la forme d'une serie trigonometrique a deux arguments A et A' qui con-
tient, sauf pour I'equation en A1a, un terme constant. Apres integration 
le premier ordre A^x se presente done sous la forme: 

A:x = xjt + X^A.A') (12) 

t represente le temps, X1 est une serie trigonometrique a deux arguments 
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X j , qui est le terme constant de F, est la variation seculaire du pre­
mier ordre de x. II est nul pour le demi-grand axe a. 

b. Le deuxieme ordre. On integre le systeme (5). A-'-x. a la forme 
8F . 1 

(12) et - — est une serie trigonometrique a deux arguments qui contient, 
dX. 

eventuellement, un terme constant. L'expression a integrer se presente 
sous la forme: 

^ r - = b + ct + S(A,A') + tS'(A,A') (13) 

t represente le temps, b et c sont des coefficients numeriques et S et 
S', des series de Fourier. L'integration d'expressions du type 
/tS'(A,A')dt donne une nouvelle serie trigonometrique et des termes 
mixtes de la forme tT(A,A') ou T est une serie de Fourier. Ces termes 
seront appeles "termes en tsint". Apres integration, le deuxieme ordre 
s'ecrit: 

A2x = x2t + x2t2 + X2(A,A') + tY2(A,A') (14) 

x2 est la variation seculaire du deuxieme ordre de 1'element x, x2 le 

terme en t2, X2 represente les perturbations periodiques du deuxieme 
ordre, Y2 les perturbations en tsint. 

c. Le troisieme ordre. On integre (6). A-'-x. et A-'-x. ont la forme 
9 8F 82F 1 ^ 

(12), Azx., la forme (14); T et - — r — sont des series de Fourier 
1 oX. dX. dX. 

avec, eventuellement, un terme constant. L'expression a integrer est: 

b + ct + dt2 + S(A.A') + tS'(A.A') + t2S"(A,A') (15) 
dA3x 
dt 

L'integration d'expressions du type /t2S"(A,A')dt donne des series de 
Fourier, des series en tsint et des series du type t2T(A,A') ou T est 
une serie de Fourier. Ces derniers termes seront appeles "termes en 
t2sint". Le troisieme ordre a done la forme: 

A3x = x3t + x3t2 + x3t3 + X3(A,A') + tY3(A,A') (16) 
1 2 3 + t2Z3(A,A') 

3.3. Precision des calculs 
Le calcul du deuxieme et du troisieme ordre s'opere done en multi-

pliant entre elles des series de Fourier. Les methodes de programmation 
utilisees ont ete decrites par Chapront et al. (1974). Les calculs s'ef-
fectuent avec une precision variable suivant les arguments, de la ma-
niere suivante: 

a. au deuxieme ordre. Le calcul du deuxieme membre de 1'equation 
(5) revient a effectuer une somme de produits de deux series de Fourier 
)A.B.. Un terme a. de la serie A. est egal a: 
^ 1 1 l l & 

a. = a.cos*. + a'.sin*. (17) 
I l T i I Ti 

a. et a! sont des coefficients numeriques et 1'argument c(>. est egal a: 
$• = /• i /P-X. ou les p. sont des entiers. Un element b. de B. s'ecrit: Ti Lj=l,4^j j *j l i 
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b. = e.cosijj. + B'.sinijj. (18) 
1 I l l I ' 

*i-i q.X.. Nous noterons: 

j-l.4 J J 

U J = |a.| + |a!|, |b.| = |P.| + |g!| (19) 

Dans la serie resultat un argument est de la forme £ r.X. les r. 
i = l 4 -1 -1 J 

etant des entiers. Si le diviseur qu'il donne dans ' 
1'integration (£.r.n. ou les n. sont les moyens mouvements) est inferieur 
a une certaine limlte arbitraire (fixee a 6000"/an) il est considere 
comme "petit diviseur". Les series A. et B. sont, avant produit, ranges 
par valeurs decroissantes de |a.| et |b.|. Le produit s'effectue en uti-

lisant une precision "standard" en et une precision E., plus petite, 

pour les diviseurs. Soit a le h element de la serie A. ordonnee sui-

vant |a.|, on effectuera tous les produits a, b. pour lesquels on a: 

lav,l|b-l:L en- Soit b, le premier element de B. pour lequel on a: 

|a, ||b, | < e_-, on regardera ensuite si les arguments resultants corres-

pondant aux produits a b, (l>k) et pour lesquels |a, ||b, | > e. sont des 

petits diviseurs. C'est seulement dans ce cas qu'on effectuera les pro­
duits. L'exploration est terminee quand on rencontre un element b tel 

que la, Mb I < e.. Cette methode permet de calculer les petits diviseurs 1 h'' m1 1 r r 

avec une tres bonne precision, sans conserver, avant integration, un 
nombre de termes trop important. Nous avons construit notre deuxieme or-
dre avec une precision, avant integration, de 10-7" pour les petits 
diviseurs, 10-5" pour les autres. 2-p 

b. au troisieme ordre. Le calcul des - — - — A ^ x . A ^ . revient a 
3x.8x. I j 

1 J 

faire une somme de produits de trois series. Une fois les A*x.A*x. cal-
1 324 

cules on pourra appliquer la methode precedente aux produits (-r—**—) 
dx.ox. 

(A^x.A^-x.) mais il faut calculer les Â -x.Â -x. avec toute la precision 

necessaire. Toutefois on pourra limiter le nombre de termes a conserver 
dans les A^.A-'x. en utilisant une interessante propriete des series 

3 2 F 1 J 
dans le cas "planete exterieure perturbee par planete* interieu-

3x.3x. 
i J 

re" (ex. Uranus-Jupiter ou Uranus-Saturne). Dans ce cas en effet ces 
series ont generalement deux ou trois termes "extraordinaires" beaucoup 
plus importants, numeriquement, que les autres (de dix a cent fois). 
Ceci est une consequence de la presence de termes en (1/a2) dans la 
fonction perturbatrice pour ce type de couples. On calculera done, dans 
ce cas, les A^.A-'x. avec deux precisions, l'une el liee aux termes 

1 J 32F 
"ordinaires" de la serie correspondante - r — r — et l1 autre e'. de dix a 

oX.oX. I 

cent fois plus petite. On calculera tous les termes du produit superieurs 
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a ei et on ne calculera les termes compris entre e' et e! qu'apres avoir 
verifie qu'ils donneront, par combinaison avec les termes "extraordinai-

res" de la serie - — - — correspondante, des petits diviseurs dans le 
oX.oX. 

produit final. Dans le cas "planete interieure perturbee par planete 
exterieure" (Uranus-Neptune) les series 32F/3x.3x. n'ont pas de 

coefficients numeriques trop gros et le calcul des A-'-x.A^. s'effectue 
sans probleme avec une seule precision. Cette methode permet de limiter 
considerablement le nombre de termes a conserver dans les produits A-'-x. 
A-̂ x. d'ou un gain important en temps de calcul et en place pour stocker 
lesJseries. 

Avec ces methodes les produits sont effectues a une precision suf-
fisante pour que les pertes de precision dans nos calculs soient dues 
uniquement aux limitations en ordre de nos developpements et aux limites 
en nombre de notre liste d'arguments de depart. 

4. RESULTATS 

Dans ce paragraphe les indices 1,2,3,4 se rapportent respective-
ment aux planetes Jupiter, Saturne, Uranus, Neptune. 

A l'heure actuelle le calcul des perturbations du premier et du 
deuxieme ordre des quatre grosses planetes est termine. Le premier ordre 
a ete compare avec les resultats obtenus par P. Bretagnon lors de sa 
premiere iteration. L'accord est total a la precision de 0",001 (Simon 
et Bretagnon, 1975). Le deuxieme ordre, lui, n'est pas tout a fait iden-
tique a la deuxieme iteration de P. Bretagnon, neanmoins les ecarts, 
tant sur les termes periodiques que sur les termes en tsint restent fai-
bles (quelques dixiemes de ") et de 1'ordre des perturbations d'ordre 
superieur sauf pour quelques arguments a longue periode (en particulier 
A~-2A,) pour lesquels se posent, pour le moment, des problemes de conver­
gence dans la methode iterative (Bretagnon, 1977). Ces resultats seront 
prochainement integralement publies. Le tableau 1 donne, a titre d'il--
lustration, pour les variables A et e, les deux plus gros termes (plus, 
eventuellement, le plus important terme a courte periode) des perturba­
tions du premier ordre A*x, du deuxieme ordre periodique A2x_, du deu­
xieme ordre en tsint A 2 x ^ (q ,q„,q ,q,) designe l'argument q.A.+q?X„+ 
q„A„+q,A,; c. et s. sont les coefficients du cosinus et du sinus expri-
mes en ". Pour les termes en tsint c et s. representent la contribution 

au bout de 1000 ans. Le premier ordre A ^ comprend environ 400 termes 
superieurs a 0",001 dont une centaine superieurs a 0",1; A2A comprend 
650 termes superieurs a 0",001 dont 80 superieurs a 0",1; A 2A_ comprend 
150 termes donnant, au bout de mille ans, une contribution superieure a 
0",001 et 20 donnant une contribution superieure a 0",1. (La planete 
que l'on considere ici est la planete Uranus.) 

Nous construisons actuellement les perturbations du troisieme ordre 
de la planete Uranus. Les theories existantes de cette planete (Gaillot*, 
1910) sont, en effet, moins precises que celles de Jupiter et Saturne 
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et on peut esperer qu'une theorie au troisieme ordre apportera une ame­
lioration importante. Le calcul des perturbations periodiques n'a ete, 
pour le moment, conduit qu'a une precision limitee de 0",05. Nous avons 
compare la theorie au deuxieme ordre des quatre grosses planetes puis 
cette theorie corrigee du troisieme ordre provisoire d1Uranus avec une 
integration numerique des quatre grosses planetes faite a partir de va-
leurs initiales donnees par la theorie,a l'aide du programme de Schubart 
et Stumpff (1966). Sur un intervalle de temps d'environ 200 ans la con­
tribution des termes du troisieme ordre en tsint et t2sint, negliges 
pour le moment n'est pas trop importante et on a constate, en ce qui 
concerne les elements d'Uranus, que les ecarts entre la theorie et 1'in­
tegration numerique etaient divises par un facteur cinq environ lorsqu' 
on tenait compte du troisieme ordre provisoire. Ce resultat est satis-
faisant et permet de penser, en particulier, qu'aucune erreur n'a ete 
commise dans le calcul des derivees des equations de Lagrange. 

Depuis cette comparaison nous avons calcule les termes en tsint et 
t2sint du troisieme ordre. II reste a calculer la partie periodique a 
la precision finale et a effectuer une nouvelle comparaison a 1'integra­
tion numerique sur un intervalle de temps plus large (1000 ans). Le ta­
bleau 2 donne, pour la planete Uranus avec les memes conventions que le 
tableau 1, les valeurs des deux plus importants termes (plus, eventuel-
lement, le plus grand terme a. courte periode) des series du troisieme 
ordre periodique, en tsint et en t2sint pour les variables X et e. Pour 
les series en t2sint, A3X_„ et A3e „, nous donnons la valeur de la con­
tribution de ces termes au bout de mille ans. Les verifications n'etant 
pas terminees, ces resultats ne sont pas definitifs mais donnent nean-
moins une bonne idee de 1'importance des perturbations du troisieme or­
dre par rapport aux ordres precedents. On notera, en particulier, 1'im­
portance des termes en tsint d'ordre trois (la serie A3X_ contient 25 
termes donnant une contribution superieure a 0",1 au bout de mille ans) 
et le fait que les plus gros termes periodiques, a courte periode, d'or­
dre trois sont de 1'ordre de 1". 

Nous terminerons par la remarque suivante: pour certains arguments 
a longue periode, les contributions au troisieme ordre venant de 
3F o . 82F , 
-7— A^x. d une part et de - — - — d autre part sont importantes mais 
dX. 1 oX. oX. 

voisines et de signe contraire. Ainsi pour le terme en X--2X, de la par-

tie periodique du troisieme ordre du demi-grand axe, ces deux contribu­

tions sont respectivement 15",8 cos(X~-2X.) + 0",6 sin(X~-2X,) et 

-15",7 cos(X -2X.) - 0",7 sin(X -2X.) soit un total de 0",14 cos(X -2X4) 

- 0",08 sin(X_-2X,). On peut expliquer cette propriete. Notons S(q.,q„, 

q„,q.) le terme d'argument q X +q„X„+q X.+q,X, d'une serie S. L'equation 

de Lagrange en a est du type: 

oT (%> = *F <20> 

ou u est un parametre de 1'ordre des masses. Nous poserons: A^a = — 6 a 

ou 6 a designe les perturbations d'ordre p de a et nous noterons 0 
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TABLEAU 1. R e s u l t a t s du p r e m i e r e t du deuxieme o r d r e d ' U r a n u s 

( q , ' ^ 2 , q 3 , q 4 ^ 

A 1 * . 

AZXT 

AZX„ 

Axe. 

A2e 

A z e„ 

0 0 1 - 2 
1 0 - 1 0 

0 0 1 - 2 
2 - 6 + 3 0 
1 0 - 2 + 2 

0 0 1 -2 
0 1 - 3 0 
0 1 - 2 0 

1 0 0 0 
0 0 1 - 2 

1 0 - 1 + 2 
1 0 + 1 - 2 

1 0 0 0 
0 0 1 - 2 

233 ,48 
- 0 , 0 6 

- 1 9 , 1 2 
7 ,31 

- 0 , 4 0 

- 4 3 , 5 3 
- 1 1 , 7 8 

1,60 

•561,20 
4 1 7 , 9 8 

12 ,13 
- 1 2 , 4 6 

- 1 , 0 5 
0 ,81 

- 2 9 5 4 , 9 9 
704 ,72 

- 1 3 3 , 0 0 
3 1 , 8 0 
- 5 , 1 0 

10,35 
- 8 , 8 7 

2 , 7 8 

76 ,02 
5 6 , 1 5 

- 3 , 3 2 
0 ,02 

- 7 , 9 9 
- 5 , 9 6 

TABLEAU 2. Resultats du troisieme ordre d'Uranus 

(qi»q2'
q3,q4^ i 'i 

A 3 X p 

A 3 X T 

A 3 X T 2 

A 3 e p 

A 3 e T 

A 3 e 
T2 

0 
0 
1 

2 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
1 

0 
2 
1 

0 
0 
1 

0 
0 
0 

- 6 
0 
1 

1 
0 
1 

0 
0 

1 
- 6 

0 

1 
0 
0 

1 
2 

-2 

+3 
1 

-2 

- 3 
1 

- 2 

2 
0 

- 3 
+3 

0 

- 3 
1 
0 

- 2 
- 4 
+2 

0 
- 2 

0 

0 
- 2 

0 

- 4 
0 

0 
0 
0 

0 
- 2 

0 

4,98 
2,49 
0,03 

5,57 
-5,14 
0,44 

-0,06 
0,59 
0,14 

-0,91 
0,80 

-1,09 
0,68 
-0,06 

0,17 
-0,05 
0,06 

6,99 
3,33 
-0,25 

-4,17 
2,27 
0,57 

1,01 
0,03 
-0,11 

-0,16 
-0,11 

0,56 
0,35 
-0,68 

0,31 
0,05 
0,04 
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{1} la contribution provenant de 3F/3x..A2x., {2} la contribution venant 

de 32F/3x. 3x.. A1x. A-'x. . On constate, numeriquement, que {1} provient 
1 J 1 J 3V1 

es sent iel lenient du produit: {1} - ~— (1,0 ,-1,0) (A2a(1,0,0,-2) + A2a 

(1,0,-2,2)), la quantite entre crochets provenant,elle meme, essentiel-
lement de 1'integration: 

J|*- (l,0,-l,0).A1A3(0,0,l,-2)dt 
3 92F1 

{2} provient principalement du produit {2} = - — — — (1,0,-1,0).Aia_(1, 
3a_ o A~ J 

0,-1,0)A1A.(0,0,1 ,-2) . L'argument A-2A. variant lentement avec le temps 
3F1 ^SF1 

on peut admettre que: {1} = ̂ — ( 1 ,0 ,-1 ,0) . A1 A. (0 ,0,1 ,-2) . ~ ( 1 ,0,-1,0)dt 
da0 j dA„ 

3F1 3 

De (20) on deduit: [^—(1,0,-1,0) = - ~ A:a„( 1,0,-1,0). Posons: 

A = - — (1,0,-1,0), B = A*a (1,0,-1,0), nous pouvons ecrire: 
oa_ J 

{1} - A1A3(0,0,l,-2).A||-, {2} - A
1A3(0,0,l,-2).B|y-

3R a A 
On verifie aisement que A — — et B—•— ont des termes constants opposes 

3A_ 3A_ 

et, par suite, {1} - -{2}. 
Pour la variable A, a cause de la double integration, ce phenomene 

donne des resultats remarquables, le terme d'ordre trois en (A--2A.) 

qui est de l'ordre d'une dizaine de " s'obtenant par difference de deux 
termes de l'ordre de 1200". Ce phenomene explique les difficultes de 
convergence pour l'argument A -2A, rencontrees dans la methode iterati­
ve; en effet on voit d'apres (8) que les termes en 32F/3x.3x. A'-X.A^-X. 

apparaissent des la deuxieme iteration , sans evidemment, les termes 
en 3F/3x. A2x.. Cette propriete se reproduit pour d'autres arguments a 
longue periode et pour toutes les variables en utilisant, eventuellement, 
d'autres derivees (en particulier les derivees de F1 par rapport a e et 
oi). Notons que la verification numerique de ce phenomene donne une bonne 
presomption d'exactitude du calcul de nos derivees. 

5. CONCLUSION 

Les resultats obtenus nous permettent d'esperer obtenir avec une 
bonne precision, tant sur les arguments a courte periode que sur les 
petits diviseurs, les perturbations du troisieme ordre d'Uranus. Les de­
rivees secondes des equations de Lagrange ont ete calculees pour tous 
les couples correspondant aux quatre grosses planetes et il sera facile 
de calculer ensuite les troisiemes ordres des autres grosses planetes. 
A ce stade les perturbations a courte periode seront connues avec une 
precision de quelques centiemes de ". En revanche, sur les termes a 
longue periode, il manquera des termes d'ordre quatre qui peuvent attein-

https://doi.org/10.1017/S0252921100062126 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0252921100062126


THEORIE AU TROISIEME ORDRE 75 

dre quelques " sur la variable \ . Un quatrieme ordre, par cette methode, 
est tout a fait envisageable mais risque d'etre assez lourd. On peut 
penser que la methode iterative, dont la mise en oeuvre n'est pas plus 
compliquee d'iteration en iteration, donnera plus rapidement ces termes 
a longue periode avec la meme precision que les autres. 
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'Construction of a Planetary Theory to the Third Order of the Disturbing 
Masses' by J.L. Simon 

ABSTRACT. We recall briefly the sense which is given to a planetary the­
ory of the Le Verrier type (i.e., with secular variations in the metri­
cal elements. The solutions are developed with elliptical coordinates. 
We discuss the results obtained, order by order till the third order of 
the masses. 

REFERENCES 

Bretagnon, P. 1977, same issue 
Brumberg, V. 1967, Bull. Inst. Theor. Astron. Til, 125 
Chapront, J. 1970, Astronom. & Astrophys. 7,175 
Chapront, J., Chapront, M., Simon, J.L. 1974, Astron. & Astrophys. 31,151 
Chapront, J., Bretagnon, P., Mehl, M. 1975, Celes. Mech. Vol 11, 379 
Gaillot, A. 1910, Ann. Obs. Paris, Vol 28 
Iszak, I.G. 1964, Smithsonian Astrophys. Observ. Special report 140 
Le Verrier, U.J.J. 1855, Ann. Obs. Paris, Vol 1 
Schubart, J., Stumpff, P. 1966, Veroffentlichungen des Astronomischen 

Rechen-instituts. Heidelberg. Nr 18 
Simon, J.L., Bretagnon, P. 1975, Astron. & Astrophys. 42,259 
Simon, J.L., Bretagnon, P. 1975, Astron. & Astrophys. Suppl. 22,107 
Simon, J.L., Chapront, J. 1974, Astron. & Astrophys. 32,51 

https://doi.org/10.1017/S0252921100062126 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0252921100062126



