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QUELQUES REMARQUES SUR DES QUESTIONS
D'APPROXIMATION DIOPHANTIENNE

PATRICE PHILIPPON

a Andreij Schinzel

Hoping for a hand-shake between methods from diophantine approximation theory

we ouun

imply Roth's type lemmas (including the product theorem). We also formulate some
strong conjectures on lower bounds for linear forms in logarithms of rational numbers
with rational coefficients, inspired by the subspace theorem and which would imply,
for example, the abc conjecture.

Nous montrons dans cette note quelques faits qui semblent indiquer une possible con-
ciliation entre les methodes developpees dans le cadre du theoreme du sous-espace (Roth-
Schmidt, see [9]) d'une part et dans le cadre des minorations de formes lineaires de loga-
rithmes (methode de Baker) d'autre pa r t . . . pour le plus grand bien de l'approximation
diophantienne.

Dans un premier temps (Sections 1 et 2) nous montrons comment le lemme de Roth
et ses recentes generalisations (dont le theoreme du produit, voir [2, 4]) se deduisent
naturellement du lemme de zeros dans les groupes algebriques de [7], applique aux puis-
sances du groupe additif GQ. Ceci eclaire le parallele mis en evidence dans [6] et permet
d'obtenir de petits raffinements quantitatifs des theoremes de [2]. Rappelons que le lemme
de zeros de [7) est un outil ordinaire des minorations de formes lineaires de logarithmes.

Ensuite, nous formulons (Section 3) des conjectures sur les minorations de formes
lineaires de logarithmes de nombres rationnels a coefficients rationnels, s'inspirant des
conjectures les plus optimistes dans ce domaine et de la formulation du th6oreme du
sous-espace de Schlickewei [8]. Nous montrons comment notre conjecture la plus forte
entraine simplement la conjecture abc.
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324 • P. Philippon [2]

1. LEMME DE R O T H

Soient g € N*, S_ = (5\,..., 6g) 6 N 9 , nous notons

Ag = Q[X0,i, X\ti,.. .,XOig,Xiig}

et, pour e 6 R> 0, W(6, e) — {a e N9; (at/Ji) H h (ag/5g) < e). Nous considerons Q9

comme les points definis sur Q du groupe additif G9 plonge dans Pf et nous identifions
de la fagon naturelle l'espace tangent en un point de G9(C) a C9. Soit x e G9(Q),
suivant la terminologie de [7] nous dirons que E(5,e) := W(6_, e) x {x} est un ensemble
pondere, Findice i^(P, x) d'une forme multihomogene P € A en x, utilise dans [2] et [4],
est alors 1'infimum des e € R>o tels que P s'annule sur l'ensemble pondere S(5, e) (au
sens de [7]). Nous notons d'une meme lettre h la hauteur logarithmique, absolue d'un
element de Q et la hauteur (logarithmique, absolue) d'un polynome a coefficients dans
Q definie a l'aide de la mesure de Mahler pour les places infinies.

THgORfiME 1 . Soient e € R>0, g € N*, x - (xu...,xg) E Gg(Q), 5 =
(8i,. • • ,6g) £ N 9 et P £ Ag une forme non nulle de multidegrS <5. On suppose

(1) Si/Si+i > g/e > 1, i = l,...,g-l, et

(2) h(P) + St + • • • + Sg )

alors la forme P ne s'annule pas sur l'ensemble pondere E(5, ge) (c'est-a-dire,ii(P,x) ^

gs).

DEMONSTRATION. On raisonne par l'absurde, posons W = W(5,e), le Theoreme 2 de |7]
(et la remarque subsequente sur les hauteurs [Comme me l'a fait remarque G. Remond,
cette remarque n'indique pas correctement les modifications a apporter a la preuve du
lemme 5 de [7] pour inclure l'estimation des hauteurs. II convient en fait d'en donner
une preuve differente basee sur la construction d'une suite reguliere maximale dans IAP,
plutot que d'une suite superficielle.]) applique avec E = {x}, Eo = {(0,0)} et Si = • • • =
Es = W x {0} entraine que, si P s'annule sur E(J, ge) alors il existe une sous-variete
algebrique propre V de Pf de dimension d, contenant x et satisfaisant

mw(V).d\

mw{V).(d+l)\ Yl

\e\=d

{}
\e\=d+i

ou dg{V), he(V) designent les degres et hauteurs multi-projectives de V et mw{V) =
e9~d max((5i' ...5e

g
9), le maximum etant pris sur les £ € {0,1}9, \£\ - g - d tels que

le sous-espace de C9 engendr6 par les facteurs correspondants aux ia ^ 0 se projette
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[3] Quelques remarques sur des questions diophantiennes 325

surjectivement sur C 9 modulo TyV, l'espace tangent a V en un point general y e V.

Nous allons en tirer une contradiction avec les conditions (1) et (2) en distinguant deux

cas. On remarque que si di(V) ^ 0 alors le sous-espace de C 9 engendre par les facteurs

d'indice i tel que la = 1 - ia, se projette surjectivement sur C 9 modulo TyV. On peut

egalement supposer qu'aucun P i n'est facteur de V car si V = P i x V\ ( P i etant le

a-ieme facteur de Pf ) et i E {0 ,1} 9 , ia — 0, on a di(Vi) = di>(V) ou i'p = ip pour /? ^ a

et i'a = 1, puis une egalite analogue pour les hauteurs et enfin mw{V\) = mw(V). On

designe par 7rQ la projection sur le a-ieme facteur de Pf.

PREMIER CAS. II existe 1 ^ a ^ g tel que dim7rQ(V) = 0. Dans ce cas on peut considerer

des multi-indices i, i', \i\ — d,i'0 = ip pour /? ^ a, i'a = 1, ia = 0, tels que di(V) ^ 0, on

a hi'(V) = h{irQ(V)).di{V). Le sous-espace de fJy engenare par les tacteurs d indice i se

projette surjectivement sur C 9 modulo TyV et on a mw{V) ^ e9~d.(i5i. . . <59)/(<51
1
1... S'g

9).

On ecrit

mw(V).(d+l)\ J2 ht(V)6{>...6t
g°>(d+l)\e!>-dh(xo)6a5l...6gi

(€{0,1}<I
\l\=d+l

car hi>(V) ̂  h(xa). Comparant a la majoration ci-dessus il vient

9-d g-d

g + l

en contradiction avec (2), car e «J g.

h(P) + S1

SECOND CAS. Pour tout 1 ^ a ^ g on a ita(V) = P\. Dans ce cas on a en particulier

d ^ 1 et il existe des multi-indices i,i', \i\ = \i'\ = d, ia = i'a pour 1 < a < g,

iy = i'g = l, ig = i\ = 0, tels que d{{V) ^ 0 et di>{V) f 0. Le sous-espace de C«

engendre par les facteurs d'indice f se projette surjectivement sur C9 modulo TyV, on a

mw(V) ^ e9~d.{5\... Sg)/(S\'... 8g) et on peut done ecrire

9
mw(V).d\ J2 d<(V)6il •••5l9^ d\mw{V)5\l ...%> d\e9~% ...5g

5f.
» 9

\t\=d

Comparant a la majoration ci-dessus il vient

9 5i o! J /Q\s-d
• • J _a— a ^ I V \

en contradiction avec (1), car Yl(5i/6i+1) > (g/e)g ^ {9/£Y •
i=l

On obtient ainsi une contradiction en tout cas, ce qui etablit l'enonce du theoreme. Q
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326 P. Philippon [4]

L'argument de la demonstration ci-dessus est d'injecter la condition (1) dans la
conclusion du lemme de zeros de [7] afin de la preciser. Nous d6veloppons cette idee au
paragraphe suivant pour retrouver et raffiner diverses generalisations du lemme de Roth.
Notons en passant que c'est la finesse des enonces de [7] qui permet de faire le lien avec
le lemme de Roth et ses generalisations (lorsqu'on les applique a G9), les lemmes de
zeros sur les groupes algebriques commutatifs anterieurs ne donneraient que des versions
faibles de ces resultats.

2. GENERALISATIONS DU LEMME DE R O T H

Nous donnons une generalisation du lemme de Roth en considerant Q" comme les
points definis sur Q du groupe additif G" plonge dans P := P n i x • • • x P n j ou n =
rii + • • • + rig. Soit K un corps de nombres, nous posons maintenant

A = ^4(P) = K[Xo,l, • • • , -^ni,l> • • • i Xo,g, • • • , Xng,g]

et, pour 8 = (Su ..., Sg) € N 9 , e > 0,

W(S,e) = {(Q l ) ... ,ag) e N"' x • • • x N"' ; ^ + • • • + ^

ou pour a £ Ns on a note |a| la somme des coordonnees de a. Soit E une sous-variete
algebrique de P, on considere l'ensemble pondere E(5, e) := W(8_, e) x E et l'indice
it(P, E) d'une forme multihomogene P € A est l'infimum des e € R>o tels que P s'annule
sur l'ensemble pondere £(£, e) (au sens de [7]), on a U(P,E) = inixeE i^(P,x). On peut
alors enoncer:

T H £ O R £ M E 2 . Soient e S R>0, g € N*, ni,...,ng € N*, E une sous-vari6t6
algebrique de P , 6_ — (8\,..., Sg) € N 9 et P € A une forme de multidegre' 5_. On pose
n = rii + • • • +ng, on suppose 0 < e ^ 1 et

(3) 8i/8i+l>{g/e)\ i = 1, . . . , < / - 1 ,

alors, si P s'annule sur l'ensemble pond6r6 T,(8,ne) (c'est-a-dire,i^(P,x) > ne en tout
point x € E) il existe une sous-vari6t6 V de P d6finie sur K, contenant E, dont toutes
les composantes irre'ductibles sur K sont des sous-vari6t6s produits de P, on a V =

(J a(V) ouV = Vlx---xVgeten posant D := d{V)/d{V) :

( 77 \
77 \ n—dim V

)

De plus, i^{P, x) > £ en tout point x eV.

https://doi.org/10.1017/S0004972700032937 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0004972700032937


[5] Quelques remarques sur des questions diophantiennes 327

DEMONSTRATION. Posons W = W(6,e), le Th6oreme 2 de [7] (et la remarque sub-
sequente sur les hauteurs ) applique avec E, Eo = {(0,0)} et Ei = • • • = E9 = W x {0}
entraine que, P s'annulant sur £((5, ne), il existe une sous-vari6te alg6brique propre V de
P definie sur K, de dimension d, contenant E et satisfaisant

ou Hg(V;S) et Ha(V;S) d^signent les formes degr6 et hauteur multi-pro jectives de V en

o ^pai e x w u p i e sig^v , o ; — ^uim K ) • • Z_< " o \ ' y v " l / " i - y • • • V"9 / " 9 ! y " -

|a|=dimV

Soit V une composante irrfeductible sur K de V, 7Tj la projection de P sur le facteur
P n i , X{ un point suffisamment general de TTJ(V') et

PVi = V n ( { i j x • • • x { x ^ J x P n . x {xi+i} x • • • x {xg}),

si K n'est pas produit de ses projections sur les diflferents P n i il existe 1 ^ i < g tel
que dim 7Tj(K) > dim Wt. On choisit i minimal avec cette propriety et, pour j = 1 , . . . , i
on pose a.j = dim7Tj(V) et 0j = rij — dim Wj, on a a< + /?j > nj. On complete en
des indices a et /? dans N 9 de sorte qu'il soient minimaux pour l'ordre lexicographique
satisfaisant da{V) ^ 0 et mw(V) ^ i f 1 . . . Jjse^L Ceci est clairement possible grace & la
propriete de minimalite de i. Comme \a\ = dim V, |/3| = n - dim V et <Sf1+/3'... <5gs+"9 ^
(Si/S^.S"* • • Sg9 pour un certain indice j > i, on en d6duit

^n-dim V ^n, ^ ^ mw(V).H9(y ; 6) ( " ) . ^ . . . (5^
\m...ngj

d'ou 6i/6i+i < (5/e)" en contradiction avec (3) . Ainsi V = Vi x • • • x Vg est bien un
produit de varifetes et les majorations des degrt et hauteur resultent de celles ci-dessus
car alors

mW{V) .<5

_±, HVi)
' ' d i m vi ~\~ 1
t=i *

e t on p e u t suppose r dimV{ + 1 ^ n, p o u r i = l,...,g. D

COROLLA I RE 3 . Dans les notations et hypotheses du ThGore'me 2 on a:
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328 P. Philippon [6]

(i) si E est une composante iir6ductible sur K de {x; i^(P,x) > e} alors

E — V est une vari€t€ produit dans P ;

(ii) le stabilisateur de V dans GJ (c'est-a-dire, {x € G^(K); x + V = V}) est
un produit de sous-espaces Iin6aires L = L\ x • • • x Lg et is{P, x) > e en

tout point x € E + L;

(iii) si E = Ei x • • • x Eg ou E{ est un hyperplan de Pnu alors il existe 1 ^ i ^ g

tel que fc»/»(£i) ^ (n + l)«.(h(P) + £ £ logfa + 1)).
v i=l '

DEMONSTRATION. La premiere assertion est claire et la seconde suit de E+L C V. Pour
la troisieme on remarque qu'un des V{ au moins est de codimension 1 et done V{ = E{.
La conclusion suit de la derniere majoration du theoreme, car n - dim V < g. D

L'enonce (i) du corollaire correspond k la situation du theoreme du produit de Falt-
ings [3], et les estimations du Theoreme 2 ameliorent un peu les versions effectives de ce
resultat, etablies dans [2] et [4] .

Lorsque rii = • • • = ng = 1, la conclusion (iii) du Corollaire (3) est la negation de
(2) du Theoreme 1 , mais on ne retrouve pas ce theoreme comme corollaire du Theoreme
2 car la condition (3) est plus forte que (1). Une generalisation du theoreme de Roth
s'enonce comme suit.

4 . Soient e € R>0, g € N*, nx,. ..,ng e N*, E = Exx • • • x Eg un
produit d'hyperplans dans P , 6_ = (5\,... ,8g) 6 N9 et P e A une forme de multidegr6 5.
On pose n = rii + • • • + ng et on suppose

(4) 6i/6i+1 > n/e ^ 1, i = l,...,g-l et
9

(5) h(P)

alors la forme P ne s'annule pas sur l'ensemble ponde're' E(<5, ne) (c'est-a-dire, ii(P, x) ^
ne pour au moins un x G E).

DEMONSTRATION. Comme dans la demonstration du Theoreme 1 on raisonne par
l'absurde, on peut supposer qu'aucun P n j n'est facteur de V et on distingue deux cas.
On reprend les notations du debut de la demonstration du Theoreme 2 en supposant que
P s'annule sur E(£, ne), en particulier dimV ^ n - g car V D E.

P R E M I E R CAS. II existe 1 ^ a ^ g tel que din\ira(V) — na - 1, on a Ka(V) = Ea.
Dans ce cas on peut considerer des multi-indices i, i', \i\ = dimf, i'p — ip pour /? ^ a,
ia = na - 1 et i'a = na, tels que di(V) / 0. Le sous-espace engendre par les facteurs de
C9 d'indice i tel que ip = np — ip, se projette surjectivement sur C9 modulo TyV et on a
mw{V) > en-dimV.(5?1... Sg

s)/(6\l... 6g
s). On ecrit

mw{V).Ha{V;6) > v"", ' ^ . g
tl....ig.

en~dimV
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[7] Quelques remarques sur des questions diophantiennes 329

car hi'(V) = h(EQ).di{V) ^ h{Ea). Comparant a la majoration du debut de la preuve
du Theoreme 2 il vient

n—dim V

h(Ea)6a ^ h(P) •

en contradiction avec (5), car e $J n et n — dim V ^ g.

SECOND CAS. Pour tout 1 ^ a ^ g on a,Ka(V) = Pn o- Dans ce cas on a dim V ^ n—g+l
et il existe des multi-indices i,i', \i\ = \i'\ = dimV, ia = i'a pour 1 < a < g, ix — n\,
i'i = Tii - \, ig = ng — \ et i'g = «9, tels que d{(V) ^ 0 et d,/(V) ^ 0. Le sous-espace
engendre par les facteurs de C9 d'indice t se projette surjectivement sur C s modulo TyV.
On peut done ecrire

m w ( V ) . H g ( V - 6 ) > ^ ? ^
%1. . . .lg. Og

Comparant a la majoration du debut de la preuve du Theoreme 2 il vient

9-1

en contradiction avec (4), car IK^A+i) > ("A)9"1 > (n/e)"~dimV-
i=i

On obtient ainsi une contradiction en tout cas, ce qui etablit l'enonce du theoreme. D

3. CONJECTURES.

En regard des ameliorations possibles, le theoreme du sous-espace enumeratif semble
beaucoup plus proche de l'optimal que les minorations de formes lineaires de logarithmes.
Nous voulons maintenant discuter une conjecture sur ces dernieres et ses consequences
pour la conjecture abc, ainsi qu'une possible generalisation aux groupes algebriques com-
mutatifs qui entrainerait ces conjectures.

(a) FORMES LINEAIRES DE LOGARITHMES.

Soient a i , . . . , an € N*, bx,..., bn € Z et S un ensemble fini de places de Q. On
suppose a'1 . . . a£n ^ ±1 , on pose log Nv = logp si v est la place p-adique, log iVi; = 1 si
v = oo, et

CONJECTURE. Avec les notations ci-dessus on a
n

E < Ce"1.^logiVw. m^log(|6j| + l).]J{1 + logOj)
s i$i^n i 1

ves
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ou C, c sont des constantes absolues.

Cette conjecture revient a regrouper pour plusieurs places les minorations actuelle-
ment connues pour chaque place individuellement et le seul point encore non demontre
est la forme du facteur E \ogNv (une compilation naive des resultats actuellement

disponibles donne E Nv a la place de ce facteur. En procedant de meme avec les con-

jectures les plus optimistes formulees par S. Lang, M. Waldschmidt et aliter (voir (5],
p. 212) pour la place archimedienne on aboutit a :
CONJECTURE OPTIMISTE. Avec les notations ci-dessus on a

(^logJVt;
s

+ l + 1) + + C

ou C, c sont des constantes absolues.

En fait, la conjecture de Lang-Waldschmidt suggere que pour tout e > 0 la conjecture
precedente soit valide avec c = 1 + e et C remplace par n.C(e). On s'attend qu'une telle
conjecture ait des consequence fortes, nous allons montrer un exemple plausible a la
section suivante.

(b) APPLICATION A LA CONJECTURE abc.

PROPOSITION . La conjecture optimiste du paragraphe precedent entraine la con-
jecture abc sous la forme suivante: il existe un r£el n > 0 tel que pour tous x,y,z € N*
satisfaisant (x, y, z) = 1 et x + y = z on ait z ^ f ]J P) > ou ^e produit porte sur tous

les premiers p divisant xyz.

DEMONSTRATION. Soient x, y,z e N* satisfaisant (x, y, z) = 1 et x + y — z, posons

R - Yl p. On prend {au...,an} - {p \ xy}, x/y = a j 1 . . . ab
n
n et S - {p \ z}. On a

p\xyz

log 2 = E
p€S

p€S

log Nv log at = log R.

Posons It ={i\ e1 ^ |&i| + l < et+1} etnotons |/(| le cardinal de/t, ona E 1̂ 1 = n

et

2 log z 4- log R ^ \og{xy) + n \
t = l

|/t|.e* ^ ^ \It\(t -
t><5

pour tout 6 6 N, d'ou

i = l

n(S + 1) + Y^ \h\(t -6)
t>6

2)\ogR+2e-6-1.\ogz
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Utilisant la conjecture optimiste on obtient logz ^ c((<5 + 3) logi? + 2e~5~l logz) + C et

en choisissant convenablement 6 (c'est-a-dire 5 = [log(4c)]) il suit

logz ^ 2c(3 + log(4c)) logfl + 2C,

c'est-a-dire z ^ e2 C. ( n PY* O U C I : = 2 c (3 + log(4c)). D

Reciproquement notons E m a x = - J2 min(0; log |a5' • • • a£" T 1 ]„), c'est effectivement

le maximum des sommes E considerees au paragraphe precedent lorsque 5 varie (en

omettant eventuellement la place archimedienne). Appliquons la conjecture abc au triplet

{x,y,z)avecx = x'/(x',y'), y = y'/{x',y'), z = xTyoux':= U a? et y' = II a;bi,

on obt ient :

E m a x = m a x ( l o g 2 / ; l o g | z | ) ^ K. J ^ l o g p ^ K.I
p\xyz V£Sm« t=l

ou Smax := {p; |oj' . . . a*n =F l | < l } . Une propriety remarquable de cette majoration est
qu'elle ne depend pas des 6*, tandis que lorsque 5 est reduit a un element par exemple
il est clair que la contribution des 6* peut etre preponderate dans nos conjectures du
paragraphe precedent. La demonstration de la proposition ci-dessus confirme que dans

n

le cas tres particulier de la somme Emax le terme £] log(|6i | + l) est bel et bien absorbe
i=l

par les autres.
Recemment, Baker [1] a formule une version raffinee de la conjecture abc. Reprenant

les notations de la preuve de la proposition et posant u> := ^2 1, sa conjecture s'enconce:
p\xy

il existe des reels /ti,/C2 > 0 tels que pour tout e > 0 on ait z ^ K\.R1+e.£~K3M, ou, en
optimisant sur e:

II introduit egalement la quantite:

i/y)|) x JJmin(l;p|log(a;/i/)|p)

qui se compare comme suit a notre E

p\z p\z

Enfin, il montre que sa version raffinee de la conjecture abc est equivalente a la minoration

^ ^ *3- II p~1(cK2"'-;r~£)1^1+£) P o u r t o u t £ > 0> mais il manque d'ajouter que le facteur
p\xy

x~e est alors minore par K[e.R~e~£*.eeK2iJ et que la minoration de E ainsi obtenue ne
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depend en fait pas des &*. En tout etat de cause, ces minorations de formes lineaires
de logarithmes deduites de la conjecture abc ne s'appliquent qu'aux quantites Emax et
ne fournissent pas d'information signicative sur le cas general de nos conjectures du
paragraphe precedent, par exemple.
(c) GENERALISATION AUX GROUPES ALGEBRIQUES COMMUTATIFS.

Formulons une conjecture bivariee g6neralisant le theoreme du sous-espace d'une
part et les minorations de formes lineaires de logarithmes d'autre part, a un groupe
algebrique commutatif quelconque. Le theoreme du sous-espace correspondra alors au
cas des puissances du groupe additif et on explicitera le cas des puissances du groupe
multiplicatif.

Soient G un groupe algebrique commutatif de dimension g, defini et plonge dans un
espace projectif P n sur Q. On note h la hauteur projective (logarithmique, absolue) des
sous-varietes de P n definies sur Q, h la hauteur normalisee des sous-varietes de G et H :=
exp h. Rappelons qu'on appelle sous-variete de torsion de G une sous-variete algebrique
qui est translated d'un sous-groupe algebrique par un point de torsion. Si K est un corps
de nombres, on designe par Kv le complete de K en la place v de K, Nv la norme de la
place v (avec la convention \ogNv = 1 si v est une place archimedienne) et Dist,,(:r, •) une
distance appropriee d'un point de £ € Pn(^"«) a un translate de sous-groupe algebrique
de G. Pour les puissances des groupes additif et multiplicatif on explicitera ci-apres
cette distance, pour une variete abelienne on pourra prendre la plus petite distance d'un
logarithme de x a l'espace tangent du translate de sous-groupe considere. Dans le cas d'un
produit de tels groupes on formulera une version multiprojective de notre conjecture, mais
dans le cas d'une extension non degeneree d'une variete abelienne par un group lineaire
les fonctions h et Dist,,(:r, •) restent a definir precisement.

CONJECTURE. Soient G un groupe alg6brique commutatif de dimension g, defini

et plong6 dans un espace projectif P n sur un corps de nombres KQ, et e > 0, aiors il

existe un r£el c(e) ^ 1 tel que I'6nonc6 suivant soit veri&e.

Soient K une extension finie de Ko et S un ensemble fini de places de K (contenant

les places archimGdiennes), on se donne des translates de sous-groupes algGbriques (re-
t

spectivement sous-variet6s de torsion) 7 \ , . . . ,Tt C G d£6nis sur Q et tels que f) % = 0.
i=l

Alors il existe une famille finie de translates de sous-groupes alg6briques (respectivement

sous-vari6t6s de torsion) dont la reunion contient tous les x G G{K) pour lesquels

est majorG par

£ c(£).logdeg(Ti) + C-^-.
9i=\
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Cette conjecture, qui peut done etre vue comme un < collage >, met en regard
les enonces de type theoreme du sous-espace (cas des translates de sous-groupes) et les
enonces de type minoration de formes lineaires de logarithmes (cas des sous-varietes de
torsion). Notons que la majoration demandee dans cette conjecture est plus contraignante
que celle qui apparait dans la conjecture principale de Vojta [10, Chapter 3.4], (e'est-a-
dire, on retient moins de points exceptionnels que dans cette reference), en revanche on
est plus exigeant sur la nature de l'ensemble algebrique contenant les points exceptionnels
et sur la formulation des « constantes >. Notons egalement que dans le cas des translates
de sous-groupes cette formulation des « constantes > est superflue et ne prendrait de
sens qu'en precisant davantage l'ensemble algebrique contenant les points exceptionnels
(par exemple, en donnant une borne pour son degre). Nous ne nous risquons pas dans
cette direction, mais nous avons garde la meme majoration pour les deux cas afin d'en
accentuer le parallelisme.

Lorsque G est une variete abelienne le cas des translates de sous-varietes abeliennes
se deduit essentiellement du theoreme 2 de [3]. Explicitons cette conjecture dans les cas
des puissances des groupes additif et multiplicatif respectivement.

LE CAS G = G": On a G^K) = Kn C Pn{K), prenons les translates de sous-
groupes T{ de codimension 1, ce sont des hyperplans definis par des formes lineaires
Li £ Q\X0, • • •, Xn] telles que Li , . . -,Lt soient sans point commun non trivial (si £ = n+1
ceci est equivalent a demander que L\,... ,Ln +i sont lineairement independantes). On
a T)\stv(x,Ti) = |Li(x)|u/(||Li||^.||a;||u) par definition, et la conjecture entraine que si

satisfait

\Lj(X)\v

J
j n

alors x appartient a un nombre fini de sous-vari6tes lineaires propres de G". Lorsque
t = n + 1 on retrouve le theoreme du sous-espace. On remarque encore que lorsque
G = G" les hypotheses de la conjecture ne peuvent etre satisfaites pour le cas de torsion
et, comme nous avons deja indique que la contribution des termes autres que H(x)
importe peu dans le cas des translates de sous-groupes, il suit que lorsque G — G" notre
conjecture est essentiellement equivalente au theoreme du sous-espace.

LE CAS G = G£ . On a G^(K) = (K*)n qu'on considere plonge dans Pi{K)n, prenons
les translates de sous-groupes Tj de codimension 1, ils sont definis par des equations de

n ,

la forme f] X/'3 ~ Q« — 0 o u Kj € Z et Oj € Q. Les |&ij| sont les multidegres de T* dans

Pi(K)n, sa hauteur normalis6e est egale a h(at) et, pour x € GJ^ff), on prend
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Considerons le cas K = Q, T* defini par X{ — 1 pour i = 1 , . . . , n et Tn+X defini par

f| X*J — a, a € Q \ {1} (respectivement a racine de l'unite distincte de 1), alors la con-

jecture entraine qu'il existe un nombre fini de translates de sous-groupes (respectivement

de sous-varietes de torsion) de G^, tels que si o i , . . . , an 6 N* et (o i , . . . , an) n'appartient

a aucun de ces translates, on a :

1

H(a). n«£|6i|^)
j=\

En particulier, si a = - 1 on a H(a) = 1 et la minoration ci-dessus est valable pour tous
a i , . . . ,an € N* multiplicativement independants, ce qui correspond a notre conjecture
optimiste du (a).
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