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QUELQUES REMARQUES SUR DES QUESTIONS
D’APPROXIMATION DIOPHANTIENNE

PATRICE PHILIPPON

4 Andreij Schinzel

Hoping for a hand-shake between methods from diophantine approximation theory
aud lrausteudaine Liculy, wo show LUw 4S1Us Cabiiuabes Lo biausicudouie blicury
imply Roth’s type lemmas (including the product theorem). We also formulate some
strong conjectures on lower bounds for linear forms in logarithms of rational numbers
with rational coefficients, inspired by the subspace theorem and which would imply,
for example, the abc conjecture.

Nous montrons dans cette note quelques faits qui semblent indiquer une possible con-
ciliation entre les méthodes développées dans le cadre du théoréme du sous-espace (Roth-
Schmidt, see [9]) d’une part et dans le cadre des minorations de formes linéaires de loga-
rithmes (méthode de Baker) d’autre part ... pour le plus grand bien de ’approximation
diophantienne.

Dans un premier temps (Sections 1 et 2) nous montrons comment le lemme de Roth
et ses récentes généralisations (dont le théoréme du produit, voir [2, 4]) se déduisent
naturellement du lemme de zéros dans les groupes algébriques de [7], appliqué aux puis-
sances du groupe additif G,. Ceci éclaire le paralléle mis en évidence dans [6] et permet
d’obtenir de petits raffinements quantitatifs des théorémes de [2]. Rappelons que le lemme
de zéros de [7] est un outil ordinaire des minorations de formes linéaires de logarithmes.

Ensuite, nous formulons (Section 3) des conjectures sur les minorations de formes
linéaires de logarithmes de nombres rationnels & coefficients rationnels, s’inspirant des
conjectures les plus optimistes dans ce domaine et de la formulation du théoréme du
sous-espace de Schlickewei [8]. Nous montrons comment notre conjecture la plus forte
entraine simplement la conjecture abc.
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1. LEMME DE ROTH

Soient g € N*, § = (61, ...,8,) € N9, nous notons
Ag = Q—[XO,I» Xl,la . '1X0,g; Xl,g]

et, pour € € Ry, W(3,¢) = {a € N% (a;/61) +- - -+ (a/8,) < €}. Nous considérons Q’
comme les points définis sur Q du groupe additif G¢ plongé dans P{ et nous identifions
de la facon naturelle I’espace tangent en un point de GJ(C) a4 C9. Soit z € GI(Q),
suivant la terminologie de [7] nous dirons que £(d,¢) := W(d,¢) % {z} est un ensemble
pondéré, I'indice 44(P, z) d’une forme multihomogeéne P € A en z, utilisé dans [2] et [4],
est alors I'infimum des € € Rq tels que P s’annule sur 'ensemble pondéré £(4,¢) (an
sens de [7]). Nous notons d'une méme lettre h la hauteur logarithmique, absolue d’un
éléement de Q et la hauteur (logarithmique, absolue) d’un polynéme & coefficients dans
Q définie a I’aide de la mesure de Mahler pour les places infinies.

THEOREME 1. Soient ¢ € Ry, ¢ € N*, z = (z1,...,%5) € GI(Q), § =
(61,...,84) € N? et P € Ay une forme non nulle de multidegré §. On suppose

(1) §i/6ir1>9/e21, i=1,...,9—1, et
(2) h(P) + & + -+ + 8, < min (di(e/g + 1)°h(z:)),
RI1%9

alors la forme P ne s’annule pas sur ’ensemble pondéré (4, ge) (c’est-a-dire, is(P, z) <
g¢).

DEMONSTRATION. On raisonne par ’absurde, posons W = W (4, €), le Théoréme 2 de [7]
(et la remarque subséquente sur les hauteurs [Comme me I'a fait remarqué G. Rémond,
cette remarque n’indique pas correctement les modifications & apporter a la preuve du
lemme 5 de [7] pour inclure I'estimation des hauteurs. Il convient en fait d’en donner
une preuve différente basée sur la construction d’une suite réguliére maximale dans [ A,,
plutot que d'une suite superficielle.]) appliqué avec E = {z}, So = {(0,0)} et T, =--- =
£, = W x {0} entraine que, si P s’annule sur (¢, g¢) alors il existe une sous-variété
algébrique propre V de PJ de dimension d, contenant z et satisfaisant

mw(V).dl Y de(V)8i...6% < g'd1...6,

£2e{0,1}9
|€]=d
mw(V)(d+ 1)1 D h(V)Si ... 8% < (g+ DIA(P) + 81+~ +85)b1 ...,
£c{0,1}9
[f}=d+1

ol d¢(V), he(V) désignent les degrés et hauteurs multi-projectives de V et mw (V) =
£9-¢max(6% ...6%), le maximum étant pris sur les £ € {0,1}9, |¢| = g — d tels que
le sous-espace de C9 engendré par les facteurs correspondants aux £, # 0 se projette
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surjectivement sur C? modulo 7,V, I’espace tangent & V en un point général y € V.
Nous allons en tirer une contradiction avec les conditions (1) et (2) en distinguant deux
cas. On remarque que si d;(V') # 0 alors le sous-espace de C9 engendré par les facteurs
d’indice 7 tel que 7, = 1 — 44, se projette surjectivement sur C? modulo T,V. On peut
¢galement supposer qu’aucun P; n'est facteur de V car si V = P, x V; (P, étant le
a-iéme facteur de PY) et i € {0,1}9, i, = 0, on a d;(V}) = dy (V) ou i = ig pour § # «
et i/, = 1, puis une égalité analogue pour les hauteurs et enfin mw (V}) = mwy (V). On
désigne par m, la projection sur le a-iéme facteur de PY.

PREMIER CAS. Il existe 1 < a € g tel que dim7,(V) = 0. Dans ce cas on peut considérer
des multi—indjces i,j’, li| = d, iy = ig pour B # q, 1, = 1, is = 0, tels que d;(V) # 0, on
a hy(V) = h{me(V)).di(V). Le sous-espace de C¥ engendre par les tacteurs d’indice ¢ se
projette surjectivement sur C¢ modulo 7,V et on a my (V) > e974.(8, ... 6,)/ (6% ... &7).
On écrit
mw(V).(d+1)! D h(V)6 ... 8% > (d+ 1)1 *h(za)8ad: . . .5,
ee{0,1}¢
|€}=d+1

car hy{V) > h(z,). Comparant a la majoration ci-dessus il vient

e \9¢ g9d
< ) " <
(g+1) Mealla S gy T gT ) ME)0a SAP) H 8+ 44

en contradiction avec (2), car € £ g.

SECOND CAS. Pour tout 1 € a € g on a 7,(V) = P;. Dans ce cas on a en particulier

d 2 1 et il existe des multi-indices ¢,7, |i| = |i| = d, i, = ¥, pour 1 < a < g,
i =1, =1, i = 1) = 0, tels que d;(V) # 0 et dy(V) # 0. Le sous-espace de C?
engendré par les facteurs d’ indice 7 se projette surjectivement sur C? modulo TV, on a
mw (V) 2 €974.(6,...6,)/(631 ... 6¢) et on peut donc écrire
. . 5
w(V).d Y d(V)er ... 05 > dimw (V) ... 8% > d!eg‘dél...ég.é—l.
ec{o,1}9 9
|€]=d

Comparant 3 la majoration ci-dessus il vient

5 a,H < (g)g_d

i=1

g-1 _ _
en contradiction avec (1), car [] (6:/6i11) > (9/€)*™" > (g/€)’ 4
i=1

On obtient ainsi une contradiction en tout cas, ce qui établit ’4noncé du théoréme. [
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L’argument de la démonstration ci-dessus est d’injecter la condition (1) dans la
conclusion du lemme de zéros de [7] afin de la préciser. Nous développons cette idée au
paragraphe suivant pour retrouver et raffiner diverses généralisations du lemme de Roth.
Notons en passant que c’est la finesse des énoncés de [7] qui permet de faire le lien avec
le lemme de Roth et ses généralisations (lorsqu’on les applique & GY), les lemmes de
zéros sur les groupes algébriques commutatifs antérieurs ne donneraient que des versions
faibles de ces résultats.

2. GENERALISATIONS DU LEMME DE ROTH

Nous donnons une généralisation du lemme de Roth en considérant Q" comme les
points définis sur Q du groupe additif G plongé dans P := P, x --- x P, oun =
ny + -- - + ng. Soit K un corps de nombres, nous posons maintenant

A=AP)=K[Xo1,...,; Xn;1,.- - Xogs- - -, Xy g

et, pour § = (dy,...,9,) € N9, £ > 0,

W(,e) = {(al,...,ag) EN™ x - x N™; -'—?[—ﬂﬁ-----%-M <e},
& 0y
ot pour @ € N* on a noté |a| la somme des coordonnées de a. Soit E une sous-variété
algébrique de P, on considére 'ensemble pondéré L(d,e) := W(d,¢) x E et Pindice
16(P, E) d’une forme multihomogeéne P € A est I'infimum des € € R, tels que P s’annule
sur ’ensemble pondéré $(4,¢) (au sens de [7]), on a i5(P, E) = infzep i5(P, z). On peut
alors énoncer:

THEOREME 2. Soient ¢ € Ry, g € N*, ny,...,ny € N*, E une sous-variété

algébrique de P, § = (61,...,d,) € N9 et P € A une forme de multidegré §. On pose
n=mn, +---+ny, onsuppose 0 <e < 1et
(3) 61'/51'-4-1 > (g/&')", t=1,...,9-1,

alors, si P s’annule sur l’ensemble pondéré ¥(4, ne) (c’est-a-dire,i5(P,z) > ne en tout
point z € E) il existe une sous-variété V de P définie sur K, contenant E, dont toutes
les composantes irréductibles sur K sont des sous-variétés produits de P, on a V =

U o(V)oa V=Vx-x V, et en posant D := d(V)/d(V) :
o€Gal(K/K)

D.d(V)...d(V,) < (g)"‘dimv ,

9 n—dimV g
D.d(V3). Zai;‘(—gz (":1) .(h(P)+Za,-10g(n,-+1)).

i=1 i=1

De plus, is(P,z) > € en tout point z € V.
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DEMONSTRATION. Posons W = W(4,¢), le Théoréme 2 de [7] (et la remarque sub-
séquente sur les hauteurs ) appliqué avec E, Ty = {(0, 0)} ety =---=%5, =W x {0}
entraine que, P s’annulant sur (4, ne), il existe une sous-variété algébrique propre V de
P définie sur K, de dimension d, contenant E et satisfaisant

n n ”
w(V).H,y(V38) < (nn) 58

mw (V).Hq(V;68) < (n+1). (nl " ng). (h(P) + Xg: 8; log(n; + 1)) ..o,

i=1

ou Hy(V;8) et Ho(V;4) désignent les formes degré et hauteur multi-projectives de V en

- ’ £ \ A a a
0 (par exewpie Hg(V, &) — (@im V)l % AoV )T oty (597 [ty
a€N9
|la|=dim V

Soit V une composante irréductible sur K de V', 7; la projection de P sur le facteur
P,,, z; un point suffisamment général de m;(V) et

Wi=V ({21} x % {Zicr} X Pry X {Zig1} X -+ % {z,}),

si V nlest pas produit de ses projections sur les différents P, il existe 1 < i < g tel
que dim 7ri(‘~/) > dim W;. On choisit ¢ minimal avec cette propriété et, pour j =1,...,1¢
on pose a; = dim7;(V) et f; = n; — dimWj;, on a a; + B; > n;. On compléte en
des indices a et 3 dans N9 de sorte qu’il soient minimaux pour l'ordre lexicographique
satisfaisant dg (V) # 0 et mu (V) > 6% ... 689€18l. Ceci est clairement possible gréce 4 la
propriété de minimalité de i. Comme |a| = dimV, |8] = n—dimV et 63 *# .. §go%% >

(6:/67).67" ... 8y° pour un certain indice j > i, on en déduit
5
biv1

n-dim T n n n] n
gnmaimV §h L bpe S mw (V). Hy(V;6) < (nl---ng) RN i

d’od §;/8:41 < (g/€)™ en contradiction avec (3) . Ainsi V =V} x -+ x V, est bien un
produit de variétés et les majorations des degré et hauteur résultent de celles ci-dessus

car alors
my (V) 2 gn-dimV gm-dim¥ '”6;,—dim vy
Hy(V;8) =D ( dim éim ‘:ﬁm v ) d(Vh)...d(V,)e8mYi . gdimVs
Hy(V:8) = Hy(V:) Z o)
et on peut supposer dimV; +1 < n;pouri=1,...,9. 0

COROLLAIRE 3. Dans les notations et hypothéses du Théoréme 2 on a:
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(i) siE est une composante irréductible sur K de {z; i;(P,z) > €} alors
E =V est une variété produit dans P;
(i) le stabilisateur de V dans G} (c’est-a-dire, {z € GHK);z+V =V}) est
un produit de sous-espaces linéaires L = Ly x --- x L, et i5(P,z) > € en
tout point z € E + L;
(iii) siE = E; x---x E, ol Ej est un hyperplan de P, alors il existe1 < i< g

tel que 8;e9h(E;) € (n+ 1)9.(h(P) + i é; log(n; + 1))
i=1

DEMONSTRATION. La premiére assertion est claire et la seconde suit de E+L C V. Pour
la troisiéme on remarque qu’un des V; au moins est de codimension 1 et donc V; = E;.
La conclusion suit de la derniére majoration du théoréme, car n — dimV < g. 1]

L’énoncé (i) du corollaire correspond 4 la situation du théoréme du produit de Falt-
ings [3], et les estimations du Théoréme 2 améliorent un peu les versions effectives de ce
résultat, établies dans [2] et [4] .

Lorsque n; = --- = ny = 1, la conclusion (iii) du Corollaire (3) est la négation de
(2) du Théoréme 1 , mais on ne retrouve pas ce théoréme comme corollaire du Théoréme
2 car la condition (3) est plus forte que (1). Une généralisation du théoréme de Roth
s’énonce comme suit.

THEOREME 4. Soiente € Ry, g€ N*, ny,...,ny € N*, E=E; x---x E, un
produit d’hyperplans dans P, § = (64,...,0;) € N? et P € A une forme de multidegré §.
On pose n =ny+ ---+ ny et on suppose

(4) 6i/0iy1 > nfe 21, i=1...,9-1 et

g
. ) in (6 IQ(E.

(5) h(P) + ZI: 8 log(ni +1) < lxgixé)g(é,(e/n +1)%h(Ey)),

alors la forme P ne s’annule pas sur I'ensemble pondéré (g, ne) (c’est-a-dire,i5(P, x) <

ne pour au moins un ¢ € E).

DEMONSTRATION. Comme dans la démonstration du Théoréme 1 on raisonne par
P’absurde, on peut supposer qu’aucun P, n'est facteur de V et on distingue deux cas.
On reprend les notations du début de la démonstration du Théoréme 2 en supposant que
P s’annule sur (4, ne), en particulier dimV 2> n —gcar V D E.

PREMIER CAS. Il existe 1 € a € g tel que dimmo(V) = no — 1, on a mo(V) = E,.
Dans ce cas on peut considérer des multi-indices i, 4, |i| = dimV, i3 = ig pour 8 # a,
ie = Ng — 1 et 7, = ng, tels que d;(V) # 0. Le sous-espace engendré par les facteurs de
C? d’indice 7 tel que 73 = ng — ig, se projette surjectivement sur C9 modulo 7,V et on a
mw (V) = en=dmV (67 §79)/(6%...87). On écrit

(dimV +1)!

mW(V)-Ha(V;é) 2 Z'l'l'g'

£ ImY B )8, ... 80,

https://doi.org/10.1017/50004972700032937 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0004972700032937

[7] Quelques remarques sur des questions diophantiennes 329

car hy (V) = h{E,).d;(V) 2 h(E,). Comparant 3 la majoration du début de la preuve
du Théoreme 2 il vient

e \n-dimV g
(55)" " AEa)ba <A(P)+ dilog(ni+1)

=1
en contradiction avec (5), care K netn—dimV < g.

SECOND CAS. Pourtout 1 S @ € gonama(V)=P,,. DanscecasonadimV 2 n—g+1
et il existe des multi-indices 4,7, |i| = |¢| = dimV, i, = i, pour 1 < @ < g, 4, = ny,
iy =m — 1,4, = ng — 1 et i, =mny, tels que d;(V) # 0 et dv(V) # 0. Le sous-espace
engendré par les facteurs de C¢ d’indice 7’ se projette surjectivement sur CY modulo T,V.
On peut donc écrire

. dim V! n—dimV ¢n, n, 61
mw(V)Hg(V,é) 2 WE (51 .. .6gg.6—g'.

Comparant & la majoration du début de la preuve du Théoréme 2 il vient

g-1
61 _ 6i n! dimV-n < (ﬁ)ﬂ—dimv
~

i=1 6,‘+1 = dlm V' 2

g9-1 .
en contradiction avec (4), car [](6:;/dis1) > (n/€)?7! > (n/e)r—dimV.
i=1

1=

On obtient ainsi une contradiction en tout cas, ce qui établit 'énoncé du théoréme. 0

3. CONJECTURES.

En regard des améliorations possibles, le théoréme du sous-espace énumératif semble
beaucoup plus proche de I'optimal que les minorations de formes linéaires de logarithmes.
Nous voulons maintenant discuter une conjecture sur ces derniéres et ses conséquences
pour la conjecture abc, ainsi qu'une possible généralisation aux groupes algébriques com-
mutatifs qui entrainerait ces conjectures.

(a) FORMES LINEAIRES DE LOGARITHMES.

Soient ay,...,a, € N* by,...,b, € Z et S un ensemble fini de places de Q. On
suppose a’{‘ ...a’ # £1, on pose log Nv = logp si v est la place p-adique, log Nv = 1si
v = 00, et

r= —Zlogla’{‘ coalr F 1,
vES

CONJECTURE. Avec les notations ci-dessus on a

n

¥ £ Ce™. Zlong. max log(|b;] + 1). H(l +loga;)

vES i=1
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ou C, ¢ sont des constantes absolues.

Cette conjecture revient & regrouper pour plusieurs places les minorations actuelle-
ment connues pour chaque place individuellement et le seul point encore non démontré

est la forme du facteur ) log Nv (une compilation naive des résultats actuellement
vES
disponibles donne 3 Nv a la place de ce facteur. En procédant de méme avec les con-
veS
jectures les plus optimistes formulées par S. Lang, M. Waldschmidt et aliter (voir [5],

p. 212) pour la place archimédienne on aboutit 4 :
CONJECTURE OPTIMISTE. Avec les notations ci-dessus on a

DI c(ZlogN'v + illog(]bd +1)+ i}:logai) +C

veS i=
ou C, ¢ sont des constantes absolues.

En fait, la conjecture de Lang-Waldschmidt suggére que pour tout £ > 0 la conjecture
précédente soit valide avec ¢ = 1+ ¢ et C remplacé par n.C(g). On s’attend qu’une telle
conjecture ait des conséquence fortes, nous allons montrer un exemple plausible & la
section suivante.

(b) APPLICATION A LA CONJECTURE abc.

PROPOSITION. La conjecture optimiste du paragraphe précédent entraine la con-
jecture abc sous la forme suivante: il existe un réel K > Oxtel que pour tous z,y,z € N*
satisfaisant (z,y,z) =1l etz +y =z on ait z ( I1 p) , ot le produit porte sur tous
les premiers p divisant zyz. plevs
DEMONSTRATION. Soient z,y,z € N* satisfaisant (z,y,2) = 1 et z + y = 2, posons
R = [] p. Onprend {ay,...,a,} = {p| 2y}, z/y=al...a» et S={p|z}. Ona

plzyz

logz =~ 3 log|z/yl, = — 3 logla® .. .d¥% + 1,
peS pES

Zlong + Xn:logai =logR.

vES i=1

Posons I; ={i; et < |bi]+1 < e‘“} et notons |I;| le cardinalde I;,ona }_ |I;] = n < log R
>0
et
n

2logz +log R > log(zy) +n > Z(Ib,] +1) > Z |I,].e* > Z IL|(t - 8)ef*!

i=1 t=0 t>4
pour tout 6 € N, d’ou
Zlog(lbil +1) Z TARCE Y
i=1 20

<n@+1)+ > LIt —6) < (6 +2)log R+ 2e7"" log 2.

t>4

https://doi.org/10.1017/50004972700032937 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0004972700032937

[9] Quelques remarques sur des questions diophantiennes 331

Utilisant la conjecture optimiste on obtient logz < ¢((6 + 3) log R + 2e™*~!log z) + C et
en choisissant convenablement § (c’est-a-dire 6 = [log(4c)]) il suit

log z < 2¢(3 + log(4c)) log R + 2C,

c’est-a-dire z < %€, ( I1 p) " on ¢ = 2¢(3 + log(4c)). 0
plzyz
Réciproquement notons Smax = ~ 3 min(0;log |a’ ... ab F 1] ), c’est effectivement

v
le maximum des sommes ¥ considérées au paragraphe précédent lorsque S varie (en
omettant éventuellement la place archimédienne). Appliquons la conjecture abc au triplet

(z,y,2) avec z =x'/(Z,¥), y=¥'/(z",¥), z=zFyouz = [] af‘ ety = [] a,-‘b‘,

h: S0 ish: <0
on obtient:

Tmax = max(logy;loglz]) < k. Y logp < & ( > logp+zlogai>

plzyz PESmax

00 Spax := {p; |} ... a% F 1|p < 1}. Une propriété remarquable de cette majoration est
qu’elle ne dépend pas des b;, tandis que lorsque S est réduit & un élément par exemple
il est clair que la contribution des b; peut étre prépondérante dans nos conjectures du
paragraphe précédent. La démonstration de la proposition ci-dessus confirme que dans

n
le cas trés particulier de la somme T,y le terme 3 log(]b;| + 1) est bel et bien absorbé
i=1

par les autres.
Récemment, Baker [1] a formulé une version raffinée de la conjecture abc. Reprenant

les notations de la preuve de la proposition et posant w := Y 1, sa conjecture s’énconce:
pley
il existe des réels x,, k3 > 0 tels que pour tout € > 0 on ait z < k1. R .e7%2%, ou, en

optimisant sur €:
(log R)"2~

< At
ZSm R

Il introduit également la quantité:

= := min(1; |log(z/y)|) x Hmin(l;P“Og(fﬂ/yﬂp)

plz
qui se compare comme suit 4 notre X ,.,:
Zlogp og = < max—ZIng+log(e—1).
plz plz

Enfin, il montre que sa version raffinée de la conjecture abc est équivalente a la minoration

Z > k3. [[ p~'(e"2*.27¢)/1+9) pour tout € > 0, mais il manque d’ajouter que le facteur
plzy
x7¢ est alors minoré par fcl“.R"‘52.e"‘"“’ et que la minoration de = ainsi obtenue ne
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dépend en fait pas des b;. En tout état de cause, ces minorations de formes linéaires
de logarithmes déduites de la conjecture abc ne s’appliquent qu’aux quantités .. et
ne fournissent pas d’information signicative sur le cas général de nos conjectures du
paragraphe précédent, par exemple.

(c) GENERALISATION AUX GROUPES ALGEBRIQUES COMMUTATIFS.

Formulons une conjecture bivariée généralisant le théoréme du sous-espace d’une
part et les minorations de formes linéaires de logarithmes d’autre part, & un groupe
algébrique commutatif quelconque. Le théoréme du sous-espace correspondra alors au
cas des puissances du groupe additif et on explicitera le cas des puissances du groupe
multiplicatif.

Soient G un groupe algébrique commutatif de dimension g, défini et plongé dans un
espace projectif P, sur Q. On note & la hauteur projective (logarithmique, absolue) des
sous-variétés de P, définies sur Q, ’ la hauteur normalisée des sous-variétés de G et H :=
exp h. Rappelons qu’on appelle sous-variété de torsion de G une sous-variété algébrique
qui est translatée d’un sous-groupe algébrique par un point de torsion. Si K est un corps
de nombres, on désigne par K, le complété de K en la place v de K, Nv la norme de la
place v (avec la convention log Nv = 1 si v est une place archimédienne) et Iji?tv(x, -) une
distance appropriée d’un point de z € P,(K,) & un translaté de sous-groupe algébrique
de G. Pour les puissances des groupes additif et multiplicatif on explicitera ci-aprés
cette distance, pour une variété abelienne on pourra prendre la plus petite distance d’un
logarithme de z & ’espace tangent du translaté de sous-groupe considéré. Dans le cas d’un
produit de tels groupes on formulera une version multiprojective de notre conjecture, mais
dans le cas d’une extension non dégénérée d’une variété abelienne par un group linéaire
les fonctions % et Iji\stu(x, -) restent & définir précisément.

CONJECTURE. Soient G un groupe algébrique commutatif de dimension g, défini
et plongé dans un espace projectif P,, sur un corps de nombres Ky, et € > 0, alors il
existe un réel c(e) = 1 tel que I’énoncé suivant soit vérifié.

Soient K une extension finie de Kq et S un ensemble fini de places de K (contenant
les places archimédiennes), on se donne des translatés de sous-groupes algébriques (re-
spectivement sous-variétés de torsion) Ty, ..., T, C G définis sur Q et tels que (t\ T: = 0.

i=1
Alors il existe une famille finie de translatés de sous-groupes algébriques (respectivement

sous-variétés de torsion) dont la réunion contient tous les € G(K') pour lesquels

ZZ ol g s (2,7

veS i=1

est majoré par

¢
- Z ((1 +€) h(z) + M(T}) + c(e). log deg(T}) + cle) ( )+ Z log Nv) )

i=1 veES

https://doi.org/10.1017/50004972700032937 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0004972700032937

{11] Quelques remarques sur des questions diophantiennes 333

Cette conjecture, qui peut donc étre vue comme un « collage », met en regard
les énoncés de type théoréme du sous-espace (cas des translatés de sous-groupes) et les
énoncés de type minoration de formes linéaires de logarithmes (cas des sous-variétés de
torsion). Notons que la majoration demandée dans cette conjecture est plus contraignante
que celle qui apparait dans la conjecture principale de Vojta [10, Chapter 3.4], (¢’est-a-
dire, on retient moins de points exceptionnels que dans cette référence), en revanche on
est plus exigeant sur la nature de ’ensemble algébrique contenant les points exceptionnels
et sur la formulation des « constantes ». Notons également que dans le cas des translatés
de sous-groupes cette formulation des « constantes » est superflue et ne prendrait de
sens qu’en précisant davantage ’ensemble algébrique contenant les points exceptionnels
(par exemple, en donnant une borne pour son degré). Nous ne nous risquons pas dans
cette direction, mais nous avons gardé la méme majoration pour les deux cas afin d’en
accentuer le parallélisme.

Lorsque G est une variété abelienne le cas des translatés de sous-variétés abeliennes
se déduit essentiellement du théoréme 2 de [3]. Explicitons cette conjecture dans les cas
des puissances des groupes additif et multiplicatif respectivement.

LE cAS G = GI: On a G?(K) = K" C P,(K), prenons les translatés de sous-
groupes T; de codimension 1, ce sont des hyperplans définis par des formes linéaires

L; € _Q—[Xo, ..., Xp] telles que Ly, ..., L soient sans point commun non trivial (si £ = n+1
ceci est équivalent & demander que Ly,..., L, sont linéairement indépendantes). On
a Dist,(z,T3) = |Li(z)|,/(IIL:llo-lzlls) par définition, et la conjecture entraine que si

z € GI(K) satisfait

Mo \[Ke:Qul/E:Q] 1
1_[H(IIL llv- |I$Ilu) H(z)t+), HH(L,-).(H(Pn) [1 Nv

< )c(e)l/n ?
vES i=1
vES

alors z appartient & un nombre fini de sous-variétés linéaires propres de GJ. Lorsque
£ = n+ 1 on retrouve le théoréme du sous-espace. On remarque encore que lorsque
G = G? les hypothéses de la conjecture ne peuvent étre satisfaites pour le cas de torsion
et, comme nous avons déji indiqué que la contribution des termes autres que H(zx)
importe peu dans le cas des translatés de sous-groupes, il suit que lorsque G = G? notre
conjecture est essentiellement équivalente au théoréme du sous-espace.

LE CAS G = G%. On a G (K) = (K*)" qu’on considére plongé dans P;(K)", prenons

les translatés de sous-groupes T; de codimension 1, ils sont définis par des équations de
n —

la forme [] X]‘.""’ —a;=0o0ub;; €Zeto; €Q. Les |bj| sont les multidegrés de T; dans

j=1
P,(K)", sa hauteur normalisée est égale & h(c;) et, pour z € G} (K), on prend

Dlst Ibe" - | .
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Considérons le cas K = Q, T; défini par X; — 1 pour ¢ = 1,...,n et T,,, défini par

n J—
Imx ;’ — o, a € Q\ {1} (respectivement a racine de 'unité distincte de 1), alors la con-

=1
jecture entraine qu'il existe un nombre fini de translatés de sous-groupes (respectivement
de sous-variétés de torsion) de G?, tels quesi ay,...,a, € N* et (ay,. .., a,) n’appartient

a aucun de ces translatés, on a :

- 1
b.
H'Haf - 2 n FARESYOR
H(a). [T (a2*|b51°©). (H(Py) [] Nv)
j=1 vES
En particulier, si « = —1 on a H(a) = 1 et la minoration ci-dessus est valable pour tous
ai,...,a, € N* multiplicativement indépendants, ce qui correspond a notre conjecture
optimiste du (a).
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