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A B S T R A C T . Q u a l i t a t i v e f e a t u r e s o f g r a v i t a t i o n a l l e n s i n g a r e d i s c u s s e d i n 
t e r m s o f a s c a l a r f r a m e w o r k b a s e d o n F e r m a t ' s p r i n c i p l e . T h e l e n s i n g 
a c t i o n o f g a l a x y - l i k e m o d e l s w i t h s p h e r i c a l a n d e l l i p t i c a l m a s s d i s t r i b u -
t i o n s a r e d e s c r i b e d . T h e e l l i p t i c a l m o d e l h a s t h r e e d i s t i n c t r e g i m e s o f 
l e n s i n g , o f w h i c h t w o c o r r e s p o n d t o l e n s i n g w i t h t h r e e i m a g e s a n d o n e w i t h 
f i v e i m a g e s . O n e o f t h e t h r e e - i m a g e g e o m e t r i e s h a s b e e n f r e q u e n t l y 
e x p l o r e d i n t h e p a s t . M o d e l s p r o p o s e d f o r 0 9 5 7 + 5 6 1 c o r r e s p o n d t o t h i s . 
T h e f i v e - i m a g e g e o m e t r y h a s b e e n i n v o k e d f o r 1 1 1 5 + 0 8 0 . S o m e g e n e r a l 
m o d e l - i n d e p e n d e n t p r o p e r t i e s o f g r a v i t a t i o n a l l e n s i n g a r e l i s t e d . I f i m a g e 
p a r i t i e s w e r e a v a i l a b l e , i t m i g h t b e p o s s i b l e t o m a k e s t a t e m e n t s a b o u t t h e 
l e n s i n g m a s s e v e n w h e n i t i s m a d e u p o f d a r k m a t t e r . 

1. I N T R O D U C T I O N 

P r e s e n t l y , s e v e n p r o b a b l e c a s e s o f g r a v i t a t i o n a l l e n s i n g o f a h i g h r e d -
s h i f t q u a s a r b y f o r e g r o u n d m a t t e r h a v e b e e n i d e n t i f i e d ( s e e B u r k e , t h i s 
v o l u m e , f o r a r e v i e w o f t h e o b s e r v a t i o n s ) . A t t e m p t s t o m o d e l s o m e o f t h e s e 
a r e b r i e f l y r e v i e w e d h e r e . A f e a t u r e t o n o t e i s t h a t s o m e o f t h e o b s e r v e d 
c a s e s o f l e n s i n g ( e . g . 0 9 5 7 + 5 6 1 , 2 0 1 6 + 1 1 2 ) p r o v i d e f a i r l y s t r o n g c o n -
s t r a i n t s o n m o d e l s t h r o u g h a v a r i e t y o f o b s e r v a t i o n a l d e t a i l s , w h i l e i n 
o t h e r c a s e s ( e . g . 2 3 4 5 + 0 0 7 , 1 6 3 5 + 2 6 7 ) t h e o n l y a v a i l a b l e i n f o r m a t i o n i s 
t h e a n g u l a r s e p a r a t i o n a n d r e l a t i v e m a g n i f i c a t i o n s o f t h e t w o i m a g e s . I n 
p a r t i c u l a r , n o t r a c e o f t h e l e n s i n g m a t t e r i s s e e n i n t h e s e l a t t e r c a s e s . I n 
t h e l i g h t o f t h i s w i d e r a n g e o f m o d e l i n g r e q u i r e m e n t s , o n l y a q u a l i t a t i v e 
d i s c u s s i o n o f l e n s m o d e l s w i l l b e a t t e m p t e d h e r e . D i f f e r e n t r e g i m e s o f 
l e n s i n g b y a g a l a x y - l i k e e l l i p t i c a l ( i n p r o j e c t i o n ) l e n s d i s t r i b u t i o n w i l l b e 
i d e n t i f i e d a n d t h e v a r i o u s k n o w n c a s e s o f l e n s i n g w i l l b e d i s c u s s e d w i t h i n 
t h i s f r a m e w o r k . 

G r a v i t a t i o n a l l e n s i n g i s u s u a l l y d i s c u s s e d i n t e r m s o f a v e c t o r f o r m a l -
i s m ( B o u r a s s a a n d K a n t o w s k i 1 9 7 5 , Y o u n g et al. 1 9 8 0 ) w h e r e t h e p o s i t i o n 
o f a n i m a g e i n t h e s k y a n d t h a t o f t h e u n d e f l e c t e d s o u r c e a r e r e l a t e d 
t h r o u g h t h e v e c t o r d e f l e c t i o n p r o d u c e d b y t h e l e n s . T h i s r e l a t i o n s h i p i s 
u s u a l l y p i c t u r i s e d t h r o u g h a b e n d i n g a n g l e d i a g r a m ( e . g . Y o u n g et al. 

1 9 8 0 ) , b u t t h i s i s p o s s i b l e o n l y w h e n t h e l e n s i n g d i s t r i b u t i o n i s c i r c u l a r l y 
s y m m e t r i c i n p r o j e c t i o n i n w h i c h c a s e a l l t h e v e c t o r s i n t h e p r o b l e m a r e 
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p a r a l l e l t o o n e a n o t h e r . F o r t h e e l l i p t i c a l l e n s e s t h a t w e a r e i n t e r e s t e d i n 
h e r e , i t i s m o r e c o n v e n i e n t t o c o n s i d e r a s c a l a r f o r m a l i s m i n t e r m s o f 
F e r m a t ' s p r i n c i p l e ( N i t y a n a n d a 1 9 8 6 , S c h n e i d e r 1 9 8 5 , B l a n d f o r d , N a r a y a n 
a n d N i t y a n a n d a 1 9 8 6 , B N N ) . 

2. T H E T I M E S U R F A C E A N D F E R M A T ' S P R I N C I P L E 

C o n s i d e r a s o u r c e a t r e d s h i f t z s b e i n g g r a v i t a t i o n a l l y l e n s e d b y 
m a t t e r d i s t r i b u t e d i n a t h i n s l a b a t r e d s h i f t z L . L e t θ 3 b e t h e a n g u l a r p o s i -
t i o n i n t h e s k y o f t h e s o u r c e i n t h e a b s e n c e o f t h e l e n s . I n t h e p r e s e n c e o f 
t h e l e n s , w e c a n d e f i n e a t i m e - d e l a y s u r f a c e a s f o l l o w s . C o n s i d e r a r a y t h a t 
p r o p a g a t e s a l o n g a n u l l g e o d e s i c f r o m t h e s o u r c e t o t h e l e n s p l a n e a n d 
t h e n a l o n g a n o t h e r n u l l g e o d e s i c f r o m t h e r e t o t h e o b s e r v e r s o a s t o a r r i v e 
a l o n g t h e a n g u l a r d i r e c t i o n 0 / . T h e t i m e d e l a y a l o n g t h i s v i r t u a l r a y p a t h , 
r e l a t i v e t o t h e d i r e c t r a y f r o m t h e s o u r c e t o t h e o b s e r v e r i n t h e a b s e n c e o f 
t h e l e n s , i s g i v e n b y 

T h e g e o m e t r i c a l t i m e - d e l a y tgeom d u e t o t h e e x t r a p a t h - l e n g t h t a k e s t h e 
f o r m o f a p a r a b o l o i d w i t h i t s m i n i m u m a t 0 / = 0 5 . T h e d ' s a r e a n g u l a r 
d i a m e t e r d i s t a n c e s b e t w e e n t h e o b s e r v e r , l e n s a n d s o u r c e . T h e g r a v i t a -
t i o n a l t i m e - d e l a y tgrav a r i s e s b e c a u s e l i g h t t r a v e l s s l o w e r i n t h e p r e s e n c e 
o f g r a v i t a t i n g m a t t e r a n d i s p r o p o r t i o n a l t o t h e i n t e g r a l a l o n g t h e r a y o f 
t h e N e w t o n i a n p o t e n t i a l φ. T h u s , t h e s u r f a c e t(6f) c o r r e s p o n d i n g t o t h e 
t o t a l t i m e - d e l a y i s o b t a i n e d b y t a k i n g t h e p a r a b o l o i d a l s u r f a c e tgeorrt a n d 
p u s h i n g i t u p b y a n a m o u n t p r o p o r t i o n a l t o t h e d e p t h o f t h e t w o -
d i m e n s i o n a l p o t e n t i a l o f t h e p r o j e c t e d l e n s . T h i s t i m e - d e l a y s u r f a c e h a s 
t h e f o l l o w i n g p r o p e r t i e s ( B N N ) : 

( a ) B y F e r m a t ' s P r i n c i p l e , t r u e i m a g e s a r e l o c a t e d a t t h o s e t? 7 w h i c h 
c o r r e s p o n d t o e x t r e m a i n t h e t i m e - s u r f a c e . T h r e e t y p e s o f e x t r e m a a r e 
p o s s i b l e — L o w s ( r e p r e s e n t e d b y t h e s y m b o l L ) , H i g h s ( H ) a n d S a d d l e -
p o i n t s ( S ) . 

( b ) T h e r e l a t i v e t i m e - d e l a y b e t w e e n t w o i m a g e s i s d i r e c t l y g i v e n b y t h e 
h e i g h t d i f f e r e n c e i n t h e t i m e - s u r f a c e a t t h e t w o e x t r e m a . T i m e - d e l a y s c a n 
b e m e a s u r e d i f t h e s o u r c e i s v a r i a b l e . 

( c ) A t a g i v e n e x t r e m u m , t h e t i m e - s u r f a c e c a n b e l o c a l l y d e s c r i b e d b y a 
c u r v a t u r e t e n s o r d2t / θ θ / 1 9 θ / 2 . I f λ χ a n d λ 2 a r e t h e p r i n c i p a l c u r v a t u r e s , 
t h e n t h e m a g n i f i c a t i o n o f t h e i m a g e i s p r o p o r t i o n a l t o | 1_1- T h e r e l a -
t i v e m a g n i f i c a t i o n s o f d i f f e r e n t i m a g e s a r e d i r e c t l y o b s e r v a b l e . 

( d ) T h e p a r t i a l p a r i t i e s o f t h e i m a g e a l o n g t h e p r i n c i p a l a x e s a r e g i v e n b y 
t h e s i g n s o f λχ a n d λ 2 r e s p e c t i v e l y ( L a n d Η c o r r e s p o n d t o + + a n d a n d 
S t o Η — o r — H , s e e F i g u r e 1 ) . T h e t o t a l p a r i t y i s g i v e n b y t h e s i g n o f Λ 1 Λ 2 

( + f o r L a n d Η a n d - f o r S ) . R e l a t i v e p a r i t i e s b e t w e e n d i f f e r e n t i m a g e s c a n 
b e o b s e r v e d i f t h e s o u r c e h a s r e s o l v e d V L B I s t r u c t u r e ( e . g . a b e n t j e t ) o r a n 
a s y m m e t r i c o p t i c a l f u z z . 

I n t h e a b s e n c e o f t h e l e n s , t h e t i m e - s u r f a c e h a s a s i n g l e e x t r e m u m o f 
t y p e L a t 0 7 = θ3· W h e n t h e s u r f a c e i s d i s t o r t e d b y t h e p r e s e n c e o f l e n s i n g 

(β/ - Θ3)
2 -

2 ( 1 + * * ) 

c 3 
/ 0 ( 0 7 d O L , s ) d s (1 ) 
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Figure 1. Partial parities associated with different types of extrema 

(a) limaçon (b) lemniscate 

Figure 2. Time-delay contours for the two possible three-image topologies 

Figure 3. Lensing by a circularly symmetric lens 

source L H S 
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m a t t e r , n e w i m a g e s c a n b e p r o d u c e d , b u t i n v a r i a b l y i n p a i r s s o t h a t t h e r e 
i s a l w a y s a n o d d n u m b e r o f i m a g e s ( B u r k e 1 9 8 1 ) . T h e r e a r e o n l y t w o t o p o -
l o g i c a l a r r a n g e m e n t s o f e x t r e m a p o s s i b l e w i t h t h r e e i m a g e s , a s s h o w n b y 
t h e c o n t o u r s o f t i m e - d e l a y i n F i g u r e 2 ( B N N ) . T h e s e t o p o l o g i e s a r e 
c o m p l e t e l y d e f i n e d b y d r a w i n g t h e c o n t o u r t h a t p a s s e s t h r o u g h t h e S 
i m a g e ( t h i c k l i n e s i n F i g u r e 2). T h i s i s t h e o n l y c o n t o u r t h a t i s n o t t o p o l o g -
i c a l l y e q u i v a l e n t t o a c i r c l e a n d t h e t w o p o s s i b i l i t i e s a r e c a l l e d t h e ' l i m a -
ç o n ' a n d ' l e m n i s c a t e ' r e s p e c t i v e l y . W i t h f i v e i m a g e s , t h e r e a r e t w o S 
i m a g e s a n d h e n c e t w o n o n - s i m p l e c o n t o u r s . T h i s l e a d s t o s i x p o s s i b l e 
t o p o l o g i e s ( B N N ) . 

3 . C I R C U L A R L Y S Y M M E T R I C L E N S 

W e b e g i n w i t h t h i s s i m p l e c a s e a n d c o n s i d e r i n F i g u r e 3 t h e t h r e e -
d i m e n s i o n a l s o u r c e s p a c e b e h i n d a t y p i c a l c i r c u l a r l y - s y m m e t r i c g a l a x y -
l i k e l e n s w i t h a n o n - s i n g u l a r c o r e . T h e c o n i c a l s u r f a c e o n t h e r i g h t o f t h e 
f i g u r e s e p a r a t e s s o u r c e p o s i t i o n s o u t s i d e i t , w h e r e o n l y o n e i m a g e i s s e e n 
b y t h e o b s e r v e r a t 0 , f r o m p o s i t i o n s i n s i d e i t c o r r e s p o n d i n g t o t h r e e 
i m a g e s . T h i s s u r f a c e i s a c a u s t i c s h e e t s i n c e a p o i n t s o u r c e l o c a t e d o n t h i s 
s h e e t l e a d s t o o n e n o r m a l i m a g e a n d a p a i r o f i n f i n i t e l y m a g n i f i e d m e r g i n g 
i m a g e s . I n t e r m s o f c a t a s t r o p h e t h e o r y ( P o s t o n a n d S t e w a r t 1 9 7 8 ) , t h e 
s h e e t c o r r e s p o n d s t o a ' f o l d * c a t a s t r o p h e . F o r s o u r c e p o s i t i o n s a l o n g t h e 
a x i s o f c y l i n d r i c a l s y m m e t r y , t h e o b s e r v e r s e e s o n e i m a g e a t t h e l e n s 
c e n t e r a n d a n i n f i n i t e l y m a g n i f i e d c i r c u l a r r i n g a r o u n d i t . T h e t i m e -
s u r f a c e i n t h i s c a s e t a k e s t h e s h a p e o f a M e x i c a n h a t , w i t h t h e c e n t r a l 
i m a g e a t H i n t h e c e n t e r a n d t h e r i n g i m a g e a t t h e b o t t o m o f t h e s u r r o u n d -
i n g t r o u g h . F o r o f f - c e n t e r p o s i t i o n s o f t h e s o u r c e ( w i t h i n t h e c o n i c a l f o l d 
s h e e t ) , t h e t i m e - s u r f a c e t a k e s t h e f o r m o f a t i l t e d M e x i c a n h a t a n d s o t h e 
t h r e e i m a g e s c o r r e s p o n d t o t h e l i m a ç o n t o p o l o g y o f F i g u r e 2 a . 

4 . A S T I G M A T I C L E N S 

T h e r i n g - i m a g e g e o m e t r y o b t a i n e d w i t h t h e c i r c u l a r l e n s i s v e r y s p e -
c i a l a n d i s d e s t r o y e d i n t h e p r e s e n c e o f a n y p e r t u r b a t i o n i n t h e s h a p e o f 
t h e l e n s o r i n t h e i s o t r o p y o f t h e b a c k g r o u n d . A n o t h e r w a y o f s e e i n g t h i s i s 
t o n o t e t h a t t h e r e i s n o g e n e r i c c a t a s t r o p h e t h a t c o r r e s p o n d s t o t h e i n f i n -
i t e m a g n i f i c a t i o n o b t a i n e d w i t h t h i s g e o m e t r y . B e c a u s e o f t h i s n o n -
g e n e r i c i t y , s t u d i e s o f h i g h a m p l i f i c a t i o n e v e n t s i n g r a v i t a t i o n a l l e n s i n g 
s h o u l d a v o i d t h e c i r c u l a r l y s y m m e t r i c l e n s , t h o u g h t h i s i s n o t w i d e l y 
r e c o g n i s e d . 

A s i m p l e w a y t o m a k e t h e c i r c u l a r l e n s g e n e r i c i s t o i n t r o d u c e s o m e 
a s t i g m a t i s m s o t h a t t h e f o c u s i n g p o w e r o f t h e l e n s a l o n g i t s t w o p r i n c i p a l 
a x e s a r e n o t e q u a l . F i g u r e 4 s h o w s t h e s i t u a t i o n i n t h i s c a s e f o r a t y p i c a l 
g a l a x y - l i k e p o t e n t i a l ( B N N ) . I n t h e ' f a r - f i e l d ' r e g i o n o f s o u r c e s p a c e ( i . e . 
f o r a s o u r c e l o c a t e d f a r b e y o n d t h e l e n s ) , t h e r i n g - i m a g e l i n e o f F i g u r e 3 
' u n f o l d s ' i n t o a r e g i o n c o r r e s p o n d i n g t o f i v e i m a g e s w i t h t h e c h a r a c t e r i s -
t i c t o p o l o g y m a r k e d 3 i n F i g u r e 4 . T h i s t o p o l o g y i s m o s t e a s i l y v i s u a l i z e d 
a s a s q u e e z e d M e x i c a n h a t w h e r e t h e b o t t o m o f t h e t r o u g h , i n s t e a d o f h a v -
i n g a c o n s t a n t h e i g h t , d e v e l o p s t w o m i n i m a a n d t w o m a x i m a a l o n g i t s c i r -
c u m f e r e n c e . T h e f i v e - i m a g e a n d s u r r o u n d i n g t h r e e - i m a g e r e g i o n s 
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(marked 2) are separated by a new caustic sheet which consists of four 
fold sheets connected at four 'cusp* lines. The situation in the 'near-field* 
region of source space is equally interesting. The single cone of Figure 3 
now splits into two sheets that form at the points A and B, corresponding 
to the different focusing powers along the principal axes of the lens. The 
region between these two sheets (region 1 in Figure 4) gives the lemniscate 
three-image topology (Figure 2b), which characteristically forms when the 
lens is able to split images only along one principal axis and not the other. 
The two sheets (with two cusp lines each) penetrate each other in an 
interesting way, forming two 'hyperbolic umbilic' catastrophes at the 
points marked U. 

Thus the average non-singular astigmatic lens produces both possible 
three-image toplogies and one of six possible five-image topologies. 
Models of the known cases of gravitational lensing have usually involved 
elliptic lenses of some sort and therefore correspond to one of the three 
topologies of Figure 4. 

L 

I 2 3 

Figure 4. Lensing by an astigmatic lens 

Figure 5. Qualitative features of models of 0957+561 and 1115+080 
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M O D E L S O F L E N S E S 

0 9 5 7 + 5 6 1 

E x t e n s i v e o b s e r v a t i o n a l d a t a , i n c l u d i n g V L B I i n f o r m a t i o n o n p a r i t i e s , 
a r e a v a i l a b l e o n 0 9 5 7 + 5 6 1 a n d t h i s i s c o n s e q u e n t l y t h e m o s t w i d e l y 
m o d e l e d a m o n g t h e k n o w n c a s e s o f g r a v i t a t i o n a l l e n s i n g ( Y o u n g et al. 

1 9 8 1 b , G r e e n f i e l d 1 9 8 1 , N a r a s i m h a et al. 1 9 8 4 ) . A l l t h e m o d e l s a r e s i m i l a r 
i n t h e i r q u a l i t a t i v e f e a t u r e s , s h o w n i n F i g u r e 5 a . T h e t o p o l o g y i s t h a t o f 
t h e l i m a ç o n , w i t h t h e A a n d Β i m a g e s l o c a t e d o n L a n d S r e s p e c t i v e l y . T h e 
c o r e o f t h e l e n s i n g g a l a x y p r o d u c e s a t h i r d i m a g e a t H . T h e g a l a x y h a s 
b e e n d e t e c t e d , b u t n o t t h e i m a g e H . T h e m o d e l s e x p l a i n t h e a b s e n c e o f H 
b y u s i n g a s m a l l e n o u g h c o r e r a d i u s f o r t h e l e n s i n g g a l a x y , t h u s m a k i n g 
t h i s i m a g e v e r y w e a k . T h e p a r i t y o f Β i s r e v e r s e d w i t h r e s p e c t t o A . H o w -
e v e r , t h e n e g a t i v e p a r i t y a x i s i s p e r p e n d i c u l a r t o t h e l i n e S H , a n d t h e V L B I 
j e t p o i n t s a l m o s t e x a c t l y a l o n g S H ( P o r c a s et al. 1 9 8 1 ) , m a k i n g i t d i f f i c u l t 
t o c o n f i r m t h e r e v e r s e d p a r i t y . M o r e r e c e n t o b s e r v a t i o n s h a v e a p p a r e n t l y 
s u c c e e d e d i n d e t e r m i n i n g t h e p a r i t i e s o f t h e i m a g e s ( B u r k e , p r i v a t e c o m -
m u n i c a t i o n , t h i s m e e t i n g ) . I t i s o b v i o u s f r o m F i g u r e 5 a t h a t A h a s a 
s m a l l e r t i m e - d e l a y t h a n Β a n d s o i t w i l l v a r y f i r s t . O b s e r v a t i o n s s e e m t o 
c o n f i r m t h i s ( F l o r e n t i n - N i e l s e n 1 9 8 4 ) . T h e o b s e r v e d g a l a x y l e n s i n 
0 9 5 7 + 5 6 1 i s n o t m a s s i v e e n o u g h t o p r o d u c e t h e 6 " i m a g e s p l i t t i n g . T h e r e -
f o r e a l l m o d e l s i n v o k e t h e a d d i t i o n a l e f f e c t o f a s u r r o u n d i n g c l u s t e r . T h i s 
h a s t h e e f f e c t o f i n t r o d u c i n g e x t r a c o n v e r g e n c e a n d s h e a r i n t h e r a y s f r o m 
t h e q u a s a r , b u t d o e s n o t a f f e c t a n y o f t h e q u a l i t a t i v e f e a t u r e s d e s c r i b e d 
a b o v e . 

M o s t o t h e r e x a m p l e s o f t w o - i m a g e l e n s i n g a r e p r o b a b l y s i m i l a r t o 
0 9 5 7 + 5 6 1 i n t h e i r q u a l i t a t i v e f e a t u r e s . T h e m o d e l o f 2 3 4 5 + 0 0 7 b y 
S u b r a m a n i a n a n d C h i t r e ( 1 9 8 4 ) i s n o v e l i n t h a t i t u s e s t w o g a l a x i e s a t d i f -
f e r e n t r e d s h i f t s , b u t m a y s t i l l h a v e a t o p o l o g y s i m i l a r t o F i g u r e 5 a . 
2 0 1 6 + 1 1 2 i s a p a r t i c u l a r l y d i f f i c u l t c a s e t o m o d e l s i n c e t h e r e a r e t h r e e 
p r i m a r y i m a g e s f o r m i n g a t r i a n g l e w i t h a n g l e s ~ 9 0 ° , 6 0 ° , 3 0 ° , t w o a d d i -
t i o n a l b l o b s w h i c h m a y o r m a y n o t b e i m a g e s , a n d t w o p o s s i b l e l e n s i n g 
g a l a x i e s ( S c h n e i d e r et al. 1 9 8 6 ) . N o m o d e l h a s b e e n p r o p o s e d s o f a r t h a t 
f i t s a l l t h e d a t a . 

1 1 1 5 + 0 8 0 

M o d e l s t h a t h a v e b e e n p r o p o s e d f o r 1 1 1 5 + 0 8 0 ( Y o u n g et al. 1 9 8 1 a , 
N a r a s i m h a et al. 1 9 8 2 ) u s e a n o n - s p h e r i c a l g a l a x y - l i k e l e n s i n t h e f a r - f i e l d 
f i v e - i m a g e r e g i o n ( m a r k e d 3 ) o f F i g u r e 4 . T h e t o p o l o g y i s s h o w n i n F i g u r e 
5 b . T h e s o u r c e i s a s s u m e d t o b e c l o s e t o t h e c a u s t i c s h e e t s e p a r a t i n g t h e 
f i v e - a n d t h r e e - i m a g e r e g i o n s a n d s o t w o o f t h e f i v e i m a g e s a r e c l o s e 
t o g e t h e r a n d m a g n i f i e d . T h e s p l i t A i m a g e ( d i s t i n g u i s h e d i n d i v i d u a l l y a s 
Α χ , A 2 ) i s i d e n t i f i e d w i t h t h i s p a i r . T h e Β a n d C i m a g e s a r e l o c a t e d o n S a n d 
L . ( T h e i d e n t i f i c a t i o n o f t h e s e t w o i m a g e s c o u l d b e r e v e r s e d s i n c e t h e r e i s 
a f a i r d e g r e e o f s y m m e t r y b e t w e e n t h e m . ) T h e m i s s i n g f i f t h i m a g e i s a g a i n 
o n H i n t h e c o r e o f t h e l e n s , s o m e w h e r e i n t h e m i d d l e o f t h e c i r c l e f o r m e d 
b y t h e o t h e r f o u r i m a g e s . T h e f a c t t h a t n o l e n s i n g g a l a x y i s s e e n h a s b e e n 
s o m e w h a t e m b a r r a s s i n g f o r t h e m o d e l s . N i t y a n a n d a ( 1 9 8 6 ) p r e s e n t s a n 
e l e g a n t a n a l y s i s o f t h i s m o d e l o f 1 1 1 5 + 0 8 0 , s h o w i n g t h a t t h e m a g n i f i c a -
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t i o n s M o f t h e f o u r i m a g e s s a t i s f y M(ki)~M(A2), M(B)~M(C) a n d 
M(Ai)/M(B)~ A B / A i A g ( r a t i o o f a n g u l a r s e p a r a t i o n s ) . A s r e g a r d s t i m e -
d e l a y s , t h e i m a g e C o n L ( F i g u r e 5 b ) i s t h e f i r s t t o v a r y , t h e m e r g i n g p a i r A 
v a r i e s n e x t , a n d t h e i m a g e B o n S v a r i e s l a s t . T h e t i m e - d e l a y b e t w e e n Αχ 
a n d A 2 i s v e r y s m a l l c o m p a r e d t o t h e o t h e r d e l a y s . 

L e m n i s c a t e M o d e l s 

M o d e l s u s i n g t h e l e m n i s c a t e t o p o l o g y o f F i g u r e 2 b h a v e r a r e l y b e e n 
u s e d s i n c e t h e y u s u a l l y r e q u i r e t h a t t h e l e n s s h o u l d u n d e r - f o c u s a l o n g o n e 
o f i t s p r i n c i p a l a x e s , w h i c h i s u n l i k e l y w i t h g a l a x y l e n s e s t h a t a r e l o c a t e d 
' h a l f - w a y * t o a s o u r c e a t a c o s m o l o g i c a l d i s t a n c e . A p p l i c a t i o n s i n c l u d e 
l e n s i n g b y a s u p e r c l u s t e r f i l a m e n t ( S a n d e r s et al. 1 9 8 4 ) , a n d l e n s i n g b y a 
s t r a i g h t c o s m i c s t r i n g ( V i l e n k i n 1 9 8 4 , H o g a n a n d N a r a y a n 1 9 8 4 , G o t t 
1 9 8 4 ) , w h e r e t h e m i s s i n g i m a g e i s o n t h e s t r i n g a t S . I t i s t e m p t i n g t o 
s p e c u l a t e t h a t 2 2 3 7 + 0 3 1 c o r r e s p o n d s t o t h e l e m n i s c a t e t o p o l o g y s i n c e t h e 
l e n s i n g g a l a x y i s a t s u c h a l o w r e d s h i f t t h a t i t c o u l d w e l l u n d e r - f o c u s a l o n g 
o n e a x i s . I n t h i s c o n n e c t i o n i t i s i m p o r t a n t t o n o t e t h a t t h e l e m n i s c a t e 
t o p o l o g y c a n b e o b s e r v a t i o n a l l y d i s t i n g u i s h e d f r o m t h e l i m a ç o n t o p o l o g y 
o f 0 9 5 7 + 5 6 1 t h r o u g h i m a g e p a r i t i e s . 

6 . S O M E ' T H E O R E M S ' I N G R A V I T A T I O N A L L E N S I N G 

T h e r e i s c o n s i d e r a b l e e v i d e n c e t o s u g g e s t t h a t d a r k m a t t e r p l a y s a n 
i m p o r t a n t r o l e i n t h e o b s e r v e d g r a v i t a t i o n a l l e n s e s . F i r s t l y , i n s e v e r a l o f 
t h e c a s e s t h e r e i s n o v i s i b l e s i g n o f t h e l e n s i n g m a t t e r . S e c o n d l y , i n b o t h 
0 9 5 7 + 5 6 1 a n d 2 0 1 6 + 1 1 2 , t h e t w o c a s e s w i t h t h e m o s t i n f o r m a t i o n o n 
i m a g e s a n d ' l e n s i n g ' g a l a x i e s , t h e r e i s n o s u c c e s s f u l m o d e l w h e r e t h e l e n s -
i n g m a s s f o l l o w s t h e l i g h t . O n c e o n e c o n c e d e s t h e p r e s e n c e o f d a r k m a t t e r 
t h e r e i s a g r e a t d e a l o f f r e e d o m i n m o d e l i n g , a n d i t i s n o t c l e a r w h e t h e r i t 
i s w o r t h w h i l e m a k i n g v e r y d e t a i l e d m o d e l s . A n a l t e r n a t i v e a p p r o a c h i s t o 
m a k e g e n e r a l i n f e r e n c e s a b o u t a p a r t i c u l a r l e n s t h a t a r e m o d e l -
i n d e p e n d e n t . S o m e p o s s i b l y u s e f u l ' t h e o r e m s ' ( B N N ) i n t h i s r e g a r d a r e 
l i s t e d b e l o w : 

( a ) I n g e n e r a l t h e r e a r e a n o d d n u m b e r , 2 n + l , o f i m a g e s , o f w h i c h η 

a r e o f t y p e S a n d η + 1 a r e o f t y p e L o r H , w i t h a t l e a s t o n e L a m o n g t h e s e . 

( b ) T h e f i r s t i m a g e t o v a r y i s a l w a y s o f t y p e L a n d t h e r e f o r e h a s p o s i -
t i v e ( i . e . m a j o r i t y ) p a r i t y . I f t h i s i s v i o l a t e d b y o b s e r v a t i o n s , t h e n o n e c a n 
c o n c l u d e t h a t s o m e i m a g e s h a v e g o n e u n d e t e c t e d . 

( c ) B e c a u s e m a s s i s p o s i t i v e , a l l L i m a g e s a r e m a g n i f i e d c o m p a r e d t o 
t h e u n l e n s e d s o u r c e . 

( d ) A c r i t i c a l s u r f a c e d e n s i t y E c c a n b e d e f i n e d w h i c h i s t h e d e n s i t y a 
s h e e t p l a c e d a t t h e l e n s p l a n e s h o u l d h a v e i n o r d e r t o b a r e l y f o c u s r a y s 
f r o m t h e s o u r c e a t t h e o b s e r v e r . I t c a n b e s h o w n t h a t r a y s c o r r e s p o n d i n g 
t o i m a g e s o f t y p e Η a n d L p a s s t h r o u g h r e g i o n s o f t h e l e n s p l a n e w i t h Σ>Σ0 

a n d Σ < Σ 0 r e s p e c t i v e l y . N o t h i n g c a n b e s a i d a b o u t t y p e S i m a g e s . 

( e ) B e c a u s e t o p o l o g i e s s u c h a s t h e l e m n i s c a t e o f F i g u r e 2 b w i t h n o H 
i m a g e s a r e p o s s i b l e , i t i s p o s s i b l e t o o b t a i n m u l t i p l e i m a g e s e v e n w i t h 
Σ < Σ 0 t h r o u g h o u t t h e l e n s p l a n e . 

https://doi.org/10.1017/S0074180900153379 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0074180900153379


536 R. N A R A Y A N 

( f ) I m a g e s c a n b e i n f i n i t e l y d e m a g n i f i e d w h e n t h e y f o r m o n s i n g u l a r i -
t i e s i n t h e l e n s . T h i s c a n h a p p e n o n l y t o H a n d S i m a g e s , n o t t o L . W e c o n -
c l u d e t h e f o l l o w i n g f o r t h r e e - i m a g e t o p o l o g i e s : ( i ) I f t h e m i s s i n g i m a g e i s 
l o s t o n a p o i n t s i n g u l a r i t y s u c h a s a b l a c k h o l e , t h e n i t i s o f t y p e H a n d s o 
t h e r e m a i n i n g i m a g e s s h o u l d h a v e o p p o s i t e p a r i t i e s ( F i g u r e 2 a ) ; ( i i ) I f o n a 
l i n e s i n g u l a r i t y s u c h a s a c o s m i c s t r i n g , t h e n i t i s l i k e l y t o b e t y p e S a n d s o 
t h e o t h e r t w o i m a g e s w i l l h a v e t h e s a m e p a r i t y ( F i g u r e 2 b ) . 

( g ) I n g e n e r a l , t h e m o r e m a g n i f i e d t h e i m a g e s a r e ( s m a l l c u r v a t u r e o f 
t h e t i m e - s u r f a c e ) t h e s m a l l e r t h e i r d i f f e r e n t i a l t i m e - d e l a y s . 

M o s t o f t h e a b o v e t h e o r e m s r e q u i r e t h a t w e b e a b l e t o d i s t i n g u i s h t h e 
i m a g e t y p e ( L , H , o r S ) , f o r w h i c h t h e p r e - r e q u i s i t e i s t h a t p a r i t i e s s h o u l d 
b e m e a s u r e d . P r e s e n t l y , V L B I s e e m s t o b e t h e o n l y w a y t o o b t a i n p a r i t y 
i n f o r m a t i o n . I t h a s b e e n a l r e a d y u s e d i n 0 9 5 7 + 5 6 1 ( P o r c a s et al. 1 9 8 1 , 
G o r e n s t e i n et al. 1 9 8 4 ) , a n d t h e r e a r e g o o d p r o s p e c t s i n 2 0 1 6 + 1 1 2 . F o r 
t h e r e s t o f t h e l e n s e s , t h e o n l y h o p e i s t h a t t h e H u b b l e S p a c e T e l e s c o p e 
m a y b e a b l e t o r e s o l v e t h e f u z z a r o u n d t h e l e n s e d q u a s a r i m a g e s . I f t h e r e 
i s a n y a s y m m e t r y i n t h e f u z z , t h e n t h i s c o u l d b e u s e d t o i n f e r i m a g e p a r i -
t i e s . 

A C K N O W L E D G E M E N T S . I t h a n k R a j a r a m N i t y a n a n d a f o r s h a r i n g w i t h m e h i s 
p i o n e e r i n g i d e a s o n t h e a p p l i c a t i o n o f F e r m a t ' s P r i n c i p l e t o g r a v i t a t i o n a l 
l e n s i n g m u c h b e f o r e p u b l i c a t i o n . T h e w o r k p r e s e n t e d h e r e i s b a s e d l a r g e l y 
o n c o l l a b o r a t i v e w o r k t h a t I c a r r i e d o u t w i t h h i m a n d R o g e r B l a n d f o r d . 
S u p p o r t b y t h e N S F u n d e r g r a n t s A S T 8 4 - 1 5 3 5 5 a n d A S T 8 3 - 1 3 7 2 5 i s a l s o 
g r a t e f u l l y a c k n o w l e d g e d . 
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DISCUSSION 

Subramanian z ( 1 ) . Fermât»s principle is a very nice way of looking at 
lensing by a mass sheet at a particular redshift but when you have len-
ses at different redshifts, then Fermât1s principle formalism becomes 
less intuitive and useful. 

( 2 ) . T o add to your list of general theorems on lensing : Stephen 
Cowling and I have proved a number of theorems on local conditions on 
the surface density of the lens for multiple imaging by smooth and 
bounded gravitational lenses. (MNRAS in Press) 

Narayan : (1).If the image splitting is produced by only one lens sheet 
and the others at different redshifts merely modify the images without 
introducing extra splitting, then some of the single lens-plane ideas 
can be carried through (BNN). However, if there is strong lensing in 
more than one plane,the geometrical intuition provided by Fermât1s 
principle seems to be lost (though the principle of extremum time is 
still valid). 

Rees : ( 1 ) . Even those who advocate cosmic strings as triggers for 
galaxy formation would only expect them to contribute 10~ - 1 0 ** of the 
critical cosmological density. The probability of observing lensing due 
to a string, along a given line of sight, would be only of this order, 
so doesn't this make it unlikely that strings are relevant to observed 
lensing ? 

( 2 ) . Could you comment on how "minilensing" might affect your 
discussion of the number and relative brightness of the multiple images? 

Narayan : ( 1 ) . This is substantially correct. However, if the lumino-
sity functions of quasars were sufficiently steep [φ ( > L) α L α ; 
α > 2 ] then the probability of lensing by a particular class of lens 
could be significantly greater than the Ω in those lenses because of 
'amplification bias'. The effect is absent for a straight string since 
it produces no magnification, but could be important for string loops 
(see Hogan and Narayan 1 9 8 4 ) . 

( 2 ) . Most of my discussion assumed a smooth lens potential. If 
there ae 'mini-lenses' present, e.g. stars, then there are two possibi-
lities : 

(a) If the angular size of the source is greater than the mean 
angular separation of mini-lenses, the smooth potential approximation 
is valid. 

(b) If not, each image is split into a large number of mini-images 
which cannot in general be resolved. The net magnification of an image 
can be substantially modified, and this has been invoked to explain the 
absence of the odd image in several observed examples of lensing. Time-
delays are not affected. 
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