SUR LES ANNEAUX PARTIELLEMENT ORDONNES
G. Thierrin

(received December 9, 1961)

Un anneau partiellement ordonné A est un anneau sur
lequel est définie une relation df ordre partiel telle que:

1. a>b entraine a + c> b+ c pour tout c € A.
2. a> o etb> o entrainent ab > o.

Si la relation d!ordre est une relation d! ordre total,
1'anneau A est dit un anneau totalement ordonné.

Il est bien connu (Théoréme d' Artin-Schreier [1]) que,
pour qu'un corps commutatif K puisse étre totalement ordonné,
2 2 a
il faut et il suffit que la relation a1 + ... +a =o entraine
n
a =...=a =o. Cethéoréme a été généralisé par T. Szele

[4] qui 2 montré que, pour qu'un corps quelconque K puisse
étre totalement ordonné, il faut et il suffit que le demi-groupe
additif et multiplicatif S, engendré par les éléments de K qui
sont des carrés non nuls, ne contienne pas I'élément zéro de
K. Ce résultat a été étendu au cas d'un anneau d'intégrité
par R.E. Johnson [2] de la maniére suivante.

Rappelons d*abord qu'un anneau d'intégrité est un anneau
A # { o} ne contenant pas de diviseurs propres de zéro.
Désignons par A* 1' ensemble des éléments non nuls de A.
Un élément a € A* est dit pair s'il existe des éléments
a

g0 2 € A* tels que a soit le produit des 2n éléments
n

a a,a, ..., a prisdans un certain ordre.
n

gt 2 3y
Désignons par S le demi-groupe additif engendré par les
éléments pairs de A*, On a:
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THEOREME 1 (R.E. Johnson). Pour que l'anneau
d'intégrité A puisse €tre totalement ordonné, il faut et il
suffit que S C A*.

Ce théoreme va nous permettre de donner une condition
nécessaire et suffisante pour qu'il existe sur un anneau une
relation d' ordre partiel qui en fasse un anneau partiellement
ordonné, isomorphe 2 une somme sous-directe d'anneaux
d'intégrité totalement ordonnés.

1. Soit A un anneau quelconque. Un élément a € A sera

dit pair, s'il existe des éléments ai, ..., a €A, tels que a
—_— n
soit le produit des 2n éléments a5 eees @, 3,5 ..., 2 pris dans
n n
un certain ordre. Nous utiliserons la notationa =afa,, ..., a )

1 n
pour indiquer les composantes intervenant dans la formation de a.

Un idéal M de A sera dit un F-idéal, si la relation

, ) eens + R - JRP , s eees
a(a1 a2 am) b(b1 5 bn)+ +d(d1 dZ dr)e M
entraine

M, b_ ... s eees d_ ... .
aia2 ame b1 2 bneM d1 > dreM

Il est immeédiat que I'intersection de F-idéaux est encore
un F-idéal.

Si 1'idéal { o} est un F-idéal, 1'anneau A sera dit un
F-anneau. Un idéal M d'un anneau quelconque A est un F-idéal
si et seulement si I' anneau-quotient A/M est un F-anneau.
Remarquons qufun anneau commutatif est un F-anneau si et

2 2 2
seulement si la relationa +b + ... +d =o entra/'fne
a=b=...=d=o.

Le théoréme de R. E. Johnson peut maintenant s'exprimer:
Pour qu'un anneau d'intégrité puisse étre totalement ordonné,
il faut et il suffit qu'il soit un F-anneau.

Rappelons qu! un idéal P d'un anneau A est dit premier si
aAb C P entraine a € P ou b € P, complétement premier si
ab € P entraine a €¢ Poub € P. Un anneau A est dit compressif

(cf. [5]) si 3232 az-oentrafnea a a = o0; on montre
. 42y 0 2= 43y 1 2, =0
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T r r

1 2 n < .
alorsquea, a, ...a =o0,o0ur,, ..., r sontdes entiers
1 2 n 1 n
A N . . z .
positifs, entraine aussi aia.2 ... a =o. Tout idéal premier
n

minimal d'un anneau compressif A est complétement premier
et I'idéal { o} estl'intersection des idéaux compl2tement
premiers minimaux de A. On voit facilement que tout
F-anneau est compressif.

THEOREME 2. Tout idéal premier minimal P d'un
F-anneau est un F-idéal complétement premier.

Preuve. Si P = A, c'est trivial. Soit P# A. On sait
que 1'ensemble B = A - P est un m-systéme maximal
ne contenant pas zéro (cf. [3]). Comme A est un F-anneau,
A est donc compressif, ce qui entraine que P est complétement
premier et que B est un demi-groupe multiplicatif maximal
ne contenant pas zéro. Soit

x=afa , a_, ..., ,b_,...,b e..+d(d ,d_, ..., d )eP
( I am)+b(bi b, D+ (d,. d, R
oda, b, ..., d sont des éléments pairs. Nous devons montrer

eP,bb_...b eP, ..., dd_ ... d .
queddy o fy 172 n 1%2 .
Supposons que tel ne soit pas le cas et que, par exemple,

ce. @ P.

aiaZ m*

Soit X le demi-groupe multiplicatif engendré par x.
L'anneau A, étant un F-anneau, ne contient pas d' éléments
nilpotents # o. Par conséquent, o ¢ X; car si o ¢ X, alors

n )
X =o, doncx=o=a+b+ ... +d, ce qui entraine en

particulier aia.2 .. am = 0, contre notre hypothése.

. n
On a, d'autre part, o ¢ BX. En effet, si rx =o avec
2
r € B, alors rx = o, puisque A est compressif, et donc r x = o.

2 2 2 L
Par conséquentr a+ r b+ ... + r d=0o. Les éléments

2 2 L1 :
ra, rb, ... sont des éléments pairs avec comme composantes
(r, ai, az, cee, am), (r, bi’ bZ' cees bn), ... Comme A est
un F-anneau, on a donc en particulier raia2 .. am =o€ P.
Mais P est complétement premier et r ¢ P. Donc aa,...a_ ¢ P,
contre notre hypothése.
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Soit T le demi-groupe multiplicatif engendré par les
demi-groupes X et B. Sioe T, il existe alors des éléments

Ty Tos eees r ¢ Betxi, Xyr wens xkeXtelsque

rix1 r,X,.. . I, X =0, ce qui entraine T Ty s T X KoL X, =0,
car { o} estl'intersection des idéaux complétement premiers
de A, puisque A est compressif. Comme B et X sont des
demi-groupes, on a donc o € BX, ce qui est impossible. Par
conséquent le demi-groupe T ne contient pas zéro. Comme B
est maximal et que BCT, ona B=T. Dtautre part xe P et
xe T=B=A- P, ce q—ui est contradictoire.

Par conséquent, aia2 RS € P et P est un F-anneau.

THEOREME 3. Pour qu'un anneau A # { o} soit
isomorphe a une somme sous-directe de F-anneaux d'intégrité,
il faut et il suffit qu'il soit un F-anneau.

Preuve. La condition est nécessaire, puisque
I'intersection de F-idéaux est encore un F-idéal. Montrons
qu'elle est suffisante. L'anneau A, étant un F-anneau,
ne contient pas d' éléments nilpotents # o. Par conséquent
(cf. [3]), 1'idéal { o} est l'intersection des idéaux premiers
minimaux Pi de A. D'aprés le théoréme 2, ces idéaux Pi

sont des F-idéaux complétement premiers et donc 1' anneau A
est isomorphe 2 une somme sous-directe des anneaux A/P,
i

qui sont des F-anneaux d'intégrité.

Corollaire. Pour qu'il existe sur un anneau A # { o}
une relation d' ordre partiel, qui en fasse un anneau
partiellement ordonné, isomorphe a une somme sous-directe
d' anneaux d' intégrité totalement ordonnés, il faut et il suffit
que A soit un F-anneau.

Preuve. Cela découle immédiatement de ce théoréme
et du théoréme de R. E. Johnson.

2. Soit A un anneau quelconque.
Désignons par F 1l'intersection de tous les F-idéaux de A.

Cet ensemble F est un F-idéal dont nous allons donner une
caractérisation.
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Soit M un idéal de A. Désignons par L(M) l' ensemble
de tous les éléments x € A, pour lesquels il existe des
éléments pairs de A, soient

a(a , a_, «ve 2 ), 2., d{(d ,d, ..., d),
m n

1 2 1 2
r(ri, rz, ey T )y wee, v(vi, VZ, ceey vq),
vérifiant les relations:
= . . dd_ ...
1) x aia.2 am+ + 4 dn

2) a+... +d+r+ ... +veM.

11 est facile de voir que L(M) est un idéal et que MC L{(M).
De plus, M est un F-idéal si et seulement si M = L(M). Posons:

F1=L({o}), F2=L(Fi), ooy Fn=L(Fn_ | R

1
-~ . P
Nous obtenons alors une chaine d'idéaux:

F, CF

c...CF C...
1 - - n-—

2

THEOREME 4. Si F est l'intersection de tous les
F-idéaux de A, on a

o
F= U F,
i=1

)
Preuve. Montrons d'abord que 1'idéal F* = U F. est
i=1 !

un F-idéal et donc que FC F*. Soit

a(ai, a2, cees am)+b(b1, bZ’ vees bn)+... +d(d1, dz, eees dr) € F*,

oia, b, ..., d sont des éléments pairs. Il existe un indice
k tel que

a+b+... +deF
k
Comme o est un élément pair, on a

a+b-i>...+d+oeFk
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Par conséquent, d'aprés la définition de F , ona

k+1

... , . .., dd....d e
a3 € L ByPr B e Py 1929 ¢ Ty

Comme F C F*, F* est un F-idéal.
k+1 —

Montrons ensuite que F* C F. Il est évident que si
F EF, alors F C F. Or Fig F; donc FkC_I F pour tout

k kti =
indice k.
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