DER HOHENSATZ IN DER GEOMETRIE
INVOLUTORISCHER GRUPPENELEMENTE

F. BACHMANN
H.S. M. Coxeter zum 60. Geburtstag gewidmet

In der ebenen absoluten Geometrie, die hier stets in der Allgemeinheit
meines Buches Aufbau der Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff (AGS) ver-
standen sei, hat man guten Grund, die Geraden vor den Punkten zu bevorzugen.
Grundlegende Relationen in der Menge der Geraden sind das Senkrechtstehen
von zwei Geraden und das Im-Biischel-Liegen—die Abhingigkeit—von drei
Geraden, das man nach HJELMSLEV wie folgt definiert: Drei Geraden liegen im
Biischel, wenn das Produkt der Spiegelungen an ihnen eine Geraden-Spiegelung
ist.

In einem Dreiseit ist eine Hohe eine Gerade, die auf einer Seite senkrecht
steht und mit den beiden anderen im Biischel liegt. Im folgenden wird ein
Beweis fiir den Hohensatz gegeben, welcher besagt, dass zu den drei Seiten
gehorige Hohen stets im Biischel liegen, sofern das Dreiseit nicht ein Polar-
Dreiseit ist. Der Beweis nutzt die bereits von HJELMSLEV verwendete Tatsache
aus, dass das Produkt der Spiegelungen an den Seiten des Dreiseits eine Gleit-
spiegelung ist, deren Achse Seite im Hoéhenfusspunkt-Dreieck ist.

Es zeigt sich nun hierbei, dass der Beweis keineswegs das volle Axiomen-
system der ebenen absoluten Geometrie erfordert. Vielmehr geniigt es, ausser
der gruppentheoretischen Grundannahme aus AGS einfache Eigenschaften des
Senkrechtstehens vorauszusetzen: Die Eindeutigkeit des Orthogonalenschnitts,
die Existenz und Eindeutigkeit der Senkrechten und die Tatsache, dass drei
Geraden mit gemeinsamem Lot im Biischel liegen. Die letzte Tatsache ist ein
Spezialfall des Hohensatzes und daher der Sache nach unentbehrlich. Unser
Beweis des Hohensatzes reduziert den allgemeinen Fall durch Betrachtung der
erwiahnten Gleitspiegelungs-Achse auf diesen Spezialfall.

Der Blick wird somit auf die genannten Eigenschaften des Senkrechtstehens
gelenkt. Man erkennt, dass sie einen Bereich des Schliessens konstituieren, in
dem bereits Aussagen von einigem Interesse beweisbar sind—unabhingig von
weiteren Eigenschaften des Im-Biischel-Liegens und der Existenz oder Eindeu-
tigkeit von Verbindungsgeraden.

BEMERKUNGEN zur Terminologie und Schreibweise. Es sei eine Gruppe gegeben, deren
Elemente mit «, B, . . . bezeichnet seien. Fiir o Yy« schreiben wir v2. Eine Menge von Gruppen-

elementen nennen wir ‘nvariant, wenn sie gegen die inneren Automorphismen invariant ist, also
mit einem Element v alle Elemente ~2 enthilt. Involutorisch nennen wir die Elemente der
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Ordnung 2. p, o, pi, o; mogen involutorische Elemente bezeichnen. Man beachte, dass ein
involutorisches Produkt 1 g2. . . o gleich o, . . . 02 oy ist. Statt “pe ist involutorisch” schreiben
wir plo. plo ist dquivalent mit po = gp und p # o. Die “Strichrelation” ist symmetrisch.
Ausdriicke wie p1, p2|o oder p1, p2|o1, o2 oder pi, ps2|o1]ee sind Zusammenfassungen und bedeuten,
dass zwei Elemente eines solchen Ausdrucks in der Strichrelation stehen, wenn sich zwischen
ihnen wenigstens ein Strich befindet. Z.B. bedeutet ¢i|o2|os, dass a1, o3, o3 paarweise in der
Strichrelation stehen.

1. GRUNDANNAHME. Gegeben setr eine Gruppe G und ein invariantes, aus
involutorischen Elementen bestehendes Erzeugendensystem S von G.

Mit kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnen wir die Elemente aus .S,
mit grossen lateinischen Buchstaben [ausser G, S] die involutorischen Elemente
aus G, welche als Produkt von zwei Elementen aus S (also in der Form uw
mit #|v) darstellbar sind. Fiir die Elemente @, b, ..., 4, B, . . . fordern wir die
Giiltigkeit der folgenden AX10ME:

A0. Aus A, A'|b|cfolgt A = A’.

Al. Zu A, b gibteseincmit A, b|c.

A2, Aus A # bund A,b|c,c folgtc = ¢'.

Dem Paar (G, S) ordnen wir eine geometrische Struktur, die Gruppenebene
von (G, S), zu gemiss dem WORTERBUCH:

Geraden a,b,...(Elemente aus.S)
a senkrecht b ald
Punkte A4,B, ...
A inzident b Alb
A polar b A=0>

Ein Punkt ist nach Definition ein Produkt von zwei zueinander senkrechten
Geraden. Nach dieser Definition haben zwei zueinander senkrechte Geraden
u, v einen Schnittpunkt, nimlich den Punkt uv (denn es gilt uvu, v). Die Axiome
besagen:

AOQ. Zwei zueinander senkrechie Geraden haben hichstens einen Punkt gemein.
Al. Durchjeden Punkt gibt es zu jeder Geraden eine Senkrechie.
A2, Sind A, bnicht polar, so gibt es durch A hichstens eine Senkrechte s .

Ist 4 £ b, so gibt es nach Al und A2 genau eine Senkrechte von 4 auf b;
diese bezeichnen wir mit (4, b) oder auch mit (b, 4). Nach Definition gilt also
bei 4 # b:

A,b|(A,Dd), und: Aus A, bjc folgt (4,0) = c.

2 (Errichtete Senkrechte). Sind 4, b inzident (gilt 4|b), so nennen wir eine
mit A inzidente, auf b senkrechte Gerade (eine Gerade ¢ mit A|b|c) eine im
Punkte 4 auf der Geraden b errichiete Senkrechte. Die Spezialfille von Al und
A2, welche bei 4|b die Existenz und Eindeutigkeit einer in 4 auf b errichteten
Senkrechten aussprechen, seien mit A1’ bzw. A2’ bezeichnet.
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Satz 1. Aus A|b| ¢ folgt Ab = ¢, also Abc = 1 (und umgekehrt).
Beweis. Wegen b| ¢ ist bc ein Punkt. Es gilt 4, bc|b| c. Mit A0 folgt 4 = b.

Nach Satz 1 ist jede in A auf b errichtete Senkrechte gleich 4b. Und da im
Beweis nur A0 benutzt wurde, folgt die Eindeutigkeit der errichteten Sen-
krechten (A2’) aus A0.

Nehmen wir die Existenz einer in 4 auf b errichteten Senkrechten (Al’)
hinzu, so ist die Voraussetzung von Satz 1, also auch die conclusio durch ein ¢
erfiillbar, d.h. es gilt Ab € S:

Satz 2. Aus A|b folgt Ab € S (und umgekehrt).
Fiir unser Symbol (4, b) gilt nach Satz 1 und 2: Ist A|b, soist (4,b) = Ab.

Bemerkung. Auf Grund des kleinen Axiomensystems A0, Al’, A2’ gilt fiir die
Relation
Alble,

dass zu je zwei von den Elementen 4, b, ¢ das dritte eindeutig existiert. SatzZl
ist ein Spezialfall von A0, aus dem AQ unmittelbar (axiomfrei) zuriickgewonnen
werden kann. Aquivalente des kleinen Axiomensystems sind 1) A0, Al’; 2)
Satz 1, Al’; 3) Satz 2, A2’; 4) Satz 1, Satz 2. Fiir das Schliessen sind Satz 1 und
2 oft bequemer als die geometrischeren A0, A1/, A2’,

3. Drei paarweise zueinander senkrechte Geraden nennen wir ein Polar-
dreiseit. Aus AO folgt:

Sa1z 3 (vom Polardreiseit). Aus a|b|c folgt abc = 1 (und umgekehrt).

Bewets. Da a, b, ¢ kommutieren, ist (abc)? = 1. Wire abc # 1, so wiirde
fiir den Punkt ab gelten: ablc, also ab|b|c; nach Satz 1 wire abb = ¢, also
a = ¢,im Widerspruch zu a|c.

[Bereits aus A0 und Al lisst sich zeigen: Wenn es ein Polardreiseit gibt, so
gibt es zu jedem Punkt A eine Polare (eine Gerade ¢ mit A = a) und zu jeder
Geraden a einen Pol (einen Punkt A mit ¢ = A). Die Menge der Punkte ist
also entweder elementfremd zu S oder gleich S. Vgl. WoLFF (9).]

4. Wir erweitern das Worterbuch um die Definition: Drei Geraden «, b, ¢
liegen im Biischel, wenn abc € S ist. Aus der Invarianz von S folgt, dass diese
Relation reflexiv und symmetrisch ist (vgl. AGS, S. 33). Statt abc € S sagen
wir auch: abc st ein Gerade ; ist dies der Fall, etwa abc = d, so wird d die vierte
Spiegelungsgerade zu a, b, ¢ genannt.

Beispiel. Sind a, b zwei zueinander senkrechte Geraden, welche mit einem
Punkt P inzidieren, so sind die Geraden, welche mit a, & im Biischel liegen,
genau die mit P inzidenten Geraden:

Gilt alb| P, so gilt P|c genau dann, wenn abc € Sist.
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Die Voraussetzung a|b| P ist ndmlich nach Satz 1 dquivalent mit ab = P.
Es folgt abc = Pc. Daher sind untereinander dquivalent: abc € S, Pc € S,
Plc, letzteres nach Satz 2.

Wir fordern als weiteres Axiom, dass drei Geraden, welche ein gemeinsames
Lot haben, im Biischel liegen:

A3. Ausa,b,clgfolgtabe € S.
Sarz 4 (Ergidnzung zu A3). Ausa,b, c|g und abc = d folgtd|g.

Beweis mit Hilfe des Satzes vom Polardreiseit wie in AGS, S. 39.

5 (Satz von der Achse). Wir betrachten nun Produkte
(1) avb mit a, b|v,

bestehend aus zwei Geraden ¢, b und einem gemeinsamen Lot v. In (1) sind
av, vb Punkte 4, B mit 4, B|v. Das Produkt (1) kénnte auch anders geschrieben
werden: avh = Ab = aB = AvB. Ist avb # 1, so ist (4, b) = v = (a, B).

Sartz 5. Aus
(2) avb = cwd # 1 mita, b|lv und c, dlw
folgtv = w.

Wir beweisen zunichst einen Spezialfall, in dem eine zusitzliche Inzidenz
vorausgesetzt ist:

a) Aus (2) und a| cw folgtv = w (und sogar a = ¢,b = d).

Beweis. Wegen a|cw ist a-cw eine Gerade u (Satz 2), mit a, cw|u. Aus (2)
folgt a-cw = vb-d; es gilt also auch vb-d = u, also vb, d|u. Somit gilt a, vb, cw,
d|u. Da andererseits a, vb|v und a-vb # 1 gilt, ist nach A2 u = v. Mit cw, d|w
ergibt sich entsprechend # = w. Also ist v = w. Indem man die Gleichungen
u =v,u = walsvbd = v,acw = wschreibt, erhdlt man nochd = d,a = ¢.

A3 und seine Erginzung lehren:

b) Zu (1) und gegebenem o’ mit a’|v gibt es ein V', so dass avb = a’vh’ und b'|v
gult.

Beweis. Wegen o/, @, b|v gibt es nach A3 ein b’ mit a’ab = b’, und nach Satz 4
gilt b’'lv. Aus a’ab = b’ folgt ab = @’b’ und hieraus durch Multiplikation mit
v: avb = a’vb’.

Mit b) ldsst sich Satz 5 auf den Spezialfall a) zuriickfiihren:

Beweis von Satz 5. Es gelte (2). Nach Al gibt es ein ¢’ mit ¢’|cw, v. Nach b)
gilt avb = a’vb’ fiir ein b’ mit »’'|v. Es ist dann

a'vb’ = cwd # 1 mitd,b'|vund ¢, dw und o'|cw.

Nach a) folgtv = w.
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Sei a # 1 ein Element aus G, welches als ein Produkt (1) geschrieben werden
kann. Satz 5 lehrt, dass in jeder Darstellung von a durch ein Produkt (1) die
mittlere Gerade die gleiche und daher dem Element « eindeutig zugeordnet ist.
Diese Gerade nennen wir die 4 chse von a.

Jedes Produkt A4b lisst sich als ein Produkt (1) schreiben: Ist v ein Lot von
A auf b, soist Avdie in 4 auf v errichtete Senkrechte (Satz 2) und 40 = Av-v-b
eine Darstellung (1) ; ist dabei Ab £ 1,soistv = (4, b). Jedes Produkt 45 # 1
besitzt also eine Achse, und dies ist die Gerade (4, b).

Analog lisst sich jedes Produkt aB als ein Produkt (1) schreiben. Jedes
Produkt aB # 1 besitzt eine Achse, die Gerade (a, B).

Daher ergibt sich aus Satz 5:

Sat1z 6. Aus Ab = ¢D # 1 folgt (4,0) = (¢, D).

6 (Spiegelpunkt). P® ist stets ein Punkt. Dies folgt unmittelbar (axiomfrei)
aus der Invarianz von .S, die bisher nicht benutzt wurde, lidsst sich aber auch
ohne die Invarianz von S aus unseren Axiomen folgern (vgl. WoLrr (9),
Satz 1.3). P® wird der Spiegelpunkt von P beziiglich der Geraden a genannit.

7. Sei a, b, ¢ ein Dreiseit (ein ungeordnetes Geraden-Tripel). Wir nennen
eine Héhe auf a, wenn u zu a senkrecht (also au ein Punkt) ist und mit b, ¢ im
Biischel liegt.

Satz 7 (Hohensatz). Ist abc # 1 und sind

(3) au, by, cw Punkte,
(4) ubc, ave, abw Geraden,
so ist uvw eine Gerade.
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Beweis. Die Punkte (3) seien mit U, 7, W und die Geraden (4) mit p, q, r
bezeichnet. Dann gelten die Identititen

b) Up = abe, 6) Up =qVe (7)) Up =rW, 8) pgr = urw.

Wegen abc # 1 ist nach (5) Up # 1, also (U, p) definiert. Aus (6), (7) folgt
nach Satz 6 (U, p)|q, r. Wegen (U, p)|p, g, r ist pgr nach A3 eine Gerade, also
wegen (8) auch uvw.

Aus (7) folgt nach Satz 6 auch (U, p)|W. Es gilt also (U, p)| U, W, d.h.
(U, p) ist “‘Seite im Hohenfusspunkt-Dreieck.” Man bestitigt

(U, p)lp, q, 7, wow, U, W, Ve, Ve, Ve, V¥

und hieraus ergeben sich weitere geometrische Aussagen.

Der Hohensatz enthilt A3 als Spezialfall (man setze ¢ = b = ¢). Unter
Voraussetzung der Grundannahme und der Axiome AO0-A2 sind A3 und der
Héhensatz untereinander dquivalent.

H. KinDER verdanke ich die zusitzliche Bemerkung: Unter Voraussetzung
der Grundannahme und der kleinen Axiome AO, A’ folgt aus dem Héhensalz auch
die Eindeutigkeit der Senkrechten (A2).

Beweis. Gegeben seien ein Punkt V und drei Geraden u, v, w, welche die
Voraussetzungen von A2 erfiillen: Es gelte V' # » und V, u|v, w. Aus V]v, w
folgt nach Satz 2 (einer Folgerung von A0, Al’) Vv, Vw € .S; wegen u|v, w sind
uv, uw Punkte. Setze ¢« = v, b = Vv, ¢ = u. Dann erfiillen die Geraden «, 0, ¢,
u, v, w die Voraussetzungen des Hohensatzes, und nach dem Hohensatz ist
wvw € S.Somit gilt uv, uw|u|w, also nach A0 uy = uw, alsov = w.

Daher lisst sich das letzte Ergebnis verschirfen: Unter Voraussetzung der
Grundannahme, der Eindeutigkeit des Orthogonalenschnitts (AO) und der Existenz
der Senkrechien (A1) gilt der Hiohensatz dann und nur dann, wenn das Lotfillen
von einem Punkt auf eine nicht zu thm polare Gerade eindeutig ist (A2) und
Geraden mit gemeinsamem Lot 1tm Biischel liegen (A3).

8. In unserer Beweis-Figur des Hohensatzes (Satz 7) erkennt man mehrere
Lotensatz-Figuren. In der Tat sind die wichtige Regel

Satz 8. AbC € S gilt genau dann, wenn es ein v mit A, b, Clv gibt

und als Konsequenz der Lotensatz (AGS, S. 42), HjeLMsLEV's ‘‘Fundamental-
satz,”’ Beispiele weiterer Tatsachen der ebenen absoluten Geometrie, die bereits
aus unseren axiomatischen Voraussetzungen (Grundannahme und A0-A3)
beweisbar sind.

Beweis von Satz 8. Aus AbC € Sfolgt
9) Es gibt ein v mit 4, b, Clv

im Falle 4 # b mit Satz 6, und im Falle 4 = b ist (9) nach Al allgemein
giiltig. Gilt umgekehrt (9) und sind «, ¢ die in 4, C auf v errichteten Senkrech-
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ten: 4Av = a, vC = ¢ (Satz 2), so ist AbC = avbvc = abc (denn v kommutiert
mit ) und nach A3 abc € S.

Satz 9 (Lotensatz). Istaa’ = A, cc’ = Cund abc = d, so gilt: o', b, ¢’ liegen im
Biischel genau dann, wenn es einvmit A,d, Clv gibt.

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt axiomfrei a’bc’ = AdC. Daher liefert
Satz 8 die Behauptung.

9. Wir schliessen mit einigen axiomatischen Bemerkungen, die die Allgemein-
heit des bisher benutzten Axiomensystems

A: A0, Al, A2, A3

beleuchten moégen. Die Grundannahme sei stets, ohne besondere Erwihnung,
unverindert vorausgesetzt.

Natiirliche, in der ebenen absoluten Geometrie giiltige Eigenschaften des
Im-Biischel-Liegens, die aus dem Axiomensystem ¥ nicht beweisbar sind, sind
z.B. das Axiom

A4, Aus a, b, c| P folgt abc € S,

welches besagt, dass drei Geraden, die mit einem Punkt inzidieren, im Biischel
liegen, und die sogenannten Umkehrungen von A3 und A4:

UA3. Aus abc € Sund a, blg und a % b folgt c|g,
UA4. Aus abc € Sund a, b| P und a # b folgt c| P.

Etwa UA4 sagt: Liegen drei Geraden im Biischel und gehen zwei verschiedene
von ihnen durch einen Punkt, so geht auch die dritte durch diesen Punkt.

A4 enthilt Satz 2 als Spezialfall. Die Aussagen UA3, UA4 implizieren unter
geringen Voraussetzungen Eindeutigkeiten: Unter Voraussetzung der kleinen
Axiome A0, Al’ folgt sowohl aus UA3 als aus UA4 die Eindeutigkeit einer
Verbindungsgeraden, d.h. das Axiom

A2*. Aus A, Blc,d folgt A = Boder ¢ = d.

A2* enthilt die Eindeutigkeit des Orthogonalenschnitts (AO) als Spezialfall
und impliziert auch die Eindeutigkeit der Senkrechten (A2). Was die Méglich-
keit angeht, von A2* auf UA3 bzw. UA4 zuriickzuschliessen, so gilt: Aus Al,
A2* A3 folgt UA3; aus Al, A2* A4 folgt UA4. Insbesondere gilt somit: Unter
Voraussetzung des Axiomensystems 9 sind UA3 and A2* dquivalent.

Das Axiomensystem ¥ kann in mannigfacher Weise durch Zusatzaxiome
spezialisiert werden. Besonders naheliegend ist es, A4 oder die Umkehrung von
A3 (UA3), die wir allerdings lieber durch die beziiglich A dquivalente Ein-
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deutigkeit einer Verbindungsgeraden (A2*) ersetzen, oder beide Forderungen
hinzuzunehmen. So entstehen die Axiomensysteme:

(10) A, A4, formulierbar als: Al, A2, A3, A4.
(11) A, A2*, formulierbar als: Al, A2*, A3.
(12) A, A2*, A4, formulierbar als: Al, A2* A3, A4.

Das Axiomensystem (10) fiihrt in die von HJELMSLEV eingeschlagene Rich-
tung, die dadurch gekennzeichnet ist, dass die Existenz und Eindeutigkeit der
Senkrechten und die beiden Sitze von den drei Spiegelungen (bei uns A3, A4)
gefordert werden, aber die Existenz unverbindbarer oder mehrfach verbind-
barer Punkte zugelassen wird.

Das Axiomensystem (11) ist als Basis grundlegender Schliisse aus der
Geometrie involutorischer Gruppenelemente von Bedeutung; vgl. WoLFF (9).
In dem Axiomensystem (12) ist nach dem Gesagten nicht nur UA3, sondern
auch UA4 beweisbar; wenn es wenigstens einen Punkt gibt (anderenfalls sind
alle Axiome trivial), kann man wie in WoOLFF (9, §1) auch die Transitivitit des
Im-Biischel-Liegens beweisen und die Theorie der Geradenbiischel entwickeln.

Die Existenz einer Verbindungsgeraden, d.h. das Axiom

Al*. Zu A, B gibtes ein cmit A, B|c

ist auch von dem Axiomensystem (12) noch unabhingig. Wird A1* hinzugefiigt,
so wird die Existenz der Senkrechten (Al) beweisbar. Das entstehende Axio-
mensystem

A, Al*, A2* A4, formulierbar als: Al*, A2* A3, A4

ist, bei Hinzunahme einer Reichhaltigkeitsforderung, das Axiomensystem der
ebenen absoluten Geometrie aus AGS.

Axiomatische Theorien, in denen alle Aussagen des Axiomensystems  und
von den drei Zusatzaxiomen A1* 6 A2* A4 jeweils zwei gelten, wihrend das
dritte nicht beweisbar ist, haben WoLFF, KLINGENBERG, SCHUTTE entwickelt.

Kleine Axiome Axiome dieser Arbeit Zusatzaxiome
A0 AO: Eindeutigkeit des
Orthogonalenschnitts
Al’: Existenz der Al: Existenz der Al*: Existenz der
errichteten Senkrechten Senkrechten Verbindungsgeraden
A2’; Eindeutigkeit der A2: Eindeutigkeit der A2*: Eindeutigkeit der
errichteten Senkrechten Senkrechten Verbindungsgeraden

A3:a,b,clg > abc€ S
Ad:a,b,c|P —abcE S
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