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SUR LE PRINCIPE DE DOMINATION POUR LES

NOYAUX DE CONVOLUTION

MASAYUKI ITO

1. Introduction

Dans toute la suite X designe un groupe abelien localement compact
et denombrable a Γinfini; ξ est sa mesure de Haar. Nous rappelons
qu'un noyau de convolution N sur X signifie une mesure de Radon posi-
tive dans X. II est connu que le principe de domination pour N joue
un grand role dans la theorie du potentiel. Nous remarquons ici qu'il
existe deux sortes des principes de domination pour N; Γun est deίini
par G. Choquet et J. Deny (cf. [3]), qui est tres utile pour discuter le
principe du balayage, et Γautre est introduit de celui dans le cardre plus
large (cf. [8]). Nous montrerons d'abord que ceux sont equivalents. Par
consequent, on pourra discuter, en meme temps, sur les mesures balayees
relativement au noyau N et sur la resolvante associee au noyau N.

Nous montrerons ensuite que, pour un noyau de convolution N sur
X satisfaisant au principe de domination, les trois enonces suivants sont
equivalents:

(a) N satisfait au principe complet du maximum.
(b) N est de type positif.
(c) N est borne.

Inequivalence entre (a) et (c) etait deja enoncee dans [4] sans aucune
demonstration.

Nous discuterons finalement sur les noyaux de convolution de Hunt
sur X et sur les noyaux de convolution de Dirichlet generalises sur X
(cf. [6]). Evidemment un noyau de convolution de Dirichlet generalise
est un noyau de Hunt. Nous proposons done de fournir une condition
pour que son inverse ait lieu.
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150 MASAYUKI ITO

2. Les deux sortes des principes de domination

Soient Lloc = Lloc(£), Mκ — Mκ(ξ) et Cκ = CK{X) respectivement Γense-
mble constitute par toutes les fonctions reelles et localement f-sommables
dans Z, le sous-ensemble de Lloc constitue par fonctions bornees a support
compact, et Γespace des fonctions finies et continues dans Z a support
compact, et muni de la topologie inductive. U = U(ξ) et L1 = U(ξ) sont
les notations usuelles. L£c, sont respectivement leur sous-ensembles
des fonctions non-negatives.

Soit N un noyau de convolution sur X on note N le noyau de con-

volution sur X defini par \<p(X)dN(x) = U( — x)dN(x) pour toute φ de Cκ,

qui s'appelle le noyau adjoint de N. Pour une mesure de Radon reelle
μ dans X, N*μ s'appelle le 2V-potentiel de μ des que cette convolution a
un sens. Si le iV-potentiel N*μ de μ est absolument continu par rapport
a ξ, sa densite s'ecrit Nμ. En particulier si μ = fξ, oύ /eL l 0 C, on note
2V*μ = N * / et N// = N/. Si une fonction / est 2V-sommable, la convolu-
tion N*f est au sens des fonctions.

Pour une mesure de Radon reelle μ dans X, s(μ) designe le support
de μ, et en particulier si μ = /f, oύ /eL l 0 C, on note s(/) = s(/i). k(f)
designe Γensemble {xeX; fix) Φ 0}.

DEFINITION 1. Un noyau de convolution N sur X satisf ait au C-principe
de domination (resp. C-principe complet du maximum) si, queues que
soint φ, ψ de C£, Γinegalite2V*£> <; N*ψ (resp. N*φ ^ JV*ψ + 1) est satis-
faite sur X des qu'elle Test sur s(φ).

Cela est defini par G. Choquet et J. Deny [3].

Remarque 1. Le C-principe de domination (resp. le C-principe com-
plet du maximum) pour N est equivalent a Γenonce suivant:

Queues que soient μ, v mesures de Radon positives dans X a support
compact, Γinegalite N*μ<ZN*v (resp. N*μ<* N*v + ξ) est satisfaite au
sens des mesures dans X des qu'elle Test au sens des mesures dans un
voisinage de s(μ).

Cela se comprend immediatement de la definition.
Soit N un noyau de convolution sur X; alors pour une fonction /

de MKf Nf a un sens et elle est localement bornee dans Z. On a ensuite
la remarque suivante:

Remarque 2. Pour une fonction / de U a support compact, Nf a
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un sens et elle est localement de ZΛ

Cela resulte immediatement du fait que, quels que soient K un com-

pact de X et / une fonction de Mκ portee par K,

f \Nffdξ £ f \Nffdξ + f \Nffdξ £ 2A(K;N)A(K;N)\\f?dξ,
JK JK JK J

OU

A(K N) = f-ess. sup N, (x) .
xex κ

On designe par χκ la fonction caracteristique de K.

DEFINITION 2. Un noyau de convolution N sur X satisfait au

ikf-principe de domination (resp. M-principe complet du maximum) si,

queues que soient /, g de M£, Γinegalite Nf <; Ng (resp. Nf ^ Ng + 1)

est satisfaite f-p.p. sur X des qu'elle Test f-p.p. sur k(f).

Un noyau de convolution sur X etant un cas special dans le cadre

des noyaux resonables (cf. [8]), il est necessaire de discuter le M-principe

de domination. La remarque suivante est deja obtenue dans [9].

Remarque 3. Le M-principe de domination (resp. le M-principe com-

plet du maximum) pour N est equivalent a Γenonce suivant:

Queues que soient /, g de M£, Γinegalite Nf ^ Ng (resp. Nf ^ Ng

+ 1) est satisfaite f-p.p. sur X des qu'elle Test f-p.p. sur s(f).

THEOREME 1. Soίt N un noyau de convolution sur X; on a alors:

(1) Les deux princίpes de domination sont equivalents.

(2) Les deux principes complets du maximum sont equivalents.

Demonstration. Le M-principe de domination pour N deduit evidem-

ment le C-principe de domination pour N, et par suite, il suffit de montrer

son inverse. On va separer sa demonstration en trois parties suivantes.

On designe par ε la mesure d'unite a Γorigine de X.

1° Si N satisfait au C-principe de domination, alors, quelle que soit

c une constante non-negative, N + cε satisfait aussi au C-principe de

domination.

Supposons que, pour une constante c ^ 0 et pour deux fonctions ψ

et ψ de C£,

N*φ + Cφ ίg N*ψ + CΛJΓ SUr s(φ) \

on a alors
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N*(φ — ψ)+ + C(φ — ψ)+ <̂  N*(φ — ψ)~ + c(φ — ψ)~ SUΓ

car s(p) D s((y> — ψ)+). On a done

- ψ)- sur

et par suite cette inegalite a lieu sur Z, d'apres le C-principe de domina-

tion pour N. Par consequent,

N*(φ — ψ) + + C(φ — ΛJr)+ ^ N*(ψ — φ)+ + c(ψ — <p)+ BUT X ,

d'oύ N*φ + cφ <^ N*ψ + cψ sur X, et par suite iV + cε satisfait au
C-principe de domination.

2° Soit c une constante positive. Si N + cε satisfait au C-principe
de domination, alors il satisfait au M-principe de domination.

Supposons que, pour deux fonction / et g de Mi,

Nf + cf ^Ng + eg f-p.p. sur s(f) .

On choit une suite decroissante (ωn)ζ=1 d'ouverts relativement compacts
de X telle que Γon ait ωn 3 s(f) et limw^+O0 ξ(ωn) — f(s(/)). On designe
par χn la fonction caracteristique de ωn — s(f), et alors la suite (Nχn + cχn)
converge d'une maniere decroissante vers 0 f-p.p. sur X avec n—> +oo.
Posons

a = f-ess. sup (Nf(x) + cf(x))

alors 0 <; a < +oo, et on a

Nf+cf^Nf+cg+ —{Nχn + cχn) f-p.p. dans ωn .

c
D'apres la remarque 1, on a

Nf + cf^Ng + cg + ~(Nχn + cχn) f-p.p. sur X .
c

Faisant n-> +oo, on arrive a la conclusion que Nf + cf <. Ng + eg
f-p.p. sur Z, d'oϋ N + cε satisfait au M-principe de domination.

3° Si, quelle que soit c une constante positive, N + cε satisfait au
M-principe de domination, alors N y satisfait aussi.

Supposons d'abord que, pour deux fonctions / et g de Λf£, Nf < Ng
f-p.p. sus k(f). On pose
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/»(*) - fix) sur ixeX; Ng{x) ̂  Nf(x) + l
I n

et /nG») = 0 dans son complement. On choit ensuite une constante posi-
tive cn telle que

cn(?-ess. sup f{x)) ^ —
XBX n

et cn converge d'une maniere decroissante vers 0 avec n-* +00. Alors
on a

N/n + cnfn ^ Ng + cng f-p.p. sur fc(/n) ,

et done la meme inegalite a lieu f-p.p. sur Z. Faisant w —> +00, on a
AT"/ ̂  2V<7 f-p.p. sur X. Par consequent, si, pour deux fonctions /, g
de Mi, Nf <; Ng et N/ > 0 f-p.p. sur fc(/), on a alors iV/ ^ N^ f-p.p.
sur Z, car, quel que soit 0 < a < 1,

αtf/ = ΛΓ(α/) < Ng f-p.p. sur fc(/) ,

et par suite aNf ^ Ng f-p.p. sur Z. II suffit de voir que, quelle que
soit / de Mi, Nf>0 f-p.p. sur k(f) des que N Φ 0. Supposer qu'il
exists une fonction non-zero / de Mi telle que Nf = 0 f-p.p. sur k(f).
Dans ce cas, si Γon a, quelle que soit g de Mi, Ng = 0 f-p.p. sur fc(/),
alors Nf = 0 f-p.p. sur Z, et done N = 0. Par consequent, si N Φ 0,
il existe alors une fonction # de Mi et une constante positive c telles que

^ c}) > 0 .

Posons

f(x) = /(a ) sur {̂  G fc(/) iV (̂̂ ) ^ c)

et /'(α;) = 0 dans son complement alors, pour un nombre δ > 0 quelcon-
que, il existe une constante positive cδ (^1) telle que

Nf + cδf ^ δ(Ng + cδg) f-p.p. sur &(/') ,

et par suite, la meme inegalite a lieu f-p.p. sur Z. Faisant δ -» 0, on
a iV/7 = 0 f-p.p. sur Z, mais cela est en contradiction avec N Φ 0.

Par consequent, on acheve la demonstration de Γenonce (1). L'enonce
(2) peut etre montre de la meme maniere, et par suite la demonstration
est ainsi complete.
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Les deux sortes des principes de domination (resp. principes complets
du maximum) etant equivalents, on dit simplement que N satisfait au
principe domination (resp. au principe complet du maximum) s'il satisfait
au C-principe de domination ou au M-principe de domination (resp. au
C-principe complet du maximum ou au M-principe complet du maximum).

D'apres la presente demonstration, on a la remarque suivante:

Remarque 4. Pour qu'un noyau de convolution N sur X satisfasse
au principe de domination (resp. au principe complet du maximum), il
faut et il suffit que, quel soit c > 0, N + cε satisfasse au principe de
domination (resp. au principe complet du maximum).

En general, cela n'a pas toujours lieu (cf. [8]).

3. La resolvante et le principe du balayage

Le lemme suivant jouera un grand role pour notre discussion sur le
principe du balayage et la resolvante.

LEMME 1. Soient N un noyau de convolution sur X satisfaisant au
principe de domination, et f, g deux fonctions de L£c; supposons que
N(f + O) a un sens. Si, pour une constante non-negative c, Nf + cf
^ Ng + eg f-p P sur k(f), alors, quelle que soit & une constante avec
0 ^ & ̂  c, Nf + c'f ^Ng + &g f-p.p. sur X.

Demonstration. D'apres la remarque 4, N + c'ε satisfait au principe
de domination, et done Γimplication suivante deduit notre proposition:

Nf+cf^Ng + eg f-p.p. sur k(f) ^>Nf ^ Ng f-p.p. sur X .

De la meme maniere que dans la demonstration du theoreme 1, on peut
supposer £(&(/) Π k(g)) = 0. Alors on a Nf ^ Ng f-p.p. sur &(/). Si
N = 0, la presente implication est evidente, et on suppose N Φ 0. Ayant,
quelle que soit h de Mi, Nh > 0 f-p.p. sur k(h), on a Nf > 0 f-p.p. sur
fc(/). On choit une suite croissante (Kn)~=1 de compacts de X telle que
U»=i#n = X; on pose gn(x) == mt(g(x),n) sur Kn et gn(x) = 0 dans <£Kn.
Pour un entier m > 0, on pose ensuite

fmn(x) = m ~ 1 fix) sur \x e X Ngn{x) ^
m I

f \ gn

m I m

et fmn(x) = 0 dans son complement. D'apres le principe de domination
pour N, on a
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Nfmn ^ Ngn ^ Ng f-p.p. sur X .

Faisant n—> +00, on a

m — 1

m
-Nf ^ N# f-p.p. sur X ,

et ensuite faisant m —» +00, on a 2V/ ^ 2V# f-p.p. sur X. La demonstra-
tion est ainsi complete.

COROLLAIRE. Soit N le meme que ci-dessus et c une eonstante posi-
tive. Si, pour une fonction f de Lloc, Nf a un sens et Nf + cf — 0
f-p.p. sur k(f), alors f = 0.

D'apres le present lemme, Nf — 0 f-p.p. sur X, d'oϋ / = 0.

THEOREME 2. Soit N un noyau de convolution sur X. Si N satisfait
au princίpe de domination, alors, pour une mesure de Radon positive μ
dans X a support compact, un ouvert relatίvement compact ω de X et
pour un nombre p > 0, il exίste une mesure de Radon positive μ^ω dans
X portee par ω, et une seule telle que Von ait:

(a) (N + (X/p)ε)*f/p>ω ^ N*μ au sens des mesures dans X.
(b) (N + (l/p)ε)*μPyt0 = 2V*μ au sens des mesures dans ω.
(c) Quelle que soit v une mesure de Radon positive dans X portee

par ω, on a (N + (l/p)ε)*v ^ (N + (l/p)ε)*μpω au sens des mesures dans
X des que (N + (l/p)ε)*v Ξ> N*μ au sens des mesures dans ω.

Demonstration. On montrera d'abord que, pour une fonction / de
MK et pour un compact K de X, il existe une fonction fPiK de Mi portee
par K, et une seule telle que Γon ait

NfϊtK + ~fί,κ ^ Nf f-p.p. sur X et Nf^κ + A/P'fjr - Nf f-p.p. sur K .
p p

On note L\K) le sous-espace de U constitue par f onctions portees par K.
Posons

-ε κ\ = \(Ng)κ + -g geL\K)\,
p I { p )

oύ (Ng)κ(x) = Ng(x) sur K et (Ng)κ(x) = 0 dans son complement. Alors,
d'apres la remarque 2, P(N + (l/p)ε; K) c L2(K). Pour une fonction h
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de L\K), si l'on a, quelle que soit g de L2(K), {h(Ng + (l/p)g)dξ = 0

alors Nh + Q/p)h = 0 f-p.p. sur K D s(fe), et done Nh + (l/p)h == 0 sur
s(fe). D'apres le corollaire ci-dessus, on h = 0, d'ou P(iV + (l/p)e; X)
est dense dans L2(Z). (Nf)κ appartenant a L\K), il existe une suite
((Ngn)κ + (l/p)gn)ζ=i de P(N + (X/p)e; K) qui converge fortement vers
(Nf)κ dans L\K) avec ^-> +oo. On a alors

(Ng,

1

V

p

(\(N

J
) + 1

p

(Ngn)κ p

p

f-p.p. sur Z. D'apres le principe de domination pour N + (l/p)ε,

Ngn + —gn
p

+ 1
p

(Ngn)κ + -gn - (Nf)κ
p p

f-p.p. sur X. D'apres le lemme 1, on a

^ pN[\(Ngn)κ In ~ (Nf)κ Nf

f-p.p. sur Xy et par suite (gn) est bornee dans L2(K). On peut supposer
que cette suite converge faiblement vers une fonction f^κ dans L\K)
avec n-+ +oo. Par consequent, la suite ((Ngn)κ + (l/p)gn)n=i converge
aussi faiblement vers (Nf^κ)κ + (l/p)fptK dans U(K) avec n->+oo.
D'autre part, elle converge fortment dans L2(K), et par suite, ((Ngn)κ

+ (X/P)gn) converge fortement vers (Nf^κ)κ + (l/p)fp,κ dans L\K) avec
n-> +oo. D'apres le lemme 1, on a

Nfί K + -fί K ^ Nf et Nf'p%κ
P

Nf f-p.p. sur Z ,

d'oύ /pιJε ^ 0. Nf etant bornee sur K, on a / ^ e Mi. L'unicite de f^κ

resulte immediatement du corollaire ci-dessus.
Soient μ une mesure de Radon positive dans Z a support compact

et ω un ouvert relativement compact de Z ; pour une suite (φn)n=i de
fonctions de C£ portees par un compact fixe de Z et qui converge vagu-
ement vers ε, il existe une fonction f^l de M£ portee par K, et une seule
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telle que Γon ait

Nf£l + ~f£l ^ N(μ*φn) f-p.p. sur XetNf™ + —f^ = N(μ*φn) f-p.p. sur ω.
p p

La suite (f!^lξ)Z=i etant vaguement bornee, il existe une mesure de Radon

positive μp\ω dans X portee par ω et telle que, au sens des mesures,

N*μ%ω + —μ% ^ N*μ dans X et N*f/' + ~μ% = 2V*μ dans ω .

Dans ce cas, ///^ n'est pas toujours unique.

On choit une famille (ωa)aeΛ ίiltrante a droite d'ouverts de X telle

que Γon ait ωa c ω, (JaeΛ ωa — ω et, quels que soient α, β de A avec

a S β> &a c αy Soit ^ β β une mesure de Radon positive dans X obtenue

ci-dessus pour Γouvert ωα et μ. Alors, d'apres la remarque 1, la famille

(N*μfpttta + Q./p)f/ptωa)aeA> e s ^ fitrante a droite. D'autre part, (μ'p,ω)aeΛ est

vaguement bornee. On prend un point vaguement adherent μίPitύ de (μ'v,ω)aeΛ>

et alors μ^ω verifie evidemment les conditions (a) et (b). Soit v une

mesure de Radon positive dans X portee par ω telle que N*v + (l/p)v

^ N*μ au sens des mesures dans ω; alors, quel que soit aeA,

N*v+ ~v>N*μ" + —pt' , d'oύ N*v+ ^~v>N^μf

pω + —μ'vω

au sens des mesures dans X. Done /4,ω verifie la condition (c).

Montrons fiinalement Γunicite de μtPiU. Soit μ'^ω une autre mesure

de Radon positive dans X portee par ω et qui verifie les tois condition

ci-dessus alors on a

+ λ//ptm = N*f/^m + -μlω

au sens des mesures dans Z. Done, qulle que soit φ de Cκ,

N*<&,.*φ) + -04,.*p) - #*«,•*?>) + -04%*p)

dans X, et par suite, d'apres le corollaire du lemme 1, μr

v,ω*φ = μfv,ω*φ,

d'oύ μ'Pta = μp\ω. La demonstration est ainsi complete.

On dit que μPi(0 est la mesure balayee de μ sur ω relativement a
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COROLLAIRE. Soίent N et p les memes que ci-dessus. Pour une fonc-

tion φ de C£, il existe une suite (<pPin)ζ=1 de C£ telle que la suite (N*φPj7l

+ (l/p)φ'P}n) converge d'une maniere croissante vers N*φ avec n-> +00.

On choit une suite croissante (<*O~=1 d'ouverte relativement compacts

de X telle que UίΓ«i ωn = X- Soit ePtn la mesure balayee de ε sur ωn re-

lativement a (N + O-/p)ε,N) alors (N*εPj7l + (l/p)ε'p,n) converge d'une

maniere croissante vers N avec n—> +00. En posant <pPj7l — φ*εp^n, la

suite (φPίn) veriίie notre condition.

PROPOSITION 1. Soient N, p et ω un noyau de convolution sur X

satisfaisant au prίncipe de domination, un nombre positif et un ouvert

relativement compact, respectivement. On note 4,p ? ω la mesure balayee

de εx sur ω relativement a (N + (l/p)ε; N), oύ εx est la mesure d'unite a

xeX. Alors, quelle que soit φ de C£, la fonctίon x-+ \φdε'XiVi<0 est une

difference de deux fonctions semi-continues inferieurement. On a, quelle

que soit μ une mesure de Radon positive dans X a support compact,

J"P,» = U^v^dμix) ,

oύ μPiΰ) est la mesure balayee de μ sur ω relativement a (N + (l/p)ε; N).

Demonstration. II suffit de montrer que, quelle que soit φ de C£, la

fonction x—> \(N*φ + O-/p)φ)dεXyPi(ΰ est semi-continue inferieurement dans

X, car, d'apres le present corollaire, pour une fonction φ de C£, il existe

une suite (φ'n) de C£ telle que (jft*φn + {ljp)φf

n) converge d'une maniere

croissante vers N*φ. Pour un point x de X, il existe une famille filtrante

(VJCCGΛ convergeant vers x et une mesure de Radon positive ε^P)W dans X

telles que (εy^Pyω)aeΛ converge vaguement vers ε"ί2??ω et que Γon ait

Km UN*Ψ + —φ)de'ytPiω = lim UN*φ + --φ\dε'ya,v,ω
pi « J \ pi

Evidemment εXiPiύ) est portee par ω et on a, au sens des mesures,

N + —e)*£ p ω ^ N*εx dans X et (N + —e)*e'Jpw = N*ex dans ω .
p I \ p I

On a, d'apres la condition (c) dans le present theoreme,
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tf + -βW,,,,,. ^ ( # + - e
pi \ p

au sens des mesures dans X. Done

',,̂  +

d'oύ »-• (iV*^ + (l/p)φ)dε'XiP,ω est semi-continue inferieurement. Pour

une mesure de Radon positive μ dans X a support compact, Γintegrale

Wx,Piωdμ(x) est une mesure de Radon positive dans X portee par ω et on

a, au sens des mesures,

IN + ±ε\Mε'XtPimdμ(xy) ^N*μ dans Xet (N + ~ε\*[[εf

x,v,ωdμ{x)\ - N*/£

dans ω. Soit (ωα)α6^ une famille filtrante a droite d'ouverts de X telle

que ωa c ω, \JaeΛ ωa — ω; alors eifPϊββ converge vaguement vers eiϊPϊβ, et

done ε^^^Cα;) converge aussi vaguement vers \ef

x^^dμ{x). D'apres la

remarque 1, au sens des mesures,

dans X, d'oύ

D'apres la definition de μ'Ptω9 on a

La demonstration est ainisi complete.

COROLLAIRE. Soίent N, p et ω les memes que ci-dessus. Pour un
point x de X,
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^ 2 _ i XjPttu

au sens des mesures dans ω, oύ ε{£PtΛ = ε'XtP m et e ^ j β = U ^ ^ W ^ ^

(w ^ 2).

On a d'abord, quel que soit n un entier positif,

au sens des mesures dans ω. Done Xln-i^p,* a u n s e n s > e ^ P a r

4*j>, converge vaguement vers 0 avec n-> + oo. Ayant sfej^J c ω, jV*εί^jω

converge aussi vaguement vers 0 avec n—> +oo, d'oύ, au sens des mesures,

"1 oo

N*εχ = - Σ 4 ! k - d a n s ω

Soit (ωn)*βl une suite d'ouverts relativement compacts de X telle que

ωn C ωn+ι et (Jϊ=i ωn = X- On note ej,ϊβ|> la mesure balayee de ε sur ωn

relativement a (N + (l/p)ε, JV) on a alors £p^ωn ^ e^βn+1 au sens des mesures

dans ωn. Done (εp^n) converge vaguement vers une mesure de Radon

positive pNp dans X avec n-+ +oo. Alors, quel que soit x de Z, (ei,PfβlJP)

converge vaguement vers pNp*εx avec ^ - > + o o , et (Np)p>0 est une

resolvante, e'est-a-dire, quel que soit p > 0 et q > 0,

On dit que (Np)p>0 est la resolvante associee au noyau N.

DEFINITION 3. On dit qu'un noyau de convolution N sur X satisfait

au principe du balayage si, pour une mesure de Radon positive μ dans

X a support compact et pour un ouvert relativement compact ω de Z,

il existe une mesure de Radon positive μ'ω dans Z portee par ω telle que,

au sens des mesures, N*μ >̂ N*μ'ω dans X et N*μ = N*μ'ω dans ω.

La proposition suivante est deja connue dans [3]. Elle sera imme-

diatement obtenue du theoreme 2.

PROPOSITION 2. Soit N un noyau de convolution sur Z. Alors les

quatre conditions suivantes sont equivalentes.

(1) N satisfait au principe de domination.

(2) N satisfait au principe du balayage.
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(3) N satisfait au princίpe de domination.

(4) N satisfait au principe du balayage.

Demonstration. II suffit de voir (1) •=> (2) et (2) cz> (3). Supposer que

(1) a lieu. Pour une mesure de Radon positive μ dans X a support com-

pact et pour un ouvert relativement compact ω de X, on note f/PtΦ la

mesure balayee de μ sur ω relativement a (N + (l/p)ε,N). Alors (μ'PtJp>0

est vagument bornee, et done on peut supposer qu'il existe une mesure

de Radon Positive μ'ω dans X portee par ω et telle que f/Pt<B converge vague-

ment vers μ'ω avec p—> +oo. On a alors, au sens des mesures, N*μ'ω<^N*μ

dans X et N*μ'ω — N*μ dans ω, d'oϋ (1) c=> (2).

Supposer que (2) a lieu et que, pour deux fonction φ, ψ de C£9

N*φ <Ξ> N*ψ on s(φ). Pour un point x deX, il existe une mesure de Radon

positive εx portee par {x e X φ(x) > 0} et telle que, au sens des mesures,

N*εx ^ N*εx dans X et N*ε'x = N*εx dans {x e l ; φ{x) > 0}. On a alors

ίϊ*φ(χ) = L

J e β ) = N*ψ(x) ,

d'oύ (2) π=ί> (3). La demonstration est ainsi complete.

Par consequent, si N satisfait au principe du balayage, alors, pour

une mesure de Radon positive μ dans X et pour un ouvert relativement

compact ω de X, il existe une mesure de Radon positive μ'ω dans X portee

par ω et telle que Γon ait:

(1) N*μ'ω ^ N*μ au sens des mesures dans X.

(2) N*μ'ω = N*μ au sens des mesures dans ω.

(3) Quelle que soit v une mesure de Radon positive dans X portee

par ω, N*v ^ N*μ'ω dans X des que N*v ^ N*μ dans ω.

Dans ce cas, N*μ'ωest determine uniquement, qui s'appelle le potientel

balaye de N*μ. Mais μ'ω n'est pas toujours unique. Si cela est uniqu-

ement determine, elle s'appelle la mesure balayee de μ sur ω relativement

au noyau N.

COROLLAIRE. Soint N, p et ω respectivement un noyau de convolution

sur X satisfaίsant au principe de domination, un nombre positif et un

ouvert relativement compact de X pour un point x de X, on note ε^>Pjβ, la

mesure balayee de εx relativement ά(N + (l/p)ε 1ST). Alors εx^v^ = ε'~x,Vi-ω.

En effet, on a, au sens des mesures,
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dans —ω, et done

dans ω, d'oϋ εijP>ω = έis.p

1 oo

4. Le principe complet du maximum etjjle type positif

On commencera d'abord avec le lemme suivant:

LEMME 2. Soit N un noyau de convolution sur X satisfaisant au

principe de domination; alors les deux conditions suivantes sont equiva-

lentes:

(1) N satίsfait au principe complet du maximum.

(2) Quels que soίent p, ω et μ un nombre positif', un ouvert rela-

tivement compact de X et une mesure de Radon positive dans X a support

compact, respectίvement on a alors dμp^ω <̂  dμ.

On montrera d'abord Γimplication (1) c> (2). Pour cela, il suffit que,

quel que soit x de X, \dεXiPiω <| 1. D'apres le corollaire ci-dessus, il suffit

de voir que, quelle que soit / de M£, \fp;ωdξ ^ \fdξ, oύ fPi0)ξ est la

mesure balayee de fξ sur ω relativement a (N + (l/p)e N). De la meme

maniere que dans le theoreme 2 et d'apres le principe complet du maxi-

mum pour N, il existe uniquement une fonction gω de M£ portee par ω

telle que Ngω + (l/p)gω ^ 1 f-p.p. sur X et Ngω + (l/p)gω = 1 f-p.p. sur

ω. Done

= JNgm(x)f(x)dξ(x) ^

d'oύ (1) ^ (2).

L'implication (2) cz> (1) peut etre montree de la meme maniere que

dans la proposition 2.

On obtient, en meme temps, que le principe complet du maximum

pour N est equivalent au principe complet du maximum pour N.
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DEFINITION 4. Soit N un noyau de convolution sur X. On dit que

N est borne (resp. s'annule a Γinίini) si, quelle que soit φ de Cκ, N*φ

est borne sur X (resp. N*φ s'annule a Γinfini). On dit, d'autre part, que

N est de type positif si, quelle que soit φ de Cκ, \N *<p(x)φ(x)dξ(x) ^ 0.

On remarque que "le type positif" n'implique pas toujours "symetrique"

(c'est-a-dire, N Φ N). Si N est de type pisitif (a notre sens), alors N + N

est de type positif au sens usuel, et done il est borne.

LEMME 3. Soit a une mesure de Radon positive dans X supposons

que Σn=o Mn & un sens, oύ (σ)° et (σ)n = O)7*"1 *<x (n ^ 2). Si N = 2]n=o (σ)n

est borne, alors \dσ ^ 1.

II suffit de montrer notre lemme dans le cas oύ σ est a support com-

pact. On a, quel que soit c un nombre positif avec c \dσ < 1, d ( 2 ^ 0 (cσ)n)

< +cχ). N etant borne, la convolution N*Σ~=Q(cσ)n SL un sens, et cela

est aussi borne. On a ensuite

Le noyau de convolution 2rΓ=o (c(σ*σ))n sur X est symetrique et de type

positif, et on a

0 - c(σ*σ))* Σ (c(σ*σ))n = ε .

Done ε — c(σ * σ) est aussi symetrique et de type positif, et par suite,

cU(σ*σ) = MdσY^ 1 ,

d'oύ Uσ ^ 1.

On remarque que, dans le cas oύ N est symetrique par rapport a

Γorigine, on a \dσ ^ 1 sans la condition que 2V est borne, car Σn=o(W2)n

est tou jours de type positif. Mais, en general, la condition que N est

borne est inevitable. Par exemple, Σn-o a7l£n (β ^ 0) satisfait toujours

au principe de domination. II est borne si et seulement si 0 ^ a <; 1.

THEOREME 3. Soit N su noyau de convolution sur X satisfaisant au

principe de domination; alors les trois conditions suίvantes sont equί-

valentes:
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(1) N satisfait an principe complet du maximum.

(2) N est de type positif.

(3) N est borne.

Demonstration. Montrons d'abord que (1) implique (2). Soit ω un

ouvert relativement compact de X; on designe respectivement par e'x^m

et par fXtPtΛ les mesures balayees de εx sur ω relativement a (N + (l/p)ε N)

et a (N + (l/p)ε;N). On a, quelle que soit φ de Cκ avec s(φ) c ω,

et

ί?J((iV*pU») + ~^(2/))d(ε, - ^ f P f J(y) = ψ(x) ,

oύ (N * φ)ω{y) — ΛT' * ̂ (T/) dans ω et (ΛΓ * ̂ )ω(?/) = 0 sur son complement. On

a, quelle que soit ψ de C^ avec s(ψ) c ω.

j(N*φ)ωψdξ = J(iV

et done, d'apres le corollaire precedent,

Ux) + —\\[(N*φU

Par consequent, on a, d'apres le fait que P(N + (l/p)ε; ω) est dense dans

On a

p
ί
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2 JJ \ p p

^ 0 .

ω et φ etant quelconques, N + (l/p)ε est de type positif. Faisant p—> +00,

on obtient que N est de type positif.

L'implication (2) c=ί> (3) etant deja marquee, et on montrera finalement

(3) => (1). D'apres le lemme 2 et N etant un noyau de convolution, il

suffit de voir que, quels que soient ω un ouvert relativement compact de

X et p un nombre positif, \dεp^ <Ξ 1. On a, quel que soit k un entier

positif,

Σ ( 4 J Λ ^ (iV + le)*(e - 4 > Σ ( 4 ) n ^ iV + ε

et done, 2 ^ = 0 (ε^J- a un sens et N + (l/p)β ^ (1/p) Σ ^ o (e'p J n . On obtient

ainsi que Σ( e ί , )n e s ^ borne, et done, d'apres le lemme 3, \dε'^m ^ 1.

COROLLAIRE 1. (Principe d'equilibre) Soit N un noyau de convolu-

tion borne sur X satisfaisant au principe de domination. Si N Φ 0, alors,

pour un ouvert relativement compact ω de X, il exίste une mesure de

Radon positive vω dans X portee par ω telle que Nvω ait au sens et que

Von ait Nvω ^ 1 f-p.p. sur X et Nvω = 1 ?-p.p. dans ω.

En effect, d'apres le principe complet du maximum pour N, pour

un nombre positif p, il existe une fonction gPt(ΰ de M£ portee par ω telle

que Γon ait Ngp>ω + (l/p)gp,ω ^ 1 f-p.p. sur X et NgPtΛ + (X/p)gPtm = 1

f-p.p. sur ω. Voir la demonstration du theoreme 2. D'apres N Φ 0,

(9p,ωξ)P>o est vaguement bornee. Soit vω un point vaguement adherent de

(#p,ωf) I alors on a, au sens des mesures, N*vω ^ ξ sur X et N*vω = f dans

ω, d'oύ notre corollaire.

COROLLAIRE 2. Soit N un noyau de convolution borne sur X satis-

faisant au principe domination alors il existe Vespace fonctionnel invari-

ant par translations sur X, et un seul tel que son noyau soit egal a N + N.

Cela resulte immediatement du fait que JV + N est symetrique et de

type positif.
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Un espace fonctionnel H = H(X ξ) invariant par translations sur X

est un espace hilbertien C Lloc et qui verifie les deux conditions suivantes:

(a) A un compact K de X, on peut associer une constante A(K) > 0 telle

que, quelle que soit u de H, \κ\u\dξ <£ A(ίO||tt| |; (b) Quels que soient x

de X et u de H, la fonction τxu obtenue de u par la translation de x

appartient a H et \\τxu\\ = \\u\\ (cf. [1]).

On note ici || || et ( , •) la norme dans H et le produit scalaire associe.

D'apres la condition (a), a une fonction / de Mκ, on peut associer unique-

ment une fonction uf de H telle que, quelle que soit u de H, (uf,u)

= \u(x)f(x)dξ(x). S'il existe un noyau de convolution N sur X tel que,

quelle que soit / de Mκ, uf — Nf, alors il est uniquement determine et

s'appelle le noyau de H. On dit aussi que H est engendre par N et on

ecrit precisement H = H(N). Dans ce cas, N est evidemment symetrique.

5. Les noyau de Dirichlet generalises

On dit qu'un espace f onctionnel H invariant par translations sur X

est regulier si Cκ D H est dense dans Cκ et dans H.

LEMME 4. Soient N un noyau de convolution sur X et de type posίtif

et H Γespace fonctionnel invariant par translations sur X dont le noyau

est (1/2)(N + ΛO (note Ns). Si H est regulier, alors N s'annul a Vinfini.

En effet, pour une fonction φ de C£ et pour un nombre σ > 0 quel-

conque, il exist une fonction uσ de Cκ Π H telle que \\Nsφ — uσ\\ < σ, oύ

|| || est la norme dans H. On a, quelle que soit ψ de C£9

Ns*φ*ψ(x) = (Ns(τxψ),Nsφ) ^ \(Ns(τxψ)9uσ)\ + \(Ns(τxψ),Nsφ - ua)\

^ | w ψ ( α ? ) | + | |ΛΓψ| |

oύ ( , •) designe le produit scalaire dans H. Done

limN s*φ*ψ(x) ^ \\Nsψ\\σ ,
X-*co

d'oύ Ns*<p*ψ tend vers 0 a Γinfini. II en resulte done que N a'snnule

a Γinfini.

LEMME 5. Soient N un noyau de convolution sur X satisfaisant au

princίpe de domination et (Np)p>0 la resolvante associee a N; supposer

qu'il existe Γespace fonctionnel regulier et invariant par translations sur
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X dont le noyau est Ns. Alors Np converge d'une maniere croissante

vers N avec

En effet, pour une suite croissante (ωn)£βl d'ouverts relativement com-

pacts de X avec (J~=1 ωn — X, εPiΰ)n converge vaguement vers pNp avec

n-*+oo, oύ £py0)n est la mesure balayee de ε sur ωn relativement a

(N + (X/p)e9N). D'apres le fait que N satisfait au principe complet du

maximum, on a \dePtΦn ^ 1. N s'annulant a Γinfini, on obtient queN*εPtmΛ

converge vaguement vers pN*Np avec n-+ + 00, d'ou

N - Np =

II est evident que, lorsque p > 0, (NP)P>Q est croissante. Ayant p d2Vp ^ 1,

Np <z N et N s'annulant a Γinfini, on obtient facilement que pN*Np con-

verge vaguement vers 0 avec p —> 0, d'oύ notre lemme.

PROPOSITION 3. Soit N un noyau de convolution sur X satisfaisant

au principe de domination; supposer qu'ίl existe Γespace fonctionnel regu-

lier H = H(NS) invariant par translations sur X, Alors il existe un

semί-groupe vaguement continu (μt)t>o des mesures de Radon positives et

sous-markoviennes dans X, et un seul tel que N = \μtdt; c'est-ά-dίre, N

est un noyau de Hunt.

On remarque que N satisfait au principe complet du maximum et

que, queues que soient μ, v mesures de Radon positives dans X de masse

totale finie, μ — v des que N*μ = N*v. Done cette proposition resultera

immediatement du lemme 5 et de la theorie generale de [5]. On dit ici

que μt est sous-markovienne si Γon a \dμt <̂  1.

DEFINITION 5. On dit qu'un noyau de convolution N sur X est un

noyau de Dirichlet generalise sur X s'il existe un espace fonctionnel regu-

lier H invariant par translations sur X et une forme de Dirichlet gene-

ralisee a(u, v) sur H tels que, quelle que soit / de Mκ, Nf e H et, quelle

que soit u de Ή,

a(Nf,μ)=fax)f(x)dξ(x).

On dit qu'une forme a(u, v) bi-lineaire et bornee sur H x H est une

forme de Dirichlet generalisee sur H si Γon a, quelle que soit u de H,

T!'UeH9 a(u,u) =
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a{u - Tj u,u + Tru) ^ 0 et aiu + Tj u,u - Tτ-v) ^ 0 ,

oύ Ίτ est la projection de la droite reelle a Γintervalle ferme / — [0,1]
(cf. [2] et [6]). Dans ce cas, H est un espace de Dirichlet special sur X.

Remarque 5. Un noyau de Dirichlet generlise N sur X est un noyau

de Hunt.
En effect, d'apres le resultat de [2] et [6], N satisfait au principe

complet du maximum, et done il est un noyau de Hunt.

Remarque 6. Soit aiu, v) une forme bi-lineaire et bornee sur H x H
invariante par translations. Pour que a(u, v) soit une forme de Dirichlet
generalisee sur H, il faut et il suffit que, quelle que soit u de H, u+ et
u~ appartiennent a H et que Γon ait a(u+,u~) <̂  0.

En eίfet, d'apres le resultat de [2] et [6], si a(u, v) verifie Γune des
deux presents conditions, il existe un noyau de convolution N sur X, et
un seul tel que, queues que soient / de Mκ et u de H, Nf e H et

a(Nf, u) = ϊu(x)f(x)dξ(x) .

On connait aussi que N satisfait au principe complet du maximum si
et seulement si a(u, v) est une forme de Dirichlet generalisee sur H, et
que N satisfait au principe de domination si et seulement si, quelle que
soit u de H, \u\eH, (u - \u\, u + \u\) ^ 0 (cf. [2] et [6]). N etant de
type positif, les presentes deux conditions sont equivalentes, d'apres le
theoreme 3.

THEOREME 4. Soit N un noyau de convolution sur X, Si les trois
conditions suivantes sont verifiees, alors N est un noyau de Dirichlet
generalise sur X:

( i ) N satisfait au principe de domination.
(ii) iϊ(Λ7"s) a un sens et il est regulίer.
(iii) II existe une constante A(N) > 0 telle que, quelle que soit f de

I C \1/2

MK9 NfeH(Ns) et \\Nf\\ ^ A(N)ί\Nf(x)f(x)dξ(x)j , oύ \\. || est la norme

dans H(NS).

Demonstration. D'apres (i) et (ii), N s'annule a Γinfini et satisfait
au principe complet du maximum. De la condition que H(NS) est regulier,
on a, queues que soient μ, v mesures de Radon positives dans X de masse
totale finie, μ — v des que N * μ = N * v. Soit K un voisinage compact de
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Γorigine 0; on choit une suit croissante (ωn)ζ=1 d'ouverts relativement com-

pacts de Z avec lj»=i% = ΉK. D'apres la presente remarque concernant

Γunicite, il existe la mesure balayee εn de ε sur ωn relativement au noyau N.

Ayant \dε'n rg 1 et la suite (ε^)~=1 convergeant vaguement avec n—> +00,

on obtient qu'il existe une mesure de Radon positive εκ portee par
et une seule telle que, au sens des mesures, N ^>N*εf

κ dans X et N =

dans ΉK, et que, quelle que soit v une mesure de Radon positive dans

X portee par WK, N*v^N*ε'κ dans X des que N*v^N dans <$K. On
a N Φ N*ε'κ. Poser

H'D — {N*φ — N*ε'κ*φ; K: voisinage compact de 0, φe Cκ)

et, queues que soient /, g de Mκ,

(Nf, Ng)D = JNJ(x)g(x)dξ(x)

alors ( , )z> e s ^ un produit scalaire. On a, quel que soit K un compact
de Z,

f \Nf(x)\dξ(x) ^ C(K)\\Nf\\ = C(K)A(N)\\Nf\\D ,
J K

oύ C(K) est une constant positive dependant seulement de K. On peut
poser, par exemple,

V2

oύ χκ designe la f onction caracteristique de K. Done la complete HD de

{Nf;feMκ} par la norme || Ĥ  est un espace fonctionnel invariant par

translations sur Z. On a HD D ίί^, et done HD Π C^ est dense dans Cκ.

Soit (Kn)n=i une suite croissante de voisinages compacts de 0 telle que

Un=i ŵ — -̂ 5 alors, quelle que soit p de Cκ, la suite ( N * ε ^ * 0 converge

fortement vers 0 avec n—> +00, car ΛΓS s'annule a Γinίini et on a \dεKn ^ 1,

et done Cκ Π ίί^ est aussi dense dans HD, d'oύ HD est regulier. On

pose, quelle que soient /, g de Mκ,

a(Nf,Ng) = ^Ng(x)f(x)dξ(x) .

Alors on a
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\a(Nf,Ng)\ = \(NJ,Ng)\ ^ \\NJ\\ \\Ng\\ ^ A(N)\\Nf\\D . \\Ng\\D .

Done a( , •) peut etre prolongee sur HD x HD, et ce prolongement est

une forme bi-lineaire et bornee. On note aussi a(u, v) ce prolongement.

On a, quelle que soit u de HD, a(u,u) — \\u\\2

D et, quelle que soit / de Mκ,

a(Nf,u) =

D'apres le fait que N et N satisfont au principe complet du maximum,

on obtient que a(u, v) est une forme de Dirichlet generalisee sur HD (cf.

[2] et [6]). La demonstration est ainsi complete.

Remarque 7. Dans le present theoreme, si N*N a un sens, on a

N8*ND = N*N ,

oύ ND est le noyau de HD.

On dit qu'une fonction complexe et continue ψ sur le group dual X

de X est definie-negative si Γon a ψ(6) ^ 0, ψGr) — ψ(—x) et, quels que

soient n un entier positif, C£i) U de points de X et (pi)?βl un systeme de

nombres complexes avec Σ?=i /°ί — ®>

Σ
l

(cf. [1]). II est connu que si l/\ψ\ est localement f-sommable, oύ ξ est

la mesure de Haar sur X, alors il existe un noyau de convolution de

Hunt borne JV sur X dont la transformation de Fourier N de N est egale

a 1/ψ. Cela resulte du fait que, quel que soit t > 0, exp(—tψ) est de

type positif. On remarque ensuite que si ψ est definie-negative, alors

Reψ est aussi definie-negative.

COROLLAIRE. Soit ψ une fonction deftnίe-negative sur X. Si 1/Reψ

est localement ξ-sommable et si Γon a

l-ess. supfJl1^!) < +oo,
xex \ Re ψ /

alors il exist un noyau de Dίrichlet generalise N sur Z, et un seul tel

que N — 1/ψ.

Cela resulte immediatement du theoreme 4 et du fait que
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1 _ (Re ψ)2 + (Im ψ)2

N + N R e Ψ

f-p.p. sur X, oύ C est une constant positive.
Par consequent, quels que soient N un noyau de convolution de Hunt

sur X de masse totale finie et c une constante positive, N + cε est un
noyau de Dirichlet generalise sur X. Done la totalite des noyaux de
Dirichlet generalises sur X est dense dans la totalite des noyaux de con-
volution de Hunt bornes sur X par la topologie vague, car pour un noyau
de convolution de Hunt borne N sur X, tout P element de la resolvante
associee au noyau N est de masse totale finie.

On remarque finalement que, pour un noyau de Dirichlet generalise
N sur X, N est aussi un noyau de Dirichlet generlise sur X. Mais Ns

n'est pas toujours un noyau de Dirichlet sur X. Un noyau de Dirichlet
sur X signifie un noyau d'espace de Dirichlet special sur X. On peut
fournir facilement son exemple sur la droite reelle.

Si un noyau de convolution N satisfait au principe de domination
et si Ns y satisfait aussi, alors N satisfait au principe complet du maxi-
mum, car Ns est de type positif, et done N Test aussi. Mais, en general,
pour un noyau de covolution N sur X satisfaisant au principe de domina-
tion, nous ne connaissons pas de bonnes conditions pour que Ns satisf asse
au principe de domination.

PROPOSITION 4. Soίt N un noyau de convolution sur X; supposons

quHl exίste la resolvante (Np)p>0 telle que lim Np = N. Si Von a, quel

que soίt p > 0, Np + Np ^ 2pNp*Np, alors Ns = %(N + N) satisfait au

principe complet du maximum.

Demonstration. On a, quels que soient p > 0 et q > 0 avec q < p,

Nq + —A—ε = _ ! _ £ ; «p - q)Np)
n .

p — q p — q n=o

La convolution Nq*Nq a un sens, et on a

((V • Q)Nq + ε) * ((p - q)Nq + ε) ^ f ] ((p - q)2Np*Np)
n .

n = 0

Done on a

(P ~ Q)2[jdNpJ = (p - q)γ(Np*Np) ^ 1 ,
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et faisant q -> 0, p \dNp <; 1. Ayant, quel que soit p > 0,

τ l 1 / ° ° ° ° v \

P 2p \ n = 0 w = 0 /

done, pour notre proposition, il suffit de voir que, quel que soit 0 < c < 1,

iv(C(P) - Σ (cpNP)
n + Σ (cpNPr

n=0 n = 0

satisf ait au principe complet du maximum. Remarquer d Σ (cpNp)
n <

+ oo on a alors

et ensuite

«.*, <-> i o ---•» + Np)) * ( ε ~ CPNP)*(ε ~ cpΛΓp) = ε ,
n = 0 \ Z

Σ ί~cp(Np + Np))\(ε - cpNp)*(ε - cpNp)

p + NP- 2cpNp*Np)*± f~^(iVP + NP))\

D'apres notre condition,

(Np + NP- 2cpNp*Np)*Σ {^cp(Np + NP)Y ^ 0
n = 0 \ 2 /

et sa masse totale est < 1 . Done N{C>P) satisf ait au principe eomplet du
maximum. La demonstration est ainsi complete.

Par consequent, s'il n'existe aucun sous-groupe compact de X ex-
cepte {0}, le noyau de convolution N dans notre proposition est un noyau
de convolution de Hunt sur X ou 0, car, quel que soit p > 0, Np + Np

est un noyau de convolution de Dirichlet sur X ou 0 (cf. [7]).
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