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Le probleme de Neumann pour certaines
équations du type de Monge-Ampere sur
une variété riemannienne

Abdellah Hanani

Abstract. Let (My, g) be a strictly convex riemannian manifold with C°° boundary. We prove the existence
of classical solution for the nonlinear elliptic partial differential equation of Monge-Ampére:
det(—ud’ + Viu) = F(x, Vu; u) in M with a Neumann condition on the boundary of the form % = p(x, u),
where F € C>°(TM x R) is an everywhere strictly positive function satisfying some assumptions, v stands
for the unit normal vector field and ¢ € C*°(0M X R) is a non-decreasing function in u.

0 Introduction

On s’intéresse ici a Pexistence et a l'unicité des solutions classiques du probléeme de Neu-
mann nonlinéaire pour les équations du type de Monge-Ampeére modifiées suivantes:

(1) det(—uéj- + Vj-u) = F(x, Vu; u)

sur une variété riemannienne (M, g) compacte a bord C* non vide; F € C*(TM x R)
est une fonction partout strictement positive. On impose, a la frontiere, une condition de
Neumann de la forme:

@ )

v
ol v est le champ de vecteurs unitaires normal & OM dirigé vers 'intérieur, 6% est la
dérivation correspondante, et ¢ € C*°(OM x R) est la restriction a M x R d’une fonction
C® sur M x R notée encore .

Ce type d’équation a été introduit pour étudier certaines variantes du probleme de Min-
kowski telles que la recherche de graphes radiaux a courbure de Gauss prescrite, construits
a partir de la sphere unité de 'espace euclidien.

On suppose que M est strictement convexe c’est-a-dire qu’il existe une fonction r €
C®°(M) strictement convexe et nulle sur le bord. Il résulte du principe du maximum que
r < 0 al'intérieur de M. On cherche alors une solution de (1)—(2) telle que le 2-tenseur
covariant g’ représenté localement par la matrice (—ug;; + V;;u) soit partout défini positif;
on dira alors que u est admissible. En conséquence, 'équation envisagée est elliptique,
et les théoremes de régularité usuels de la théorie des équations elliptiques permettant de
conclure en ce qui concerne la régularité C°° des solutions C*>.
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Pour résoudre, on utilise la méthode de continuité dont la mise en oeuvre repose sur
des estimations a priori dans C*“. Les estimées des dérivées secondes font usage d’une
décomposition du tenseur V2u sur le bord, analogue a celle que préconisent Lions-
Trudinger-Urbas [4], qui ont étudié le probléme dans le cas d’un premier membre classique
sur un domaine borné de R”, strictement convexe, muni de la métrique euclidienne. Tou-
tefois la méthode de ces auteurs ne s’étend pas directement. La décomposition a considérer,
donnée au section 1, et son utilisation dans le cadre riemannien sont différentes.

Sous des hypotheses naturelles sur les données du probleme, précisées au troisieme cha-
pitre, on obtient d’abord une estimation a priori C° de la solution. Les estimées du gradient
et des dérivées secondes normales et mixtes sur le bord s’en déduisent. Ensuite, on combine
le principe du maximum et la décomposition précitée de V2u pour compléter 'estimée C2.
On donne, en appendice, Uestimée C>® a I'intérieur. Grace a la théorie des estimées L? [1]
et a une application du principe du maximum, I’estimée C>%(M) se réduit a une estimée
au bord. Celle-ci est obtenue par 'usage d’une version faible de 'inégalité de Harnack [6]
appliquée a une fonction des dérivées secondes tangentielles sur une portion du bord et
étendue aux autres dérivées secondes en utilisant estimée de la norme holderienne du
gradient due a Krylov [3].

1 Notations et préliminaires
1.1

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n > 2, connexe, compacte, orientable
a bord OM non vide; la métrique g est représentée localement par la matrice (g;;); ;. On
désigne par V la connexion de Levi-Civita de la variété (M, g), c’est 'unique connexion
métrique a torsion nulle. Dans un systeme de coordonnées locales (xi)lgign, elle est donnée
par

k
vei(?]‘ = Fijek,

olle, = 0; = % et Ff.‘j sont les symboles de Christoffel de la métrique g. Si u € C*°(M),
ona

Viu=0;u et V,‘ju = (9,~ju — I‘;‘j()‘ku.

Le laplacien et le carré de la norme du gradient de u en métrique g sont donnés par
Au=Vip=g'Viu et |Vu*=VuVu=_g'ViuV;u.

On note V la connexion de Levi-Civita du bord associée a la métrique induite et on
désigne par W et B Popérateur de Weingarten et la seconde forme fondamentale de OM
relatifs au champ normal unitaire . On prolonge v, W et B en des champs de tenseurs
sur un voisinage tubulaire (2 de OM par transport parallele le long des géodésiques de M
issues du bord dans la direction normale. De la méme facon, tout repere orthonormé local
{(ei)1<i<n—1, €, = v} défini sur un voisinage de x € M dans OM se prolonge en un repére
mobile orthonormé sur un voisinage de x dans M.
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1.2

Les calculs de ce paragraphe se font sur le bord M. Pour tous champs de vecteurs X et Y
sur M dont les restrictions au bord sont tangentes 8 M, on a

WX)=-V, X, BX)Y)=gWX,Y) =gV, VxY)
ainsi que la décomposition canonique suivante:
VxY =VxY +B(X,Y)v.

En particulier, si u € C°°(M) est une fonction dont la dérivée normale est égale a ¢ partout
sur le bord pour une fonction ¢ € C*(M), quelles que soient les directions tangentielles
i,j€{1,...,n— 1}, on obtient,

(1 Viju = V,ju—Bijp
et
(2) Vigu = Vip+ wka%

ou Bi; = Ble;, ¢;) et W,-k, k=1,...,n— 1, désignent les composantes de W (e;).

1.3

Soit u € C>(M) vérifiant la condition au bord ci-dessus. A cette fonction on associe une
fonction Q = Q, € C*°(TM) de la fagon suivante. Si x € M, la restriction de Q a T,M
est la forme définie, pour tout Z € T, M, par

Q2Z) = —ug(Z,2) +V*u(Z",Z") + Vu(z*,z4),

ot ZT et Z* sont les composantes tangentielles et normales de Z. Une forme qu’on peut
encore écrire comme suit:

QZ) = —ug(Z,2) +V?u(Z,Z) — 2V*u(Z",Z1).
Ensuite, et puisque Vzu(ZT, Z+Y) = Z1Z"V,u, il vient, d’apres (2),
QZ) = —ug(Z,2) + Vzzu — 222" (Vip + W)V ju).

On prolonge la définition de Q(Z) si Z est un vecteur tangent en un point arbitraire de M
en posant '
Q2) = —ug(Z,2) +Vzzu+0Z'Z"(Vip + Wi]Vju),

ol o € C*(M) est une fonction a support compact contenu dans le voisinage tubulaire {2
et égale a —2 au voisinage de OM. Enfin pour tout champ de vecteurs X sur un O ouvert de
M,onnoteE=E, = Qo X € C>®(0). Ainsi, Q = Q; + Q, et E = E; + E, avec

(3)
Ei=090X=—ug(X,X)+Vxxu et E=90X=0¢(X,v)[Vx¢+B(X,Vu)],

ou X’ = X — ¢(X, v)v. La définition de Q; et Q, est claire.
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2 Estimation a priori

Proposition 1 Soient u € C>° (M) une fonction admissible et Cy une constante positive telle
que

(1) [u][oo < Co.

Sous P'une des deux conditions suivantes:

I- Il existe o € C°(OM) telle que % = @ au bord.
2- Ilexiste p € C*(OM x R) telle que g—“ = cp(x, u(x)) au bord.

14

II existe une constante positive Cy, ne dépendant que de (M, g), Cy et d’un majorant de la
norme C1(K) de ¢, ot K désigne le compact OM dans le premier cas et K = OM x [—Cy, Cq]
dans le second, telle que

Démonstration La fonction définissante r de M étant strictement convexe et est nulle au
bord, il existe un réel a strictement positif tel que

< ]
(2) 5 = a sur OM

Posons v = u — kr, d’apres (2) et la continuité de ¢ sur OM, il est possible de fixer le réel k
v

de sorte que % > 1 au bord.
1- Considérons la fonctionnelle

(3) [ = |Vv|* + 20
Notons xy € M un point out I" atteint son maximum. Sixy € M \ OM. Au voisinage de
Xo, on se place dans un repére orthonormé diagonalisant le tenseur VZu(x,), pour toute
directioni € {1,...,n},ona V,I' = 0. On obtient

0= (Viv+D)V;v = (V;ju—kV;r+ )V,
Une égalité qu’on peut encore écrire sous la forme

(4) 0= [(—u+Viu)+(u—kV;r+1)]V;w

Or u est admissible, donc —u + V;;u > 0. Ensuite, tenons compte de (1), pour toute valeur
duréell > I} = Cy + kmaxy, Vxxr, ol X est le fibré unitaire tangent de M, on voit que

0< (u—kVr+1).

Légalité (4) implique que pour touti € {1,...,n}, ona V;v(xy) = 0. Ainsi, la définition
(3) de I montre que pour tout x € M, et puisqu’alors I'(x) < I'(xp),

IVv2(x) < 2[v(x0) — ¥(x)] < 2ID|| V]| -
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Lestimée désirée s’en déduit, D désigne le diametre de M.
A présent, on suppose que xy € OM. On désigne par {(e;)1<i<n—1,€s} Un repere or-

thonormé au voisinage de x, tel que la restriction de e, a OM soit égale a v. En xg, on
aura

1
(5) SVl =Vt Vv + Vvt Y VyyVir <0,

1<i<n—1

Or, v = u au bord, donc Vu = Vv. Tenons compte de 1-(2) et la définition de v, on peut
écrire

1
EV"F =(—u+V,u)V,v+ (u—kV,,r+D)V,v

+ Z Bijv]‘uviu-i- Z vil/)v;u,

1<i j<n—1 1<i<n—1

ouy = ¢ — k%. Choisissons I > sup(ly, Co + kmaxgpy V,,,7). Comme V,v > 1 et u est
admissible, il vient

_ _ 1
E B;;V.iuV; g V,vVu< =V,I.
(6) i ViuViu+ WViu 5V

1<i j<n—1 1<i<n—1

On désigne par ¢ un minorant, strictement positif, de la plus petite courbure principale du
bord, on écrit que, pourtoute > 0

Z VihViu > —e|Vul* — e |V

1<i<n—1
et on reporte dans (6). Linégalité qui en résulte donne, compte tenu de (5),
(4 — IV — e~ [V <.
Prenons ¢ = 27!, on obtient, |[Vu|?(xy) < 4(u)2|V|? et Pestimée a priori de |Vu| se
déduit de la définition de I' et I’équation au bord.
2- La fonctionnelle précédente ne permet pas de traiter convenablement ce cas, des
modifications simposent. Notons ¢*(¢) = (., t) et considérons la fonctionnelle

['=(Vv|* +1) exp(2lv)

en un point xo € M ou elle atteint son maximum. Sixg € M \ OM, on peut écrire pour
toute direction 1 < i < n, V;I'(x9) = 0. Soit

[(—u+Viu) +(u—kVir+1+ Z|VV|2)]ViV =0
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et ensuite V;v(xg) = 0sil > I} = Cy + kmaxy Vxxr. On conclut comme précédemment.
Supposons donc que xg € OM et remarquons qu’avec les notations du premier paragraphe,

1 -
3 exp(—2)V,[' = [Vt — kV pur + 1[(1 + |Vv[H)] Vv
_ _ . or\ —
+ Z B,‘jVlev,‘u + Z V; <90 — kay) Viu+ (pt/‘vwz
1<i,j<n—1 1<i<n—1

Désignons par C; un majorant de |¢/| + |V (p* — k%)| sur K, des faits que V,,u > u,
V.v > 1 et puisque V,['(xy) < 0, il vient

0> —C\|Vv|+ (u— C1 + D|Vv]* + (4 — kV o + )V 1.
Ainsi, pour I = I} + C; + 1, on obtient
(1+ w)|Vv]* = C\|Vy| <0.

D’ot1 |Vv|(xy) < C). Lusage des définitions de v et ' permet de conclure.

Proposition 2 Soient F € C*°(TM x R), ¢ € C®(M x R), Cy une constante positive et
B C C°°(M) un ensemble de solutions admissibles du probleme

) Log[det(—u5§ + Vgu)] = F(x, Vu(x); u(x)) dans M
%= o(x, ulx) sur OM
telles que
(2) sup(|[ufloo + [[Vul|oc] < Co.
uehB

Il existe une constante positive C; telle que, si u € B, on ait, pour tout X € ¥ N TOM et
partout au bord,
|Viu(X,v)| + |[Viu(v,v)| < Cy,

ot X est le fibré unitaire tangent de M. Notons K; = M x [—Cy,Cy] et Ky = {(x, p;t) €
TM x R;|t| + |p| < Co}. La constante C, n'est fonction que des donnés du probleme; la
géométrie de (M, g), Co, maxg, F, un majorant des dérivées partielles d’ordre < 2 de ¢ sur K,
ainsi que d’un majorant des dérivées partielles d’ordre 1 de F sur K;.

Démonstration Soit u € B. On désigne par v un champ de vecteurs sur M dont la res-
triction au bord est le champ normal unitaire dirigé vers I'intérieur et tel que V,v = 0 sur
OM. Pour tout x € M, on note ¢* et ;* les fonctions <p(., u(x)) et @/ (.7 u(x)).

1- Soitx € OM et {(e;)1<i<n—1,es = v(x)} un repére orthonormé en x. Compte tenu
de équation (1) au bord et la relation (2) de la section 1.2, on a, pour toute direction
i=1,...,n—1,

Vmu = V,- [go(x, u(x))] + B,‘jvj'u = V,-go" + got’Viu + B,‘jv]'u
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et par suite
‘Vinu| S C2a

ot la constante C, ne dépend que de Cy, un majorant de la norme C' de ¢ sur le compact
K = 0M x [—Cy, Cy] ainsi que du maximum sur OM de la plus grande courbure principale
du bord. Ainsi |V2u(X, v)| est majoré a priori sur le bord de M indépendamment de X &
YN TOM.

2- A présent, on donne une estimation de V,, u sur le bord. Pour cela, on considere
la fonctionnelle I' = V,u — ¢(x,u) + Ir. Montrons que, pour [ suffisamment grand, le
maximum de I est atteint au bord. Notons A’ le laplacien dans la métrique représenté par
(g/; = —ugij + Viju) et évaluons, enx € M, A'T), il vient

AT = v"g"IN i + 28" TNV V"V jpgu+ ANV i+ AN (I — ).

Or, par dérivation de I’équation satisfaite par u et permutation de 'ordre des dérivées co-
variantes, on déduit, que

IVt = Vo F + g g1V s — g'in}]?,-thu.
Ainsi,
A'T = V"V, F + ¢ (g "V it — V’”Rﬁ-‘imvhu)
+ 2g’ijVi1/miju + A"V u+ N (Ir — ).
On note par (x', p/ )1<i,j<n les coordonnées locales de TM induites des coordonnées locales
(x') sur M. On développe V,,F et /', puisque g’ijg[,lj = 6!, on obtient

F .
AN'T =N (Ir — ") + %V,ﬂ-u + A"V o+ 2ug" Vv
—¢"W"RE Vi — Gii(Vou+up,) +2Vip,*V jul

jim

— @l |V ul* + V"V F + F/N ,u+ 21V, — ng],

ol |V'u| désigne la norme du gradient de u dans la métrique déformée g,.. On peut donc
minorer A'T" de la fagon suivante

(3) AIFZ ZAII‘-F aa;v,,iMC2glijgijC3,

ot C, dépend de Co, ||¥||lc2an> ||¢llc2(x,) ainsi que du maximum sur M de la norme du
tenseur de courbure R; la constante C; dépend de Cy, ||v||cian, [|¢llcik,) ainsi que d’un
majorant des dérivées partielles premieres de F sur le compact K. Supposons que I atteint
son maximum en x € M \ M, ona VI' = 0, d’ou

Vyiu=-=Vv"V,u+Vp—IV;r.
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On reporte dans (3), il vient
[N 1 —Cygllgij —C3 = Cy < A'T,

ou Cy est fonction de [|u||oo, ||[V|lciy [|@llcrx,)> I7llcru ainsi que d’un majorant des
dérivées partielles premieres de F sur le compact K,. Désignons par a un réel strictement
positif déterminé par la stricte convexité de r tel que (V;jr) > (ag;;). Linégalité précédente
donne

(4) (la — Cz)g”jgij —C3—Cy < A'T.
De Iégalité [det(—ué; + V?u)]_1 = ¢~ et de 'inégalité arithmétique géométrique, on
voit que

g/ijgij > ne > nexp (—% Il’}(a]lXF) =C;>0
ceci permet d’écrire (4) sous la forme
(5) [la— C2 = (C5)(Cs + Cy)g"gij < AT
Choisissons [ = a='[C; + (C5)~1(C;3 + C4) + 1]. Or, A'T(x) < 0, (5) donne
g"gi; <0

ce qui contredit 'admissibilité de u et I' ne peut atteindre son maximum a l'intérieur.
Comme I" = 0 sur OM, le maximum de T est atteint en tout point du bord, ot on peut
écrire V,I' < 0. On obtient, compte tenu de 'admissibilité de u, la majoration a priori, de
V., u, suivante

—Co < ugv,v) < V,u<V,0—IV,r <Cg

la constante Cs est fonction de (M, g), ||u||co> || V]| 00> maxk, F, un majorant des dérivées
partielles d’ordre < 2 de ¢ sur K ainsi que d’un majorant des dérivées partielles d’ordre 1
de F sur K.

Lemme 1 Conservons les notations de la proposition 2. Soient B C C* (M) un ensemble de
solutions admissibles du probleme (1) vérifiant (2) et X un champ de vecteurs local. Notons
par (p, 1 < a < n) les coordonnées naturelles sur les fibres de TM et A\’ le laplacien en
meétrique g' représentée localement par la matrice (—ug;; + V;ju). Pour tout u € B.

1- SiE; = —ug(X, X) + Vxxu, alors il existe des constantes positives Cy et C, telles que si on
note Py = 2V X'g}, on ait:

N'Ey > VxxF — Cy(—nu + AU)g/ijgij - ng/ijgij
(3) L
+g"*g" N (—Vxug;; + Vyiju+ Pij)(—Vyxuga + Vgt + Py),

ott la constante Cy ne dépend que de | R|| et ||X||c2m); 1o constante C, est fonction de
[Rlloos IV Rlloos 1Xllcrans [[lloo et [[Vir]|so-
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2- SiE, = 0g(X,v)[Vx o+ B(X, Vu)] désigne la fonctionnelle définie en 1.3-(3). 1l existe
des constantes positives Cs et Cy, telles que

5‘F

(4) N'Ey > 8p

— Cs3gMgy — Cy,

ot Cs et Cy sont fonction de (M, g), ||Vulleo et d’un majorant des dérivées partielles
d’ordre < 3 de ¢ sur Ky. La constante Cs dépend en plus de ||ul|co et || X||c2ar) tandis
que Cy; elle dépend de || X||c1ary et d’un majorant des dérivées partielles d’ordre 1 de F
sur K.

3- Sionnote E = E| + E,, il existe une constante positive D (resp. D’) ne dépendant que
des constantes C;, 1 < i <5, des alinéasi et ii- et d’un majorant des dérivées partielles

d’ordre < 2 de F sur K, (resp. || =2 apaapb lcok,) €t || X || o) telles que

AN'E > OF ——V,E— D(—nu+ Au)g"ig; — D'g" lekuVﬂu

(5) 9p

g% g~V xugi; + Vxiju+ P;;)(—Vxugy + Vxau + Py).

Démonstration 1- Soient u € B et X un champ de vecteurs local. Le développement de
A'E, donne
A'Ey = g™ [=Viug(X, X) — 4Viug(ViX, X)]
+2¢™[~ug(VuX, X) — ug(ViX, ViX) + VuX' X'V, ju]
+ g’kl[ZVkXiV,XfViju + 4kainvliju + XinVkliju].

Par permutations successives des dérivées covariantes, compte tenu des relations

Vzijuz Vi]-zu JI,V u

et
Viijin = Vigjiu — R Vau — RjgV jau,

on peut écrire

Vuiju = Vijuu — R?kjviau szvla — Ry Vijau

(6)

]11
Or XinVkliju = Vuxxi, il vient

xxt = Vxxuth — 2R} Vxatt — Ryx Vigth — Ry x Via
Viexxt = Vxxau — 2R Vot — R Vit — R Viad

— X'XI (ViR + ViRV u.

jli
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Saturons cette égalité tensorielle par g’ et reportons dans 'expression ci-dessus de A’Ej,
on obtient

A'Ey = g™V xxuau + 28™ [2ViX Vxiu — Rijy Vixatt — R Vigu]
+ ¢™M[—4aVug(ViX, X) — 2ug(ViX, X) — 2ug(ViX, ViX)]
7 +2(VX' X + ViX'ViX)g™Vu — ¢(X, X)gMVu
+ [4ViX'Riy, — X'XI (ViR + ViRY)]g ™ Vau.
D’autre part, par dérivation covariante de ’équation satisfaite par u, on obtient:

ViiF = ¢™M(—guViju+ Vijuu)

— g g"M(— gy Vit + Viau) (—gpgV jut + V jpgtt).
On en déduit que

¢V xxuu = VxxF + g™ g Vxxu
+ 8" g"M(— gV xu + V) (—gpg Vxtt + Vxpgtt)

et par suite, tenons compte de la définition de g’ et de la relation g’'g/ = 6k, Pexpression

(7) de A'E, s’écrit sous la forme
A'Ey = VxxF + g™ g"(—gaVxu + V) (—gpg Vit + Vi pgtt)
+ 4g/lekXi(—ngijV1u + Vixiu) + Elg'klgkl — 2Ric(X, X)
— ng(X, X) + 2(VyX'X) + ViX'ViX) — X'R )¢ Mgl
+ [AViX'Riy, — X'XI (ViRfy; + ViRY)]g ™MV qu.
Développons le carré
K = g"*¢"(—Vxug;; + Vxiju+ P;;)(—Vxugy + Vxuu + Py).
On déduit que
A'Ey = K + VxxF + E;¢™M gy — 2Ric(X, X) — ng(X, X)
+ [4ViX Ry, — X'XI (ViRG; + ViR g™V qu
+2(VuX' X — ViX'ViX7 — X'Rj g™,
+4g™MV X (— X giiViu + gaVxu).

La minoration (3) du lemme en découle.
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2- Poursuivons par I’étude de A’E,. D’apres sa définition le terme E, s’écrit sous la
forme
E, =s'Vip+t'Viu,

ou les tenseurs s et ¢, définis respectivement par les composantes contravariantes s ett!, ne
dépendent que de X, o et v; quant au tenseur t, il dépend, en outre, de B. Donc

VIE, = stivigo + Sivh'(p +ViEViu+tVu.

Remarquons qu’il existe un tenseur H de composantes H; ne dépendant que de celles de s,
t, Vs, Vt, Vu et des dérivées partielles d’ordre 1 de ¢ tel que

(8) ViE, = Hi + (s'p] + ) V.
D’autre part,
A/Ez — g/kIVkISiViSO + zg/klvksivliw + Sig/klvkligo
+ g/klvkltiviu + 2g’k’thiV,,~u + tig/klvkl,‘u.

Tenons compte de la définition de g’ et aprés développement des termes en ¢, on en déduit
que

) N'Ey > (s +t9g™Viiu — Cog™gu — C,

ot la constante Cg dépend de ||t|loo, ||Vit|loo> |Is|lc2> [It]lc2 ainsi que d’un majorant des
dérivées partielles d’ordre < 3 de ¢ sur Kj; la constante C; est fonction de ||Vul| o, ||slct>
|lt]|c: ainsi que d’un majorant des dérivées partielles d’ordre < 3 de ¢ sur Kj.

Dérivons une fois ’équation satisfaite par u, tenons compte de (6), on peut écrire

OF
¢V i = VIF + F/Vu + 8—pavm-u +¢™(Viugy — RE.V,u).
Et, d’apres (8),
OF

(s'p] +1)g" IV giu > V.Es — CsgMgy — Co,

op*
ol les constantes Cs et Cy sont fonction de [[s]/oos [|#]lco> ||} ]lco(x,); en outre Cg dépend
de |Vl oo et ||R]|oo et C9 d’un majorant des dérivées partielles d’ordre 1 de F sur K; et
||H|| o> ot H est le tenseur introduit dans (8), et donc la constante Cy dépend en outre de
IVs]loo> | VE]|oos || V]| oo €t d’un majorant sur K; des dérivées partielles d’ordre 1 de . La
minoration (4) de A’E, du lemme découle de (9) oul’on reporte la derniére inégalité.

3- A présent, remarquons que de I'équation satisfaite par la fonction u et de 'inégalité
arithmétique géomeétrique, il vient:

—nu+ Au > nexp (% maxg, F) =C; >0

10 .
(10) (resp. g'g;; > nexp (— 1 maxg, F) = C{; > 0.)
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Développons VxxF. Tenons compte de (10), on vérifie que

O*F

F
E;
V.El + ——— 5‘p’<8pl

(11) VX)(F Z —Clz(—i’lu + Au)g"’g,-j + 8_1)“ vXkuVXlu

ou C), est fonction des constantes dans (9), || R]|co> [|4]lcos [|VH]loo» 1 X||c2ar ainsi que
d’un majorant des dérivées partielles d’ordre < 2 de F sur K,. Il est clair que le dernier
terme de cette inégalité peut étre minorer comme suit:

O*F
Aan VxkuVxu > ~C13¢7 ¢V 5V jyu,
op*op!
. > . 2
ot la constante C;3 n’est fonction que d’un majorant de la norme du tenseur % sur K; et

||X||oo- Reportons cette minoration dans (11). On utilise & nouveau la remarque (10) pour
minorer convenablement la somme des quatres derniers termes dans (3) et les deux derniers
du membre de droite de (4). Les inégalités qui en résultent donnent la minoration (5), de
A'E, du lemme.

Lemme 2 Conservons les notations de la proposition 2 et du lemme 1.
1- Notons par P et Q les tenseurs définis respectivement par
P =2ViX'X'g/;
et
Qr = kaug(X,X) + Vxxeu + Py

I existe alors un tenseur covariant U et un tenseur contravariant V. tels que
(3) |V'E? < ’le Q + == I 2H°° |V'E* + (g'klUleE+ VVLE).
1

2- NotonsU, = —U—2 (XigikVXu + Viug(X, X)), il existe une constante positive D] telles
que

(4)
~NE-EVEL > Ve (E) g0V E- VIV
- | |_87pii+(1)[gUij— iE]
Bl 2 RO gy
EE, |V'E|* — D{(—nu+ Au)g"gi; — Drg" ¢ ViuV jju.
La constante D, est la méme que celle du lemme 1. D] est fonction de la constante D,
du lemme 1; elle dépend aussi de ||U |00, ||V ]|cos [ttlloos [|Vt]loos |1 X||cran) ainsi que de
maxg, F.
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Démonstration 1- Avec les notations du lemme 1, on a

ViE = Vi(E, + 5V +t'V;u)
et donc, d’apres la définition du tenseur Q, il vient
(5) ViE = Qr — Rigx Viu+ T'gl: + S,

ot les composantes T' du tenseur T ne dépendent que des composantes s’ et t' des tenseurs
s et t ainsi que de ,; les composantes S sont fonctions de celles des tenseurs s, t, Vs, Vt
ainsi que de u, Vu et des dérivées partielles d’ordre < 2 de ¢. Il en découle que || T et
|IS]| o peuvent étre majorer uniformément en termes de quantités déja estimées.
Posons
Hy, = gM(—Ri Viu + T'gl: + Sp) (=Rl Viu + T'gf + S,

on obtient . ‘
IV'E)* = g™ QuQu + Hy + 2g"™ Qu(—Rig Viu + Tigf; +5).

E _E A
Or>1:f1*1f'on en déduit que

E E
‘VIE|2 _ E_(g/lele +H1) _ E_Z‘VIE|2
1 1
6
(©) E i i
+ 2E—1g Qu(—RyxViu+T'g; + Sp).

D’apres (5), ona
7) Q = ViE + Ry Vit — T'gfi — Sk
Légalité (6) se réécrit donc sous la forme

E

E E,
V/Ezz_/kl __VIEZ__H
|V'E| 58 QQ E1| \ 5 M

E . ,
- ZE—g'lekE(fR’X,XViu +T'gh+8).
1
Remarquons que g’M'VET'g/: = 65V ET' = VET*, 1a majoration voulue en découle.
2- Rappellons qu’on avait noté P;; = ZViX“gcf]-, de sorte que P; = X’P;;. Posons
Ky = g"*¢"M(—Vxugi; + Vxiju + Pij)(—Vxugy + Vuu + Py).

Tenons compte de la relation g"*g/, = i, le développement du carré suivant

K = g/ikgljl[—VXugij + in]-u + P,']' + ]IQJ]
X [=Vxugy + Vxuu + Py + [ Q1l,
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ot J; = —(E;)~'(=X"ug;, + Vx;u), donne
K = Ki — (B)'g"QuQu +2(E) ™ 'g " Qu(VxuX'gy + Viug(X, X)).
On utilise (7) pour écrire cette égalité comme suit:
EK = E\K; — gMQuQ + 2¢MVE[VxuX'gy + Viug(X, X)]
® +2[= T+ g™ (Rl Vit — SO [ VxuX'gi + Viug(X, X)].

A présent des inégalités (5) du lemme 1 et (3) du lemme 2, on peut écrire

N'E—EYWVE? > Ky — (E) " '¢™MQuQ + g}i V.E
— (B)""(¢"UV,E+ V'V,E) — H?g‘” |V'E|)?
-£q

— Ds(—nu+ Au)g’ijgij — D4gijgklvikuvjlu.

Dans cette relation, on remplace K; — (E;) ™! g’k’Qle par sa valeur déterminée a partir
de (8). La relation qui en résulte est

N'E—E'\WVEP > K+ g;ViE+ (E))""(g"U,VE — V'V,E)

— %|V'E|2 — Dy(—nu+ Au)g'gi; — D4g‘]gklvikuvjlu
E

2 . .

- (=T + g™ (Rix Viu — Si)) (VxuX'gy + Viug(X, X)),
1

ot l'on a posé Uy = —Uj — 2(Xigikvxu + Vkug(X,X)). Tenons compte de la positivité

de K, la minoration du lemme s’en déduit en utilisant les inégalités (10) de la preuve du

lemme 1 pour minorer convenablement le dernier terme de cette derniére.

Proposition 3 Conservons les notations de la proposition 2 et des lemmes 1 et 2. Soit B C
C> (M) un ensemble de solutions admissibles du probleme (1) vérifiant (2). On suppose qu’il
existe une fonction v € C*°(M) admissible telle que pour tout u € B, on ait:

v>u dans M
(3) {

W2a>0 sur OM,

ot a est une constante. Il existe alors des constantes positives Cy et b telles que, siu € 1B, on ait:

(i) 0< —nu+AAu<CQC
(i) b~'g <g, <bg

ot g, désigne la métrique déformée —ug + V*u; les constantes Cy et b sont fonction de (M, g),
|¢t]| cos ||V t]| 00> un majorant des dérivées partielles d’ordre < 3 de  sur K ainsi que d’un
majorant des dérivées partielles d’ordre < 2 de F sur K.
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Démonstration Désignons par X le fibré unitaire de M et notons, pour tout x € M,
Yy = T,M N X. Notons aussi > = >; U X, ou

2= | = oe 22:([J naM)(]n

xEM\OM x€OM

Introduisons la famille § = {X,}, .5, de champs de vecteurs locaux sur M construite de la
facon suivante.
A tout x € M, on associe deux ouverts O, et O,’C tels que

x€0,C0O,CO.

ainsi qu'un repére mobile orthonormé R(x) = {ef}i<i<, sur O.. Six € M \ OM, on
suppose que O, est disjoint du bord et six € OM, on suppose que e, = v et V,.¢; = 0 pour
touti < #n— 1. Dans ce dernier cas, les restrictions des ef, i < n—1,a O, N OM définissent
un repere local tangent au bord. Recouvrons la variété compacte M par une famille finie
(Oj)jey de tels ouverts avec O; = Oy, et Rj = Ry, = {e] }1<i<p-

Si A € ¥ est un vecteur tangent en y, fixons j € J tel que y € O; et posons Xy = Xiel,
ot les X, sont les composantes de A dans la base R;(y) de T,M; X, est donc un champ de
vecteurs unitaires sur O;. Or VEXy = X/ V¥e! sur O;» et puisque O est un compact de O/,
il est clair que la famille § = {X4},c5 de champs de vecteurs unitaires locaux est bornée
dans C* pour tout entier k. En plus, si A € ¥,, la restriction de X4 a OM est tangente au
bordet V, X, = 0.

Soit u € B. Notons ] = k(v — u) + I|Vu|?, ou k et I sont deux réels strictement
positifs précisés ultérieurement. Sur le fibré tangent TM, on considére la fonctionnelle
[ = Qexp(Jom),ou Q = Q; + Q, est défini en 1.3. Supposons que le maximum de I sur
le fibré unitaire X est atteint en A € 3. Soit X = X4 € G le champ de vecteurs défini ci-
dessus sur un voisinage O de x. La fonctionI" = Eexp(]) € C*°(0),ouE = E; +E, = QoX
est défini en 1.3-(3), atteint son maximum en x. Si on montre que E(x) < Cste, en écrivant
que

I'(n) <T(A) = E(x) exp(](x)), pour toutn € X,

on obtient
—u+ Vu(n,m) <1|Q|lee + E(x) exp(2||J||s0) < Cste.

Lestimée a priori C? et la proposition s’en déduisent.
Tous les calculs qui suivent sont effectués au point x. Supposons donc que E(x) > 1 et
E;(x) > 1, sinon Cest fini. Il en résulte 'existence d’une constante positive C, telle que

(4) E<C,E; et —nu+Au<C,E.

La suite se fait en deux cas selon que x € M \ OM oux € OM.

2.1
Supposons que x € M \ dM. Ecrivons que VI = 0 et A'T" < 0; il vient

(5) VE+EV]=0
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et, puisque VJ = —E~'VE,
(6) NE—-E'WV'EF+EA"J<0.

Conservons les notations du lemme 2, tenons compte de (5) et la définition de ], on peut
écrire
E'g"UVE—V'VEl = g0V ]+ VIV,]
= (—g"10; + V) (kV (v — u) + 21V jou V*u).

, .. / _ ’ . . it H
La définition de g’ donne V jiu = g + ugjx ensuite, et puisque g"/g% = 4,

E Y g"UVE — V'VE) = VI (kVi(v — u) + 21uVu)
—200;V'u + ZZg[jV"Vju — ¢, (kV (v — u) +21uV ju).

On en déduit, tenons compte de (4) et des inégalités (10), preuve du lemme 1, qu’il existe
deux constantes positives C; et Cy telles que

E"Ng"UVE ~ VIViE) > —Cs(k +1)g"gi; — CAIE.

Reportons dans I'inégalité (4) du lemme 2, tenons compte a nouveau de (4) et des inégalités
(10) de la preuve du lemme 1, on conclut au fait que si

(7) E > sup(k,]),
alors, il existe une constante positive Cs ne dépendant ni de k ni de [ telle que

or

N'E—EYWE]? > —
VER = 5

ViE — CsEg'yg;;
(8)
|1 B2l o0

FE ‘V’E|2 — ngijg”vikuvﬂu.
E;

D’autre part, d’apres (4), il est clair que
gijgklvikuvjlu < CzEg/ijgle,'kuleu
et, d’apres (5),
IV'EP = E|V'J]? < GE(K[V'(v — w)* + Pg" g Viu jyu).
La constante Cs ne dépend que de || V|| . Par suite, tenons compte de (4),

12 |0

EE |V'EP < C/k2g" gij + PCyg" gV 3V jyu,
-Ey

https://doi.org/10.4153/CJM-2000-032-1 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2000-032-1

Certaines équations du type de Monge-Ampere 773

ou Cy est fonction de Cy, C, ||E2||oo €t || V(v — u)||0o; la constante Cy dépend de C,, C et
lE2||oo- Supposons que

) E > sup(k*, 1)

et notons Cy = Cs + C; et C19 = C,D; + Cg, I'inégalité (8) implique alors
OF N N
(10) A'E—E'V'EP > a—})iV;E — CoEgligij — CioEg" gV juV .

A présent calculons A’
NJ=kAN (v—u)+ 21g'ijV;jkquu + 21g'ijgklvikuvjlu.
Or, par dérivation de I’équation satisfaite par u, on peut écrire
gV ik = ViF +¢" g Viu — g'in?ithu.

Ainsi,

A= kg'ij(—vgij +Viv) + k(v — u)g’ijgij — nk + 2IVFV*u

+21|Vul’g"g; — ZIg'in?ithquu +21g" gV .

Désignons par b un réel strictement positif tel que (—vg;; + V;;v) > b(g;;), I'existence d’un

tel réel est donnée par ’'admissibilité de v. Tenons compte de '’hypothese (3) et développons
ViF, on vérifie, quitte & minorer par zéro les termes positifs, que

(1)  A'j> g—pv,ﬂ (kb — 1C11)g"g;; + 21g" 1MV 4V jju — k(n + C1p) — IC)3,

i

ot la constante Cy; n’est fonction que de || V|| et ||R||co, la constante Cy, (resp.Cy3) est
fonction de ||V(v — ) (|00 (resp. ||Vi||) et d’'un majorant des dérivées partielles d’ordre
1de Fsur K.

Reportons (10) et (11) dans (6), tenons compte de (5), il vient
(12) [kb — IC\y — Co]Eg"g;; + [21 — Cio]Eg"Tg"ViuV ju < k(n + Cy) +ICy5.

Fixons | = 27!Cyg et notons ky = b~'(1 + 271C}oC; + Cy). Linégalité (12) dit, puisque
E > 1, quesi k > ko, alors g"/g; i < Cy4. Compte tenu de I'équation satisfaite par u, on
vérifie, par 'inégalité arithmétique géométrique, que E; < C;s et par suite, d’apres (7)
et (9),

E(x) S SU—P("O: k(2)7 la lzv HEZHOO + CIS)'
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2.2

Supposons que x € OM. Remarquons d’abord que la restriction de Q a X, atteint son
maximum en A. Si A = v(x), le résultat découle de la proposition 2. Si A est transverse, il
sécrit A = cosO7 +sinfv pourunt € T,OM NXeth € ]0, 3 [ par suite Q(7) < Q(A) et
Q(v) < Q(A). Or

Q(A) = cos? 0Q(1) + sin® 0Q(v).

On en déduit que Q(7) = Q(r) = Q(A). On peut donc supposer que A € T,OM. Le champ
de vecteur X = X, € G associé a A est tangent a OM en tout point du bord et V, X = 0.
Au point x ou I' atteint son maximum, on a ‘3—5 < 0; Cest-a-dire

(13) V,E + V,E + E[kV, (v — u) + IV, |Vul*] <O0.

On se place dans un repere orthonormé {(e;)1<i<n—1,€, = v} en x. Le réel I étant fixé
en accord avec le premier cas. Comme dans les expressions de V,E; et V,,|Vu|? n’inter-
viennent que V,;u et V,,,u, d’apres la proposition 2, on a,

V,E; > —Cis et IV,|Vul* > —Cyy.
Tenons compte de ’hypothese (3), I'inégalité (13) s’écrit
(14) V,E; + E(ka — Cy7) < Cys.
Calculons V,E;. Par définition de la dérivée covariante, on a:
Vit = Vulei, ej,e,) = (Vo (VA1) (e, €0)
=V, (Vzu(ej,en)) - Vzu(Veiej, e,) — Vzu(ej, Ve.en).
D’ou, d’apres les équations de Gauss et Weingarten 1.2,
Vit = Ve ((dp, ;) + (du, We;)) — V2u(V,e;, €,)
— Bijvzu(en, e,) + Vzu(ej, We;).

Ensuite, et puisque

Vo ldo,ej) = Vplei, e5) + (dip, Vsej)
= V’¢(ei, €j) + (dp, Veej),

Ve (du, Wej) = vzu(ei, We;) + (du, VW (e, ej)) + (du, W(Ve,ej»
= Vu(e;, We;) + B(ei, Wej)p + (du, VW (e;, ej)) + (du, W(Ve,e]—»

et
Vzu(ve,.ej, e,) = <dgo,veiej> + <du,W(ﬁelej)>
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il vient
Vijntt = V2p(e;, ej) + V2ule;, We;) + B;j(V, — Vyuu)
+ Vzu(ej, We;) + (du, VW (e;, ej)) + Blej, Wej)ep.

Or
Vm-ju = V,’jnu — R4 .V,u.

jni

On en déduit que

v,,xxu = B(X, WX)(p + VXXQO + B(X,X)(V,,ga — un)
+ (du, VW (X, X)) — (du, R(v, X)X) + 2Vx wxu.

1l existe donc, d’apres la proposition 2, une constante positive Cyg telle que
V,,El Z —C13 + VXxip + ZVX,WXu.

Développons Vxx, d’apres (4), il vient

Vxxgo @[VXXu + th/z/(VXu)z + ZVX(pt/xVXM + VXXSOX

v

_||<P;||C°(K1)E — Cyo.

De méme, il est immédiat que
1 1
IVxwxu| < [Vxxul? [Vwxwxul? < [[WI(E; + Cste).

En conséquence, il existe une constante positive Cy9 dépendant de ||} ||co(k,) et ||W | telle
que
VyE1 > —CyE — Ci5 — Cio.

Tenons compte de (14), on obtient:
E(ka — C17 — Cy) < Ci+ Cis + Co.

Pourk > k; = a='(1 + C17 + Cyp), on aura E < Cyg + Ci5 + Cp9 et I'estimée C? de u sera
acquise des qu’on choisit k = sup(ko, k).

3 Résolution de problemes

Remarquons d’abord que dans le cas ou la donnée au bord ¢ ne dépend que du point
générique, si celle-ci est la restriction au bord d’une fonction ¢ € C*° (M), il existe toujours
une fonction p € C*°(M) admissible telle que % = ¢ partout sur le bord. En effet,
désignons par 0 une fonction de C*>°(M) majorée négativement et coincidant avec g—; sur

le bord; une telle fonction existe car d,r < —C < 0 sur le bord. Posons p = % —a,ola
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est un réel strictement positive. Un simple calcul montre que d,p = ¢ partout sur OM et,
si a est assez grand, on aura

re re a
—pgij + Viip = agij — ~=&ij + Vij (7> 2 28ij-

Donc p est admissible. A présent, on donne le résultat suivant:

Théoréme 1 Soient F € C°°(M) une fonction partout strictement positive et ¢ € C*°(M).
Le probleme

) det(—uéj- + V;-u) = F(x) dansM

% = p(x) sur OM

admet une et une seule solution u € C°° (M) admissible si et seulement s’il existe une sur
solution w € C*° (M) admissible telle que 0,w = ¢ partout sur OM.

Démonstration La nécessité de I'existence d’une sur solution w € C°°(M) admissible
vérifiant la condition au bord est immédiate. En effet, si (1) admet une solution u, celle-ci
est admissible. La fonction w = u + a, ol a est un réel strictement positif fixé assez petit
de sorte que w soit admissible est une sur solution admissible et elle vérifie la condition
au bord. Montrons la réciproque. Remarquons d’abord que I'existence d’une sur solution
w € C*°(M) admissible telle que O,w = ¢ partout sur OM est acquise si la donnée au
bord ¢ est identiquement nulle. En effet, toute fonction w = —C ol C est une constante
strictement positive inférieure & (miny F )i répond a la question. Dans tout ce qui suit, on
suppose que w n’est pas une solution de (1) et on désigne par € un réel strictement positif
fixé assez petit de sorte que w — 2er soit admissible. Lunicité de la solution de (1) est une
simple conséquence du principe du maximum pour Popérateur N(u) = det(fuég + Vgu).
En vu d’établir 'existence d’une solution C*° admissible pour (1), on utilise la méthode de
continuité. Désignons par p une fonction C* admissible telle que % = ( partout sur le
bord. Soit k un réel strictement positif. Posons 1y = p — er — k. Il est clair que

—uogij + Vijug > (er + k)gij — €Vijr.

Ensuite, pour k assez grand, on voit que —uog;; + V;juy > '5‘ gij- Ainsi ug est admissible et
deés quon fixe k > 2(maxy, F)% , on obtient:

(2) Fo(x) = N(ug) > F(x) dans M.
Pour tout réel ¢t € [0, 1], on considére le probleme

N(u,) = [Fy(x)]''[F(x)]" dans M
(Er) o -
G =px) —e(l—1t)5  surdM.

On note T Pensemble des réels t € [0, 1] tels que pour tout s < t, le probléme (E;) admet
une seule solution u; € C*°(M) admissible. Cet ensemble est non vide car u, est une
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solution de (E;) pour t = 0. Le théoréme des fonctions implicites implique a la fois que T
est ouvert et puisque 0 € T, il existe un réel t; > 0, tel que [0,#;[ C T. Supposons que
t; < 1 et établissons une estimée a priori dans C>®(M) sur les solutions u; de (E;) pour
t > t;. Lestimée C° est immédiate. En effet, désignons par x, € M un point ol u; atteint
son maximum. Sixy € M \ OM, alors Au,(xy) < 0. Or, 'admissibilité de u, implique que

0 < (—nu + Auy)(xg).
On en déduit que
(3) ur < uy(x) < 0.

Sixg € OM, on se place dans un repére g-orthonormé {(e;);<i<n—1, €, = v}, donc, pour
toute direction tangentielle 7, on a: V;1,(xp) < 0, et, tenons compte de la relation 1.2-(1)
et la condition au bord, on peut écrire que

0 < (—ur + Viiug)(x0) = (—u + Viiug)(%9) — Bii(x0) 8y 1 (x0)
< —u(x0) — Bji(x0)p(x0).

Ainsi, en notant par « le maximum sur OM de la plus grande courbure principale du bord,
on obtient

uy < uy(x9) < —Bii(x0)p(x0) < ol 0o,

inégalité, qui combinée avec (3), montre que u; est majorée a priori. Pour établir une mi-
noration a priori, notons par x; € M un point ot la fonction 1y — u; atteint son maximum.
D’apres la définition de 14, ce maximum ne peut étre atteint sur le bord. En effet, puisque
t >t > 0, on voit que

0, (ug — u;) = —etd,r >0 sur OM.
Le point x; appartient donca M \ OM. D’apres (2) et (E,), il vient,
N(u;) < N(up), partout dans M,

on déduit, a aide du théoréeme de la moyenne, l'existence d’une fonction h € C*(M)
admissible telle que
i i
(4) 8 Viilug — u) — g, gij(uo — ue) > 0.
Du fait que & est admissible et puisque g — u; atteint son maximum en x;, on voit que

g:jvij(uo —u)(x1) <0 etg’ij(h)gij > 0. Ensuite (4) montre que, partout dans M,

g — uy < (ug — up)(x1) <0,

d’ott une minoration a priori sur u,. Lestimée C° est donc acquise et la proposition 1
donne une estimation uniforme dans C!. On est amené a établir Iexistence d’une fonc-
tion v € C°°(M) admissible vérifiant ’hypothese (3) de la proposition 3 pour majorer
uniformément u, dans C?. Tout d’abord

(5) 0, (uy —w) = ¢e(t —1)0,r >0 sur OM.
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Il en découle que la fonction u; — w ne peut atteindre son maximum sur le bord. Tenons
compte de (2), on voit que N(w) < N(u;) partout dans M, le principe du maximum
combiné avec le théoreme de la moyenne implique que

(6) u; < w, partout dans M.

La fonction v = w — 2er est admissible et, tenons compte de (5) et (6), il est clair que
les hypotheses de la proposition 3 sont satisfaites, on en déduit que toute solution de (E;)
est estimée a priori dans C*>(M) et par suite dans C>%(M). Le théoréme d’Arzela-Ascoli
montre que T est fermé et, par connexité, T = [0, 1]. En particulier, on dispose d’une
solution C*° admissible de (1). D’ot1 le résultat.

Théoréme 2 Soient p € C°(OM) et F € C®(TM x R) une fonction partout strictement

positive telle que F/ > 0 sur TM X R. Le probleme

(1) det(fuéé + Vgu) = F(x,Vu;u) dansM
% = p(x) sur OM

admet une et une seule solution u € C*° (M) admissible si et seulement s’il existe une sur
solution w € C°° (M) admissible telle que 0, w = ¢ partout sur OM.

Démonstration Lanécessité de la condition est établise en raisonnant comme au théoréme
précédent. Supposons que (1) admet une sur solution w admissible vérifiant la condition
au bord. En vu d’établir 'existence d’une solution C* admissible de (1), on opere par
continuité. Tout d’abord, on fixe un réel ¢, strictement positif, assez petit de sorte que la
fonction w — 2er soit admissible. D’apres la preuve du théoréme précédent, il existe une
fonction vy € C*° (M) admissible telle que

N(vo) > N(w) dans M

2
@ % = p(x) — e% sur OM.

Il s’en suit que ||vy|/cze < Co. Notons par C; le maximum de F sur le compact de TM x
[—Co, Co] décrit par les (x, p; t) tels que x € M et |p| < Cy et remarquons que, si a est un
réel strictement positif, on aura, partout dans M,

N(vg —a) > a" > Cy > F(x, Vvo; vo)

et ceci des qu'on fixe a > (Cl)%. On pose uy = vy —a. Or Vuy = Vg et vy > up,
I’hypothese de croissance faite sur le second membre implique que, partout dans M,

F(x, Vvo; vo) > F(x, Vug; ug)
et donc

N(ug) > F(x, Vup; ug) dans M
(3) TN i
5 = p(x) —eq sur OM.
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A présent, pour tout réel t € [0, 1], on considere le probleme

) {N(m = [F(x, Vi ) [N(ug)]'~"  dans M

% = p(x) —e(1 — t)% sur OM.

On note T 'ensemble des réels t € [0, 1] tels que pour tout s < t, le probléme (E;) admet
une seule solution u; € C°°(M) admissible. Cet ensemble est non vide car uy est une
solution de (E;) pour t = 0. Le théoréme des fonctions implicites implique I'existence d’'un
réel t; > 0, tel que [0,#;[ C T. Supposons que #; < 1, un raisonnement analogue a celui
du théoreme précédent montre que toute solution de (E;), ou t > ¢, est majorée a priori
et comme

0, (ug — u;) = —etd,r >0 sur OM,

le maximum de la fonction uy — u; est atteint en un point de xo € M \ M. Tenons compte
de (3), le principe du maximum montre que (1y — ;)(xp) < 0. On en déduit I'estimée C°
et quon peut donc conclure dés que les hypotheses de la proposition 3 seront satisfaites.
Tenons compte de (2) qui implique que N (1) > N(w) partout dans M, on déduit que
pour tout ¢t € [fp, 1], si u, est une solution de (E;), alors

N(“t) > [F(X, vuz;ut)]t[N(W)]lit dans M
Oy(uy —w) = €e(t — 1)0,r > 0, sur OM.

11 découle de la condition sur la frontiere que la fonction u, — w ne peut atteindre son
maximum sur le bord. Il s’en suit, puisque N(w) < F(x, Vw; w) partout dans M, que

Ln[N(u)] — Ln[N(w)] — t[Ln[F(x,Vut;ut)] — Ln[F(x, Vw; W)]] > 0.

Le théoréme de la moyenne combiné avec le principe du maximum montre que

ur < w, dans M
@ { P <

O, (uy —w) = e(t — 1)0,r, sur OM.

D’apres le choix du réel ¢, la fonction v = w — 2er est admissible et, tenons compte de (4),
il est clair que

v>w > u, dans M
o,(v—u) > —€edy,r >a>0, surdM.

Les hypotheses de la proposition 3 étant satisfaites. D’ot le résultat.

Théoréme 3 Soient ¢ € C°(M x R) une fonction telle que @] (x,t) > 0 pour tout (x,t) €
OM xR et F € C*° (M) une fonction partout strictement positive. Sous 'hypotheése d’existence
d’une sur solution w € C°°(M) admissible telle que

(1) 8_W = p(x,w) partout sur OM.
ov

Le probleme

2) (;et(fuéj + Vju) = F(x) dansM
o = P, u) sur OM

admet une et une seule solution u € C°° (M) admissible.
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Démonstration Lunicité de la solution de (2) est une simple conséquence du principe du
maximum. En vu d’en établir Pexistence, on utilise la méthode de continuité. On désigne
par iy une fonction C* admissible telle que

Oy __

det(—fto&j + V;ﬂo) > F(x) dans M

e = p(x, w) sur OM.
Une telle fonction existe en vertu du théoréme 1. Dans tout ce qui suit, on notera € un réel
strictement positif fixé assez petit de sorte que la fonction w — 2er soit admissible. On pose
ug = ilp — er — k ou le réel strictement positif k est fixé assez grand de sorte que u soit
admissible et vérifie

(3) det(fuoé; + Vzuo) > F(x) partout dans M.

Posons Fy(x) = det(fuoéj» +V§u0), considérons, pour ¢t € [0, 1], le probléme de continuité
suivant:

(E,) N (u) ZFO(X)[%P dans M
' % =to(x,u) + (1 —t)[p(x,w) — €dyr] sur OM

et notons par T Pensemble des réels t € [0, 1] tels que pour tout s < ¢, le probléeme (E;)
admet une seule solution u; € C*°(M) admissible. U'ensemble T est non vide car pour
t = 0 la fonction uy est une solution. D’apres le théoréme des fonctions implicites, il
existe un réel a > 0 tel que [0,a[ C T. Supposons a < 1, sinon c’est fini, et notons
t; = sup T. Sit; > 1, on aura une solution de (E;) pour ¢t = 1 qui sera la solution désirée
du probleme (2). Supposons que t; < 1. Il s’agit de montrer que (E;) admet une solution
C®° admissible pour t = t; ensuite appliquer le théoréme des fonctions implicites en t = ¢y,
comme on Ia fait en ¢ = 0 pour conclure a 'existence d’un réel t, > t; telle que [0,5,[ C T
ce qui contredit la définition de #; et donc celui-ci ne peut étre < 1.

Pour montrer que (E;) admet une solution C*> admissible pour t = t;, 'établissement
d’une estimée a priori dans C>*(M) sur les solutions u, de (E,) est nécessaire.

Etablissons d’abord I'estimée C°. D’apres (1), (3) et (E,), il vient

(4) N(u,) > F(x) > N(w) partout dans M.

Notons par xo € M un point ot la fonction 1, —w atteint son maximum. Six, € M\0M, on
déduit de (4), a laide du théoreme de la moyenne, existence d’une fonction h € C*°(M)
admissible telle quon ait en x

(5) 8N — w) — g g (u, — w) > 0.

Du fait que h est admissible on voit que g,ffv,,-(ut —w)(xp) < Oet g,fjgij > 0. Ainsi, (5)
montre que, partout dans M,

up —w < (4 — w)(x) < 0.
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Si xg est sur le bord, alors
Oy (1 — w)(x0) = —€e(1 — )Byr +t [p(x0, e (x9)) — (%0, w(x0))] < 0.

On en déduit, d’apres le théoréme de la moyenne et puisque d,r < 0 partout sur le bord,
quil existe une fonction h € C*° (M) telle que

t) (x0, h(xo) ) (ur — w)(x0) < 0.

Il en découle, puisque ¢, > Oett > a > 0, que (1, — w)(xo) < 0. Dans les deux cas on
aboutit au fait que (u; — w)(xp) < 0 et donc

(6) u; <w partout dans M.
D’autre part, d’apres (3) et (E;), on obtient
N(u;) < Fo(x) = N(up) partout dans M.
Sion note par x; € M un point ot la fonction 1y — u; atteint son maximum, il est clair que

six; € M\ OM, le théoreme de la moyenne implique I'existence d’une fonction k € C*°(M)
admissible telle qu'on ait

7) 8 V(o — u) — gt gij (g — ) > 0.
Du fait que k est admissible on voit que
g,:ijvij(uo —u)(x9) <0 et g,éijgij > 0.
Ainsi, (7) montre que, partout dans M,
up — up < (g — u)(x1) < 0.
Six; € OM, alors
Oy (1o — uy) (x1) = —ted,r(x1) +t [0 (x1, w(x1)) — @ (%1, u(x1))] <O.
Le théoreéme de la moyenne montre qu’il existe une fonction k € C>(M) telle que
—t€d,r(x1) + teol (x1, k(x1)) (w — u) (x) < 0.
Cette inégalité implique, puisque le premier membre de gauche est strictement positif et
o) > 0, que (w — u,)(x1) < 0. Ceci ne peut avoir lieu d’apres (6) et donc le point x; ne
peut étre sur le bord. D’ou

(8) uy < u, partout dans M.
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Tenons compte de (6) et (8), I'estimée a priori C®(M), —Cy < u; < Cy, est donc acquise et
la proposition 1 donne une estimation uniforme dans C'(M). D’apres le choix du réel ¢, la
fonction v = w — 2er est admissible. Or d’apres (6), on voit que pour tout ¢ € [a, 1], si
est une solution admissible de (E;), alors

u <w<
On en déduit que, partout sur le bord, p(x, w) > p(x, u;) et par suite
0,(v—u) > —(1+1t)ed,r > —ed,r >C > 0.

La fonction v vérifie ’hypothese (3) de la proposition 3 ce qui nous permet d’affirmer que
toute solution de (E;) est borné dans C2(M) indépendamment de ¢. D’ou le résultat.

Théoréme 4 Soient ¢ € C*°(OM x R) une fonction telle que ] (x,t) > 0 pour tout (x,t) €
OM x Ret F € C®(TM x R) une fonction partout strictement positive telle que F/ > 0 sur
TM x R. Sous hypothése d’existence d’une sur solution w € C>° (M) admissible telle que

?)_LV = p(x,w) partout sur OM.
Le probleme
() det(—ué} + Vi—u) = F(x,Vu;u) dansM
% = <p(x, u(x)) sur OM

admet une et une seule solution u € C°° (M) admissible.

Démonstration L'unicité découle du principe de comparaison. En vu d’établir existence
d’une solution C*° admissible de (1), on opeére par continuité. Désignons par Cp une
constante telle que ||w||cz« < Co, notons par C; le maximum de F sur le compact de
TM x [—Cy, Cp] décrit par les (x, p;t) tels que x € M et |p| < Cy et remarquons que, si a
est un réel strictement positif, on aura, partout dans M,

N(w—a) >a" > Cy > F(x, Vw; w)

et ceci dés qu'on fixea > (Cl)li. On pose uy = w—a. Or Vg = Vwet w > ug, ’hypothese
de croissance faite sur le second membre implique que

2) N(ug) > F(x, Vug; ug) dans M
% = p(x, w) sur OM.

Pour tout réel t € [0, 1], on considére le probleme

) {N(u» = [F(x, Vi )] [N(up)]'~*  dans M

% =tolx,u) + (1 —t)plx,w) sur OM.
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On note T 'ensemble des réels t € [0, 1] tels que pour tout s < t, le probléme (E;) admet
une seule solution u; € C°°(M) admissible. Cet ensemble est non vide car uy est une
solution de (E;) pour ¢t = 0. Le théoréeme d’inversion lacale montre qu’il est ouvert et donc
il existe un réel t, tel qu’il est possible de résoudre (E;) pour tout t < . Supposons que
ty < 1, Pétablissement d’une estimée a priori uniforme dans C2(M) sur les solutions u; de
(E;) pour tout t > t; permet de conclure. Pour montrer que u; est minorée uniformément,
on se place au point xy € M ot la fonction u, — ug atteint son minimum. Sixy € M \ OM,
on utilise (2) pour montrer a ’'aide du théoréme de la moyenne que

(3) (ur — up)(x0) > 0.

Sixg € OM, on écrit que 0,(u; — ug)(xp) > 0; la condition au bord, combinée avec le
théoreme de la moyenne, implique I'existence d’une fonction h € C* telle que

toy (x0, h(xo)) (1 — w)(x0) > 0.
Or, w = ug + a, il en découle que
ton (%0, h(x0)) (t — 1) (x0) — tag, (xo, h(xp)) > 0.

Lhypothese de croissance faite sur ¢, et puisque t > t, > 0, montre que I'inégalité (3) est
satisfaite dans les deux cas, on en déduit que

up < u, partout dans M.

En vu d’établir une majoration a priori, on considere la fonction u; — w et on note par
Xx; € M un point ou elle atteint son maximum. Six; € OM, ona d,(u; — w)(x;) < 0. La
condition au bord et le théoreme de la moyenne, compte tenu de ’hypothese de croissance
faite sur ¢, et puisque t > t;, > 0, impliquent que (1, — w)(x;) < 0. Supposons que
x; € M\ OM, un raisonnement analogue a celui du théoréme 3 montre 1a encore que
(uy — w)(x1) < 0. Ainsi

(4) u, <w partout dans M.

Lestimée C° est donc acquise et la proposition 1 donne une estimation uniforme dans C'.
D’autre part, d’apres (4), on voit que

w(x,w) > o(x,u,) partout sur OM.

La fonction v = w — er, ol € est un réel strictement positif fixé assez petit de sorte que v
soit admissible, vérifie les conditions suivantes:

V> w> iy, partout dans M
o,(v—u) > —€d,r >a>0, surdM.

Les hypotheses de la proposition 3 étant satisfaites, on en déduit que toute solution de (E;)
est estimée a priori dans C?(M). D’ot le résultat.
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4 Appendice
Sur l'estimée C** a l'intérieur

Proposition 4 Soient p € C*°(OM x R), F € C*°(TM x R), Cy une constante positive et
B C C>(M) un ensemble de solutions admissibles du probleme

(1) Log[N(u)] = F(x, Vu;u) dans M
% = p(x, u) sur OM
tel que
) sup([[ullsc + [[Vulloc) < Co.
uehB

Pour u € B, on pose
0 = g"g" "NV gets — 8o Vit))(V jpatt — gaV jh).

Sous les hypotheses de la proposition 3:

1- il existe deux constantes positives k; et k, telles que, pour tout u € B, on ait:

A/ 92 _ zglijglubg/cd(viacu _ gacviu)vjbdF

(3) + HI (7 — g0V iu)(V jpatt — 854V ju)VigF
> —k(1+Q7)
et
OF
4 N> k(1 +Q° — V).
(4) > —k(1+ )+<(9p’1)

Les composantes du tenseur H sont définies par

iajbkcld __ _tik _tj _tab _tcd 1ij _rak _1b _rcd 1ij _tab _rck _1ld
HYWPEE = g g g0 g™ + gt g™ g Mg 4 g g g g e

Notons par Ky le compact OM x [—Cy,Cy] et K, le compact constitué des (x, p;t) €
TM x [—Cy,Co] tels que ||p|| < Co, la constante k; est fonction de Cy, la géométrie de
(M, g), un majorant sur K, des dérivées partielles d’ordre < 3 de @ ainsi que d’un majorant
sur K des dérivées partielles d’ordre < 2 de F; k, dépend en outre de ||F||c2(x,)-

2- Pour tout compact K C M, B est borné dans C*>*(K) pour tout o € 0, 1[.

Démonstration Soit u € B. Tenons compte des propositions 2 et 3, les hypotheses de la
proposition impliquent I'existence de constantes positives C;, C; et b telles que

(5) 0<C <—nu+Au<C{ et b 'g<g'(u)<bg.
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Linégalité (3) se démontre par 'apport d’une modification convenable des calculs de Calabi
[2, p. 113], voir aussi Pogorelov [5, p. 39]. Le développement des termes en F dans (3)
permet d’établir (4).

Pour prouver 'autre partie de la proposition, on va établir, par récurrence, existence
d’une constante positive C; telle que pour tout entier p, on ait

1/p
©) [ / 2pQp dv} <G

ou r est la fonction définissante de M et dV est 'élément de volume associé a la métrique
g. En conséquence, pour tout compact K C M et tout entier p; ||u]| Ht ) < Cs. Ainsi, pour

li”a, I'inclusion continue Hf (K) C C*>%(K) montre alors

tout a € 10, 1[, si on choisit p >
que B est borné dans C2*(K).

Montrons donc (6) quand p = 1. Par dérivations covariantes successives de I’équation
(1) satisfaite par u et permutations de Pordre des dérivées, compte tenu de la relation (6)
de la preuve du lemme 1, on montre que

- §7g" " (Vi — ugiy)V j(Vatt — uga)
= ¢™¢'"Vu(—ug; + V;ju) — AF+E,
ou E est un terme déja estimé et est donné par 'expression suivante:
E = g™ g [R Vigu + R Vigu + RV jaue + RSy Vigu + (ViR + ViR,V 4u]
— (—nu+ Au)g™Mgy + n?.
D’autre part, un simple calcul montre que

VilgMNw)] = N(w)g™g"" (g Vit — g1a Vit — Ry Vett).

Multiplions, donc, (7) par r>N(u) et intégrons par parties sur M, il vient
/ r’glig™ e (Vipu — g Vi) (V jat — gaV ju)N (1) dV
(8) = / [(E — AF) + g™V (—nu + Au)|#*N(u) dV
-2 / ¢ ViV i(—nu+ Au)rN(u) dV,

ol l'on a noté par S le tenseur covariant dont les composantes sont définies par
b
Sk = " (g Vit — gVt + Ry, Vo).

Du développement de AF et 'équivalence des métriques g et ¢’, (5), 'inégalité de Cau-
chy implique, pour tout € > 0 assez grand,

|(E — AF) + g8 Vi(—nu+ Auw)]r?| < Csle + € 72|V (—nu + Au)|?]
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et
lrg™ NV Vi (—nu + Au)| < Cule + € 1P|V (—nu + Au)|?],

ou Cy4 n'est fonction que de || Vr|| o, la constante C; dépend de | R |00, [|[VR]0o> [|7]l00>
|| V]| o> un majorant des dérivées partielles d’ordre < 2 de F sur K, ainsi que d’une estimée
C? de u.

Reportons ces deux dernieres inégalités dans (8), compte tenu de (5) et en notant Cs5 =
Cs3 + Cy, il vient

9) b! /rZQZN(u) dv < Cs /[e + e 'V (—nu + Au)FIN(u) dV.
A présent remarquons que d’une part, en développant le carré positif suivant:
1ij _ab _cd 1
g ]g g |:viacu - gucvl‘u — ;gacvl'(—flu + AM):|

X {Vﬂ,du — gpaVju— %gbdvj(fnu + Au)}
on voit que
(10) |V (—nu+ Au)|* < nb’Q?.
D’autre part Pestimée (5) implique que
(11) 0<d'<N(u <é.

Ainsi, en fixant € > 2nC56%b* et compte tenu de (10) et (11), I'inégalité (9) implique que
/ r*Q?dV < 2C50°bVe.
Linégalité (6) quand p = 1 ou p = 2 s’en déduit en remarquant, dans le premier cas, que
/rZQdV < /r2(1 + Q) dv

et dans l'autre, on écrit que
/r4Q2 dv < (mIVinx ) / Q2 dv.

Soit p > 3 un entier tel que la relation (6) soit satisfaite pour tout entier ¢ < p. Mon-
trons qu’elle Pest encore pour p + 1.

Notons I' = Q + k(—nu + Au), ot k un réel strictement positif précisé ultérieurement.
Larelation A’Q? = 2Q A’ Q —2|V'QJ?, jointe aux relations (4) et (7) implique 'existence
de constantes positives Cg et C telles que

(12) 20AN'T > —Cg+ Cr(k — 1)Q3+2V’Q|2+2Q§—;vur.
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De la définition de I', ’équivalence des métriques donnée par (5) et I'inégalité (10), on
vérifie que
OF

I al“
(9p“v

29’ < S |V/'Q + CgkQ?.

1
-2

Reportons dans (12), il vient
20AN'T > —C+Cr(k— 1) + §|V’Q\2 — Cgk2.
D’autre part, d’apres Cauchy,
%W’le > VTP = 30|V (—nu + Au).
Fixons k = 4 + (C;)~'(1 + 3nb? + Cg) et utilisons a nouveau (10), il vient
20A'T > —Co+ 17+ |V'T].

Multiplions cette inégalité par r*?*2T'?~2N(u) et intégrons par parties sur M, compte tenu
de la définition de I, on obtient

/ PPRTPYIN () dV < Cy / PP 2N (1) dV

(13) )
=3 [ PO TN v+ 23
i=1
ou
I =—(p— 2)/r2P”QFP*3|V’F|2N(u) av
L= / rPPRTP 2N T [QS; + kV j(—nu + Au) N (1) dV
L=_p+ 2)k/ PPy + Au)g’ijViFerN(u) av
et

IL=—Q2p+2) / PPHITP g I . T'V ;N (1) dV.
D’apres (10) et P'inégalité de Cauchy, on peut écrire:
g IV T[QS; + kV j(—nu+ Aw)]| < |V'T* + CpQ?

et
|(2p + 2)kr(—nu + Aw)g"'V,I'V r| < *[V'T + Cui(p).
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Reportons ces deux inégalités dans (13), compte tenu des faitsque I; < 0et0 < Q < T, il
vient

(14) / rPPRTPIN(u) dV < Cyy / (1+T*)r*PTP*N(u) dV + 21,.
Pour étudier le terme I, on intégre a nouveau par parties sur M, on obtient
ply = (2p +2) / PPTP[(2p + 1)|V'r|* + rg" 1 V,1S;IN (u) dV

+(2p+2) / PP A rN(u) dV.

Le second terme du membre de droite de cette égalité est négatif et le premier est majoré
par Cste [ r*T?N(u) dV . Le résultat découle de (14) en tenant compte de I'éstimée (11) et
I’hypothese de récurrence.

Nous venons d’apprendre par le rapporteur qu une autre approche du probleme de Neu-
mann a été développée par J. Urbas dans [7].
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