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ABSTRACT. In order to improve the determination of the mixed terms in 
classical theories, we show how these terms may be derived from a 
general theory developed with the same variables (of a keplerian nature). 
We find that the general theory of the first order in the masses already 
allows us to develop the mixed terms which appear at the second order in 
the classical theory. We also show that a part of the constant pertur­
bation of the semi-major axis introduced in the classical theory is 
present in the general theory as very long-period terms; by developing 
these terms in powers of time, they would be equivalent to the appearance 
of very small secular terms (in t, t^, ...) in the perturbation of the 
semi-major axes from the second order in the masses. The short period 
terms of the classical theory are found the same in the general theory, 
but without the numerical substitution of the values of the variables. 

INTRODUCTION 

Les resultats recents obtenus par Bretagnon et Simon (1976) lors de la 
comparaison de leur theorie planetaire de type classique (amelioration 
de celle de Le Verrier), avec une integration numerique sur 1000 ans 
(type A.P.A.E.) montrent schematiquement que la precision atteinte sur 
les perturbations a courtes periodes des elements elliptiques est tres 
satisfaisante; par contre, il subsiste encore des ecarts lentement 
variables avec le temps et importants vis a vis de la precision atteinte 
sur les termes a courtes periodes. Ces ecarts peuvent etre reduits 
notablement en ajoutant a. la theorie certains termes seculaires et mixtes 
empiriques. D'ailleurs, les termes mixtes ainsi introduits ne sont rela-
tifs qu'a certains termes a longues periodes (par exemple il s'agit du 
terme 2Aj-5Ag dans le cas de Jupiter ou de Saturne). 

Dans le but d'ameliorer la connaissance de ces quelques termes 
mixtes, nous avons cherche a. les mettre en evidence a partir d'une 
theorie generale developpee avec les memes variables que la theorie clas­
sique. En procedant ainsi, nous verrons que pour obtenir ces termes, la 
theorie generale a besoin d'etre poussee a un ordre des masses moins 
eleve que la theorie classique. Nous avons egalement mis en evidence le 
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16 L. DURIEZ 

fait qu'une partie de la perturbation constante du demi-grand axe (celle 
qui depend des excentricites et des incllnaisons) se retrouve dans la 
theorie generale sous forme de termes a tres longues periodes; nous ver-
rons que le developpement de ces termes au voisinage d'un instany initial 
serait equivalent a 1'apparition dans la theorie classique, d'un terme 
seculaire en t a l'ordre deux des masses dans la perturbation du demi-
grand axe. 

On utilise les notations ̂ suivantes': 
k la constante de gravitation, nig = 1 la masse du Solei, m la masse 
d'une planete, puis les elements osculateurs heliocentrique de cette 
planete a un instant T, rapportes a un repere heliocentrique de direc­
tion fixe: a le demi-grand axe, e 1'excentrlcite, i 1'inclinaison, 1 la 
longitude moyenne de l'epoque,w la longitude du perihelie, Q celle du 
noeud. 

On note encore: 

n = /k(1 + m) a le moyen mouvement 

A = n(t - x) + 1 la longitude moyenne a 1'instant t 

z = e exp /-! a) et z son conjugue 

£ = sin — exp v-1 0, et j son conjugue 

La theorie generale et la theorie classique partent l'une et 
l'autre des memes equations (de Lagrange), ecrites ainsi pour une pla^ 
nete d'indice i perturbee par une planete d'indice j: 

a. dt U ij dt dt " ni ij 

avec: 

dzi »(3) dzj P(3J ,., 

dt xj dt ij 

m . = ue. 
3 3 

£<e> = /Zi - ^ i - e . 2 J A * \ (a.,a.,z.,z.,z.,z., 
13 1+m 3 *-± k ,k i : i : x 2 

x k.,k. x 3 (2) 

^i'V^i'V exp ^ ^ i ^ i + k j X j } 

(e) . . min(aj,a-i) - , - , - . , - . 
ou L, ' est une fonctxon de a = r—' 4-, developpable en serxe 

k. ,k. max(ai,a-i) 

entiere de ZJ_, ZJ , z^, zj, £^, t, j , £-j_, £j ; kj_ et kj sont des entiers 
realtifs. (cf. Duriez, 1976). 

Chacune des theories represente une solution der Equations (1L, 
obtenue par approximations successives sous~ forme d'un developpement 
ordonne suivant les puissances croissantes des masses, c'est a dire 
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THEORIES GENERALES ET CLASSIQUES 17 

encore suivant les puissances de y. Pour bien mettre en evidence les 
differences et aussi les relations existant entre les deux theories, et 
pour introduire les notations, rappelons d'abord brievement les princi-
pales caracteristiques de la theorie classiqiies; nous verrons ensuite 
comment cette theorie peut etre "generalisee". 

LA THEORIE CLASSIQUE 

Elle consiste principalement a developper les seconds membres des equa­
tions (1) en series de Taylor par rapport aux 6 elements osculateurs de 
chaque planete, au voisinage d'un instant initial fixe T=TQ. La premiere 
approximation (ordre zero en y) est alors le mouvement keplerien, avec 
les valeurs numeriques des elements osculateurs a cet instant: a-j_, lj_n, 
ZiQ, ZJL , £iQ, CiQ et avec n.j_ calcule par la 3eme loi de Kepler: 

2 3 , , , 
n. a. = k ( 1 + m . ) . 

On recherche ensuite une solution de la forme: 

2A a. = a. + yA.a. + y A„a. + .... 
i i0 1 i 2 i 

1. = 1. + yA.l. + y2A0l. + 
i iQ 1 i 2 i (3) 

2 
z. = z. + yA.z. + y A„z. + .... 
I i„ 1 I 2 I 

0 
2. 

C± = CiQ + yAl5. + y A2 ± + .... 

Pour cela, on identifie les termes de meme ordre en y dans la derivee 
des expressions (3), et dans le developpement de Taylor de la relation 
(?) • 

Y 3£(e ) 3^(e) 

vtg = u [<f ] 0 + y2 L U A h ^ j - ] 0 + Atik [-^l-]0 
J k = i e t j k k 

3 £ ( e ) g £ ^ e ' 9 £ ^ e ' aX 1 , 6 ' 
+ Vk h^o + VkhilH + VkhilH + A i^k t^o } + ••• 

k k k k 
(4) 

(e) 
ou la notation [...]o signifie que £. . et ses derivees partielles sont 

calculees numeriquement pour la valeur des elements osculateurs a 
1'instant TO; ce sont ainsi des developpements de la forme: 

y X A,(e), exp /^l (k.n. +k.X. ) (5) 
k^k. ki'kj x ̂  i Jo 
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18 L. DURIEZ 

- (e) 
ou A est une constante numerique , et ou A. et A , sont de la forme 

k.k . i„ 1„ 
i : 0 J0 

d'une fonction connue du temps: 

A = n (t - T ) + 1 . (6) 
0 0 0 

On sait qu'a l'ordre 1 en y, y[X.. ] contient un terme constant: 
(e) 13 

yA . , nul pour e=l, qui par integration donne un terme seculaire line-
(s) (s) (s) 

aire en t (note suivant le cas yA. 1., yA. z., yA. £ . ) , tandis que 

les autres termes donnent des termes periodiques qu'on note: yA. a, 

Onremarque 1'absence de terme seculaire par les a^ et les n-j_. D'un 
point de vue analytique, A|s)l. admet un developpement pair par rapport 

aux excentricites et aux inclinaisons commencant au degre zero, tandis 
(s) (s) 

que A z. et A. £ . admettent des developpements impairs de ces varia­
bles commencant au degre 1. 

A l'ordre 2, on doit effectuer dans le developpement (4), le pro-
duit de la solution du ier ordre avec les derivees partielles de JC?®); 

le terme constant de ces derivees partielles se combine a l'eventuel 
terme seculaire du ler ordre pour donner par integration un terme en t^, 
et aux inegalites periodiques du ler ordre pour donner de nouvelles 
inegalites periodiques de meme periode. Ensuite, chaque terme periodique 
des derivees partielles se combine d'une part au terme seculaire du ler 

ordre pour donner apres integration un terme mixte en t exp /-l(k^Ai. + 
kjAj ) et une inegalite periodique de meme periode; il se combine 
d'autre part avec les inegalites periodiques du ler ordre pour donner 
des inegalites periodiques avec de nouvelles periodes, dont eventuelle-
ment un terme constant qui donne par integration un terme seculaire en t 
d'ordre 2 des masses. 

A cet ordre, les elements aj_ et n-j_ ne possedent toujours pas de 
terme seculaire en t et t^, mais comportent des termes mixtes (theoreme 
de Polsson). 

Aux ordres superieurs en y, on obtient d'autres inegalites periodi­
ques, ainsi que d'autres termes seculaires et mixtes, mais pour les aj_ 
et n^, le probleme de la presence de termes seculaires est encore ouvert. 

Ainsi, la theorie classique en variables elliptiques est surtout 
caracterisee par une certaine "stablite" des seuls elements a-j_ et n^ 
(mis a part les termes mixtes). On peut cependant obtenir le meme type 
de stabiiite (absence de terme seculairej pour les elements 1^ en utili-
sant des l'ordre 1 en y l'expression suivante a la place de (6): 

A. = (n. + A(S)1.) (t - T.) + 1. (7) 
xo xo x ° xo 

(s) 
ou A l.t represente le terme seculaire de la longitude moyenne de 
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l'epoque TQ/ qui ne doit alors plus figurer dans 1'expression (3) de lj_. 
Pour cela, le terme constant de 1'equation relative a lj_ sert a former 
une perturbation constante dans le demi-grand axe. Dans ces conditions, 
Ajak et Ajlj^ etant depourvus de termes seculaires, les termes mixtes ne 
peuvent provenir_a l'ordre 2 en y que des termes seculaires de A^z^, 
A^z^, A ] ^ et A^Cj^. En particulier, les termes mixtes qui apparaissent 
dans 1'expression des a-j_ et des 1^ sont uniquement introduits par les 
termes seculaires qui existent pour les autres elements. Le but princi­
pal de la theorie generale est justement d'introduire a la place de 
ces termes seculaires, des termes a tres longues periodes, avec comme 
consequence la suppression des termes mixtes. 

Remarque: En utilisant l'expression (7) de Xj n, la solution n'est plus 
exactement ordonnee suivant les puissances de y, mais on a l'avantage 
de bien connaitre des le depart la valeur de la somme n-j_ + A^s'li, sen-
siblement egale a la valeur moyenne du moyen mouvement, fournie par les 
observations sur une duree suffisamment longue. On verra plus loin la 
signification de ce moyen mouvement a propos de la theorie generale. 

Par ailleurs, a chaque ordre en y, on fait generalement une com-
paraison de la theorie obtenue avec les observations; ceci conduit a 
modifier progressivement les constantes d'integration initiales, pour 
passer finalement des elements osculateurs a 1'instant TQ aux elements 
moyens pour cet instant. Ces elements moyens sont ainsi relatifs a la 
theorie qui les a produits. 

LA THEORIE GENERALE. 

1. Preliminaires 

Contrairement a la theorie classique, on s'efforce d'obtenir main-
tenant une solution bornee aux equations (1), sous forme de fonctions 
quasi-periodiques de t. L'existence d'une telle solution a ete demonstree 
par Jefferys et Moser (1966) et par Krasinsky (1969); Brumberg (1970), 
puis Brumberg et Chapront (1973) ont donne un algorithme pratique pour 
obtenir une telle solution au probleme planetaire; Sagnier (1973) l'a 
aussi applique au probleme des satellites galileens de Jupiter. 

Dans ce type de methode, on s'efforce d'obtenir la solution analyti-
quement sous la forme la plus generale possible. Les theories deja. con-
struites montrent que moyennant 1'introduction pour chaque planete d'une 
quantite qui a la nature d'un moyen mouvement moyen, on peut exprimer la 
solution sous forme quasi-periodique de t; ceci permet de supposer qu'il 
existe pour chaque planete un certain moyen mouvement moyen N^, constant, 
independant de tout instant initial, et tel qu'on puisse ecrire: 

ni = N i ( 1 + P i } (8) 

X. = N.(t - T ) + L, + q. (9) 
1 i 0 iQ i 
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20 L. DURIEZ 

ou p^ et q^ sont des nouvelles variables (remplacant n^ (ou ai) et 1^) 
qu'on pourra exprimer sans termes seculaires ni mixtes, sous forme 
quasi-periodique de t. Dans (9), L^. est une constante dependant de TQ» 
qu'on peut laisser indeterminee avec TQ jusqu'a la comparaison de la 
theorie avec les observations. 

En definissant pour chaque planete une autre quantite constante A^ 
par la relation: 

N2A3 = k(l + m.) = n2a3 (10) 

1 1 I i l 

on tire encore: 

a. = A.(1 + p.)-2/3 (11) 
i l l 

et on peut alors remplacer les equations (1) relatives a a^ et li par 
les suivantes: 

<3p. -, da. __ .. . 

~--}(l+ P.) ~ ™ ^ C1) (12) 
dt 2 I a. dt i] 
dq, dl. 

= N.p. + - = N.p. + yjC*2). (13) 
dt i i dt i i ij 

Le fait d'avoir explicite la constante Lj„ dans l'expression (9) de X-̂  
permet de prendre nulle la constante d'integration relative a la varia­
ble q±. 

Le fait de rechercher pour p^ et q^ des expressions quasi-perio-
(2) 

diques de t, entraine que le terme constant de y£.. dans (13) devra 

etre elimine par un choix convenable de la constante d'integration in-
troduite dans (12) pour la variable p.. 

II n'yadonc plus d'arbitraire pour les variables p± et qj_ et on 
constate que dans ce cas, ces variables vont forcement contenir y en 
factuer: ce sont done des quantites d'ordre 1 au moins en y. L'absence 
d'arbitraire des p± et qj_ revient encore a considerer les constantes 
Ni et L^ deja introduites, comme constantes d1integration pour ces 
variables. De ce fait, il suffira de rechercher pour les equations rela­
tives a ces variables, une solution particuliere sans constante d'inte­
gration. 

Inversement, si on permit 1'introduction d'une constante d'inte­
gration arbitraire pour p^ (meme une constante de l'ordre de y), on ne 
peut empecher 1'apparition d'un terme seculaire sur qi et la solution 
n'est plus quasi-periodique de t. II faut noter cependant qu'une telle 
constante d'integration reviendrait a modifier N^. 

Toutefois, alors que les constantes L^ peuvent rester arbitraires 
tout au long de la theorie, il est indispensable de fixer numeriquement 
des le debut les constantes N-̂ , ainsi que les A^, par 1'intermediaire 
des constantes m^, car les developpements completement analytiques par 
rapport aux a^ ou aux Aj_ seraient beaucoup trop volumineux; par ailleurs, 

https://doi.org/10.1017/S0252921100062072 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0252921100062072


THEORIES GENERALES ET CLASSIQUES 21 

pour 1'integration, il est preferable d1avoir les valeurs numeriques 
des Ni a cause des particularity de la solution pouvant se produire 
pour des combinaisons presque nulles des N^, qui amenent des petits 
diviseurs lors de 1'integration. 

Des lors se pose le probleme du choix de la valeur de chaque con-
stante N^ par rapport au moyen mouvement moyen tel qu'il est actuellement 
connu pour chaque planete. Jusqu'a present, c'est principalement par les 
theories classiques de Le Verrier et de Newcomb qu'on connait des valeurs 
du moyen mouvement moyen. Celles-ci resultent de la comparaison de leur 
theorie avec les observations dont ils disposaient, et il est certain 
que ces moyens mouvements moyens dependent de 1'instant initital TQ 
qu'ils ont c'noisi. En effet, ils sont de la forme n-j_ + A.'s l̂i deja 
mentionnee en (7), et dans cette expression, le terme A's)lj_ depend de 
TQ car la partie constante de y [•£.?']_ dont il provient, est un develop-
pement en puissances de z et t, de Z, dans lequel ces variables ont ete 
remplacees par leur valeur numerique a l'instant TO- °e meme n^ , depend 
de TQ car il est obtenu en retranchant du moyen mouvement moyen observe 
la partie seculaire de 1± qu'on aura calculee au prealable avec ce moyen 
mouvement moyen observe; par ailleurs la periode pendant laquelle on 
dispose d'observations etant limitee, et la theorie etant inevitablement 
imparfaite surtout en ce qui concerne les termes de petit diviseur (qui 
sont aussi a longues periodes), l'absence ou la mauvaise connaissance 
de ces termes contribuent globalement a former des termes seculaires 
empiriques lors de la comparaison de la theorie avec les observations. 
Cette contribution empirique depend encore de la date moyenne des obser­
vations, done en quelque sorte d'un certain TQ, et o n n e sait pas la 
separer de la partie du moyen mouvement moyen qui est independante de TO-

On peut penser cependant que cette partie empirique est tres faible, 
eu egard a la qualite des travaux de Le Verrier et de Newcomb. En la 
negligeant, et en supposant done que la dependance du moyen mouvement 
moyen vis a vis de TO decoule principalement de celle de A's)lj_, on voit 
que le meilleur choix qu'on puisse faire pour N^ consiste a prendre le 
moyen mouvement moyen obtenu par Le Verrier ou par Newcomb, auquel on 
retranche la partie de A ^ l ^ qui depend des variables z et 5 dans leur 
theorie. Cela revient encore a ne conserver de A'S'-1I que la partie 
qui ne depend que des demi-grands axes, eux-memes calcules avec ces N̂ _. 

On peut noter cependant que cette correction des moyens mouvements 
est au moins d'ordre 2 en excentricites et inclinaisons, et d'ordre 1 
en masses; elle est done assez minime (inferieure en pratique a 10~5NJ_). 

Avec ce choix des Nj_, par analogie avec la theorie classique, on 
peut encore prevoir que la perturbation constante du demi-grand axe 
(liee a l'utilisation d'un moyen mouvement moyen au lieu d'un moyen 
mouvement osculateur) sera elle aussi independante des excentricites et 
des inclinaisons. 

On voit ainsi la necessite de posseder au depart une theorie clas­
sique la meilleure possible afin de determiner au mieux les N^ qui sont 
a la base de toute theorie generale. Cependant, si avec les N^ ainsi 
choisis la comparaison de la theorie generale avec les observations ne 
peut etre satisfasante qu'en ajoutant un terme seculaire empirique, on 
saura que c'est la valeur dont il faut modifier N^ pour le rendre inde-
pendant de TQ et on pourra reprendre la theorie avec cette nouvelle 
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valeur. D'ailleurs il n'y a pas que les N^ qui puissent etre sujets a 
modification: les masses m^ interviennent aussi numeriquement dans toute 
la theorie et une modification de celles-ci entraine une modification 
des N^. Ceci justifie encore la necessite de rendre la methode de deve­
loppement de la theorie generale aussi souple et adaptable que possible. 

2. Methode d1integration 

Nous envisageons de ne donner ici que les principes de la methode, 
en insistant surtout sur la facon dont s'opere la "generalisation" de 
la theorie classique. 

Nous partons done toujours des equations (1), sauf en ce qui con-
cerne les variables a^ et 1^, pour lesquelles on utilise les equations 
(12) et (13). On a cependant, a la place du developpement (2) un nouveau 
developpement: 

X ( 6 ) = /=1 ~ i - e. 2 J L<6? (A.,A.,p.,p.,q.,q,, 
13 1 + mi 3 k~k. Vj X : X 3 X J 

1 ' _ <"> 
Zi'Zi'Zi'Zj'^i'?j'Si'?j) S X P v /^ ( k

i
Li + k j L j ) 

. min(A., A.) 
ou L, , est une fonction de a. = — r̂ r- developpable en serie 

k.k. 0 max (A. , A.) rxr 

i J _i 3 
entiere des variables p^, p-t, q^, ... ?j, et ou L^ et Lj designent des 
expressions de la forme: 

L. = N.(t - T.) + L. 
i i 0 iQ 

(on a done \j_ = L± + q.±) • On peut noter qu'en prenant a la place de z± 
et £i les variables x-̂  et y^ ainsi definies: 

x. = z. exp 
i l l 

•=1L. 

(15) 
y. = C. exp v-1 L. 
•*i l l 

on obtient des equations formellement semblables a celles de Brumberg: 

dx. 
1 r~r »(3) 

— = /=1«±X± + y/± . 

^i= A».y. + y<f
(4) 

dt i i 13 

(e) 
en precisant bien ici que, contrairement a celles de Brumberg, ye.. est 
au moins de l'ordre de y. Avec les variables (15), la structure des 
developpements en z et £ permet d'obtenir a la place de (14) un develop-
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(16) 

pement plus simple: 

£{.&) = ^ T ~ - E . Z J ^ 6 ' (A.,A.,p.,P.,q.,q., 
1: i+mi j ^ k 1' :'^i'^j' Hi' M

3' 

Xi'Xj'Xi'Xj'Yi'yj'yi'yj) e X p ^ k ( L i " L i ) 

(e) 
et un developpement du meme type pour &, . . 

Cependant pour mieux indiquer comment on passe de la theorie clas-
sique a la theorie generale, on va plutot continuer a utiliser le 
developpement (14) en z et t,, et les equations (1) pour ces variables. 

Remarquons encore qu'a la place de (9), on pourrait utiliser 
\j_ = Lj_ - v-lq^ ou q-j_ est alors imaginaire pure permettant un developpe­
ment plus maniable des fonctions exp v-1 k-X^. 

Le developpement (14) contient quatre variables supplementaires par 
rapport a (2): p^ , p-i, q^ et q-;. En fait, le developpement de V e ' par 

KiKj 
rapport a ces variables represente un developpement de Taylor de 
LR?£. dans (2), au voisinage des valeurs A^ et Aj, et au voisinage des 

fonctions L^ et Lj . D'ailleurs, comme les variables p-j_, p.:, q^ et q-; 
sont de l'ordre de p au moins, la partie des developpement de y£.'®̂  
qui les contient interesse seulement la solution generale a partir de 
l'ordre 2 des masses. 

(e) 
On peut distinguer dans le developpement de £l-\ deux sortes de 

termes: d'une part ceux qui ne dependent que des A^, Aj et du temps, et 
d'autre part les autres termes qui dependent en plus des variables p^, 
Pj» 5i' ̂ j ' zi< zj» z i ' z j ' Si' ?J» ^1> Cj' qu'on regroupe dans un 
vecteur note V. On regroupe egalement ces deux sortes de termes dans 
les notations: JC (®) (t) et jC(e)(V,t). Les equations ont alors la forme 
suivante: 

5 i - » r « > ( » . t ) . „ x i « > , t , 

— - - N.p. - V £(2) (V,t) = y £f2) (t) (18) 
dt 1 1 13 13 

dz 
— i - U £<

3)(V,t) = v Xf3)(t) (19) 
dt 13 13 

ae. ... 
•fir- - v £± (v,t) = 0 (20) 

(2) 
On rappelle cependant que £, . (t) contient un terme independant de t 

(1)1"' (3) 
(constant), tandis que £. . (t) et JC. . (t) en sont depourvus. 

13 13 

Les seconds membres etant des fonctions connues du temps, on a ainsi 
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un systeme differentiel dit "avec second membre". On sait que la solu­
tion generale du s tel systeme est la somme de la solution gengrale du 
systeme "sans second membre", et d'une solution particuliere du systeme 
complet (appelee orblte intermediaire dans la m'thode de Brumberg). En 
notant la solution particuliere par le symbole 6, on aura ainsi: 

(21) 

p i 

g i 

z . 
1 

h 

= 

= 

= 

= 

p < ° » 

q{°> 
(0) 

z . 
1 

<r 

+ 

+ 

+ 

6P. 

6q. 

6z . 
I 

La solution particuliere de Z± peut etre choisie nulle car le developpe-
ment de £. . '(V,t) est impair en Z±r C j , £j_ e t Cj • 

On recherche ces solutions par approximations successives suivant 
les puissances de W, en faisant en sorte d'eviter 1'introduction de 
termes seculaires. A la premiere approximation on aura ainsi: 

— i = y j C * ( 1 ) ( t ) ; - ^ = y J C
( 2 ) ( t ) + N . 6 P . dt ij dt 13 I

 ri 

d6z. 
- ~ = V £ . (t) (22) 
dt 13 

^(0) xJ0y 

dP,- . * M i d<5 

et: 

' 1 = U^(1 )(V,t); ^ = p A ( ? ( V , t ) + N , P
( 0 ) 

dt ' ij l ' " dt in 1̂ 1 

- £ - = U < f (V,t) ; - £ _ = y ^ ( v , t ) . (231 

L'absence de terme constant dans £. . (t) et £. . (t) entraine l'absence 

de terme seculaire dans 6p^ et 6z^ a 1'ordre 1 en p. La constante d'inte­
gration de pi est choisie pour annuler le terme constant de JC ..(t) ce 
qui permet de trouver 6q^ sans terme seculaire. Cette constante 
d'integration sur 6p-j_ equivaut a la perturbation constante du demi-grand 
axe du ler ordre des masses. En annulant les constantes d'integration de 
6qi et 8z±, la solution particuliere obtenue ainsi sans terme seculaire 
est d'ordre 1 en u. Les approximations suivantes de la solution particu­
liere peuvent alors s'obtanir en developpant les equations (17) a (29) 
au voisinage des pC-1) , q(0) et z' '; en developpant 6p^ en puissance de 
u: 6pj_ = y6jp^ + p^62P£+ ... on aura par exemple pour l'equation (17): 

dn(0) 

pi d . _,_ 2 d . ___ r*ll)n-\ ^ 

-lT+v^«lpL + v dT62Pi + ••• " ^ i j (t) + 
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M , , m ,/3JC*(D(V,t)\(0) 

y( jc*< n (v , tn ( Q I + y 2 ( - ^ - ^ — - j A&XW + us2v + . . . L 

(24) 

ou ĵV (k=l,2) designe le vecteur compose des 6kPi» ^kPj » ̂ k^i' ̂ kctj, 

ou \ 3V / 
<5kzi» &kz-\' ^kzi' ^kzj determines a l'ordre k en y, et ~^ . * 

designe le vecteur des derivees partielles de jĈ j par rapport aux varia­
bles qui composent le vecteur V, dans lequel V doit etre remplace par; 

(0) , (0) (0) (0) (0) (0) -(0) -(0) ,(0) JO) 
- Ip. , p , q , -V = {pL , p. , qi , zi , z , z± , z , Ci - L 

-(0) -(0), 
Ci ' Cj j-

On identifie y2 d ^ p i a la partie de y2 (9JC* | 1 ] (v,t)) (0) . 3 V qui 

est fonction de t seulement (elle correspond a la partie de <C*(l)(V,t) 

qui est de degre 1 par rapport a V ) . Les particularity qui avaient per-
mis d'Sviter les termas seculaires dans S^V, se retrouvent au deuxiSme 
ordre a condition d'avoir annule les constantes d'integration des \i0^q± 
et \io\Zi, et d'avoir choisi celle de \iO\Pj_ de facon a annuler le terme 
constante 1'equation relative a y6iqj.. Aux ordres suivants, la possibili­
ty d'obtenir une solution sans terme seculaire reste conditionnee a la 
non apparition de terme constant dans 1'equation ^E.. II faut encore noter 

que des termes constants pourraient apparaitre dans des cas de reson-
nance stricte, lesquels sont ici exclus par hypothese. 

II reste ensuite a identifier: 

d_(0) a£*(1)/v i-i 

A - - P (^"'(V.t),"" +y
2( ij

3v ' ) ( 0 ) . V (25) 

2 
ou le terme en y concerne la derivee partielle des termes de degre au 
moins egal a 2 par rapport a V. Le second membre est ainsi deja developpe 
en puissances de y; il est de degre 1 au moins par rapport aux variables 
qui constituent le vecteur V. 

Avec des notations semblables, on obtient pour les autres variables: 

^ = NlPf+U^V,«,<°> ^! f f^ ,<°> , 1 v + . . . 
(26) 

^ - - »<x»>,»,t))«» • ^ ! % ! ^ > > . v + . . . <„, 

^ - = y ( X ^ ( v , t ) ) ( 0 )
 +y

2( *J 'V0>.6.v+...' (28) 
dt l] av 1 
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26 L. DURIEZ 

Finalement, la solution generale des equations sans second membre 
doit etre tiree des equations (25) a (28). La methode exposee par 
Brumberg (1970) dans sa theorie generale, revient a regrouper tout 
d'abord dans un systeme differentiel autonome une partie des equations, 
formee de termes ne dependant pas explicitement de t; cette partie est 
exactement celle qui, dans la theorie classique, introdui't les termes 
seculaires A z et A^s' , mais son integration va maintenant etre menee 
de facon a eviter les termes seculaires: la solution du systeme autonome 
sera une somme de termes a tres longues periodes, et contiendra les con-
stantes d'integrations relatives aux variables z et £ (on rappelle que 
les variables p et q doivent en etre depourvues. 

En appelant V le vecteur solution du systeme autonome: 

r (0) (0) (0) (0) (0) (0) -(0) -(0) 
V = Ip. , p. , q. , q. , z. , z. , z. , z. , 
s l 3 i 3 i 3 i 3 

s s s s s s s s 
_(0) r(0) -(0) -(OK 
Si ' Cj ' Ci ' £j ' 
s s s s 

on recherchera ensuite une solution de la forme: 

p.(0) = p{0) + V&. (V ,t) (29) 
X I X S 

s 

q<°) = q
( 0 ) . pj.(v ,t) (30) 

^X X X S 

z ( 0 ) = z S ( 0 )
 +yf.(V ,t) (31) 

X X X S 

s 

(0) = (0) + ( 3 2 ) 

X X X S 

s 
ou les fonctions 9^, 3.^, St^ et <&. seront des fonctions quasi-periodiques 
de t, a determiner; la solution generale restera alors dans le voisinage 
de la solution du systeme autonome. 

A l'ordre 1 en y, il suffit de remplacer partout dans les equations 
(25) a (28) les elements de v(0) par ceux de Vs; on isole le systeme 
autonome suivant: 

d (0) 
dT Psi - 0 (33) 

dT^vr-K?] (p±̂ ) 

d (0) „(3) 
dt si ML ij z7'= V [ £ ) . ' ] (35) 

X XT 
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d?
(0) 

1 

- § 7 — = y[JC{4)] (36) 
at . . 

i: 
(2) 

ou les notations signifient qu'on ne garde de £. . que les termes expli-
citement independants de t et qui contiennent p^ ou p-j en facteur, tandis 

qu'on prend en plus dans £. . et £. . les termes qui ne dependent que des 

variables z et £ (les variables q ne peuvent pas apparaitre dans les ter­
mes explicitement independant de t). 

De cette fa?on, les seconds membres de (33) et (34) s'annulaient avec 
les p^O), on a la solution particuliere p{0) ~ 0 et q!"' = 0, qui con-

s s s 
vient parfaitement au fait que ces variables ne doivent pas contenir 
de constantes d'integration, ni amener de terme se'culaire dans- les 
variables q. .n« 

Quant aux equations (35) a (36) , avec la solution p. = 0 il n'en 
3 

reste qu'un systeme ne dependant que des variables z. et ?. dont la 
s s 

partie lineaire par rapport a ces variables constitute exactement le sys^-
teme de Laplace-Lagrange. On sait que la solution generale de ce systeme 
est de la forme d'une some finie de termes a tres longues periodes; on 
sait egalement que les termes de degre superieur n'alterent pas la forme 
de cette solution, qui reste a tres longues periodes (methode de Krilov^ 
Bogolioubov, voir par exemple Bretagnon, 1173) . Les constantes d'intSgra^ 
tion sont a evaluer par comparaison avec les observations: les amplitudes 
de ces termes a tres longues periodes sont de l'ordre des excentricite*s 
et des inclinaisons. 

La determination des fonctions ̂ j.» &±, SE$_ et <&^ s' opere maintenent 
en derivant les expressions (29) a (32) et en les identifiant aux equa-
tinso (25)'(28): 

(0 ) 
P i 3 * . (V , t ) dV 3 * . (V , t ) 

-5E-* " < - V - ^ - a ^ ^ - ^ l Utf-("<v,t„<°'+... 
s 13 (37) 

d ( 0 ) 

"dt~ + y ( ~ ^ ) -IT + y~TE = V i + 

s s ( 3 8 ) 

U N . * . (V , t ) + y ( £ ! 2 ) ( V , t ) ) ( 0 ) + y 2 . . . 
I I S l j 

d z ( 0 ) 

i 3X. (V , t ) dV 3X. (V , t ) , _ , , _ , 

"it— » < - V - H - 3 T • -"h? »<* ><v.t„«» + ... 
s J 

( 3 9 ) 
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d (0) 
i 3Y.(V ,t) dV 9Y.(V ,t) 

- | « — » <-T^-»-3T • « - V — » « 4 , « » . « > ' 0 ' * -
1 3 (40) 

Dans les seconds membres, il faut encore remplacer le vecteur V par 
le vecteur Vs + yF(Vs,t), qui condense les notations (29) a (32). Comme 
dVs 

— — est deja d'ordre 1 en y (eqs. (33) A 836)), il reste 1' identifica-
dt 
tion suivante, a I'ordre 1 en p: 

9^(V ,t) 

" 3t = ^ ± j ^ t ) (4!) 

34.(V ,t) 
y * = y N.^. (V ,t) + uJC*f;(v ,t) (42) 

dt I I S 1] S 

3X (V ,t) . 

u _ i ^ = y X ^ ) ( v t) (43) 
dt 1] S 

y 
3 y i ( V

S '
f c ) 1(4) 

= yJC. ' (V ,t) (44) 
3t ij s 

ou les expressions JE-LJ (Vs,t) representant ce qui reste des seconds mem­
bres de (25) a (28), (avec Vg mis a la place de V^') lorsqu'on leur 
enleve les seconds membres du systeme autonome (33) a (36); ce sont 
done des expressions dependant explicitement de t. Seul JCH' (Vs,t) con-
tient encore des termes independants de t, ceux qui ne dependent que des 
variables z^' et £• '. On peut les eliminer en les identifiant a des 

s s 
termes de la meme forme dans l'expression de ^ ( V s , t ) ; ainsi, ces termes 
qui contribuaient a la perturbation constante du demi-grand axe se re-
trouvent, dans la theorie generale, exprimes en fonction des variables 
Vs, e'est 3 dire qu'ils sont maintenant a tres longues periodes. 

A chacun des autres termes des ^ijtVgjt) (qui sont quasi-periodiques 
de t) , on associe un terme des fonctions 0>^, 3.^, SC., ou <&^, qui a la 
meme forme par rapport aux variables Vs et qui a la meme periode. L'inte­
gration de ces termes par les equations (41) a (44) est 1'equivalent de 
la determination des inegalites a. courtes periodes du ler ordre en 
dans la theorie classique, mise a part la substitution numerique de la 
valeur des variables z et 5. Cependant, ces termes a courtes periodes 
sont ici en facteur d'elements de Vs: ils doivent ainsi etre composes a 
des termes a tres longues periodes; si on developpe ces derniers en 
series entieres de t au voisinage d'un instant initial TQ, ces termes 
fourniront alors le terme a courte periode de la theorie classique au 
ler ordre en y, puis les termes mixtes relatifs a cette meme periode. 

Ainsi, les termes mixtes qui n'apparaissent qu'a I'ordre 2 en y au 
moins dans la theorie classique, sont deja presents dans la theorie gene-
rale a I'ordre 1 en y. Ceci vient du fait que les basses frequences de la 
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solution a tres longues periodes sont de I'ordre de y; le developpement 
en serie entiere de t de ces termes est done aussi un developpement en 
puissances de y, et on obtient par la theorie generale du ler ordre les 
termes mixtes en y2t exp /^(k^i + kjLj), puis en y3t3 exp /̂ l(kj_Li + 
kjLj) , ...; les termes mixtes en y3t exp /̂ l (k̂ Lj_ + kjLj), 
y*t2 exp /^l(kiLi + kjLj) ... ne seraient fournis qu'a I'ordre 2 en 
de la theorie generale. 

La solution gSnerale des equations (25) a(28), a. I'ordre 2 et aux 
ordres superieurs en y s'obtiendrait de facon analogue par les equations 
(37) a(40), en y considerant que les ̂ , M^_, X\_ et 9j_ se developpent en 
puissances de y (par exemple): 

\i&. = \x&> + y & + ..., y,F = yj*" + y V + ... 
1X 21 1 2 

on separe alors a chaque ordre en y, un systeme autonome du meme ordre, 
selon les memes principes qu'a I'ordre 1: termes independants de t pour 
les equations (39) a (40) et seulement ceux qui s'annulent avec les 
p'°) et q'0' pour les equations (37) et (38); la solution du systeme 
s s 
autonome conserve alors la meme forme qu'a I'ordre 1. Les termes rsstant 
determinent ensuite forcement, pour chaque ordre en y, le vecteur F sous 
forme quasi-periodique de t. 

On a egalement a chaque ordre en y un equivalent de la perturbation 
constante du demi-grand axe qui se developpe en termes a longues pSrio-
des par 1'intermediaire des variables. 

Remarquons encore que 1'integration du systeme autonome peut se 
faire independemment de la recherche de la solution quasi-periodique 
(d'ou son nom); la determination des constantes d'integration de la 
solution generale peut alnsi intervenir seulement quand on estime avoir 
determine avec suffisamment de precision la solution quasi-piriodique. 

APPLICATIONS ET CONCLUSION 

D'apres ce qui precede, on peut constater que le developpement en y 
n'a pas la meme signification dans la theorie generale et dans la theorie 
classique, notamment en ce qui concerne les termes seculaires et mixtes: 
ainsi, la theorie generale semble devoir etre poussee a un ordre moins 
eleve en y que la theorie classique en ce qui concerne ces termes; e'est 
un resultat interessant car e'est presque uniquement pour ces termes 
seculaires et mixtes que la theorie classique necessite un developpement 
d'ordre eleve en y, les termes mixtes etant alors toujours relatifs a 
des longues periodes. Nous allons montrer plus pre"cisement sur un exem^ 
pie comment peut s'effectuer ce calcul des termes seculaires et mixtes 
a partir de la theorie generale d'ordre 1 en y 

Ainsi par exemple, pour calculer les termes mixtes- dans le demi-
grand axe de Saturne, relatifs a la grande inegalite, on devra d'ahqrd 
determiner le developpement analytique de cette inSgalite" dans i,r'; 
on trouve (cf. Duriez, 1976) qu ce developpement comporte en facteur de 
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exp /^.(TLc, " 5L6>' 10 termes de degre 3: 

- - N (0,01208 -Z.T1 - 0,02417 zc£ Cc + 0,01208 zczl 
2 6 6 6 6 5 6 6 5 

- 0,00672 z ^ + 0.01255 z ^ ^ - 0,00627 z X,2 (45) 

+ 0,02492 z' - 0,04560 z z2. + 0,02752 z^z, - 0,00550 ẑ ) 
6 5 6 o 6 5 

puis 70 termes de degre 5, dont la contribution globale dans une theorie 
classique est environ 100 fois moindre que celle du degre 3 (on compte 
encore 10+70 termes conjugues changes de signe des precedents, car 
v-lJCjv est imaginaire pur, en facteur de exp —7-1(2L^ - 5Lg).l . La solu— 
tion quasi-periodique ̂ g relative a cette inegalite s'obtient en inte­
grant 1'equation (41): cela revient a diviser chaque terme de (451 par 
/-T(2N5 - 5Ng), et c'est done exactement la meme integration que dans 
la theorie classique, dans la substitution numerique des z et X,. C'est 
en fait la substitution de la solution du systeme autonome qui dohne 
des termes mixtes cette derniere solution est de la forme, pour z ou 
pour C,: 

z = Z A. exp i^Ttc.t + 0.) 
l 1 1 

l 

ou A-̂ , c^ et <j>̂  sont constants, Cj_ de 1'crdre de p, et A^ de 1'ordre des 
excentricites (cf. Bretagnon, 1974). 

Let termes mixtes s'obtiennent en substituant a z et X, dans 1'ex­
pression integree de (45) , des expressions deVeloppees en puissances de 
t, de la forme: 

c i ? z = I A. exp / ^ I tf>.Tl + / - I c t - • — t + . . . 1 (46L 
l i L l 2 J 

l 

On pourrait aussi utiliser une solution du syst&ne autonome expri-
mee sous forme polynomiale de t (Brumberg, 1975)_. Ce schema de calcul 
est d'ailleurs valable pour toutes les inegalites- periodiques. 

La partie independante de t dans les expressions de la forme (46)_, 
substituee aux variables z et X, dans la solution gengrale (45)., donne la 
grande inegalite du demi-grand axe de Saturne tel qu'on I'aurait darts la 
theorie classique au le r ordre en p. Les termes suivants dans le develop— 
pement (46) donneraient les termes mixtes en t exp _/-l(2L5 - 5LgL, 
t2 exp /rI(2L5 - 5L6) d'ordre 2,3,... en p. 

Les termes mixtes associes a. d'autres- inegalites periodiques s'ob.-
tiendraient de la meme facon, mais sont en general negligeables sauf 
dans le cas de petits diviseurs (comme la grande £n€gal±.tfil. 

Une substitution de la forme (46) dans certains termes de la solu-*-
tion generale peut egalement conduire a des termes seculaires au lieu de 
termes mixtes, si les termes a tres longues periodes qu'on dSveloppe 
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ainsi ne sont en facteur d'aucune fonction de t. C'est notamment le 
cas des termes de £[*> introduits dans P^ pour eviter les termes secu­
laires dans (42), et qui correspondent a la partie de la perturbation 
constante du demi-grand axe, qui depend des excentricites et des incli-
naisons. II nous a paru interessant de calculer le terme seculaire qui 
serait ainsi introduit dans la perturbation du demi-grand axe de Saturne 
perturbe par Jupiter: le developpement de la partie dey£(2) independante 
de t, et de degre 2 par rapport aux z et X,, comprend 8 termes: 

V " 8 4 8 ?6^6 - 765 hh + 806(S^6 + W 

+ 212 z 5 + 191 zczc - 156(.z, + z,zr)) x 10~6 

6 6 5 5 56 6 5 

En y substituant les developpements de Z5, zg, 55 et £g de la forme (461, 
calcules a apartir des plus gros termes de la solution de Lagrange donnee 
par Bretagnon (1974), nous avons trouve que le terme seculaire en t, 
d'ordre 2 des masses, qui en resulte pour la variable pg, vaiit 7,66 10""° 
(ll/an)t, ce qui donnerait sur le demi-grand axe de Saturne 2,37 10~10 
(u-a-/an)t . Ces valeurs sont du meme ordre de grandeur que les trSs 
petits termes seculaires qu'on trouve numeriquement dans la theorie clas-
sique en variables elliptiques heliocentriques dans le demi-grand axe, 
au deuxieme ordre des masses. 

Finalement, on ne peut que constater l'interet de la theorie gene-
rale pour determiner les termes seculaires et mixtes de la theorie 
classique. Cependant, comme les resultats qu'on attend de la theorie 
generale dependent de la qualite de la theorie classique qui fournit la 
valeur des N^, on constate aussi la necessite de developper en meme 
temps ces deux types de.theories. Actuellement, la theorie generale est 
acquise a 1'ordre 1 en y, pour to-us les termes de degr€ inferieurs a 5 
en z et 5, ainsi que la solution intermediaire a. 1'ordre 3 en y. L'ordre 
2 en y de la solution generale est en cours d'elaboration. 

REMERCIEMENTS 

Je remercie chaleureusement Monsieur J. CHapront pour les nombreux con-* 
seils qu'il m'a donnes, et les discussions fructuenses qu'il m'a permi.s 
d'avoir avec lui. Je remercie eaglement Messieurs Bretagnon et Simon 
pour les resultats de leurs travaux qu'ils ont eu 1'amabilite de me 
communiquer. 

BIBLIOGRAPHIE 

Bretagnon, P.: 1974, Astron. & astropHys, _30..» ^4i 

Bretagnon, P. 1976:, communication au colloque n°41 de l'UAI a' Cambridge 
Brumberg, V.A.: 1970, dans Periodic Orbitss Stability- and Resonances, 

G.E.O. Giacaglia (ed.), Reidel, Dordrecht, p. 409 
Brumberg, V.A. et Chapront, J.: 1973, Celes. MeoH. 8_, 335 

https://doi.org/10.1017/S0252921100062072 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0252921100062072


32 L. DURIEZ 

Brumberg, V.A.: 1975, Celes. Meoh. jj_, 131 
Chapront, J., Bretagnon, P. et Mehl, M. 1975, Astron. & Astrophys. 38, 

57 
Duriez, L. 1977, Astron. & Astrophys. 54_, 93 
Jefferys, W.H., Moser, J.: 1966, Astron. J. 7j_, 568 
Krasinsky, G.A. 1969, Trans. Inst. Theor. Astron. (Leningrad) \2_, 105 
Sagnier, J.L.: 1973, Astron. & Astrophys. :25_, 113 
Simon, J.L. et Bretagnon, P.: 1975, Astron. & Astrophys. 42.' 2 5 9 

Simon, J.L., et Bretagnon, P.: 1975, Astron. & Astrophys. Suppl. 22_, 107 

https://doi.org/10.1017/S0252921100062072 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0252921100062072



