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SIMILARITY ENTRE L'ALGEBRE DE VOLTERRA ET UN
QUOTIENT D'ALGEBRE UNIFORME

par KONIN KOUA

(Received 3rd October 1989)

Two commutative Banach algebras A and B are said to be similar if there exists a Banach algebra D such that
[xD]"=f l for some x in D, and two one-to-one continuous homomorphisms <p:D-*A and iji:D->B such that
(j>{D) is a dense ideal of A and <I/(D) a dense ideal of B.

We prove in this paper that the Volterra algebra L^iO, 1) is similar to A0/e~zA0 where Ao is the
commutative uniform, separable Banach algebra of all continuous functions on the closed right-hand half
plane R, analytic on H and vanishing at infinity. We deduce from this result that multiplication by an element
of A0/e~'A0 is a compact mapping.

1980 Mathematics subject classification (1985 Revision): 46J10.

1. Introduction

Soient A et B deux algebres de Banach commutatives. On dit que A et B sont
similaires ([4, p. 116]) s'il existe une algebre de Banach commutative D qui possede un
ideal principal aD dense et deux homomorphismes injectifs continus <j> de D dans A et i//
de D dans B tels que 0(D) soit un ideal dense dans A et \j/{D) soit un ideal dense dans
B.

On remarque que cette definition implique que (p(a)A est dense dans A et ip{a)B est
dense dans B.

Si A et B sont similaires et si 6 est un homorphisme continu de A dans B, on dira que
6 est un s-homomorphisme ([4, p. 123]) si le diagramme suivant est commutatif:

Soit L1 (R+) l'algebre de Banach des (classes de) fonctions a valeurs complexes,
Lebesgue integrables sur R+ et soit J l'ideal ferme de L1 (R+) forme des fonctions
nulles presque partout sur [0,1]. L'algebre quotient L1 (R+)/,/ est isomorphe a l'algebre

383

https://doi.org/10.1017/S0013091500005162 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0013091500005162


384 KONIN KOUA

de Volterra F=L*(0,1) des (classes de) fonctions a valeurs complexes absolument
integrables sur [0,1] (Remarque 2.2). On peut done identifier V a L1(R+)/y.

On se propose ici de montrer que V est similaire a Ao/I, ou Ao est l'algebre uniforme
de toutes les fonctions continues sur le demi-plan droit ferme, analytiques dans le demi-
plan droit ouvert et tendant vers zero a l'infini et ou / est l'ideal ferme de Ao de la
forme e~z Ao.

La notion de similarite entre deux algebres de Banach commutatives a ete introduite
par J. Esterle dans son etude du probleme de l'existence d'une algebre de Banach
commutative topologiquement simple [4]. Le fait que deux algebres de Banach
commutatives a unite approchee bornee soient similaires implique d'une part l'existence
d'une bijection entre l'ensemble de leurs ideaux fermes et implique d'autre part que les
algebres de leurs quasimultiplicateurs reguliers sont isomorphes ([4, p. 73 et p. 112]).

L"idee que les algebres L1(R+)/Jr et Ao/I pouvaient etre similaires nous a ete
suggeree par le travail de E. Strouse sur les ideaux fermes de l'algebre de Volterra en
plusieurs variables [8].

Notre resultat de similarite permet de retrouver en une variable le resultat de [8];
mais ceci n'apporte rien de nouveau car la structure des ideaux fermes de l'algebre de
Volterra est banale et bien connue (voir per exemple [2, Theoreme 7-9]). Par contre, ce
resultat permet de ramener l'etude des quasimultiplicateurs reguliers de V a ceux de
Ao/I, ce qui permet d'esperer obtenir ulterieurement une caracterisation concrete des
quasimultiplicateurs de V. Ce point ne sera pas developpe dans le present article.

Pour finir, nous etablissons le fait que si deux algebres de Banach sont similaires et si
la multiplication par tout element est compacte dans l'une, il en est de meme de la
multiplication par tout element dans l'autre (Proposition 4.1). On en deduit que la
multiplication dans Ao/I est compacte.

Je remercie E. Strouse de m'avoir communique son manuscrit et je remercie
egalement Jean Esterle pour ses fructueux conseils pendant la realisation de ce travail.

2. Preliminaires

Soit H le demi-plan droit ouvert H = {zeC/Rez>0}. Soit AO l'algebre de toutes les
fonctions / continues sur H, analytiques dans H et verifiant

lim |/(2)| = 0.
RezgO

|z|->+o>

Pour chaque / de Ao, on pose ||/||oo = supRe2g0|/(z)|- D'apres le principe de Phragmen-
Lindelof ([1, p. 3]) on a ||/||0O = SUP>'ER|/('3;)|; feA0. Munie de cette norme, Ao est une
algebre de Banach commutative, uniforme et separable.

Proposition 2.1. LJelement /? de Ao, defini par
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verifie [pAoy = Ao.

Preuve. Soit

z - 1
T.Zh-* -

Z+l

la transformation conforme du demi-plan droit H sur le disque unite D = {zeC/|z|<l},
soit A(D) l'algebre du disque et soit

Soit fi l'application:

1-z
Z H

L'application p:/t-+/°T est un isomorphisme isometrique de Mt sur Ao. On a
P=(p(fi))2. Comme [/iM1]"=M1, puisque les polynomes en n sans terme constant sont
denses dans Ml5 on a [p(/i)>40]~ = /40) et done [/J/40]~ =/40.

Soint maintenant la fonction F:z\-*e~z; Rez>0. Alors la multiplication par F est un
multiplicateur sur Ao et ||Fg|U = ||£lU P o u r t o u t element g de Ao.

Done l'ideal / de la forme F Ao, note e~*A0, est un ideal propre ferme de Ao. Un
caractere x de Ao est de la forme x(/) = /(£); teH. Puisque F(t)#0 pour tout teH,
aucun caractere sur Ao ne s'annule sur /. Done l'algebre quotient Ao/I est une aigebre
de Banach radicale ([7, p. 87]).

Soit L^R*) l'espace des fonctions / definies sur R+, a valeurs complexes et Lebesgue
integrables. Muni de la norme ||/| |i=ifo>|/(0|^t e t ^ u produit de convolution (defini
presque partout):

(/*g){t) = \ f(t-s)g{s)ds, f,geLl(*+),
o

LJ(R+) est une aigebre de Banach commutative, semi-simple sans unite ([6, p. 94]).
L'ensemble LX(R+) de tous les caracteres sur L'(R+) peut etre identifie a H par

l'application: Ai-></)A de H dans Lr(R+) oii <f>x est l'application:

/
r

*~* J
0

La transformee de Gelfand est done precisement la transformee de Laplace j£f:
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/i->if ( / ) . II est bien connu que i f est un homomorphisme injectif continu de L^R*)
dans (et non sur) Ao.

Soit J l'ideal ferme de L1(R+) forme des fonctions nulles presque partout sur [0,1].
On note V=L\{0,1) l'algebre de Volterra, c'est-a-dire l'algebre de Banach des fonctions
/ a valeurs complexes, absolument integrates sur [0,1], muni de la norme
Jo | / ( 0 | ^ e t du produit de convolution (defini presque partout):

Remarque 2.2. V est isomorphe a L1(R

Preuve. Soit /?:/i->/1[o,i] l'application restriction de LX(R+) dans V. C'est un
homomorphisme surjectif. Puisque ker/? = ./, on a que Ll(R+)/S est isomorphe a V.

Soit L°°(R+) l'espace de Banach des fonctions / a valeurs complexes essentiellement
bornees sur R+, muni de la norme:

=esssup|/(t)|.
(SO

On peut definir la transformee de Laplace sur L°°(R+) par la formule:

Dans ce cas, i?(/) est seulement definie pour Rez>0, et elle n'est pas en general bomee
sur// .

On prolonge implicitement a R les fonctions definies sur un sous-ensemble de R+ en
les supposant nulles sur le complementaire de leur domaine. On peut considerer V
comme un sous-espace de L1(R+).

Desormais on notera F, = L1(R+)/Jr, W=A0/I,0:Aoh+ W et 7r:L1(R+)i-> Vy les
surjections canoniques. Vx est identifiable a V (Remarque 2.2); l'application

donne une extension de n a L°°(R+) que nous noterons egalement n.

Remarque 2.3. ^ etant la transformee de Laplace qui applique Ll(R+) dans Ao, on a

Preuve. Ceci resulte de ce que J = i f" ' ( / ) , c'est-a-dire feJ si et seulement si
([2, preuve du theoreme 7-4]).
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Remarque 2.4. // existe un homomorphisme injectif continu de Vv dans W note & et tel
que 9o<e=<?on.

Preuve. Ceci resulte de la Remarque 2.3 et de la factorisation canonique des
applications.

Lemma 2.5. ([8, Lemme 4-4]). Si feU°(R+) est telle que &(f)eA0 et si f(t) = 0
pour presque tout te[0,1], alors

Proposition 2.6. Si /eL°°(R+) et si ^{f)eA0, alors (&o

Preuve. Soit feLx(R+). Posons f1=n(f) et / 2 = / - / i - Alors f1eLi(R+) et
^(fi)eA0. On en deduit que £C(f2)eA0 car if(/)e>40. f2 verifie done les hypotheses
du Lemme 2.5; done if(/2)e7, II s'ensuit que (0 <>.£?) (/2) = 0. Done

3. Similarity entre V et W

On pose y = 6(P) ou ft est l'element de Ao defini a la Proposition 2.1. On considere
l'ensemble 3) = y W.

Remarque 3.1. 3) est dense dans W.

En effet pour tout ye W, il existe xeA0 tel que y = 9(x), done il existe une suite ( x j n

d'elements de Ao telle que y = 0(limn /?xn) d'apres la Proposition 2.1.
En posant dn = yO(xn) pour chaque n, on a y = limn dn, d'oii le resultat.

Remarque 3.2. y ri"est pas un diviseur de zero dans W.

En effet si yu = 0, alors « = 0, car [yW]~ = W d'apres la Remarque 3.1 et W a une
unite approchee bornee ([7, p. 87]).

Remarque 3.3. L'application q definie pour d = yu par q(d) = ||«||^ est une norme
dtalgebre sur 2>.

Preuve. II suffit de verifier l'inegalite du produit.

Pour d = yu et d' = yu' on a

q(dd') = q(y2uu') = \\yuu'\\ g||y|| |

car IMI^l; done q(dd')^q{d)q{d'); d,d'e3>.
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Proposition 3.4. Muni de t'addition et de la multiplication definies sur W et de la
norme q, 3) est une algevre de Banach et f'element y2 de 3> verifie [y23~\~ = 3).

Preuve. L'application: d\-^{d/y) est une isometrie de 3> sur W; on en deduit que 3)
est une algebre de Banach. On a [y2 W~\~ = W car [yW]~ = W (Remarque 3.1).

Soit d = yu un element de 3>. II existe une suite («n)ngl d'elements de W telle que
||M —y2Mn||Wr—»-0 quand n-» + co. Or \\u-y2un\\w=q(yu-y3un) = q(yu-y2{yun)). Done en
posant dn = yun pour chaque n, on obtient une suite (dB)ngi de 3) telle que q(d—y2dn)->0
quand n\-* +ao. Done l'element y2 de 3) verifie \_y23f\~ =3i.

Si g est un element de Ao integrable sur l'axe imaginaire, alors on peut definir
P o u r te[0, +oo[ par la formule:

Le lemme suivant est standard:

Lemme3.5. (i) SifeA0, alors W^-'mh^WflL avec
- (») Sifel, alors &-l(Pf) = 0sur [0,1].

Preuve. (i) Est evident, (ii) Si fel, alors il existe heA0 telle que f(z) = e~zh(z).

^-l(Pf)(t)=^- 7 (PfWy)eiy'dy=~ 7 (fih)(iy)^-»dy = £e-l(fih)(t-l).
Zit - a, ZTl _ x

Or pour tout leA0,<£~l(f}l){t) existe pour tout teR et est nul pour tout t negatif.
Done i?-1(/J/)(t) = JS?-1(/?fc)(t-l) = O si t g l . D'oii l'on deduit que JS?

s'annule sur [0,1].
Soit l'application $ de ® dans Vj definie pour tout element d = yu de 3> par la

formule 4>(d) = n(2'-1(Pf)) oufeA0 est tel que u = 0(/) e'est-a-dire Pfe6-l(d).
<t> est bien definie car l'ecriture d = yu avec u e W est unique pour d e 3> et si

O(f) = Q(g) = u avec / et £ dans ,40, on a f-gel. II s'ensuit que JSf-1 (£(/-#)) = 0 sur
[0,1] d'apres le Lemme 3.5 (ii). Done n(2'-1(Pf))=n(2'-l(Pg)).

Proposition 3.6. <f> est un homomorphisme injectif continu, et (£? o <£)(/)=/;(/ g Q>).

Preuve. II est evident que <f> est un homomorphisme.
Soit a = 6(pf); feA0, un element de S>. On a {&o<}>)(a) = ̂ ((TtojSf"1)^/)). Mais

\ et &(£e-l(Pf)) = PfeA0. II resulte alors de la Proposition 2.6 que
(0°J2') (£'-1(Pf)) = 9(pf)=a. Autrement dit i f o ^ = /d3 et nous en

deduisons en particulier que <f> est injectif.
Montrons que <j> est continu: soit (dn = yun)n^l une suite d'elements de 3 telle que

q(dn)-*O quand n-> + oo. On a <f>(dn) = n(^f~i(/?/„)) ou l'on choisit la suite (/„)„£! de /l0
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telle que ||/.||eog||u.||IF + (l/ii) pour tout n. On a ^ - ' ( A / J l U g i H / X (Lemme 3.5(i)).
Done

Done <f>(da)-*O quand n-* + oo et <f> est continu.

Lemme 3.7. Soif a Pelement de L1(R+) deflni par a{x) = xe~x. Alors J i f a ) ' ^ est
contenu dans t{@)

Preuve. Pour tout element / de K,, on a

Ceci montre que J&(n(u)*f) est dans ® et comme 3?°$ = ld3 on a J&(n((x)*f) =
(&o4,)(&{n{ct)*f)) = &(<l>(&{n(a)*f))). Done *(«)•/=0(#(n(a)»/)) puisque j? est
injectif. Ainsi n(a)* f e(f>(@) pour tout / de Vy, d'oii l'inclusion 7t(a)- Vi<zd>{2i).

Nous sommes maintenant en mesure d'etablir le resultat principal de cet article:

Theoreme 3.8. L'algebre de Volterra K=L*(0,1) est similaire a Falgebre de Banach
commutative, radicale a unite approchee bornee AJI = W, et Vapplication 3? de V dans W
est un s-homomorphisme.

Preuve. Grace au fait que J2>o<p = Ida et grace aux Remarques 2.2 et 3.1 et aux
Propositions 3.4 et 3.6, il suffit de montrer que <p(@) est un ideal dense de Vr pour
etablir le theoreme.

Soient done f£$(2i), geVt et soit d l'element de 3) tel que f=d>(d). Posons
d! = S&(g). Alors dd' e3> puisque Q) est un ideal de W. Comme & o<f> = Ida, on a:

&(4>{dd'))=dd'=((&o<t>)(d))d'

L'injectivite de 3? entraine qui <t>{dd') = <p(d)*g = f*g, ce qui implique que f*ge<p(3>)
pour tout / dans (f>(3>) et tout g dans Vx. Done <p{2>) est bien un ideal de F, . a etant
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l'application definie au Lemme 3.7, on sait que [<x*L1(R+)]~=L1(R+) (voir par
exemple [3, p. 47]). Done 7i(a) Vt est dense dans Vt et par suite <p(@) est dense puisque

! est contenu dans 4>{2l) d'apres le Lemme 3.7, ce qui acheve la demonstration.

4. Similarite et compacite de la multiplication par un element

Proposition 4.1. Soient A et B deux algebres de Banach commutatives similaires. Si la
multiplication par tout element de A est compacte, alors la multiplication par tout element
de B rest aussi.

Preuve. A et B etant similaires, il existe une algebre de Banach commutative D qui
possede un ideal principal aD dense et deux homomorphismes injectifs continus 4> de D
dans A et \]/ de D dans B tels que <j>(D) est un ideal dense de A et (̂Z>) est un ideal
dense de B.

Soit (dn)Bgi une suite bornee d'elements de D. La suite (0(dn))ngi e s t alors bornee
dans A. II existe done une suite extraite ($(dn,))i£i telle que (0(adni)),^i converge dans A
puisque la multiplication est compacte dans A.

II existe une constant fc>0 telle que |
et tout a' dans A ([4, Lemme 7-1]). En particulier \drd2

appartenant a D. Done pour tout element d de D, on a:

\\dadni-dadnj\\D^k\\d\\D\\<l>(adni)-4>(adnj)\\A.

P o u r t o u t

e t

On en deduit que (addn,),ai converge dans D. Done la multiplication par d est compacte
pour tout deaD et par consequent pour tout deD.

Soit maintenant (fcn)ngl une suite bornee d'elements de B. Alors la suite
(^"'(^(a)&„))„£! est bornee dans D car il existe une constante C>0 telle que:

11̂  WWMcl l r fU^ pour deD,beB.

Done pour tout d de D, il existe une sous-suite (fcn()lgi telle que la suite
(d.il/~1(il/(a)bni))i^l cnverge dans D. On en deduit que:

converge dans B. Ainsi la multiplication par il/(da) est compacte dans B pour tout d de
D. Comme if/(aD) est dense dans B, la multiplication par tout element de B est
compacte, ce qui acheve la demonstration.

Corollaire 4.2. La multiplication par tout element de Ao/I est compacte.

Preuve. II est bien connu que la multiplication dans l'algebre de Volterra V est
compacte et V et Ao/I sont similaires (Theoreme 3.8).
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Remarque 43. L'image L de I par risomorphisme entre Ao et M, introduit a la
Proposition 2.1 est un ideal de Palgebre du disque A(D) tel que

soit reduit a {1}. Le Corollaire 4.2 est done un cas particulier de [5, Corollaire 2.14~\.
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