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Abstract. Let k be a local ¢eld with residue characteristic p. Let n be a prime-to-p integer. Con-
sider a smooth, irreducible k-curve X. In this article, we study the subgroup of
H3ðkðX Þ;m�2n Þ consisting of classes which are unrami¢ed on X. It is known to be isomorphic
to H0ðXZar;R3p�m�2n Þ, where p:X�eet ! XZar is the canonical map. A purely topological descrip-
tion of this group is given, using the Berkovich analyti¢cation Xan of X. More precisely, denote
by Y a smooth and irreducible Berkovich-analytic k-curve, by Ytop the underlying topological
space, byY�eet the e¤ tale-analytic site andbypan the canonicalmapY�eet ! Ytop. LetDbe the skeleton
ofY (it is a closed subsetde¢nedbyBerkovichwhich is locallya¢nitegraph).Thenweshow (th.4.2)
that H0ðYtop;R3pan� m

�2
n Þ is naturally isomorphic (through sort of a pointwise evaluation of

cohomology classes) to the group of harmonic cochains de¢ned on D with values in Z=n. Now,
if X is a smooth algebraic k-curve the natural map

H0ðXZar;R3p�m�2n Þ ! H0ðXan
top;R

3pan� m
�2
n Þ

is shown tobe an isomorphism (th.5.2). It is a new formulation (for the casewhereX is proper) and
a generalization (to open curves) of a result which was due to Kato. Moreover we use here some
steps of Kato’s proof, but not his whole result. So our method gives, for projective curves, a
(partially) new proof of Kato’s theorem.
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0. Introduction

On sait depuis Witt ([12], Satz III0) que si R est un corps re¤ el clos et X une R-courbe
irre¤ ductible et lisse le sous-groupe de H2ðRðX Þ;Z=2Þ forme¤ des classes non rami¢e¤ es
sur X (qui se trouve e“ tre e¤ gal au groupe de Brauer de X ) admet une description
topologique tre' s simple: il est isomorphe via l’e¤ valuation point par point au groupe
des applications semi-alge¤ briques continues de X ðRÞ dans Z=2. On se propose dans
cet article de donner un re¤ sultat analogue lorsque R est remplace¤ par un corps local
k dont on note p la caracte¤ ristique re¤ siduelle, qui dans le cas ou' X est projective

Compositio Mathematica 130: 89^117, 2002. 89
# 2002 Kluwer Academic Publishers. Printed in the Netherlands.

https://doi.org/10.1023/A:1013714010804 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1013714010804


sera une re¤ interpre¤ tation d’un the¤ ore' me de Kato ([8], Cor. 2.9) reposant sur des
travaux de Saito ([10]). On e¤ tudiera la cohomologie non rami¢e¤ e sur X en degre¤
3 (le dernier pour lequel elle soit non triviale en ge¤ ne¤ ral) et a' coef¢cients dans
m�2n pour un certain entier n premier a' p. L’espace topologique appele¤ a' jouer un
ro“ le similaire a' celui de X ðRÞ ne peut e“ tre X ðkÞ, ni me“ me l’ensemble des points ferme¤ s
de X : en effet l’e¤ valuation d’une classe en n’importe lequel de ces points est nulle, le
corps re¤ siduel e¤ tant de dimension cohomologique 2. Ce sera en fait l’espace de
Berkovich Xan associe¤ a' X (cette the¤ orie est de¤ veloppe¤ e par son auteur dans [1]
et [2]).
La de¤ marche adopte¤ e ici est la suivante: soit Y une k-courbe analytique se¤ pare¤ e,

irre¤ ductible et lisse. On peut lui associer deux sites, celui correspondant a' l’espace
topologique sous-jacent, note¤ Ytop, et le site e¤ tale analytique Y�eet ([2], 4.1). On dispose
d’un morphisme naturel pan : Y�eet! Ytop. On cherche tout d’abord a' de¤ crire
H0ðYtop;R3pan� m

�2
n Þ. Son e¤ tude va e“ tre fonde¤ e, par analogie avec le cas re¤ el, sur

l’e¤ valuation point par point. On a besoin a' cette ¢n de donner, pour tout point
P de Y de corps re¤ siduel kðPÞ, une description de H3ðkðPÞ; m�2n Þ qui soit autant
que possible inde¤ pendante de la nature du point P. On y arrive (prop. 3.4) apre' s
avoir e¤ tabli certains re¤ sultats de continuite¤ partielle sur la manie' re dont kðPÞ varie
avec P (prop. 2.3 et 2.6). La majeure partie de l’article est en fait consacre¤ e a'
ces questions. Ceci permet de de¤ boucher sur une description purement topologique
du groupe H0ðYtop;R3pan� m

�2
n Þ:

THEŁ OREØ ME 4.2. Orientons le ‘‘squelette’’ D de Y ([1], Prop. 4.1.3 et 4.1.4) d’une
manie' re arbitraire. Soit S l’ensemble de ses sommets. Alors le groupe
H0ðYtop;R3pan� m

�2
n Þ est isomorphe a' celui des applications continues de D� S dans

Z=n dont la somme alge¤ brique des valeurs en chaque sommet est nulle.

Soit maintenant X une k-courbe alge¤ brique et Xan la courbe analytique associe¤ e
([1], Th. 3.4.1). On note XZar le site Zariski, X�eet le site e¤ tale sur le sche¤ ma X et
p : X�eet ! XZar la £e' che naturelle. Le sous-groupe deH3ðkðX Þ; m�2n Þ forme¤ des classes
non rami¢e¤ es sur X s’identi¢e, par les re¤ sultats de Bloch et Ogus ([3]) a'
H0ðXZar;R3p�mnÞ. Le the¤ ore' me principal de cet article (5.2) af¢rme alors:

THEŁ OREØ ME 5.2. La £e' che naturelle H0ðXZar;R3p�m�2n Þ ! H0ðXan
top;R

3pan� m
�2
n Þ est

un isomorphisme.

La surjectivite¤ est formelle. Pour l’injectivite¤ , on traite d’abord le cas ou' X est
projective. Dans ce cas le groupe H0ðXan

top;R
3pan� m

�2
n Þ de¤ crit ci-dessus est exactement

H1ðD;Z=nÞ (ou' D est le squelette de Xan). On pourrait alors utiliser directement
le re¤ sultat de Kato e¤ voque¤ plus haut: en effet, il de¤ crit H0ðXZar;R3p�m�2n Þ en termes
de la combinatoire de la ¢bre spe¤ ciale d’un mode' le convenable de X au-dessus
de l’anneau de k; or cette combinatoire se lit justement dans le squelette de Xan,
et ce qu’a e¤ tabli Kato peut pre¤ cise¤ ment e“ tre interpre¤ te¤ (au moins lorsque Xan posse' de
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un reve“ tement formel distingue¤ a' re¤ duction semi-stable, [1], Th. 4.3.1; on doit
pouvoir traiter la situation ge¤ ne¤ rale a' partir de ce cas en faisant agir le groupe
de Galois d’une extension ¢nie approprie¤ e) comme l’existence d’un isomorphisme,
qui n’est pas a priori celui construit ici, mais donne l’e¤ galite¤ des cardinaux, entre
H0ðXZar;R3p�m�2n Þ et H1ðD;Z=nÞ.
On a en fait opte¤ pour une me¤ thode diffe¤ rente qui utilise une partie seulement des

re¤ sultats de Kato et de ceux de Saito dont ils de¤ coulent. On retrouve donc, par
une de¤ monstration qui diffe' re en partie de l’originale, le the¤ ore' me de Kato. On
e¤ tablit au passage (proposition 5.2.5) que les deux suites exactes naturelles

0! H1ðXan
top;R

2pan� m
�2
n Þ ! H3ðXan

�eet ; m
�2
n Þ ! H0ðXan

top;R
3pan� m

�2
n Þ ! 0 ð1Þ

0! H1ðXan
top;Z=nÞ ! H1ðXan

�eet ;Z=nÞ ! H0ðXan
top;R

1pan� Z=nÞ ! 0 ð2Þ

sont duales l’une de l’autre.
Le cas ou' X n’est pas force¤ ment propre s’obtient ensuite facilement, modulo une

caracte¤ risation, a' l’aide de la fonction continue a' valeurs dans Z=n qui lui est
associe¤ e, des re¤ sidus d’une classe en les points ferme¤ s de la compacti¢cation lisse
X de X (lemme 5.2.8). Notons que si S de¤ signe l’ensemble X � X la the¤ orie de
la localisation en cohomologie e¤ tale donne en particulier, en tenant compte des
the¤ ore' mes de purete¤ et du corps de classes local, l’existence d’une suite exacte

0! H0ðXZar;R
3p�m�2n Þ ! H0ðXZar;R3p�m�2n Þ !

M
S

Z=n! Z=n! 0

Ceci permet de montrer directement l’existence d’un isomorphisme

H0ðXZar;R3p�m�2n Þ ’ H
0ðXZar;R

3p�m�2n Þ
M
ðZ=nÞs�1

ou' s est le cardinal de S ; mais cette description, au contraire de celle obtenue ici, n’est
ni explicite ni canonique puisqu’elle repose sur le choix d’une section de

H0ðXZar;R3p�m�2n Þ ! Ker
M
S

Z=n! Z=n

 !
:

C’est Jean-Louis Colliot-The¤ le' ne qui m’a appris l’existence de la the¤ orie de
Berkovich, et m’a sugge¤ re¤ de l’e¤ tudier en de¤ tail. Je tiens a' l’en remercier vivement.

1. Variation des fonctions sur une courbe analytique

1.1. RAPPELS ET NOTATIONS

(1.1) Les valuations et les groupes ordonne¤ s seront syste¤ matiquement note¤ s de mani-
e' re multiplicative. Deux valuations sur un corps seront dites e¤ quivalentes si elles ont
me“ me anneau. Une valeur absolue j j sur un corps k sera une application j j : k! Rþ

unitaire, compatible avec le produit et ve¤ ri¢ant l’ine¤ galite¤ triangulaire. Elle sera dite
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triviale si jk�j ¼ f1g. Elle sera dite non archime¤ dienne si jaþ bjW maxðjaj; jbjÞ pour
tout couple ða; bÞ d’e¤ le¤ ments de k. Dans ce cas j j induit une valuation sur k d’anneau
fx 2 k; jxjW 1g. Le corps re¤ siduel de j j (on dira parfois aussi ‘‘de k’’ s’il n’y a pas
d’ambigu|« te¤ ) sera celui de cet anneau. On le notera ~kk. Si k est complet, et si L
est une extension ¢nie de k, on notera encore j j l’unique prolongement de j j a'
L, et ~LL le corps re¤ siduel de L.

(1.2) Dans toute la suite le terme espace analytique sera a' prendre au sens de
Berkovich (et plus pre¤ cise¤ ment de [1], 3.1, ce qui correspond aussi aux bons espaces
de [2]). Sa the¤ orie sera constamment utilise¤ e. Un certain nombre de de¤ ¢nitions
et re¤ sultats de base s’y rapportant seront suppose¤ s connus. Le lecteur pourra se
re¤ fe¤ rer aux deux textes fondateurs [1] et [2], et plus pre¤ cise¤ ment a' [1], 4.1, 4.2 et
4.3 et [2], 3.6 en ce qui concerne les courbes analytiques (cf. infra). Si k est un corps
complet pour une valeur absolue non-archime¤ dienne et A une alge' bre k-af¢no|« de
(au sens de [2] def. 2.1.1) on peut lui associer un k-espace analytique MðAÞ ([2],
1.2 et 2.3). Si X est une k-varie¤ te¤ alge¤ brique on peut lui associer de manie' re naturelle
un k-espace analytique Xan ([1], Th. 3.4.1).

(1.3) Soit k un corps complet pour une valeur absolue j j non triviale et non
archime¤ dienne, soit L une extension value¤ e comple' te de k, soit Y un k-espace
analytique etQ un point deY . On utilisera syste¤ matiquement les notations suivantes:

. OY de¤ signera le faisceau structural de Y .

. kðQÞ de¤ signera le corps re¤ siduel de Q. Il est muni d’une valeur absolue
prolongeant j j que l’on notera encore j j. Pour toute fonction f appartenant
a' OY l’expression j f ðQÞj a donc un sens.

. YL de¤ signera le transforme¤ deY par le changement de base de k a' L (cf. [1], 3.1).

(1.4) On appellera k-courbe analytique tout k-espace analytique strict, se¤ pare¤ ,
purement de dimension 1 et dont chaque ouvert est de¤ nombrable a' l’in¢ni. Cette
dernie' re condition est par exemple ve¤ ri¢e¤ e par toute re¤ union de¤ nombrable d’ouverts
de courbes af¢no|« des, et en particulier par les analyti¢cations de courbes alge¤ briques.
Elle assure que toute courbe analytique est (comme espace topologique) un
quasi-polye' dre au sens de [1], 4.1. Le terme de fonction, dans ce contexte, de¤ signera
toujours une fonction analytique. Un sous-ensemble I d’une courbe analytique sera
appele¤ intervalle s’il est home¤ omorphe a' un intervalle re¤ el et s’il en va de me“ me
de son adhe¤ rence I (ceci pour e¤ viter de quali¢er d’intervalle un cercle prive¤ d’un
point). Si P et Q sont deux points d’un domaine simplement connexe (au sens
de [1], 4.1) d’une courbe analytique on de¤ signera par ½P;Q� l’unique intervalle
compact de ce domaine d’extre¤ mite¤ s P et Q.

(1.5)Dans toute la suite du texte, k de¤ signe un corps complet pour une valeur absolue
non triviale j j. On suppose que j j est non archime¤ dienne. On rappelle que ~kk de¤ signe
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son corps re¤ siduel. On se donne une k-courbe analytique lisse Y . Soit P un point de
Y . Il est, d’apre' s Berkovich ([1] 1.4.4 et [2] 3.6), de l’un des quatre types suivants
(qui ne change pas apre' s extension ¢nie du corps de base).

. Type (1): il existe un voisinage af¢no|« de V de P d’alge' bre associe¤ e AV tel que P
corresponde a' un morphisme de AV dans le comple¤ te¤ d’une clo“ ture alge¤ brique
de k. Si ce morphisme se factorise par une extension ¢nie de k on dira que
P est alge¤ brique. Pour tout voisinage connexe V de P l’ouvert V � fPg est con-
nexe.

. Type (2): l’anneau local de Y en P est e¤ gal au corps kðPÞ. Le groupe jkðPÞ�j=jk�j
est de torsion et le corps re¤ siduel de kðPÞ est le corps des fonctions d’une courbe
projective, lisse et ge¤ ome¤ triquement inte' gre C de¤ ¢nie sur une extension ¢nie de
~kk. Pour tout voisinage V de P connexe suf¢samment petit l’ensemble des com-
posantes connexes de V � fPg est en bijection avec l’ensemble des points ferme¤ s
de C : on le voit en se ramenant, apre' s une extension galoisienne convenable de
k, au cas ou' P posse' de un voisinage e¤ le¤ mentaire (cf. 1.10 infra), et on applique
les re¤ sultats de [1], 4.2 et Th. 4.3.1. Le fait que l’action de Galois sur les points
de la courbe re¤ siduelle corresponde bien a' celle sur les composantes connexes
de¤ coule du 1.18.1 ci-dessous.

. Type (3): l’anneau local de Y en P est e¤ gal au corps kðPÞ. Le groupe jkðPÞ�j=jk�j
est, modulo sa torsion, libre de rang 1. Le corps re¤ siduel de kðPÞ est une exten-
sion ¢nie de ~kk. Pour tout voisinage V de P connexe suf¢samment petit l’ouvert
V � fPg a exactement deux composantes connexes: on le voit comme ci-dessus
en se ramenant au cas ou' P posse' de un voisinage e¤ le¤ mentaire. Si f est une
fonction inversible sur V telle que j f ðPÞj ne soit pas de torsion dans
jkðPÞ�j=jk�j alors les deux composantes sont

fQ 2 V ; j f ðQÞj > j f ðPÞjg et fQ 2 V ; j f ðQÞj < j f ðPÞjg

. Type (4): l’anneau local de Y en P est e¤ gal au corps kðPÞ. Il existe un voisinage
af¢no|« de V de P d’alge' bre associe¤ e AV tel que P corresponde a' un morphisme
de AV dans une extension imme¤ diate stricte (cf. [1] 1.4.4) du comple¤ te¤ d’une
clo“ ture alge¤ brique de k. Pour tout voisinage connexe V de P l’ouvert
V � fPg est connexe.

1.2. LES COCHAI“ NES HARMONIQUES SUR UN POLYE' DRE ORIENTE¤

(1.6) Suivant en cela Berkovich ([1], 4.1) on appellera polye' dre tout espace
topologique se¤ pare¤ P posse¤ dant les proprie¤ te¤ s suivantes:

(i) Les ouverts connexes de P sont de¤ nombrables l’in¢ni
(ii) Pour tout point P de P il existe un entier non nul n tel que P posse' de un voisinage

ouvert home¤ omorphe a' la re¤ union de n copies de l’intervalle semi-ouvert ½0; 1½
plonge¤ es de sorte que 0 s’envoie sur P et que deux quelconques de ces copies
distinctes ne se coupent qu’ en P.
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(1.7) Il est clair que pour un point P donne¤ l’entier n de¤ ¢ni ci-dessus est unique. Il est
e¤ gal a' 1 si et seulement si P posse' de un voisinage ouvert home¤ omorphe a' [0; 1[ ; on dit
alors que P est extre¤ mal. Il est e¤ gal a' 2 si et seulement si P posse' de un voisinage
ouvert home¤ omorphe a' ]0; 1[. On appellera sommet de P tout point pour lequel
cet entier n est diffe¤ rent de 2. L’ensemble des sommets de P situe¤ s sur une com-
posante connexe donne¤ e est au plus de¤ nombrable.

(1.8) Soit P un polye' dre et S l’ensemble de ses sommets. Les composantes connexes
de P � S sont soit des intervalles ouverts, soit des cercles. On dit que l’on a oriente¤
P lorsque l’on a choisi une orientation sur chacune de ces composantes. Supposons
P oriente¤ . Soit A un groupe abe¤ lien discret et f une application continue (donc
localement constante) de P � S a' valeurs dans A. Soit Q un point de P. Conside¤ rons
un voisinage ouvert de Q re¤ union de n copies I1; I2; . . . ; In de [0; 1[; l’inte¤ rieur de
chaque Ii est inclus dans P � S et est donc oriente¤ . Pour chaque entier i posons
ei ¼ 1 si Ii est oriente¤ vers Q et ei ¼ �1 sinon. Notons fi la valeur constante de
f sur l’inte¤ rieur de Ii. On appellera somme alge¤ brique des valeurs de f enQ l’e¤ le¤ mentP

i eifi de A.

DEŁ FINITION 1.9. Soit P un polye' dre oriente¤ , soit S l’ensemble de ses sommets et
soit A un groupe abe¤ lien discret. On appelle cocha|“ ne harmonique sur P a' valeurs
dans A toute application localement constante de P � S dans A dont la somme
alge¤ brique des valeurs en chaque sommet de P est nulle.

Remarque 1.9.1. Si Q est un point de P qui n’est pas un sommet alors pour toute
fonction f localement constante de P � S dans A la somme alge¤ brique des valeurs
de f en Q est nulle: en effet Q est situe¤ sur un intervalle ouvert oriente¤ I sur lequel
f est constante; l’une des composantes de I � fQg est dirige¤ e vers Q et l’autre non,
d’ou' l’assertion.

Remarque 1.9.2. Si O1 et O2 sont deux orientations sur P les groupes cor-
respondants de cocha|“ nes harmoniques a' valeurs dans A sont isomorphes: on passe
de l’un a' l’autre par multiplication par ð�1Þ sur chaque composante de P pour
laquelle O1 et O2 diffe' rent.

Remarque 1.9.3. Si Q est un point extre¤ mal de P alors toute cocha|“ ne harmonique
est nulle au voisinage de Q (cela re¤ sulte imme¤ diatement des de¤ ¢nitions).

1.3. LAVARIATION DES FONCTIONS

(1.10) Soit k un corps complet pour une valeur absolue j j non triviale et non
archime¤ dienne, et soit Y une k-courbe analytique lisse. On utilisera constamment
dans la suite la notion de voisinage e¤ le¤ mentaire d’un point de Y . Cette notion a
e¤ te¤ introduite dans [2], 3.6. Tout point P de Y posse' de un voisinage e¤ le¤ mentaire
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apre' s une extension ¢nie se¤ parable convenable. La proposition 1.11 ci-dessous est
certainement bien connue.

PROPOSITION 1.11. Soit P un point de Y, soit f une fonction de¤ ¢nie et inversible sur
un voisinage ouvert V de P. On pose l ¼ j f ðPÞj. Il existe un voisinage ouvert W de P
inclus dans V tel que pour toute composante connexe U de W � fPg l’une des trois
proprie¤ te¤ s suivantes soit ve¤ ri¢e¤ e:

(i) Pour tout point Q de U on a j f ðQÞj ¼ l
(ii) Pour tout point Q de U on a j f ðQÞj < l
(iii) Pour tout point Q de U on a j f ðQÞj > l

De plus pour presque toutes les composantes de W � fPg (i.e. toutes sauf un nombre
¢ni) c’est la proprie¤ te¤ (i) qui est ve¤ ri¢e¤ e.

De¤ monstration (propose¤ e par le rapporteur, et notablement plus simple que celle de
l’auteur !). Si f est alge¤ brique sur k alors j f j est constante sur V . Dans le cas
contraire le morphisme V 7!A

1;an
k induit par f est plat et quasi-¢ni au sens de [2],

3.2. Il est donc (d’apre' s loc. cit.) ouvert, compact et a' ¢bres ¢nies. Ceci permet
de se ramener au cas ou' V est un ouvert de A

1;an
k et ou' f ¼ t (avec

A
1
k ¼ Spec k½t�); quitte a' remplacer k par une extension ¢nie se¤ parable convenable

et a' restreindre V on peut supposer que ce dernier est un voisinage e¤ le¤ mentaire
de P dans A

1;an
k .

(1.11.1) Le cas ou' P est de type (1) ou (4). Le voisinage V est alors un disque ouvert
de la forme 0W jt� aj < R pour un certain e¤ le¤ ment a de k. On de¤ duit du fait que t est
inversible sur V l’ine¤ galite¤ jajXR, d’ou' il de¤ coule que jtðQÞj ¼ jaj pour tout point Q
de V : la proprie¤ te¤ ðiÞ est donc ve¤ ri¢e¤ e sur toute composante U de V � fPg.

(1.11.2) Le cas ou' P est de type (2). Dans ce cas V est un disque ouvert jt� aj < R
prive¤ d’un nombre ¢ni de disques ferme¤ s jt� ajjWRj , et le point P est de¤ ¢ni
par la semi-norme

P
aiðt� aÞ

i
7! max jaijri pour un certain re¤ el r strictement plus

petit que R et appartenant a' jk�j ; on a jaj � ajW r pour tout j et jaj1 � aj2 j ¼ r pour
tout couple ðj1; j2Þ avec j1 6¼ j2. Soit x un e¤ le¤ ment de k tel que jxj ¼ r. Le corps re¤ siduel
de kðPÞ est e¤ gal a' ~kkðtÞ ou' t est l’image de ðt� aÞ=x. L’ensemble des composantes
connexes de V � fPg est donc en bijection avec celui des points ferme¤ s de P1

~kk.
La composante qui correspond au point a' l’in¢ni est celle sur laquelle
jt� aj > r. Soit a un e¤ le¤ ment de k tel que jajW 1. La composante correspondant
a' l’image de a dans ~kk est celle sur laquelle jðt� aÞ=x� aj < 1. On en de¤ duit
imme¤ diatement que :

. si jaj > r la fonction jtj est constante e¤ gale a' jaj sur un voisinageW de P dans V .

. si jajW r la fonction jtj est strictement plus grande que r sur la composante de
V � fPg de¤ ¢nie par l’ine¤ galite¤ jt� aj > r, strictement infe¤ rieure a' r sur la com-
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posante correspondant a' l’image de �ða=xÞ dans ~kk et constante e¤ gale a' r sur les
autres composantes de V � fPg.

(1.11.3) Le cas d’un point de type (3). Dans ce cas V est une couronne
r0 < jt� aj < r00 et P est de¤ ¢ni par la semi-norme

P
aiðt� aÞ

i
7! max jaijri pour

un certain r dont aucune puissance non nulle n’appartient a' jk�j. L’ouvert
V � fPg posse' de deux composantes, l’une sur laquelle jt� aj < r, et l’autre sur
laquelle jt� aj > r.

. si jaj > r la fonction jtj est constante e¤ gale a' jaj sur un voisinageW de P dans V .

. si jaj < r la fonction jtj est strictement plus grande que r sur la composante de
V � fPg de¤ ¢nie par l’ine¤ galite¤ jt� aj > r et strictement infe¤ rieure a' r sur l’autre
composante.

La de¤ monstration est termine¤ e. &

1.4. LES GE¤ NE¤ RISATIONS

(1.12) Les syste' mes de composantes. On de¤ signe toujours par k un corps complet
pour une valeur absolue j j non triviale et non archime¤ dienne, par ~kk son corps
re¤ siduel et par Y une k-courbe analytique irre¤ ductible et lisse. Soit P un point
de Y . Pour tout ouvert V contenant P on note EV l’ensemble des composantes con-
nexes de V � fPg. On appellera syste' me de composantes adhe¤ rent a' P un e¤ le¤ ment
de lim

 �
EV . Soit E ¼ ðEV Þ un tel syste' me. Soit f une fonction de¤ ¢nie et inversible

au voisinage de P. Posons l ¼ j f ðPÞj. De la proposition 1.11 on de¤ duit l’existence
d’un ouvert V contenant P tel que l’une des trois proprie¤ te¤ s suivantes soit ve¤ ri¢e¤ e:

(i) Pour tout voisinage ouvert W de P contenu dans V et tout point Q de EW on a
j f ðQÞj ¼ l

(ii) Pour tout voisinage ouvert W de P contenu dans V et tout point Q de EW on a
j f ðQÞj < l

(iii) Pour tout voisinage ouvert W de P contenu dans V et tout point Q de EW on a
j f ðQÞj > l

Selon que (i), (ii) ou (iii) est ve¤ ri¢e¤ e on dit que j f j est e¤ gale, strictement infe¤ rieure
ou strictement supe¤ rieure a' l le long de E. Le but de ce qui suit est de donner
une description alge¤ brique de ces syste' mes de composantes, un peu analogue a' celle
des demi-branches de courbes alge¤ briques re¤ els en termes d’ordre sur le corps
des fonctions.

DEŁ FINITION 1.13. Soit P un point de Y . On de¤ signe par kðPÞ son corps re¤ siduel et
on note encore j j le prolongement naturel a' kðPÞ de j j. On appelle ge¤ ne¤ risation de P
un triplet ðG; p; jj jjÞ ou' :

. G est un groupe ordonne¤ commutatif note¤ multiplicativement.
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. p est un morphisme de groupes ordonne¤ s de G dans R�þ

. jj jj est un morphisme de groupes surjectif de kðPÞ� �R�þ dans G ve¤ ri¢ant:
. La restriction de p � jj jj a' kðPÞ� (identi¢e¤ a' kðPÞ� � f1g) est e¤ gale a' j j.
. La restriction de p � jj jj a' R�þ (identi¢e¤ a' f1g �R�þ) est l’identite¤ .
. Si a; b et aþ b sont e¤ le¤ ments de kðPÞ� alors jjaþ bjjW maxðjjajj; jjbjjÞ
. Si x est un e¤ le¤ ment de k� alors jjðx; jxj�1Þjj ¼ 1

Remarques 1.14. Si ðG; p; jj jjÞ est une ge¤ ne¤ risation de P alors la restriction de jj jj a'
kðPÞ� sera note¤ e jj jjP. C’est une valuation dont l’anneau est contenu dans celui de j j
et dont la restriction a' k� est e¤ quivalente par le biais du morphisme p a' j j. Le groupe
R�þ sera identi¢e¤ , via jj jj, a' un sous-groupe de G. Pour x appartenant a' k� l’e¤ galite¤
jjðx; jxj�1Þjj ¼ 1 peut alors e“ tre e¤ crite jjxjj ¼ jxj. Le plus souvent, lorsque cela ne
pre“ tera pas a' confusion, une ge¤ ne¤ risation ðG; p; jj jjÞ sera simplement de¤ signe¤ e
par jj jj. On parlera alors de G comme du groupe de jj jj.

Exemple 1.15. Le triplet ðR�þ; Id; j j � IdÞ est une ge¤ ne¤ risation qui est dite
triviale.

Exemple 1.16. Soit E ¼ ðEV Þ un syste' me de composantes adhe¤ rent a' P. Soit H le
sous-groupe de kðPÞ� �R�þ forme¤ des couples ðf ; lÞ ou' j f j est e¤ gal a' l�1 le long
de E, soit G le quotient et jj jj la surjection canonique associe¤ e. Le groupe G est
ordonne¤ par la relation suivante: soit g un de ses e¤ le¤ ments et ðf ; lÞ un ante¤ ce¤ dent
de g par jj jj. On dit que g est supe¤ rieur ou e¤ gal a' 1 si et seulement si j f j est supe¤ rieure
ou e¤ gale a' l�1 le long de E. La de¤ ¢nition de H montre que cette condition ne de¤ pend
pas du couple ðf ; lÞ choisi. Le morphisme ðf ; lÞ 7! j f jl de kðPÞ� �R�þ dansR

�
þ passe

au quotient parH et induit donc un morphisme p de groupes ordonne¤ s de G dansR�þ.
Le triplet ðG; p; jj jjÞ est une ge¤ ne¤ risation de P. Une telle ge¤ ne¤ risation est appele¤ e
ge¤ ne¤ risation topologique associe¤ e a' E. A deux syste' mes E et E 0 distincts sont
associe¤ es deux ge¤ ne¤ risations non isomorphes. Si P est de type (1) ou (4) l’unique
ge¤ ne¤ risation topologique qui lui est associe¤ e est (isomorphe a' ) la ge¤ ne¤ risation
trivale.

(1.17) Soit P un point de type (3). Soit f une fonction inversible au voisinage de P
telle que j f ðPÞj ne soit pas de torsion dans jkðPÞ�j=jk�j. Il y a exactement deux
syste' mes de composantes adhe¤ rents a' P, l’un le long duquel j f j > j f ðPÞj, l’autre
le long duquel j f j < j f ðPÞj. Soit E l’un d’eux, par exemple celui donne¤ par
j f j < j f ðPÞj. Si L est une extension ¢nie de k et Q un point de YL au-dessus de
P alors il y a un et un seul syste' me de composantes adhe¤ rent a' Q au-dessus de
E, le long duquel j f j < j f ðQÞj (notons que j f ðQÞj n’est pas de torsion dans
jLðQÞ�j=jL�j). Soit jj jj la ge¤ ne¤ risation topologique associe¤ e a' E. Comme le corps
re¤ siduel de kðPÞ est une extension ¢nie de ~kk la valuation jj jjP est ne¤ cessairement
e¤ quivalente a' j j. L’e¤ le¤ ment jj f ðPÞjj est in¢niment proche infe¤ rieurement de
j f ðPÞj dans le groupe de jj jj.
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(1.18) Soit P un point de type (2). Le corps re¤ siduel de kðPÞ est de la forme F ðCÞ ou' F
est une extension ¢nie de ~kk et C une F -courbe projective, lisse et ge¤ ome¤ triquement
inte' gre. L’ensemble des syste' mes de composantes adhe¤ rent a' P est en bijection avec
celui des points ferme¤ s de C. Soit Q un tel point et E le syste' me de composantes
correspondant.

(1.18.1) Soit f une fonction de¤ ¢nie au voisnage de P telle que j f ðPÞj ¼ 1. Dans ce cas
l’image de f ðPÞ dans le corps F ðCÞ est non nulle. Si elle est inversible (resp. posse' de un
ze¤ ro, resp. posse' de un po“ le) enQ alors j f j est e¤ gale (resp. strictement infe¤ rieure, resp.
strictement supe¤ rieure) a' j f ðPÞj le long de E. Pour le voir on se rame' ne au cas ou' P
posse' de un voisinage e¤ le¤ mentaire V . Si V est une couronne l’assertion se ve¤ ri¢e
directement. Si c’est un ouvert d’une courbe de genre X 1 a' bonne re¤ duction dont
P est le point ‘‘ge¤ ne¤ rique’’ elle de¤ coule des re¤ sultats de Bosch et L€utkebohmert e¤ tablis
dans [4] 2.2.

(1.18.2) Soit jj jj la ge¤ ne¤ risation topologique associe¤ e a' E. La valuation jj jjP ayant
un anneau inclus dans celui de j j, et e¤ tant e¤ quivalente a' j j sur k�, correspond a'
la compose¤ e de j j avec une ~kk-valuation du corps F ðCÞ, dont on de¤ duit du 1.18.1
ci-dessus qu’elle est pre¤ cise¤ ment celle associe¤ e a' Q. Si L est une extension ¢nie
de k etQ un point deYL au-dessus de P alors l’ensemble des syste' mes de composantes
adhe¤ rents a' Q au-dessus de E est en bijection avec l’ensemble des valuations discre' tes
du corps re¤ siduel de LðQÞ dominant celle induite parQ sur F ðCÞ, donc aussi avec celui
des prolongements de jj jjP a' LðQÞ.

(1.19) On garde les notations du 1.18 ci-dessus, en supposant de plus que P posse' de
un voisinage e¤ le¤ mentaire U et que EU est une couronne. Alors
jjkðPÞ�jj ’ ð1� eÞZjk�j, la notation purement formelle 1� e de¤ signant un e¤ le¤ ment
in¢niment proche infe¤ rieurement de 1. Soit t une fonction de¤ ¢nie sur un voisinage
de P telle que jtðPÞj ¼ 1 et telle que l’image de tðPÞ dans ~kkðCÞ soit une uniformisante
de l’anneau local enQ. Alors jjtðPÞjj ¼ 1� e. Supposons que t est de¤ ¢nie et inversible
sur U (ce qui est toujours possible quitte a' restreindre ce dernier). L’ouvert EU est
isomorphe a' une couronne r < jtj < R. On peut choisir cet isomorphisme (cf. [4],
2.2) de sorte qu’il envoie t sur t. Soit f une fonction inversible sur U . Ecrivons
jj f ðPÞjj ¼ ð1� eÞijaj ou' i appartient a' Z et a a' k�. Par la de¤ ¢nition me“ me de la
ge¤ ne¤ risation associe¤ e a' P il existe un voisinage ouvert W de P inclus dans U tel
que j f ðQÞj ¼ jajjtðQÞji pour tout point Q de EW .

(1.20) Si P est un point de type (3) posse¤ dant un voisinage e¤ le¤ mentaire, on dispose
d’un re¤ sultat analogue. On se restreint en effet a' une couronne r0 < jtj < r00 sur
laquelle f est de¤ ¢nie et s’e¤ crit donc

P
Z ait

i, ou' jaijsi tend vers ze¤ ro lorsque jij tend
vers þ1 pour tout s strictement compris entre r0 et r00. Le point P correspond a'
une semi-norme de la forme

P
aiti 7! max jaijri. On de¤ duit de ce qui pre¤ ce' de

l’existence d’un re¤ el R et d’un entier i0 tel que pour tout s de � � R; r½ le re¤ el
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max jaijsi soit atteint en i0 et uniquement en i0. De' s lors pour tout point Q de la
couronne R < jtj < r on a j f ðQÞj ¼ jai0 jjtðQÞj

i0 . La proposition suivante est cer-
tainement bien connue (cf. [1], 4.2.4 (iv)).

PROPOSITION 1.21. Soit k un corps muni d’une valeur absolue non archime¤ dienne et
non triviale pour laquelle il est complet et soit Y une k-courbe analytique lisse. Soit f
une fonction inversible sur Y. Il existe alors un polye' dre P (cf. 1.6) inclus dans
Y posse¤ dant la proprie¤ te¤ suivante: sur toute composante connexe de Y � P la
fonction j f j est constante. Ce polye' dre sera appele¤ polye' dre de variation de f .
De¤ monstration. La question est purement locale. Soit P un point de Y . On utilise

les proprie¤ te¤ s des morphismes ¢nis et plats e¤ tablies dans [2], 3.1 ainsi que la
proposition 1.11 pour se ramener au cas ou' P posse' de un voisinage e¤ le¤ mentaire
W satisfaisant les conclusions de la proposition 1.11. Soit E l’ensemble ¢ni des com-
posantes connexesU deW � fPg pour lesquelles il existe un voisinage ouvertW de P
tel que sur U \W la fonction j f j soit partout strictement supe¤ rieure ou partout
strictement infe¤ rieure a' l. On peut supposer, en utilisant notamment 1.19 et 1.20
que tout ouvert U e¤ le¤ ment de E est isomorphe a' une couronne RU < jtj < rU en
tout point Q de laquelle on a j f ðQÞj ¼ jaU jjtðQÞjiU pour un certain entier iU (non
nul) et un scalaire aU . Pour un tel U de¤ ¢nissons IU comme l’intervalle
fj jsgRU<sW rU (inclus dans U) ou' pour tout s on a de¤ signe¤ par j js la normeP
aiti 7! max jaijsi (le cas s ¼ rU correspond au point P). Le polye' dre P est alors

localement la re¤ union des IU . &

(1.22) On garde les notations k et Y de la proposition ci-dessus. Soit P un point de Y
de type (2) ou (3). Soit E ¼ ðEV Þ un syste' me de composantes adhe¤ rent a' P et jj jj la
ge¤ ne¤ risation topologique de P associe¤ e. Notons OY ðEÞ la limite inductive des
OY ðEV Þ ou' V parcourt l’ensemble des voisinages de P et kðEÞ la clo“ ture inte¤ grale
de kðPÞ dans OY ðEÞ.

PROPOSITION 1.23. Le corps kðEÞ est muni d’une valuation prolongeant jj jjP pour
laquelle il est hense¤ lien.
De¤ monstration. Soient x et y deux e¤ le¤ ments de OY ðEÞ alge¤ briques sur kðPÞ, soient
R et S leurs polyno“ mes minimaux respectifs et soit L une extension ¢nie de kðPÞ
dans laquelle R et S sont scinde¤ s. Il existe un voisinage af¢no|« de V de P tel que
x et y soient de¤ ¢nis sur EV , tel que R et S soient a' coef¢cients dans OY ðV Þ et
tel que MðLÞ=MðkðPÞÞ soit la ¢bre en P d’un reve“ tement ¢ni L de V . On peut
supposer quitte a' restreindre V que R et S s’e¤ crivent respectivement

Q
ðX � riÞ

et
Q
ðX � sjÞ ou' les ri et les sj sont des fonctions sur L. Soit Q l’unique point de

L au-dessus de P et W une composante connexe de L � fQg au-dessus de EV .
Par hypothe' se

Q
ðx� riÞ et

Q
ðy� sjÞ sont nuls. L’inte¤ grite¤ de l’anneau des fonctions

de W assure alors que x est e¤ gal a' l’un des ri et y a' l’un des sj. De la
proposition 1.11 applique¤ e aux fonctions ri et sj sur L et des proprie¤ te¤ s topologiques
des morphismes ¢nis ([2], 3.1) on de¤ duit l’existence d’un voisinage U de P tel que sur
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EU la fonction jxj soit ou bien partout e¤ gale, ou bien partout strictement supe¤ rieure,
ou bien partout strictement infe¤ rieure a' la fonction jyj. Ceci permet de de¤ ¢nir une
valuation jj jjE sur kðEÞ qui par construction prolonge jj jjP. Il reste a' montrer
que kðEÞ est hense¤ lien pour jj jjE . Conside¤ rons pour ce faire un polyno“ me unitaire
R a' coef¢cients dans l’anneau de jj jjE et une racine simple a de R modulo l’ide¤ al
maximal de cet anneau. Il existe alors un voisinageV de P tels que a etR proviennent
respectivement d’un e¤ le¤ ment et d’un polyno“ me de OY ðEV Þ (note¤ s encore a et R) qui
ve¤ ri¢ent:

. jRðaÞj < 1 sur EV

. jR0ðaÞj ¼ 1 sur EV

Les anneaux locaux d’un espace analytique ainsi que leurs corps re¤ siduels e¤ tant
hense¤ liens il en re¤ sulte l’existence et l’unicite¤ locales, puis globales par recollement,
d’une racine b de R de¤ ¢nie sur EV telle que jb� aj < 1 sur EV , ce qui ache' ve la
de¤ monstration. &

2. Continuite¤ partielle du corps re¤ siduel et du groupe des valeurs

(2.1) On de¤ signe toujours par k un corps complet pour une valeur absolue non
triviale et non archime¤ dienne, et par Y une k-courbe analytique lisse. Soit P un point
de Y . On suppose que P est de type (2) ou (3). Soit E ¼ ðEV Þ un syste' me de com-
posantes adhe¤ rent a' P et soit jj jj la ge¤ ne¤ risation topologique associe¤ e. On note
kðPÞh le hense¤ lise¤ de kðPÞ pour jj jjP. Soit L la clo“ ture se¤ parable de k dans kðPÞh.
Le corps L se plonge dans kðEÞ (la notation kðEÞ a e¤ te¤ de¤ ¢nie au 1.22). Soit w
appartenant a' kðEÞ engendrant l’image de L au-dessus de k (son existence est assure¤ e
par la se¤ parabilite¤ de L=k) et soit R son polyno“ me minimal. Il existe un ouvert V
contenant P tel que w soit de¤ ¢ni sur EV .

(2.2) Soit M une extension galoisienne de k de groupe G posse¤ dant les deux
proprie¤ te¤ s suivantes (son existence est assure¤ e quitte a' restreindre V ):

. Il existe un plongement de L dans M.

. Il existe un voisinage ouvert V de P dans Y tel que toute composante connexe
de VM contienne un et un seul point au-dessus de P dont elle constitue un
voisinage e¤ le¤ mentaire, et telle que l’image re¤ ciproque de EV dans VM soit
somme disjointe de disques ouverts et de couronnes.

Soit p la projection de VM sur V . Les composantes de p�1ðEV Þ constituent un
G-ensemble en bijection, d’apre' s 1.18 et 1.17, avec celui des extensions de jj jjP a'
chacun des compose¤ s de kðPÞ et M, c’est-a' -dire encore avec celui des compose¤ s
de kðPÞh et M. Ce G-ensemble correspond pre¤ cise¤ ment a' la k-alge' bre e¤ tale L. Soit
W l’une des composantes de p�1ðEV Þ. Elle posse' de un point terminal (au sens de
[1] Prop. 4.1.3)) qui correspond a' un point QW de YM au-dessus de P. Notons
queM est alge¤ briquement clos dans le hense¤ lise¤ deMðQW Þ pour la valuation associe¤ e
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a' la ge¤ ne¤ risation que de¤ ¢nitW (en effet ce dernier se plonge par la proposition 1.23
dans un anneau de se¤ ries formelles sur M); ceci montre au passage que L est en
fait la clo“ ture alge¤ brique de k dans kðPÞh. SiW est stable sous l’action d’un e¤ le¤ ment
g de G alors gðQW Þ ¼ QW . Des proprie¤ te¤ s topologiques de l’action d’un groupe ¢ni
sur un quasi-polye' dre ([1], 4.1.7), et du fait que si I et I 0 sont deux intervalles ouverts
non vides de W aboutissant a' QW alors I \ I 0 est un intervalle ouvert non vide
aboutissant a' QW , on de¤ duit l’existence d’une famille ðIW Þ d’intervalles ouverts
non vides indexe¤ e par l’ensemble des composantes W de p1ðEV Þ et tels que:

. Pour toute composante W l’intervalle IW est inclus dans W et aboutit a' QW

. Pour toute composante W et tout e¤ le¤ ment g de G on a gðIW Þ ¼ IgðW Þ et si
gðW Þ ¼W alors la restriction de g a' IW est l’identite¤ .

Il en re¤ sulte que l’image pðIW Þ ne de¤ pend pas deW . C’est un intervalle ouvert I de
EV aboutissant a' P. Si Q est un point de I la ¢bre p�1ðQÞ est un G-ensemble qui par
construction de I est isomorphe a' l’ensemble des composantes de p�1ðEV Þ. D’autre
part les composantes de p�1ðV Þ sont des voisinages e¤ le¤ mentaires des ante¤ ce¤ dents
de P qu’elles contiennent. On peut donc supposer, quitte a' restreindre les intervalles
IW , que chacun d’eux est de la forme fj jsgR<s<r (avec les notations de la
de¤ monstration de 1.21). En particulier M est alge¤ briquement clos dans le corps
re¤ siduel de tout point de chacun des IW . Tout ceci montre que la clo“ ture se¤ parable
(et en fait me“ me alge¤ brique) de k dans kðPÞ est isomorphe a' L pour tout point
P de I . Un e¤ le¤ ment primitif de cette clo“ ture est visiblement donne¤ par wðPÞ.
Soit Q un point de I . Les deux composantes de I � fQg de¤ ¢nissent deux syste' mes

de composantes adhe¤ rents a' Q, et donc deux ge¤ ne¤ risations deQ que l’on dira induites
par I . Conside¤ rons l’une de ces ge¤ ne¤ risations et notons kðQÞh le hense¤ lise¤ de kðQÞ pour
la valuation associe¤ e. Ce qui pre¤ ce' de montre que la clo“ ture alge¤ brique de k dans kðQ0Þ
pour tout point Q0 de I suf¢samment proche de Q du co“ te¤ qui de¤ ¢nit la ge¤ ne¤ risation
en question est e¤ gale a' celle de k dans kðQÞh. On en de¤ duit que la clo“ ture alge¤ brique
de k dans kðQÞh est e¤ gale a' celle de k dans kðQÞ c’est-a' -dire encore a' l’extension
de k engendre¤ e par wðQÞ. On a ¢nalement montre¤ la

PROPOSITION 2.3 (continuite¤ partielle du corps re¤ siduel). Soit P un point de Y de
type (2) ou (3) et soit jj jj une ge¤ ne¤ risation topologique de P associe¤ e a' un syste' me
E ¼ ðEV Þ de composantes. Soit L la clo“ ture alge¤ brique de k dans le hense¤ lise¤
kðPÞh de kðPÞ pour jj jjP. Alors L est se¤ parable sur k. Il existe un ouvert V contenant
P, une fonction w de¤ ¢nie sur EV et un intervalle ouvert I de EV aboutissant a' P tels
que pour tout point Q de I la clo“ ture alge¤ brique de k dans kðQÞ soit engendre¤ e
par wðQÞ et isomorphe a' L. C’est aussi la clo“ ture alge¤ brique de k dans chacun
des deux hense¤ lise¤ s de kðQÞ correspondant aux deux ge¤ ne¤ risations de Q induites
par I. &

Remarque 2.4. De la proposition ci-dessus il de¤ coule aussito“ t que la clo“ ture
alge¤ brique de k dans kðEÞ est engendre¤ e par w et isomorphe a' L. Si le corps ~kk
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est parfait on en de¤ duit que la clo“ ture alge¤ brique de ~kk dans le corps re¤ siduel de kðEÞ
est e¤ gale a' ~LL, qui est aussi dans ce cas le corps re¤ siduel de kðPÞh.

(2.5) On conside' re toujours un corps k complet pour une valeur absolue non triviale
et non archime¤ dienne. On suppose de plus que jk�j est libre de rang 1 et que le corps
re¤ siduel ~kk est parfait. Soit Y une k-courbe analytique irre¤ ductible et lisse. Dans
ce cas pour tout point Q de Y de type (2) ou (3) et toute ge¤ ne¤ risation topologique
jj jj de Q le groupe jjkðQÞ�jj est libre de rang 2.

PROPOSITION 2.6 (continuite¤ partielle du groupe des valeurs). Soit P un point de
type (2) ou (3) de Y et soit jj jj une ge¤ ne¤ risation topologique de P associe¤ e a' un
syste' me E ¼ ðEV Þ de composantes adhe¤ rent a' P. Soient b et c deux fonctions de¤ ¢nies
et inversibles au voisinage de P telles que la famille ðjjbðPÞjj; jjcðPÞjjÞ soit libre dans
jjkðPÞ�jj et y engendre un sous-groupe d’indice d. Il existe un ouvert V contenant
P sur lequel b et c sont inversibles, et un intervalle ouvert I inclus dans EV aboutissant
a' P, tels que pour toute ge¤ ne¤ risation jj jj0 d’un point Q de I induite par I la famille
ðjjbðQÞjj0; jjcðQÞjj0Þ soit libre dans jjkðQÞ�jj0 et y engendre un sous-groupe d’indice d.
De¤ monstration. On proce' de en deux e¤ tapes.

(2.6.1) Conside¤ rons d’abord le cas ou' P posse' de un voisinage e¤ le¤ mentaire V tel que
EV soit une couronne R < jtj < r. Soit f une fonction inversible au voisinage de
P. D’apre' s les re¤ sultats de 1.19 et 1.20 il existe un entier relatif i, un e¤ le¤ ment a
de k� et un re¤ el R0XR tels que pour tout point Q de la couronne R0 < jtj < r
on ait j f ðQÞj ¼ jajjtðQÞji. L’application f 7! ðjaj; iÞ induit un isomorphisme entre
jjkðPÞ�jj et jk�j �Z. Soit I l’intervalle fj jsgR0<s<r et soit Q0 un point appartenant
a' I . On pose s0 ¼ jtðQ0Þj. Une fonction f inversible au voisinage de Q0 ve¤ ri¢e de
me“ me j f ðQÞj ¼ jajjtðQÞjj1 (resp. j f ðQÞj ¼ jbjjtðQÞjj2 ) pour des entiers j1 et j2 et des
e¤ le¤ ments a et b de k� convenables sur une couronne du type s0 < jtj < s1 (resp.
s2 < jtj < s0). Si jj jj0 de¤ signe la ge¤ ne¤ risation de Q0 induite par la composante de
droite (resp. de gauche) de I � fQ0g, alors l’application f 7! ða; j1Þ (resp.
f 7! ðb; j2Þ) induit un isomorphisme entre jjkðQ0Þ

�
jj0 et jk�j �Z. La conclusion de

la proposition s’ensuit aussito“ t.

(2.6.2) Il reste a' traiter le cas ge¤ ne¤ ral. Conside¤ rons une extensionM galoisienne de k
ve¤ ri¢ant les proprie¤ te¤ s e¤ nonce¤ es au 1.2. On reprend les notations alors introduites.
Quitte a' restreindre les intervalles IW on peut supposer que pour toute composante
W et pour toute ge¤ ne¤ risation jj jj0 d’un point Q de IW induite par IW la famille
ðjjbðQÞjj0; jjcðQÞjj0Þ est libre. Il est clair que cette proprie¤ te¤ est encore ve¤ ri¢e¤ e si l’on
remplace IW par I . Notons que d’apre' s la remarque 2.4 le corps re¤ siduel de
jj jj0Q est e¤ gal a' ~LL pour toute ge¤ ne¤ risation jj jj0 d’un point Q de I induite par I . Pour
e¤ tablir l’assertion relative a' l’indice du sous-groupe engendre¤ , il suf¢t de montrer
le lemme suivant:
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LEMME 2.6.3. Soit Q un point de I et soit Q̂Q l’un de ses ante¤ ce¤ dants par p. Soit W la
composante de p�1ðEV Þ contenant Q̂Q et soit QW son unique point terminal. Notons
encore jj jj la ge¤ ne¤ risation de QW associe¤ e a' W. Soit jj jj0 l’une des deux ge¤ ne¤ risations
de Q̂Q induites par IW , notons encore jj jj0 la ge¤ ne¤ risation de Q qu’elle domine. Alors
jjMðQ̂QÞ�jj0=jjkðQÞ�jj0 ¼ jjMðQW Þ

�
jj=jjkðPÞ�jj.

De¤ monstration. Posons

e ¼ jjMðQW Þ
�
jj=jjkðPÞ�jj et e0 ¼ jjMðQ̂QÞ�jj0=jjkðQÞ�jj0

Il y a ½L : k� choix possibles pour Q̂Q, mais les indices e0 et e ne de¤ pendent pas de celui
qui a e¤ te¤ fait (l’extension M=k e¤ tant galoisienne). Du 2.6.1 et du 2.6.2 ci-dessus
on de¤ duit que e0W e. La the¤ orie ge¤ ne¤ rale des valuations permet d’af¢rmer ([5],
Chap. 5 ‰8 Th. 1) que e0½L : k�½ ~MM : ~LL�W ½M : k�, avec e¤ galite¤ si Q est de type (2),
car alors jj jj0Q est compose¤ e de deux valuations discre' tes de rang 1. On a aussi
e½L : k�½ ~MM : ~LL�W ½M : k�. Si Q est de type (2) le lemme est donc de¤ montre¤ . S’il
est de type (3) il existe un point Q1 de type (2) situe¤ sur I a' sa gauche. D’apre' s
ce qui pre¤ ce' de l’indice e01 correspondant a' l’une quelconque des deux ge¤ ne¤ risations
de Q1 induites par I est infe¤ rieur ou e¤ gal a' e0 et ve¤ ri¢e e01½L : k�½ ~MM : ~LL� ¼ ½M : k�.
On en de¤ duit que e0½L : k�½ ~MM : ~LL� ¼ ½M : k�, puis que e ¼ e0 ce qui ache' ve la
de¤ monstration du lemme, et donc celle de la proposition. &

2.1. LE CAS D’UN POINT ALGE¤ BRIQUE

(2.7) Le cas purement inse¤ parable. On suppose toujours que k est un corps complet
pour une valeur absolue non archime¤ dienne j j, que jk�j est libre de rang 1 et
que ~kk est parfait. Soit Y une k-courbe analytique irre¤ ductible et lisse et soit P
un point alge¤ brique de Y . On suppose que P posse' de un voisinage e¤ le¤ mentaire
V , que k est de caracte¤ ristique p > 0 et que kðPÞ=k est une extension purement
inse¤ parable. Comme V est isomorphe a' un disque ouvert l’extension kðPÞ=k est
monoge' ne. Soit a un e¤ le¤ ment de k et n un entier tels que kðPÞ soit engendre¤ par
une racine a du polyno“ me irre¤ ductible tp

n
� a. Soit x une fonction de¤ ¢nie au voisinage

de P telle que xðPÞ soit une uniformisante de kðPÞ. Soit p la projection VkðaÞ ! V .
C’est un home¤ omorphisme ([1], Prop. 1.3.5). Le point p�1ðPÞ correspond a' t ¼ a.
Soit I l’intervalle fj jsgs<R ou' pour tout s on note j js la norme
f ¼

P
aiðt� aÞi 7! max jaijsi, et ou' R est un re¤ el strictement positif choisi de sorte

que le disque 0W jt� aj < R soit inclus dans VkðaÞ, et que jxj y soit constante.
L’image pðIÞ est un intervalle ouvert J de V aboutissant a' P. Soit Q un point de
I et soit jj jj l’une de ses deux ge¤ ne¤ risations induites par I . Alors kðaÞ est
alge¤ briquement clos dans le hense¤ lise¤ correspondant de kðaÞðQÞ. On en de¤ duit
que k est alge¤ briquement clos dans le hense¤ lise¤ correspondant de kðpðQÞÞ (le fait
qu’il n’ y admette pas d’extension purement inse¤ parable est de¤ ja' acquis par la
prop. 2.3). D’apre' s le 2.6.1 la famille ðjjxðQÞjj; jjðt� aÞðQÞjjÞ est une base du groupe
jjkðaÞðQÞ�jj. On en de¤ duit que ðjjxðpðQÞÞjj; jjðtp

n
� aÞðpðQÞÞjjÞ engendre un

sous-groupe de jjkðpðQÞÞ�jj qui est d’indice pn dans jjkðaÞðQÞ�jj. Or gkðaÞkðaÞ ¼ ~kk puisque
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~kk est parfait, donc pn est exactement l’indice de rami¢cation de kðaÞ par rapport a' k.
On en de¤ duit (par un raisonnement analogue a' celui tenu lors de la de¤ monstration
du lemme 2.6.3) que l’indice ðjjkðaÞðQÞ�jj : jjkðpðQÞÞ�jj) est e¤ gal a' pn pour tout point
Q de I . On en conclut que la famille ðjjxðpðQÞÞjj; jjðtp

n
� aÞðpðQÞÞjjÞ est une base

de jjkðpðQÞÞ�jj.

(2.8) Soit maintenant un point alge¤ brique quelconque P. On note L la clo“ ture
se¤ parable de k dans kðPÞ. L’entier ½kðPÞ : L� est de la forme pn pour un certain nombre
premier p. Soit t et x deux fonctions de¤ ¢nies au voisinage de P, telles que t soit une
uniformisante de l’anneau local de Y en P, et que xðPÞ soit une uniformisante
de kðPÞ. En combinant le re¤ sultat e¤ tabli ci-dessus dans le cas purement inse¤ parable
avec une me¤ thode analogue a' celle suivie pour de¤ montrer les propositions 2.3
et 2.6 on obtient la proposition suivante:

PROPOSITION 2.9. Avec les notations ci-dessus, il existe un voisinage V de P, une
fonction w de¤ ¢nie sur V et un intervalle J de V � fPg aboutissant a' P tels que:

. t est de¤ ¢nie sur V et inversible sur V � fPg.

. x est de¤ ¢nie sur V et jxj y est constante.

. Pour tout point Q de J la clo“ ture alge¤ brique de k dans chacun des deux hense¤ lise¤ s
de Q correspondant aux ge¤ ne¤ risations induites par J est se¤ parable, isomorphe a' L
et engendre¤ e par wðQÞ.

. Soit Q un point de J et jj jj une ge¤ ne¤ risation de Q induite par J. Alors
ðjjxðQÞjj; jjtðQÞjjÞ est une base de jjkðQÞ�jj. &

3. La cohomologie des corps re¤ siduels de Y

(3.1) Soit k un corps complet pour une valeur absolue non archime¤ dienne j j. On
suppose que jk�j est libre de rang 1 et que le corps re¤ siduel ~kk est ¢ni ; autrement
dit k est un corps local. On note p la caracte¤ ristique de ~kk. Soit Y une k-courbe
analytique irre¤ ductible et lisse. Pour tout entier n, et pour tout site sur lequel cela
a un sens, on notera mn le faisceau des racines n-ie' mes de l’unite¤ .

3.1. ETUDE CAS PAR CAS

(3.2) Soit P un point de Y et soit n un entier premier a' p. On se propose de de¤ crire le
groupe de cohomologie e¤ tale (au sens classique) H3ðkðPÞ; m�2n Þ. L’e¤ tude se fait tout
d’abord en distinguant les diffe¤ rents types de points.

(3.2.1) Le cas ou' P est de type (1) ou (4). Le corps kðPÞ est alors hense¤ lien pour une
valuation dont le groupe des valeurs est inclus dans la clo“ ture divisble de jk�j dansR�

(laquelle est isomorphe a' ðQ;þÞ) et dont le corps re¤ siduel est une extension
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alge¤ brique de ~kk. La dimension cohomologique d’un tel corps (au moins en dehors de
p) est infe¤ rieure ou e¤ gale a' 2 et donc H3ðkðPÞ; m�2n Þ est trivial.

(3.2.2) Le cas ou' P est de type (2). Le corps kðPÞ est hense¤ lien pour une valuation
discre' te j j dont le corps re¤ siduel est du type F ðCÞ ou' F est une extension ¢nie de
~kk et C une F -courbe projective, lisse et ge¤ ome¤ triquement connexe. Dans ce cas
(et compte tenu du fait que la dimension cohomologique de F ðCÞ est 2) le groupe
H3ðkðPÞ; m�2n Þ s’identi¢e, via l’application re¤ sidu ([6], ‰3.6 et [11], ‰2) au groupe
H2ðF ðCÞ; mnÞ; et ce dernier groupe est isomorphe par la the¤ orie du corps de classes
global au noyau de

M
P

Z=n �!
S

Z=n

ou' P parcourt l’ensemble des points ferme¤ s de C. Indiquons brie' vement comment
calculer certaines classes (c’est classique, cf. par exemple [7], prop. 1.3): soit Q
un point ferme¤ de C. Soit d le PGCD de n et de ½F ðQÞ : F �. Soit$ une uniformisante
de kðPÞ, et t un e¤ le¤ ment de kðPÞ tel que jtj ¼ 1 et tel que l’image de t dans F ðCÞ soit
d’ordre exactement 1 en Q. Soit en¢n a la classe dans H1ðkðPÞ;Z=nÞ de l’extension
non rami¢e¤ e provenant de l’unique extension de degre¤ n de F (munie du Frobenius).
Notons ðtÞ et ð$Þ les classes respectives de t et$ dans kðPÞ�=ðkðPÞ�Þn ’ H1ðkðPÞ; mnÞ.
Alors le re¤ sidu correspondant a' Q de la classe a [ ðtÞ [ ð$Þ est l’e¤ le¤ ment d de Z=n.
Notons que si m est un multiple de n la £e' che H3ðkðPÞ; m�2n Þ ! H3ðkðPÞ; m�2m Þ
correspond, au niveau de chaque point ferme¤ de C, a' l’injection 1 7!m=n de Z=n
dans Z=m

(3.2.3) Le cas ou' P est un point de type (3). Traitons plus ge¤ ne¤ ralement le cas d’un
corps K hense¤ lien pour une valuation j j dont le groupe jK�j est libre de rang 2
et le corps re¤ siduel ¢ni de caracte¤ ristique p (ces proprie¤ te¤ s sont, bien entendues,
ve¤ ri¢e¤ es en particulier par kðPÞ ). Soit L une clo“ ture se¤ parable de K et soit G le
groupe de Galois de L=K . Notons H le sous-groupe de rami¢cation de G. C’est
un pro-p-groupe distingue¤ et donc H3ðG; m�2n Þ ’ H

3ðG=H; m�2n Þ. On dispose d’autre
part d’une suite exacte

1! I=H ! G=H ! ẐZ! 1

ou' I est le sous-groupe d’inertie de G. Choisissons une base de jK�j comme
Z-module. On en de¤ duit un isomorphisme entre I=H etHomððQ=ZÞ2;F

�
Þ (c’est bien

connu, voir par exemple la de¤ monstration de [2], prop. 2.4.4), c’est-a' -dire entre I=H
et ðẐZð1Þ6¼pÞ

2 ou' ẐZð1Þ6¼p de¤ signe la limite projective des mm pour m premier a' p.
La dimension cohomologique de I=H est donc 2, et la suite spectrale de

Hochschild^Serre donne de ce fait un isomorphisme entre H3ðG=H; m�2n Þ et
H1ðẐZ;H2ðI=H; m�2n ÞÞ. Le terme H2ðI=H; m�2n Þ (l’action de I=H est triviale) se calcule
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lui-me“ me a' l’aide d’une suite spectrale: il est isomorphe a'

H1ðẐZð1Þ6¼p;H
1ðẐZð1Þ6¼p; m

�2
n ÞÞ

donc a' H1ðẐZð1Þ6¼p; mnÞ et ¢nalement a' Z=n. On en de¤ duit un isomorphisme entre
H3ðG; m�2n Þ et Z=n qui de¤ pend du choix de la base de jK�j. Un changement de base
de de¤ terminant e (avec e e¤ gal a' 1 ou �1) multiplie cet isomorphisme par e.
L’isomorphisme H3ðG; m�2n Þ ’ Z=n est donc en fait bien de¤ termine¤ apre' s le choix
d’une ‘‘orientation’’ sur jK�j. Notons que si m est un multiple de n la £e' che
H3ðG; m�2n Þ ! H3ðG; m�2m Þ correspond a' l’injection 1 7!m=n de Z=n dans Z=m.
Indiquons brie' vement, la' encore, comment se calculent certaines classes de
cohomologie: soit h de la forme a [ ðbÞ [ ðcÞ ou' a de¤ signe la classe de l’unique exten-
sion non rami¢e¤ e de groupe Z=n (engendre¤ par le Frobenius) du corps K dans
H1ðK; Z=nÞ, et ðbÞ et ðcÞ les classes respectives de deux e¤ le¤ ments b et c de K� dans
K�=ðK�Þn ¼ H1ðK; mnÞ. Si ðjbj; jcjÞ est de rang strictement infe¤ rieur a' 2 alors h
est nulle. Si ðjbj; jcjÞ est une base directe de jK�j alors h ¼ 1 dans Z=n. Les autres
cas se de¤ duisent de celui-ci par multiline¤ arite¤ et antisyme¤ trie du cup-produit.
Remarque 3.2.4. Pour justi¢er le calcul de la classe h, on peut remarquer la chose

suivante: si le groupe de jK�j posse' de un sous-groupe convexe non trivial le re¤ sultat
e¤ nonce¤ est vrai (en de¤ composant j j en deux valuations discre' tes de rang 1 et en
appliquant a' chacune d’elles les re¤ sultats classiques de¤ ja' e¤ voque¤ s, cf. [7]
prop. 1.3). Or il peut se traduire uniquement en termes de cohomologie des groupes,
une fois que l’on dispose de l’isomorphisme entre I=H etHomððQ=ZÞ2;F

�
Þ, lequel est

construit sans faire re¤ fe¤ rence a' l’ordre dont est muni jK�j. Il est donc valable aussi
dans notre cas, ou' jkðPÞ�j n’a pas de sous-groupe convexe non trivial.

3.2. PRE¤ SENTATION UNIFIE¤ E

(3.3) La notion de ge¤ ne¤ risation topologique associe¤ e a' un syste' me de composantes va
permettre de donner une description de la cohomologie de kðPÞ inde¤ pendante de la
nature du point P.

PROPOSITION 3.4.A tout syste' me de composantes E adhe¤ rent a' P peut e“ tre associe¤ e
une £e' che H3ðkðPÞ; m�2n Þ ! Z=n , que l’on appellera re¤ sidu selon E, de sorte que la
suite

0! H3ðkðPÞ; m�2n Þ !
M

syst: comp:

Z=n! Z=n

soit exacte.
De¤ monstration. Soit E un tel syste' me de composantes et soit ðG; p; jj jjÞ la

ge¤ ne¤ risation topologique associe¤ e. Si P est de type (1) ou (4) alors le groupe
H3ðkðPÞ; m�2n Þ est trivial, et on l’envoie dans Z=n par l’application nulle (la seule
possible ! ). Si P est de type (2) ou (3) alors ðG; p; jj jjÞ est non triviale, le groupe
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jjkðPÞ�jj est libre de rang 2 et le corps re¤ siduel de jj jj est ¢ni. On a vu en 3.2.3 qu’il
existait dans ce cas un isomorphisme naturel entre H3ðkðPÞh; m

�2
n Þ et Z=n, ou'

kðPÞh de¤ signe un hense¤ lise¤ de kðPÞ pour jj jjP, a' condition d’avoir choisi une
orientation sur jjkðPÞ�jj. Or la donne¤ e de ðG; p; jj jjÞ induit une telle orientation. Soit
en effet ðjjxjj; jjyjjÞ une base de jjkðPÞ�jj. On se rame' ne d’abord par un changement
de base direct, au cas ou' jjxjj=jjyjj n’appartient pas a' R�þ (identi¢e¤ a' un sous-groupe
de G, cf. 1.14): si jjyjj ¼ ljjxjj alors ðjjxjj; lÞ a me“ me orientation que ðjjxjj; jjyjjÞ
et jjxjj n’appartient pas a' R�þ puisque ðG; p; jj jjÞ n’est pas triviale. On note ensuite
l ¼ jxj et m ¼ jyj. Par construction, jjxjjl�1 et jjyjjm�1 sont deux e¤ le¤ ments in¢niment
proches de 1 et distincts. On de¤ cre' te que la base ðjjxjj; jjyjjÞ est directe si et seulement
si jjxjjl�1 < jjyjjm�1; par cette me¤ thode on peut en fait plus ge¤ ne¤ ralement de¤ ¢nir
l’orientation d’une famille libre de jjkðPÞ�jj. Ceci e¤ tant pose¤ on envoie
H3ðkðPÞ; m�2n Þ dans Z=n par la £e' che compose¤ e

H3ðkðPÞ; m�2n Þ ! H3ðkðPÞh; m
�2
n Þ ’ Z=n

L’exactitude de la suite se de¤ montre en distinguant trois cas: celui ou' P est de type
(1) ou (4) est imme¤ diat car il y a alors un seul syste' me de composantes adhe¤ rent a' P,
et H3ðkðPÞ; m�2n Þ ¼ 0. Si P est de type (2), l’exactitude provient de la description du
groupe H2ðF ðCÞ; mnÞ donne¤ e plus haut et de la compatibilite¤ entre les calculs
du 3.2.2, ceux du 3.2.3 et la convention d’orientation adopte¤ e ci-dessus. Si P est
de type (3) alors il y a exactement deux syste' mes de composantes adhe¤ rents a' P,
dont les ge¤ ne¤ risations induisent la me“ me valuation sur kðPÞ�, e¤ quivalente a' j j.
Les orientations de jkðPÞ�j induites par ces ge¤ ne¤ risations sont oppose¤ es, et de ce fait
les deux isomorphismes que l’on en tire entre H3ðkðPÞ; m�2n Þ et Z=n sont de somme
nulle, ce qui ache' ve la de¤ monstration. &

4. Le groupe H0ðYtop;R
3pan� m

�2
n Þ

(4.1)On suppose toujours que k est un corps local de caracte¤ ristique re¤ siduelle p. Soit
Y une k-courbe analytique irre¤ ductible et lisse. Soit V un sous-espace analytique de
Y . Deux sites peuvent lui e“ tre associe¤ s: le site Vtop qui correspond a' l’espace
topologique sous-jacent, et le site e¤ tale (analytique) V�eet ([2], 4.1). Le morphisme
de sites Y�eet! Ytop est note¤ pan. Soit n un entier premier a' p et soit P un point
de Y . La ¢bre du faisceau R3pan� m

�2
n en P s’identi¢e a' H3ðkðPÞ; m�2n Þ ([2], prop. 4.2.4).

Ceci permet de de¤ ¢nir pour toute section h appartenant a' H0ðYtop;R3pan� m
�2
n Þ un

e¤ le¤ ment hðPÞ de H3ðkðPÞ; m�2n Þ. Cette application d’e¤ valuation P 7! hðPÞ va e“ tre
utilise¤ e pour donner une description topologique de H0ðYtop;R3pan� m

�2
n Þ

(the¤ ore' me 4.2 ci-dessous). Rappelons que les notions de polye' dre et de cocha|“ ne
harmonique ont e¤ te¤ de¤ ¢nies au 1.6 et au 1.9; le squelette D de Y est un polye' dre
ferme¤ dans Y de¤ ¢ni par Berkovich ([1], prop. 4.1.3 et 4.1.4).
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THEŁ OREØ ME 4.2. Soit h appartenant a' H0ðYtop;R3pan� m
�2
n Þ. L’ensemblePh des points

P de Y tels que hðPÞ soit non nulle est un polye' dre ferme¤ dans Y et appele¤ polye' dre de h.
Il est inclus dans le squelette D de Y. Soit P un polye' dre de Y; munissons-le d’une
orientation arbitraire. Le sous-groupe de H0ðYtop;R3pan� m

�2
n Þ forme¤ des sections dont

le polye' dre est contenu dans P est alors naturellement isomorphe au groupe des
cocha|“ nes harmoniques sur P a' coef¢cients dans Z=n.
De¤ monstration. Comme hðPÞ est la ¢bre de h au point P l’ensemble des P tels que

hðPÞ ¼ 0 est un ouvert de Y . Soit P un point de Y . Le groupe H3ðkðPÞ; m�2n Þ est
isomorphe d’apre' s la proposition 3.4 au noyau deM

syst: comp:

Z=n! Z=n

Soit E ¼ ðEV Þ un syste' me de composantes adhe¤ rent a' P et jj jj la ge¤ ne¤ risation
topologique associe¤ e. Soit d appartenant a' Z=n le re¤ sidu de h selon E.

(4.2.1) Le cas ou' d est nul. Supposons que d ¼ 0. Cela signi¢e que la restriction de h
au hense¤ lise¤ kðPÞh de kðPÞ pour jj jjP est nulle. Il existe donc une extension galoisienne
L de kðPÞ de groupe G telle que:

. h est de¤ ¢nie par un G-cocycle (c’est-a' -dire un 3-cocycle de �CCech associe¤ au
reve“ tement Spec L! Spec kðPÞ).

. Si H de¤ signe l’un des groupes de de¤ composition de jj jjP dans G alors la
restriction de h a' H est triviale.

Il existe un voisinage af¢no|« de U de P et un reve“ tement e¤ tale galoisien L de U de
groupe G dont la ¢bre en P est MðLÞ=MðkðPÞÞ. Quitte a' restreindre U , on peut
toujours supposer que h provient d’une classe de H3ðU�eet; m�2n Þ donne¤ e par un
3-cocycle du reve“ tement L ! U , et que la restriction de ce 3-cocycle a' H est un
cobord. On peut aussi supposer que le reve“ tement quotient L=H de U est donne¤
par un polyno“ me R a' coef¢cients dans l’anneau des fonctions de U . Par de¤ ¢nition
de H ce polyno“ me est entie' rement de¤ compose¤ dans le hense¤ lise¤ de kðPÞ pour
jj jjP. Il l’est donc a fortiori dans le corps kðEÞ de¤ ¢ni en 1.22. On peut par conse¤ quent,
quitte a' restreindre encore U , supposer que R s’e¤ crit

Q
ðx� aiÞ ou' les ai sont des

e¤ le¤ ments de l’alge' bre des fonctions sur EV , l’ouvert V e¤ tant l’inte¤ rieur de U . En
tout point de EV les ai prennent des valeurs distinctes. Il en re¤ sulte que le reve“ tement
L=H est trivial au-dessus de EV . Or comme la classe h se trivialise sur L=H (l’un des
cocycles qui la de¤ ¢nit y devenant un cobord) elle est ¢nalement trivale sur EV .

(4.2.2) Le cas ge¤ ne¤ ral. Revenons au cas ge¤ ne¤ ral ou' le re¤ sidu de h est un certain
e¤ le¤ ment d de Z=n. Si d est non nul alors P est de type (2) ou (3) et donc
jjkðPÞ�jj est libre de rang 2. Le corps re¤ siduel de jj jj est un corps ¢ni F contenant
~kk. Soit m le degre¤ de F au-dessus de ~kk et soit d1 le PGCD de m et n. Ecrivons
m ¼ m0d2d1 ou' m0 est premier avec d1, et ou' tous les facteurs premiers de d2 divisent
d1. Posons d ¼ d2d1. Alors le PGCD de m et nd est d. L’e¤ le¤ ment 1 de
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H1ð ~kk;Z=ndÞ ’ Z=nd est envoye¤ sur d dans H1ðF ;Z=ndÞ ’ Z=nd. Soit a la classe de
l’extension non rami¢e¤ e de k de degre¤ nd. Soient B et C deux fonctions de¤ ¢nies
et inversibles sur un voisinage V de P telles que ðjjBðPÞjj; jjCðPÞjjÞ soit une base
directe de jjkðPÞ�jj (pour l’orientation de¤ ¢nie lors de la de¤ monstration de la
proposition 3.4). On peut toujours supposer que jjBðPÞjj=jjCðPÞjj n’appartient
pas a' R�þ, et que h provient d’une classe (note¤ e encore h) de H3ðV�eet; m�2n Þ. Soit r
un entier quelconque dont la classe modulo n est d. Posons
h0 ¼ a [ ðBrÞ [ ðCÞ 2 H3ðV�eet; m

�2
nd Þ. Cette notation a bien un sens: a de¤ ¢nit (par

restriction de k a' V ) un e¤ le¤ ment de H1ðV�eet;Z=ndÞ. Les fonctions inversibles Br

et C s’envoient dans H1ðV�eet; mndÞ par la suite exacte de Kummer. La restriction
de h0ðPÞ a' H3ðkðPÞh; m

�2
nd Þ ’ Z=nd est e¤ gale a' dd (on utilise les re¤ sultats du 3.2.3),

c’est-a' -dire a' l’image de hðPÞ dans H3ðkðPÞh; m
�2
nd Þ. Des propositions 2.3 et 2.6 on

de¤ duit l’existence d’un ouvert V contenant P et d’un intervalle ouvert I de EV
aboutissant a' P tels que:

. Les fonctions B et C sont de¤ ¢nies et inversibles sur V .

. Soit Q un point de I et soit jj jj0 l’une des deux ge¤ ne¤ risations de Q induites par I .
Le corps re¤ siduel de jj jj0Q est isomorphe a' F , et ðjjBðQÞjj0; jjCðQÞjj0Þ est une base
de jjkðQÞ�jj0.

Quitte a' restreindre V et I on peut de plus supposer que I est inclus dans le poly-
e' dre de variation (voir la proposition 1.21) des fonctions B et C sur EV . Dans
ce cas la classe de a [ ðBrÞ [ ðCÞ est nulle sur EV � I : en effet si Q est un point
de EV � I les fonctions jBrj et jCj sont constantes au voisinage de Q, et la famille
ðjjBrjj0; jjCjj0Þ est donc de rang au plus 1 pour toute ge¤ ne¤ risation topologique
jj jj0 deQ. SoitQ0 un point de I et soit jj jj0 l’une des deux ge¤ ne¤ risations deQ0 induites
par I , correspondant a' la composante I0 de I � fQ0g. On cherche a' de¤ terminer
l’orientation de ðjjBðQ0Þjj0; jjCðQ0Þjj0Þ dans jjkðQ�0Þjj0. D’apre' s la de¤ ¢nition de
l’orientation sur le groupe d’une ge¤ ne¤ risation (de¤ ¢nition donne¤ e au 3. 4), elle peut
e“ tre de¤ termine¤ e apre' s une extension se¤ parable convenable. On se rame' ne ainsi
au cas ou' I est de la forme fj jsgR<s<r, l’ouvert EV e¤ tant la couronne R < jtj < r.
On peut alors e¤ crire pour tout point Q de EV les e¤ galite¤ s jBðQÞj ¼ jbjjtðQÞji et
CðQÞ ¼ jgjjtðQÞjj, ou' b et g sont deux e¤ le¤ ments de jk�j et i et j deux entiers relatifs.
L’hypothe' se que jjBðPÞjj=jjCðPÞjj n’appartient pas a' R�þ signi¢e exactement que
i 6¼ j. Posons s0 ¼ jtðQ0Þj. Pour de¤ terminer l’orientation de ðjjBðQ0Þjj0; jjCðQ0Þjj0Þ

dans jjkðQ0Þ
�
jj0 (resp. de ðjjBðPÞjj; jjCðPÞjjÞ dans jjkðPÞ

�
jj) il faut comparer les valeurs

de jBðQÞj=jbjsi0 et de jCðQÞj=jgjs
j
0 sur I0 (resp. de jBðQÞj=jbjr

i et jCðQÞj=jgjrj sur I). La
base ðjjBðPÞjj; jjCðPÞjjÞ e¤ tant directe par hypothe' se on en de¤ duit que i > j. La base
ðjjBðQ0Þjj0; jjCðQ0jj0Þ est donc indirecte si I0 est l’intervalle �Q0;P½ et est directe dans
le cas contraire.

Des re¤ sultats de 3.2.3 on de¤ duit que le re¤ sidu de h0ðQ0Þ selon le syste' me de com-
posantes de¤ ¢ni par �Q0P½ (resp. par l’autre composante de I0 � fQ0g) est e¤ gal a'
�dd (resp. a' dd), ses autres re¤ sidus e¤ tant nuls. Conside¤ rons h (via la £e' che e¤ vidente)
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comme un e¤ le¤ ment de H3ðV�eet; m
�2
nd Þ. La restriction de h� h0 a' H3ððkðPÞh; m

�2
nd Þ e¤ tant

nulle, on peut supposer d’apre' s le 3.2.1, quitte a' restreindre V , que h ¼ h0 sur
EV . Si Q est un point de EV , les re¤ sidus de hðQÞ sont donc e¤ gaux a' ceux de h0 calcule¤ s
ci-dessus. Soit kðQÞh le hense¤ lise¤ de kðQÞ associe¤ a' une ge¤ ne¤ risation topologique deQ ;
la £e' che H3ðkðQÞh; m

�2
n Þ ! H3ðkðQÞh; mnd Þ est simplement, modulo les iso-

morphismes habituels, l’injection a 7! da de Z=n dans Z=nd (cf. 3.2.3). On en de¤ duit
que la classe h, vue a' nouveau comme e¤ le¤ ment deH3ðV�eet; m�2n Þ, est nulle sur EV � I , et
que pour tout point Q de I le re¤ sidu de hðQÞ selon la ge¤ ne¤ risation induite par �QP½
(resp. par l’autre composante de I � fQg) est e¤ gal a' �d (resp. a' d), ses autres re¤ sidus
e¤ tant nuls.

(4.2.3) Nullite¤ de h en dehors du squelette. Ce qui vient d’e“ tre e¤ tabli montre de¤ ja' que
l’ensemble Ph des points de Y en lesquels h est non nulle est un quasi-polye' dre
(au sens de [1], 4.1). On note D le squelette de Y ([1], Prop. 4.1.3 et 4.1.4). On
va montrer que h est nulle en dehors de D, ce qui prouvera du me“ me coup que
Ph est en fait un polye' dre. On raisonne par l’absurde. Supposons qu’il existe un
point Q de Y situe¤ en dehors de D tel que hðQÞ soit non nulle. Soit U la composante
connexe de Y � D contenant Q. L’espace U peut se plonger (topologiquement) dans
un quasi-polye' dre compact simplement connexeU tel queU �U soit ou bien vide ou
bien un singleton. Si l’on est dans ce dernier cas, on appelle P l’unique e¤ le¤ ment de ce
singleton ; sinon on prend pour P un point quelconque de U � fQg. Si Q0 est un
point de U alors l’intervalle �P;Q0� est bien de¤ ¢ni, et inclus dans U . On dispose ainsi
d’une relation d’ordre sur U : on dira que Q0WQ00 si Q0 appartient a' �P;Q00�. Soit
O le sous-ensemble de U forme¤ des points Q0 tels que Q0 soit supe¤ rieur ou e¤ gal
a' Q et tels que ½QQ0� # Ph. Alors O est non vide (il contient Q) et inductif : soit
en effet ðQiÞ une famille totalement ordonne¤ e de points de O. La re¤ union des
�PQi� est un intervalle I de U contenant Q. Comme U est compact, et comme I
ne peut aboutir a' P pour des raisons de simple connexite¤ , I aboutit ne¤ cessairement
a' un point Q0 de U . Montrons que Q0 appartient a' O. Si Q0 ¼ Q c’est clair. Sinon,
l’intervalle ½QQ0½ aboutit a' Q0 et par hypothe' se la classe h est non nulle en chacun
de ses points. Comme le lieu de nullite¤ de h est un ouvert on en de¤ duit que
hðQ0Þ 6¼ 0 et donc que Q0 appartient a' O. Ce dernier est donc inductif, et posse' de
par le lemme de Zorn un e¤ le¤ ment maximal Qm. Comme Qm appartient a' O la
classe hðQmÞ est non nulle. Le point Qm posse' de donc au moins deux syste' mes de
composantes distincts tels que les re¤ sidus correspondant de hðQÞ soient non nuls.
Parmi ceux-ci il en existe donc un, notons-le ðEV Þ, qui ne rencontre pas l’intervalle
�PQm½. Soit V un voisinage de Qm inclus dans U et I un intervalle de EV aboutissant
a' Qm. Le re¤ sidu de hðQmÞ associe¤ a' EV e¤ tant non nul il existe, d’apre' s 4.2.2, un point
Q0 sur I tel que ½QmQ0� soit inclus dans Ph. Le point Q0 appartient donc a' O, est
diffe¤ rent de Qm et en est un majorant (puisque EV ne rencontre pas �PQm�), ce
qui est absurde. La classe h est donc bien nulle en dehors de D.
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(4.2.4) Construction de f a' partir de h. L’ensemble Ph des points en lesquels la classe
h est non nulle est bien un polye' dre; orientons-le. On de¤ ¢nit une cocha|“ ne f sur Ph a'
coef¢cients dans Z=n de la manie' re suivante: soit S l’ensemble des sommets de Ph et
U une composante de P � S. Soit P un point de U , soit I un intervalle ouvert de U
contenant P et soit J l’une des deux composantes de I � fPg. Notons d le re¤ sidu
de h selon le syste' me de composantes adhe¤ rent a' P induit par J. Si J est oriente¤
vers P (resp dans la direction oppose¤ e a' P) on prend pour valeur constante de f
sur U l’e¤ le¤ ment d (resp. �d) de Z=n. L’e¤ tude re¤ alise¤ e au 4.2.2 et la
proposition 3.4 montrent que cette valeur est bien inde¤ pendante des choix de
P; I et J et que l’application f ainsi construite est effectivement une cocha|“ ne
harmonique. Si P est un point quelconque appartenant a' Ph et I un intervalle ouvert
inclus dans Ph, n’en rencontrant aucun sommet, aboutissant a' P et oriente¤ vers P
(resp. dans la direction oppose¤ e a' P) alors la valeur constante de f sur I est le re¤ sidu
de h (resp. l’opose¤ du re¤ sidu de h) selon le syste' me de composantes adhe¤ rent a' P
induit par I . On en de¤ duit que la cocha|“ ne f caracte¤ rise h : en effet h, section globale
d’un faisceau, est uniquement de¤ termine¤ e par ses ¢bres, et la donne¤ e d’un e¤ le¤ ment de
H3ðkðPÞ; m�2n Þ est e¤ quivalente a' la donne¤ e d’une famille ¢nie de re¤ sidus dans Z=n de
somme nulle.

(4.2.5) Construction de h a' partir de f. Il reste a' expliquer comment construire h a'
partir d’un polye' dre oriente¤ P et d’une cocha|“ ne harmonique f sur P a' coef¢cients
dans Z=n. Il suf¢t de de¤ ¢nir h localement. En tout point P de P on de¤ ¢nit d’abord
un e¤ le¤ ment de H3ðkðPÞ; m�2n Þ par la liste suivante de re¤ sidus : si I est un intervalle
de P aboutissant a' P et oriente¤ vers P (resp. dans la direction oppose¤ e a' P) on assigne
la valeur constante de f sur I (resp. l’oppose¤ de cette valeur) au re¤ sidu correspondant
au syste' me de composantes de¤ ¢ni par I . Les autres re¤ sidus sont de¤ cre¤ te¤ s nuls.
Comme la somme alge¤ brique des valeurs de f en P est nulle on de¤ ¢nit effectivement
ainsi une classe deH3ðkðPÞ; m�2n Þ. Elle provient d’une classe h de¤ ¢nie sur un voisinage
V de P. Les re¤ sultats du 4.2.2, du 4.2.3 et du 4.2.4 montrent que le polye' dre et la
cocha|“ ne qui lui sont associe¤ s sont, quitte a' restreindre V , pre¤ cise¤ ment P \ V et
fjV . On en de¤ duit, en utilisant 4.2.4, que les classes ainsi construites se recollent
en une section globale de R3pan� m

�2
n . La de¤ monstration est termine¤ e. &

Remarque 4.3. Soit S un sous-ensemble ferme¤ de Y constitue¤ de points de type (1)
ou (4). Posons Y 0 ¼ Y � S. La restriction

H0ðYtop;R3pan� m
�2
n Þ ! H0ðY 0top;R

3pan� m
�2
n Þ

est injective.
De¤ monstration. C’est imme¤ diat, compte-tenu du fait que l’e¤ valuation de toute

classe en un point de type (1) ou (4) est triviale. &
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Remarque 4.4. Soit f :Z! Y un morphisme quasi-¢ni de courbes alge¤ briques
irre¤ ductibles et lisses. Soit h un e¤ le¤ ment de H0ðYtop;R3pan� m

�2
n Þ. Munissons son poly-

e' dre Ph d’une orientation quelconque et notons f la cocha|“ ne associe¤ e. On peut
de¤ crire f �ðhÞ ainsi : son polye' dre est inclus dans l’image re¤ ciproque P de Ph.
Orientons P et de¤ crivons la cocha|“ ne c alors associe¤ e a' f �ðhÞ. Soit I un intervalle
ouvert inclus dans P, n’en contenant aucun sommet, tel que la restriction de f a'
l’adhe¤ rence de I soit injective et tel que f ðIÞ ne contienne aucun sommet de Ph. Soit
P un point auquel I aboutit. PosonsQ ¼ f ðPÞ. Notons kðPÞh (resp. kðQÞh) le hense¤ lise¤
de kðPÞ (resp. de kðQÞ) associe¤ au syste' me de composantes de¤ ¢ni par I (resp. par f ðIÞ).
Soit c0 (resp. f0) la valeur constante de c (resp. f) sur I (resp. f ðIÞ). Posons e ¼ 1
(resp. �1) si la restriction de f a' I pre¤ serve (resp. change) l’orientation. Alors
c0 ¼ e½kðPÞh : kðQÞh�f0.

5. Le cas d’une courbe alge¤ brique

(5.1) Soit X une courbe alge¤ brique inte' gre et lisse sur le corps k. On peut lui associer
de manie' re naturelle une k-courbe analytique Xan ([1], Th. 3.4.1). Le site topologique
(resp. e¤ tale analytique) associe¤ a' Xan est note¤ Xan

top (resp. X
an
�eet ). On de¤ signe par XZar le

site Zariski sur X et par X�eet le site e¤ tale (classique) sur le sche¤ ma X . Le morphisme de
sites X�eet! XZar est note¤ p. Le the¤ ore' me principal de cet article est le suivant:

THEŁ OREØ ME 5.2. La £e' che naturelle

H0ðXZar;R3p�m�2n Þ ! H0ðXan
top;R

3pan� m
�2
n Þ

est un isomorphisme.
De¤ monstration. Pour tout faisceau F sur Xan

�eet on dispose d’une suite spectrale
HpðXan

top;R
qpan� FÞ ) HpþqðXan

�eet ;FÞ. En tenant compte du fait que la dimension
cohomologique de Xan

top est 1, et que celle du site e¤ tale de chacun des anneaux locaux
de Xan est au plus 3, on en de¤ duit l’existence de deux suites exactes de groupes
abe¤ liens

0! H1ðXan
top;R

2pan� m
�2
n Þ ! H3ðXan

�eet ; m
�2
n Þ ! H0ðXan

top;R
3pan� m

�2
n Þ ! 0 ð1Þ

0! H1ðXan
top;Z=nÞ ! H1ðXan

�eet ;Z=nÞ ! H0ðXan
top;R

1pan� Z=nÞ ! 0 ð2Þ

De me“ me, en utilisant la suite spectrale HpðXZar;Rqp�m�2n Þ ) HpþqðX�eet; m�2n Þ on
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e¤ tablit l’existence d’une suite exacte

0! H1ðXZar;R2p�m�2n Þ ! H3ðX�eet; m
�2
n Þ ! H0ðXZar;R3p�m�2n Þ ! 0 ð3Þ

Conside¤ rons le diagramme commutatif suivant:

0! H1ðXZar;R2p�m�2n Þ ! H3ðX�eet; m�2n Þ ! H0ðXZar;R3p�m�2n Þ ! 0
# # #

0! H1ðXan
�eet ;R

2pan� m
�2
n Þ ! H3ðXan

�eet ; m
�2
n Þ ! H0ðXan

top;R
3pan� m

�2
n Þ ! 0

La £e' che H3ðX�eet; m�2n Þ ! H3ðXan
�eet ; m

�2
n Þ est un isomorphisme d’apre' s le the¤ ore' me de

comparaison de Berkovich ([2], Cor. 6.3.11). On en de¤ duit que le morphisme
H0ðXZar;R3p�m�2n Þ ! H0ðXan

top;R
3pan� m

�2
n Þ est surjectif.

(5.2.1) Le cas ou' X est propre. A¢n de montrer l’injectivite¤ dans ce cas, on va e¤ tablir
l’e¤ galite¤ des cardinaux des deux groupes. On peut remarquer qu’elle re¤ sulte
directement, modulo la description explicite du squelette donne¤ e par Berkovich ([2],
4.2.1, 4.3.1 et 4.3.2), du re¤ sultat de Kato ([8], Cor. 2.9) qui repose lui-me“ me sur
des travaux de Saito ([10]). Rappelons les e¤ tapes de la de¤ monstration de Kato
(X est donc une courbe propre).

(5.2.2) Le principe de la de¤ monstration de Kato et Saito.

(a) Le groupeH0ðXZar;R3p�m�2n Þ est un quotient deH
3ðX�eet; m�2n Þ. Ce dernier groupe

est isomorphe, par les dualite¤ s de Poincare¤ et Tate, au dual de H1ðX�eet;Z=nÞ. En
conse¤ quence H0ðXZar;R3p�m�2n Þ s’identi¢e au dual d’un sous-groupe H de
H1ðX�eet;Z=nÞ. Le groupeH est pre¤ cise¤ ment celui des classes de reve“ tements e¤ tales
de X (de groupe Z=nÞ dont la ¢bre en tout point ferme¤ est triviale ([8], Lemma 2.4,
Lemma 2.7 et [10], II ‰1 et ‰2).

(b) Si X de¤ signe un mode' le inte' gre, propre et re¤ gulier de X au-dessus de l’anneau des
entiers de k, dont on note X s la ¢bre spe¤ ciale, alors tout reve“ tement e¤ tale de X
dont la ¢bre en chaque point ferme¤ est triviale s’ e¤ tend en un reve“ tement e¤ tale
de X dont la ¢bre en chaque point ferme¤ de X s (et donc en tout point de X s
par la the¤ orie du corps de classes) est triviale ([10], Prop. 2.2).

(c) Le sous-groupe H s’identi¢e donc a' celui des classes de reve“ tements e¤ tales de X s
de groupe Z=n a' ¢bres triviales. Saito utilise ([10], de¤ m. du th. 2.4) les suites
exactes de localisation pour donner une description de H en termes de la
combinatoire des singularite¤ s de X s (apre' s s’e“ tre ramene¤ au cas ou' celles-ci sont
ordinaires).

(5.2.3) On va montrer comment e¤ tablir l’e¤ galite¤ des cardinaux d’une autre manie' re,
en utilisant uniquement (a) et (b). Ceci va donc constituer une preuve du re¤ sultat
de Kato qui diffe' re en partie de celle donne¤ e par ce dernier. La me¤ thode suivie
ici permet en outre d’e¤ tablir au passage un re¤ sultat de dualite¤ (proposition 5.2.5
ci-dessous).
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Du the¤ ore' me de comparaison de Berkovich ([2], Cor. 6.3.11) et de la dualite¤ de
Poincare¤ alge¤ brique (ou bien directement de la version analytique cette dernie' re,
[2] 7.3.1) on de¤ duit l’existence d’un isomorphisme trace

H4ðXan
�eet ; m

�2
n Þ ’ Z=n

modulo lequel le cup-produit e¤ tablit une dualite¤ parfaite entre H3ðXan
�eet ; m

�2
n Þ et

H1ðXan
�eet ;Z=nÞ.

LEMME 5.2.4. La restriction a' H1ðXan
top;R

2pan� m
�2
n Þ �H

1ðXan
top;Z=nÞ de l’accouple-

ment mentionne¤ ci-dessus est nulle.
De¤ monstration. Soit h appartenant a' l’image de

H1ðXan
top;R

2pan� m
�2
n Þ ! H3ðXan

�eet ; m
�2
n Þ

et soit h0 appartenant a' celle de

H1ðXan
top;Z=nÞ ! H1ðXan

�eet ;Z=nÞ

Il existe un nombre ¢ni de points P1;P2; . . . ;Pr tels que toute composante connexe de
X � fP1;P2; . . . ;Prg soit simplement connexe (pour le voir, on utilise [1] Prop. 4.1.4
et Prop. 4.1.6). On en de¤ duit que h0 provient de la cohomologie a' support dans
P1;P2; . . . ;Pr. D’autre part d’apre' s la suite exacte ð1Þ la classe h est localement
triviale (au sens de Xan

top). Il existe en particulier r ouverts disjoints V1;V2; . . . ;Vr
tels que chaque Vi contienne Pi, et sur lesquels h est nulle. Si F de¤ signe le
comple¤ mentaire de la re¤ union des Vi alors h provient de la cohomologie a' support
dans F . Le cup-produit h [ h0 provient donc de la cohomologie a' support dans
le ferme¤ fP1;P2; . . . ;Prg \ F ¼ ; et est de ce fait trivial, ce qui ache' ve la
de¤ monstration du lemme. &

PROPOSITION 5.2.5. Les suites exactes ð1Þ et ð2Þ sont naturellement duales l’une de
l’autre.
De¤ monstration. On dispose en vertu du lemme ci-dessus d’une application

injective deH1ðXan
top;Z=nÞ dansH0ðXan

top;R
3pan� m

�2
n Þ
_ (la notation _ signi¢ant ‘‘groupe

dual’’). Or compte-tenu du fait qu’il existe une re¤ traction de Xan sur son squelette D,
le premier est simplement e¤ gal au groupe de cohomologie singulie' reH1ðD;Z=nÞ et le
second est isomorphe, d’apre' s la proposition 4.2 et le fait que D est un polye' dre ¢ni
compact, a' H1ðD;Z=nÞ. Ces deux groupes ont de ce fait me“ me cardinal et sont donc
isomorphes, d’ou' la proposition. &

(5.2.6) Suite de la de¤ monstration du the¤ ore' me. Soit H (resp. H 0) le sous-groupe de
H1ðX�eet;Z=nÞ forme¤ des classes dont l’image dans H1ðXan

�eet ;Z=nÞ s’annule en tout
point P (resp. en tout point alge¤ brique P). D’apre' s le the¤ ore' me de comparaison
de Berkovich ([2], Cor. 6.3.11) les groupes H1ðXan

�eet ;Z=nÞ et H1ðX�eet;Z=nÞ sont
isomorphes. En conse¤ quence H s’identi¢e a' H1ðXan

top;Z=nÞ donc a'
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H0ðXan
top;R

3pan� m
�2
n Þ
_. On dispose e¤ galement d’un isomorphisme

H 0 ’ H0ðXZar;R3p�m�2n Þ
_ : on le de¤ duit imme¤ diatement du re¤ sultat rappele¤

en 5.2.2, a) apre' s avoir remarque¤ que par de¤ ¢nition H 0 est exactement le groupe
des classes de reve“ tements de X de groupe Z=n a' ¢bres ferme¤ es triviales. Soit
X 0 ! X un tel reve“ tement et soit O un anneau de valuation du corps kðX Þ dominant
celui de k. Le re¤ sultat de Saito rappele¤ en 5.2.2, b) implique que X 0 s’e¤ tend en un
Z=n-reve“ tement de Spec O dont la ¢bre spe¤ ciale est triviale. Il en re¤ sulte que l’image
de la classe de X 0 ! X dans H1ðkðX Þh;Z=nÞ est nulle pour tout hense¤ lise¤ kðX Þh de
kðX Þ dont l’anneau domine O. De' s lors la classe de X 0 ! X dans H1ðX�eet;Z=nÞ
appartient a' H et donc H 0 ¼ H. On en de¤ duit que H0ðXan

top;R
3pan� m

�2
n Þ et

H0ðXZar;R3p�m�2n Þ ont me“ me cardinal, ce qu’on souhaitait e¤ tablir.

(5.2.7) Le cas ge¤ ne¤ ral. On ne fait plus maintenant d’hypothe' se de proprete¤ sur X .
Soit X la compacti¢cation lisse de X et S l’ensemble X � X . On pourrait conclure
par des arguments de cardinalite¤ , en utilisant la suite exacte de localisation relative
a' l’ouvert X de X . On va utiliser une autre me¤ thode, reposant sur le lemme 5.2.8
qui donne une description topologique des re¤ sidus. L’ensemble S s’identi¢e a'
X
an
� Xan. Soit h un e¤ le¤ ment de H3ðkðX Þ; m�2n Þ. Si P est un point ferme¤ de X on

peut de¤ ¢nir le re¤ sidu @P de h en P ([11], ‰2). C’est un e¤ le¤ ment de
H2ðkðPÞ; mnÞ ’ Z=n. La classe h est dite non rami¢e¤ e sur X si et seulement si
@PðhÞ ¼ 0 pour tout point ferme¤ P de X . Le groupe des classes non rami¢e¤ es sur
X s’identi¢e naturellement d’apre' s les re¤ sultats de Bloch et Ogus ([3]) a'
H0ðXZar;R3p�m�2n Þ. Soit h un e¤ le¤ ment de ce dernier groupe. Notons han son image
dans H0ðXan

top;R
3pan� m

�2
n Þ. Soit P un polye' dre ¢ni en dehors duquel han est nulle

tel que pour tout point P de S il existe un intervalle ouvert IP inclus dans P, n’en
comprenant aucun sommet, et aboutissant a' P. L’existence de P est assure¤ e par
la proposition 4.2. Orientons P de sorte que chaque IP soit dirige¤ vers P. Ce choix
e¤ tant fait on peut associer a' han, toujours d’apre' s 4.2, une fonction f continue a'
valeurs dans Z=n de¤ ¢nie en tout point de P qui n’est pas un sommet.

LEMME 5.2.8. Pour tout point P de S on a l’e¤ galite¤ @PðhÞ ¼ fðIPÞ.
De¤ monstration. Si @PðhÞ est nul alors h provient de H0ðX̂XZar;R3p�m�2n Þ, ou'

X̂X ¼ X
S
fPg. La classe han provient donc d’une classe de H0ðX̂Xan

top;R
3pan� m

�2
n Þ

ne¤ cessairement nulle en P qui est de type (1), et donc nulle sur un voisinage V
de P. En conse¤ quence han est nulle sur V � fPg et fðIPÞ ¼ 0. Le cas ge¤ ne¤ ral se rame' ne
a' celui-ci en utilisant la formule classique de calcul des re¤ sidus ([7], Prop. 1.3), les
re¤ sultats du 3.2.3, et la proposition 2.9. &

(5.2.9) Fin de la de¤ monstration du the¤ ore' me 5.2. Soit h un e¤ le¤ ment de
H0ðXZar;R3p�m�2n Þ dont l’image han dans H0ðXan

top;R
3pan� m

�2
n Þ est nulle. D’apre' s le

lemme ci-dessus les re¤ sidus de h (vu comme e¤ le¤ ment du groupe H3ðkðX Þ; m�2n Þ )
en chacun des points P de S sont nuls. La classe h provient donc de

COHOMOLOGIE NON RAMIFIE¤ E SUR UNE COURBE p-ADIQUE LISSE 115

https://doi.org/10.1023/A:1013714010804 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1013714010804


H0ðXZar;R
3p�m�2n Þ. L’injectivite¤ de¤ ja' e¤ tablie dans le cas propre et la remarque 4.3

entra|“ nent la nullite¤ de h. La de¤ monstration est termine¤ e. &

Remarque 5.3. On peut appliquer les me¤ thodes mises en �uvre dans ce texte a' des
situations analogues. Soit par exemple k un corps complet pour une valeur absolue
non archime¤ dienne j j telle que jk�j soit libre de rang 1 et telle que le corps re¤ siduel
~kk soit alge¤ briquement clos. SoitY une k-courbe analytique lisse et n un entier premier
a' la caracte¤ ristique de ~kk. Soit D le squelette de Y (que l’on munit d’une orientation
quelconque) et HarmðD;Z=nÞ le groupe des cocha|“ nes harmoniques sur D a' valeurs
dans Z=n. On va indiquer rapidement comment calculer nH2ðY�eet;GmÞ. On voit
facilement, par des raisonnements standards reposant sur le the¤ ore' me 90 de Hilbert,
que ce groupe est isomorphe a' nH0ðYtop;R2pan� GmÞ. Soit h appartenant a' ce dernier.
Si P est un point de type (1) ou (4) l’e¤ valuation de h en P est nulle pour des raisons
de dimension cohomologique. Si P est de type (3) elle est a' valeurs dans
nH2ðkðPÞ;GmÞ ¼ H2ðkðPÞ; mnÞ ’ Z=n (ceci une fois choisi un isomorphisme entre
mn et Z=n). Si P est de type (2) le corps re¤ siduel de kðPÞ est de la forme ~kkðCÞ ou'
C est une ~kk-courbe inte' gre, projective et lisse. L’e¤ valuation de h en P appartient
a' H2ðkðPÞ; mnÞ qui est isomorphe a' H1ð ~kkðCÞ;Z=nÞ. Ce dernier groupe est muni d’une
£e' che surjective a' valeurs dans Ker

�L
QZ=n! Z=n



ou' Q parcourt l’ensemble

des points ferme¤ s de C (on utilise encore l’isomorphisme choisi entre mn et Z=n) dont
le noyau est isomorphe a' ðZ=nÞ2gðPÞ, l’entier gðPÞ e¤ tant le genre de C. L’ensemble
E des P de type (2) tels que gðPÞ est non nul est discret. On en de¤ duit (modulo
des raisonnements analogues a' ceux tenus tout au long de cet article) l’existence
d’une suite exacte

0!
Y
E

ðZ=nÞ2gðPÞ ! n H2ðY�eet;GmÞ ! HarmðD;Z=nÞ ! 0

Ceci est vrai en particulier si l’on prend pour Y l’analyti¢cation Xan d’une k-courbe
alge¤ brique inte' gre et lisse X ; dans ce cas l’ensemble E est ¢ni, et le groupe
nH2ðXan

�eet ;GmÞ est isomorphe a' nH2ðX�eet;GmÞ par les the¤ ore' mes de comparaison
de Berkovich (applique¤ s a' mn et au groupe de Picard, et combine¤ s avec la suite
de Kummer). La suite exacte ci-dessus est alors essentiellement, au moins dans
le cas propre, une re¤ e¤ criture d’un re¤ sultat connu : Ogg a en effet calcule¤ ([9]) le groupe
H1ðk;AÞ pour n’importe quelle varie¤ te¤ abe¤ lienne A sur k en fonction de la com-
posante neutre de la ¢bre spe¤ ciale du mode' le de Ne¤ ron de A ; et si X est propre
H2ðX�eet;GmÞ est isomorphe a' H1ðk;Pic0X Þ.
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