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STRUCTURE DES CONES NORMAUX CONTENUS DANS
UN ESPACE DE BANACH OU SON DUAL II

RICHARD BECKER
Let B be a Banach space and X C B a normal cone such that the norm is
monotone on X for the order determinated by X .

We study the sup, denoted by #(X), of the ¢ > 1 such that, for each ¢ > 0
and each n, there are @1, ..., 2, in X such that:

n
E ar.Tk
1

for all a1, ..., an > 0, where || ||, is the norm in I9.
We prove that i(X) is the inf of the p for which we have:

n 1/p
(Z nnn") < 5.
1

The proof use a similar theorem of Krivine, concerning Banach Riesz spaces. Here

(1 —¢)-fiar)lly < S (T +e)-fiaxlly

n

zzk

1

forall @i,...,z,1n X.

conical measures are a useful tool. We establish a link with a preceding work in
which we adapt the Maurey theory of factorisation of operators with values in a
L? space, to the case of normal cones, contained in a Banach space.

INTRODUCTION

Ce travail fait suite a un travail précédent ([1} ou {2]) mais en est relativement
indépendant.

Soit X un cone convexe normal contenu dans un espace de Banach. Le but de ce
travail est d’examiner s’il existe p > 1 tel que, pour tout n et tout € > 0, i existe

Z1, ..., ¢y dans X tels que

(1 —e)-li(all, < < (L +e)- i@l »

n
E a;.x;
1

our tous aj, ..., an > 0, o1 désigne la norme 19.
b 9 ) q
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Notons que le cas p = 1 est trivial: il suffit, si X # (0), de choisir zg € X, de
norme 1, et de prendre z; = --- = z,, = 9. Dans ce travail les mesures coniques [3,
Section 30.38.40] s’avérent un outil indispensable. Nous utilisons aussi un résultat de
Krivine [6], concernant les espaces de Banach réticulés.

Nous faisons ensuite le lien avec un travail précédent ([1] ou [2]) et avec un autre
travail de Krivine [5], concernant les théorémes de factorisation. Nous terminons en
donnant des applications aux espaces de Banach ordonnés et aux cones faiblement
complets. Dans tout ce qui suit, sauf mention du contraire, B désigne un espace de
Banach et B; sa boule unité; X sera un sous-cone convexe normal de B; on supposera
que la norme est croissante sur X , pour 'ordre déterminé par X ; c’est toujours possible
(7, V.3.1].

On désignera par idx l’application identique de X dans lui méme.

5i 1 < ¢ < oo on note ¢' le nombre tel que 1/¢g+1/¢' =1.

DEFINITION 1: Soit g > 1. Nous dirons que 'application idx est (¢, 1) sommante

si on a, pour tous zy, ..., ¢, dans X:

n 1/q n
(z uzkuq) <50 |5 e
1 1

Soit i(X) l'inf. des ¢ > 1 tels que idx soit (g, 1) sommante, s’il en existe; sinon on
pose i(X) = +o0. Ona i(X) > 1. Si ¢ >i(X) on voit que idx est (g, 1) sommante.

THEQREME 2. Pour tout € > 0 et tout n, il existe z;, ..., ¢, dans X, tels que
P’on ait, en posant q¢ = #(X):

n

E Qg .Tg

1

(1 =€) [l(ar)lly < < (@ +e)-ll(an)lly -

pour tous ay, ..., a, 2 0.

De plus, soit t > 1 tel que, pour tout n, il existe z1, ..., 2, dans X de norme 1,
n
E ajp.Tp
1

PREUVE: Le théoréme va résulter d’'un théoréme de Krivine [6, Théoréme 0.1 et

avec < M. ||(ax)|l;, pour tous ai, ..., a, > 0; on a alors t < i(X).

son commentaire], rappelé plus loin, de la construction suivante et du Théoréme 5. 0

DEFINITION 3: Soit My(X) 'espace vectoriel réticulé des mesures coniques discrétes
sur X .

On a My(X) = {} e, | zx € X}. Rappelons que toute A € My(X) est une
1

forme linéaire sur 'espace vectoriel réticulé de fonctions sur X engendré par B' [3,
Section 30.38.40].
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n n
On voit que a.6; = €4, pour tout @ > 0. Si A = Y e, soit 7(A) = Yz la
1 1

résultante de A. On munit ’espace Mg(X) de la norme ||g|| = ||r(|u|)|]. C’est un espace
normé réticulé: puisque la norme est croissante sur X on a: (JA| < |g|) = (J|Al] < [Je).
Notons que, si la norme n’est pas croissante sur X, 'application p ~» ||| n’est pas
une norme sur Mg(X): prendre a = €, + €4 et f = e, — €, puis considérer 'inégalité
triangulaire.

PROPOSITION 4. Si X n’est pasréduit a {0} oua (R*), alors My(X) contient
I'(N) au sens des espaces réticulés, that is: il existe pi, ..., pn, dans My(X), deux-

n

n
a-deux étrangéres, de norme 1, telles que (| ag.px
1

= Y |ax| pour tous ai, pas
1
forcément > 0, et tout n.

PREUVE: Soit ¢ € X, de norme 1, non situé sur une génératrice extrémale; il

suffit de prendre des g, > 0, deux-a-deux étrangéres, telles que r(p,) = zo. 0
THEOREME 5. On a i(M] (X)) =i(X).
De plus, pour tout p > 1, I’application idx est (p, 1) sommante si et seulement
si Mg(X) est de genre < p, c’est & dire:

n 1/?
(Z ||ltk“p) < Gy
1

deux-a-deux étrangéres.

n

Z#k

1

pour des p € My(X)

PREUVE: Soit p > i(X); on a pour toutes pj € MJ(X):

n n 1/p
> >m. (Z ||r(nk)||”)

avec m > 0, puisque p > i(X); d’ou p > z(MI(X)) , puisque [|pi|| = [[7(p)]]-
Inversement, si p > i(M;'(X)), étant donnés z;, ..., z, dans X, il suffit de
considérer €4, ..., €5, pour voir que p > #(X). Si on sait seulement que My(X)

n
Yz
1

introduisant les €., et en groupant les éléments proportionnels.

n

Z"'(Pk)

1

n 1/p
est de genre < p, on montre que (Z "1:,,||P) < S, pour tous z; € X en
1

Pour prouver la premiére partie du Théoréme 2 1l suffit d’appliquer le théoreme de
Krivine [6, Théoréme 0.1 et son commentaire]: il existe alors dans My(X), pour tout

€ >0 et tout n, des pi, ..., pn deux-a-deux étrangéres, telles que I’on ait:

n

Z Q[

1

(1 =€) ll(an)ll, < < (T +e)-fi(an)ll,
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pour tous ay, ..., a, pas forcément > 0.
Il suffit alors de prendre z; = r(|ui|) pour k=1, ..., n, pour avoir les inégalités
du Théoréme 2. En effet, puisque les pi sont deux-a-deux étrangéres, on a:

g

D’apres la définition de la norme dans My(X), le résultat est obtenu.

3 ovn
1

) = Z lax| .zp.

1

La premiére partie du Théoréme 2 est donc prouvée.

Voici la preuve de la seconde partie:

Soit p > i(X); on a alors [[(ax)ll, < Sp-M.||(ax)||, puisque idx est (p, 1) som-
mante. D’ou t € p et t < i(X) en faisant p — i(X). 0

REMARQUE 6. Aulieu d’introduire 'espace Ma(X) et appliquer les résultats de Krivine

[6] on aurait pu adapter les preuves de [6] au cadre des cones normaux.

7. Dans un travail précédent ([1] 8, 11 ou [2]) nous avions associé a tout cone convexe
normal X, contenu dans un espace de Banach B, un intervalle Ix C |1, +oo[ tel que:
(1°) Si g € Ix, il existe C; telle que:
Pour toute suite zi, ..., zn de X il existe (an) avec ”(an)”q, =lety,...,Un
dans X, de sorte que z, = an.yn et My((yn)) < Cq.-Mi((zn)) ont

My((en) = sup{ (L 1£n)?) " 1 7 € B1)

(2°) Si ¢ > 1 n’est pas dans Ix alors il existe C; telle que: Pour tout n il existe

Zy,...,Zy dans X | de norme 1, tels que

< C;. ||(ak)||q, pour tous aj, ..., an =0

n
E ajp.Tp
1

Notons ([1], 2) que, puisque X est normal, si z, € X pour tout n on a My((z,)) <
Nx.

(el
> za|l avec Nx < oo.
1

DEFINITION 8: Avec les notations de la Section 7 on pose I(X) =1 si Ix = 0,
sinon I(X) désigne I'extrémité droite de Ix ou +oo.

THEOREME 9. Ona 1/I(X)+1/i(X)=1.

PREUVE: Elle résulte des deux lemmes suivants. 0

https://doi.org/10.1017/50004972700015252 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0004972700015252

[5] Structures des cones normaux 431

LEMME 10. Soit 1 < g < o0;si g€ Ix alors idx est (¢', 1) sommante.

PREUVE: Il suffit d’utiliser la Section 7.1°: Avec ces notations on remarque que,
pour tout k, on a:

oo

Zzn

1

”yk” < Mq((yn)) < Cq-Ml ((:Bn)) < Cq.Nx.

. N e
puis on utilise D'égalité =z, = «@a,.y,, pour majorer (E ||a:n||q) par
1
o0
S zall- 1]
1

LEMME 11. Soit 1 < q< oo;si g > I(X), alors idx n’est pas (¢', 1) sommante.

C,.Nx.

PREUVE: Soit I(X) < g1 < q; d’aprés la Section 7.2° il existe, pour tout n, des
n
LT
1

. ! 1 . . .
sommante, on aurait n'/? < Sq:.C;.nl/ql, ce qui est impossible, quand n — oo,

Z1, ..., 2, dans X, de norme 1, tels que < C;.nl/qi . §i idx était (q',1)

puisque g; < g. 0

12. Nous allons faire le lien avec certains travaux de Krivine, concernant les théorémes
de factorisation [5]: Rappelons que, si Y est un cone convexe contenu dans un elc.s.
E, et si f est une fonction définie sur Y, on pose pour y € Y':

fly) =inf{y'(y) | ¥' € E' et ' > f sur Y}.
(3, Problem 30.1].

Dans ce paragraphe B est un espace de Banach réticulé et X = B*; on voit alors
que, pour ¢ > 1, on a:

(g € Ix) si et seulement si (B’ est de type > ¢, au sens de [5]) :

En effet, d’aprés ([1] 8,f ou [2]) la condition g € I'x équivaut a:

n 1/q
h(z) < Fq-(z ||z'k||"> NIzl
1
pour toutes z}, ..., z}, dans B’ et tout z € X, ou h est I'application définie sur X
pac == (Slescr)
1
Or, dans un espace de Banach réticulé, la fonction h est donnée par 1’élément
(i |:1:'k|q)l/q de B', considéré par Krivine dans {5].
1

On a donc, immédiatement, d’aprés [5, Théorémes 5 et 6] 1’équivalence:
(g € Ix) si et seulement si (B est de type < ¢').
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13. CAS DES ESPACES DE BANACH ORDONNES. Soit B un espace de Banach ordonné
par un cone convexe fermé et saillant B* tel que B = Bt — Bt; on ne suppose pas
forcément que Bt soit normal. On sait alors que le cone X = (B*)° est un sous - cone
normal de B', qui est o(B’, B) complet.

Nos résultats s’appliquent donc &8 X C B'.

On n’a pas forcément B' = X — X; cela équivaut a ce que Bt soit normal [7,
V.3.5]. De plus X; = X N B} est o(B’', B) compact.

On suppose que X; est une partie héréditaire de X ; c’est le cas, par exemple, si
By = conv((Bf’) U (=B{)), ce qu'on peut toujours supposer [7, V.3.5).

Soit M(X) D’espace des mesures coniques sur X, pour la dualité avec B: on a
M(X) = M*(X) - M*(X), ot M+(X) est le cone des formes > 0 sur le treillis de
fonctions sur X engendré par B, que l'on note h(X, B). Comme X est o(B', B)
complet, pour toute A € M¥(X), il existe 7(A) € X tel que A(z) = (r(1))(z) pour
tout z € B. On munit M(X) de la norme ||g|| = ||r(Ju])|l.

THEOREME 14. M(X) est un espace de Banach réticulé; il est isomorphe au
dual de 'espace h(X, B) muni de la norme:

[l = sup{[hl(z) | = € X1} = sup{p(|h]) | p € M*(X) et r(p) € X1}

- PREUVE: Comme en Section 3 on voit que M(X) est un espace normé réticulé.
Comme M; (X) est o(M(X), h(X, B)) compacte, puisque X; est o(B’, B) compacte,
on voit que M(X) est le dual de h(X, B) pour la norme sup{u(h) | r(|z|) € X1}, qui
est équivalente a la formule du théoréme; on utilise [3, Problem 30.1] pour la formule

avec (7). 0

Nous allons maintenant nous placer dans des cadres abstraits:

15. CAS DES CONES ENGENDRES PAR UN CONVEXE HEREDITAIRE. De facon abstraite,
soit X un céne convexe saillant, contenu dans un espace vectoriel F, et engendré par
un convexe héréditaire K, qui ne contient pas de demi-droite. Soit j la jauge de K;
on peut alors reprendre la théorie conduisant au Théoréme 2:

En effet si A € My(X) on voit que 'application A ~ [|A|| = 7(#(|A])) est une
norme d’espace vectoriel réticulé sur My(X). Ici E est mis en dualité avec son dual
algébrique.

A priori on n’a pas l’analogue du Théoréme 9, car on ne peut pas effectuer
l’analogue de la théorie de ([1] ou [2]); en effet, & priori, X n’est pas un cone nor-
mal situé dans un espace normé. Cependant, si on munit 'espace vectoriel (X — X},
ordonné par le cone X, de la semi-norme associée & conv(K U (—K)) celle ci sera une

norme si:

(z € (X — X) et n.z < yn pour tout n, avec y, € K) = (z < 0).
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Le cone X est alors normal dans (X — X); de plus K et la trace de la boule unité sur
X s’absorbent mutuellement. On peut alors établir le Théoréme 9.

16. CAS DES ESPACES DE BANACH ORDONNES. Ce cas peut étre vu, de facon abstraite,
de la fagon suivante: Soit X un cone convexe saillant, contenu dans un el.c.s E; on
suppose que X est engendré par un convexe o( E, E') compact héréditaire K.

Soit A Despace vectoriel des fonctions affines sur X, nulles en 0, dont la restriction
4 K est continue. On munit A de la norme ||f|| = sup{|f(z)| |z € K}.

On sait alors que A est un espace de Banach ordonné, par I'ordre des fonctions sur
X, tel que A = AT — At [4, Théoréme 5].

On peut alors appliquer nos résultats au céne X, qui est normal dans Pespace de
Banach A'. i

Dans ce cas on a de plus A' = (X — X) et A1 est normal dans A (4, Théoréme
5].

17. CAs DES CONES FAIBLEMENT COMPLETS. (Classe S, {3, Section 30.38.40]). Soit
X un cone de S, contenu dans un el.c.s. E; comme le saturé par hérédité de toute
partie o(E, E') compacte est aussi o(E, E') compacte, on peut utiliser les résultats
du paragaphe précédent, en considérant X comme la réunion, filtrante croissante, de

ses parties o(E, E') compactes, convexes et héréditaires.
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