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SUR LES DIRECTIONS DE JULIA ET DE BOREL

DES FONCTIONS ALGEBROIDES

NOBUSHIGE TODA

1. Introduction.

L'extension aux fonctions algebroϊdes du theoreme de Picard est faite

par Remoundos [7] et apres quelques annees, celle de la theorie de Nevan-

linna aux fonctions algebroϊdes dans | z \ < + oo est donnee par Selberg [9],

Ullrich [14] et Valiron [16]. Dans ce memoire, on considere Failure des

fonctions algebroϊdes d'aprέs la methode derniere.

Soient f{z) une fonction algebroϊde dans \z\ < + °o definie par

(1) fn + aMf"-1 + + an(z) = 0

oύ ax{z), , an(z) sont meromorphes dans \z\ < + o o et au moins une desquels

n'est pas rationnelle, Rf la surface de Riemann definie par f(z) comme

surface de recouvrement du plan fini, Rf(r) la partie de Rf sur \z\ <r,

n{r,w) le nombre des poles de f(z){w = co) ou des racines de Γequation

f(z) — w = 0 (w ¥= °°) sur Rf(r) en consideration de son ordre de multiplicite,

(et ainsi de suite),

N{r> W) = n Jo —L-Ί-^-1- d t + n l θ g r

dθ, w ψ oo,
, - . f{reiϋ)-w

m{r, w) =

oύ Γ(r) la frontiere de Rf{r), T{r,f) = N{r, oo) + m(r9 oo), T{r,w) = N{r,w) +

m{r9w){w^ oo), n(r,Rf) le nombre des points ramifies sur Rf(r) en consider-

ant Γordre du branche (et ainsi de suite) et

Mr, *,) = A. Γ ̂ Rfhμ^AfL dt +
ft Jo ΐ
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NOBUSHIGE TODA

Alors, comme theoremes fundamentals, on sait:

[I] Pour tout w, T(r,w) = T(r,f) + 0(1). (Selberg [9]).

[II] Soient al9a2f 9aq q(*£3) points sur la sphere de Riemann, alors sauf un

ensemble de mesure lineaire finie de r9

(q - 2)T(r, /) ^ ί j iV(r, β4) + N(r, Rf) + O(log rΓ(r, /))

ί = l

(&/ί*rg [9]).

[III] N(r, Rf) £ (2n - 2)Γ(r, /) + 0(1) (t/Z/πVA [14]).
On dit qu'une valeur a telle que l'ordre de N{r,a) est moins de celui

de f(z) est valeur exceptionnelle au sens de Borel, oύ l'ordre de f(z) est

lim sup log T{r, /)/log r.

[IV] Λ* f(z) est d'ordre positif, f(z) admet au plus 2n valeurs exceptionnelles au

sens de Borel (Remoundos [7]).

O n definie les directions de Julia et de Borel pour f{z) comme suivant

(Voir [18]):

1) On dit que / : argz —β est une direction de Julia pour f(z) si

f(z) admet au plus 2n valeurs exceptionnelles au sens de Picard dans

de(θ) = lzl larg^; — θ\ <e] oύ ε est un nombre positif quelconque.

2) On dit que B: arg z = a est une direction de Borel pour f(z) si f(z)

admet au plus 2n valeurs exceptionnelles au sens de Borel dans Δs{a) = {z;

I arg z — a | < ε } oύ ε est un nombre positif quelconque, quand l'ordre de

f[z) est positif. Une valeur a telle que l'ordre de N(r,a;dε) est inferieur a

celui de f(z) est dite valeur exceptionnelle au sens de Borel dans J e ( = Jβ(α)).

N(r,a;Jε) = X £ J ^ ^ i A h ^ O ^ i A L r f ί + .n®,°\*.) logr

oύ n(r9a;dε) est le nombre des poles de f(z) dans Δz{a= oo) ou des zeros de

/(z) — β = 0 dans J e (« ψ oo).

Pour les functions meromorphes dans | ^ l < + °o, la discussion con-

cernant les directions de Julia et de Borel est faite presque completement

par Julia [3], Ostrowski [4], Valiron [15], Biernacki [1], Rauch [5] et etc. .

Mais pour les functions algebroϊdes, il n'y a pas de resultats importants sauf

deux resultats suivants:
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THEOREME DE RAUCH ([6]). Soit f{z) une fonction algebroϊde entiere d'ordrefini

p>0 definie par Vequations (1). Alors, il existe au moins une direction d'ordre p

pour les racines de f{z) — w — 0 sauf peut-etre pour un ensemble de mesure lineaire

nulle de valeur w. ("Entiere" veut dire que al9 ,an sont tous fonctions entieres.)

THEOREME DE VALIRON ([18]). Si f(z) definie par (1) est d'ordre infini,

alors il existe une direction de Borel pour f(z).

Dans ce memoire, on considere le suivant: Dans le paragraphe 2, on

donne un exemple d'une fonction algebroϊde qui n'a pas de direction de

Julia. Le paragraphe 3 donne quelques conditions suffisantes pour que f(z)

ait une direction de Borel. Dans le paragraphe 4, on donne une ameliora-

tion du Theoreme de Rauch. Dans le paragraphe 5, on donne un theoreme

pour une fonction algebroϊde qui admet l'ensemble d'adherence fine d'ele-

ments d'un nombre fini et dans le paragraphe 6 une condition suίfisante

pour qu'une fonction algebroϊde ait la propriete de Wiman. Dans le para-

graphe 7, on donne des resultats analogues a ceux dans les paragraphes 3

et 4 pour les algebroϊdes dans \z\ < 1.

Qu'il me soit permis pour terminer cette introduction d'exprimer ici ma

reconnaissance a M. le Professeur Noshiro qui m'encourageait et a M. le

Professeur Matsumoto aupres de qui j 'a i trouve une aide constante pendant

la preparation de ce travail.

2. Un exemple d'une fonction algebroϊde qui n5a pas de direc-
tion de Julia.

On donne ici un exemple d'une fonction algebroϊde qui n'a pas de direc-

tion de Julia.

Soit

Π (1 - «/<?")
*ϊ? oύϊ
Π (1 + z/O

n=0

alors, a{z) est une fonction meromorphe dans \z\ < + oo et exceptionnelle de

Julia ([4]). Cette fonction admet les proprietes suivantes:

1) \a(z)\ —1 sur Γaxe imaginaire,

2) \a(z)\ < 1 pour R e z > 0 et | α ( z ) | > l pour R e z < 0 , et
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3) il existe deux nombres positifs m et M- tels que

0<m<\a(z)\

dans Δ — \z <θ\ oύ 0 < cosθ < 1/3.z —

Soit f{z) = jfa(3). Alors, p a r les proprietes 1), 2) et 3), il est facile a

voir que f{z) n ' a pas de direction de Jul ia . II faut demontrer 1), 2) et 3).

1) et 2) sont facile a voir. O n demontre ici la propriete 3).

O n sait Γinegalite

(2) 1 1 - w l ^e~2u si \u\ < l / 2 .

oo oo

Deux produits Π (1 — z\qn) et Π (1 + z/qn) convergent absolument et

uniformement au sens large dans \z\ < + oo, par consequent on peut changer

Γordre de produit dans | z \ < r < + oo pour r positif quelconque. Pour la

brievete, on evalue \a(z)\2 dans Δ. Soit 2=r(cos0 + i ήnθ), 0<θ<-^~, alors

— z\qn 2

 = r2 — 2rqncosθ-\-q2n

 = χ _ 4rqncosθ
+ z/qn r2 + 2rqncosθ + #2'/? r 2 + 2rqncosθ + g2?i

par consequent,

°° / λγ/Ί^CCί^ί f)
I _/-,\ I 2 TT / 1 *' *4 vUOl/

CL\Z) 1 —• XJL ( -L *~~"

Pour 0 tel que cos 0 < 1/3, on a

4rqncosθ < 1 »2

de sorte que, d'apres Γinegalite (2), il est suffisant pour demontrer la pro-

priete 3) de voir que la serie

/ox c _ v 4rqncos θ
[ό) s ~£0 r2 + 2rqncosθ + q2n

est convergente.

Soit n0 > 1 tel que qn*~ι <r<qn<> (si r < 1, n0 = 1). On divise la serie

comme suivant:

4rqncosθ

M^0 r2 + 2rqncosθ + <72'* ~ M^o r2 + 2rqnco$β
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En estimant les deux termes, on a

= 4cosfl . g qΛ = 4cosflle premier terme ^
r2 r ;£<> * r 1-q

_ 4cosfl / qno ___ JJ\ ^ Aqcosθ
q — l \ r r J ~ q—1

le second terme < fj 4r^cos^ = 4 r c o s f l . | i _J_ = 4rcos0 —ί- — ^ - y

et

^ ^ Aqcosθ
qn* q - 1 — ςι - 1

c'est-a-dire

° - q-l >

en consequence,

de cela, on a Γinegalite

dans J facilement.

3. Conditions suffisantes pour que des algebroϊdes aient des

directions de Borel.

On ne sait pas a mon regret s'il y a des directions de Borel pour les

algebroϊdes f{z) d'ordre positif ou non en general. Dans ce paragraphe, on

donne quelques conditions suffisantes pour qu'une fonction algebroϊde dans

I z I < + oo d'ordre p > 0 admette au moins une direction de Borel.

L E M M E 1. Soit g(z) une fonction meromorphe dans | z \ < + °° d'ordre fini p>0.

Alors, il existe une direction J: argz = ΘQ telle que pour δ>0 quelque soit petit,

dans Jδ{θ0) = {z; \argz — θo\ <δ] le fait suivant est realise: Si h{z) est une

fonction meromorphe dans \z\ < + oo d'ordre infeήeur a p, alors

pour tout ε positif plus petit que p avec deux exceptions possibles pour h{z) (Bier-

nacki [1]) et si g{z) est de type divergent et \ p\i dr < + °°, alors,
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avec deux exceptions possibles pour h{z) {Ranch [5]); oil zv(g - h; Δd) (v=l, 2,

3, ) sont les zeros de g{z) — h(z) dans 4δ(θ0) sans consideration de multiplicity

{Voir [12].)

THEOREME 1. Soit f(z) une fonction algebroϊde d'ordre fini p>0 definie par

(1). Si un seul des ax{z), a2{z), , an{z) est d'ordre p et d'autres sont d'ordre

inferieur a p, il existe une direction J: arg z = ΘQ telle que f{z) satisfait a la relation

pour tout ε positif plus petit que p sauf au plus 2n valeurs de a; de plus quand

f(z) est de type divergent, si un seul des coefficients est de type divergent d'ordre p

et d'autres sont de type convergent d'ordre p au plus, on pent changer (5) comme

oϊi {2v(β)}y=i sont les zeros de f{z) — a ou les poles de f{z) si a = oo dans

Λδ{00) = {z; \argz — θo\ < 3} oh δ > 0 quelconque.

Demonstration, a) Le cas oύ au moins deux coefficients ne sont pas

constants.

Soit ak(z) le coefficient de (1) d'ordre p. D'apres le lemme 1, les

zeros de ak{z) — h(z) satisfont a (4) sauf au plus deux h{z) d'ordre inferieur

a p. Soit

n<χ{Z) — — — ^ ,

a 7̂= 0, alors hΛ{z) est d'ordre infέrieur a p pour a ψ 0 et

{z;ak{z) - K{z) = 0} = [z; an + afc)***-1 + + an(z) = 0},

c'est-a-dire, les zeros de f{z) — a coincident avec les zeros de ak{z) — ha{z).

Par consequent, en appliquant le lemme 1, sauf deux hai et ha2 au plus,

les zeros de ak{z) — ha{z) satisfont a (4). Or, le nombre de β(^ a) tel que

ha{z) = hβ{z) est au plus n — 2. En eίfet, supposons qu'il existe n — 1 valeurs

βn β2, , βn-i Soit
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an + (Zxjz)^'1 + * + ak-.ι{z)an~k+* + aic+ι{z)an^k"1 + + <

= -*(*) (ι = 1 , 2, 3, , n-l),

alors,

an + ^(z)^- 1 + + h{z)an~k + + βn(g) = 0,

jS? + βitotf-1 + + h(z)βrk + + Λ»(2) = 0

(i = 1 , 2, 3, , n-l).

De ces n equations, aι{z)9 , β*-i(β), e*+i(2), , «»(«) et A(JS) reduisent

aux constants. C'est une contradiction a Γhypothese. Par consequent, il

existe au plus 2(n — 1) + 2 = 2n (le £C2" est pour 0 et oo) valeurs qui ne

satisfont pas a (5). On peut demontrer le reste de la meme faςon en

appliquant la derniere partie du lemme 1.

b) Le cas oύ un seul coefficient n'est pas constant.

Soit ak(z) le coefficient d'ordre p. Les zeros de ak(z) — a satisfont a (4)

sauf deux a au plus. Soient αx et a2 deux valeurs exceptionnelles possibles.

Les racines des equations

+ #1(2)

+ Λi(g)

+
+ a2w

n~k

+
+

• + an

(2)

= 0,

= 0

sont au plus 2n. Par consequent, sauf ces 2n valeurs au plus, toutes les

autres satisfont a (5). Le reste de ce cas est aussi demontre de la meme

maniere en appliquant la derniere partie du lemme 1.

N.B. La direction / de ce theoreme est une direction de Borel pour

THEOREME 2. Soit f{z) une fonction algebroϊde d'ordre p > 0. SHI existe

n — 1 valeurs exceptionnelles formelles finies, alors il y a une direction de Borel pour

f(z). Ici, une valeur u exceptionnelle formelle finie veut dire que Γordre de

F(u,z) = un +β 1(z)^" 1 + + an{z)

est inferieur a p.
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Demonstration. Soient uί9 u2, u39 , un-x (n — 1) valeurs exceptionnelles

formelles finies. Alors,

F(ui9 z) =un

t+ a^uT1 + + an(z) = g^z) (i = 1, 2, , n - 1)

sont d'ordre inferieur a p.

Soit u une valeur finie qui n'est pas egale aux ul9 u2, , un-19 alors

F(u, z)=un + a^u71-1 + + an(z) = g(z)

est d'ordre p. Resolvons ces equations par rapport aux aλ{z), a2{z), ,

ctn-iiz) et an{z), alors, on a

<*j(z) = «rf(2) + */«), (i = 1, 2, 3, , n),

oύ aj est un constant et hj(z) est une fonction meromorphe d'ordre inferieur

a p (j = 1, 2, 3, , w). L'equation (1) reduit a

w71 + h^w71-1 + + hn(z) + (a.w71-1 + + an)g{z) = 0.

Or, il existe au plus n valeurs w telles que, pour une fonction B[z)

meromorphe dans \z\ < 4- oo,

En eίfet, soient #j, y2, , yn, vn+1 telles valeurs differentes. Alors,

(y = l,2, , n + 1).

En resolvant les premieres ^ equations par rapport aux ^(z), /?2(̂ )> * >

An(2), on a

Ay(«) = α/SOO + i3, (i = 1, 2, , w)

oύ βj est un constant. Par consequent

1 + ^ - '+&»(g) = wn + A^71'1 + - + βn , π ω
"1 + + an ^ K h

C'est-a-dire que v19 v29 , vn9 vn+1 sont les racines de l'equation

wn + βxW71-1 + + βn = 0.

C'est une contradiction, parce que l'equation algebrique de degre n admet

au plus n racines distinctes.
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En utilisant ce fait, grace au lemme 1, on a ce theoreme en conside-

rant que

jffr; t..;
immediatement.

COROLLAIRE 1. // αiίfe wτ2£ direction de Borel pour les fonctions algebroϊdes

d'ordre p > 0 gwi Λ^m ί̂ 2n valeurs exceptionnelles au sens de Borel.

Le point ramifie n'a pas d'influence dans les discussions precedentes.

Ici, on considere le cas oύ il y influe.

LEMME 2. Soient f(z) une fonctίon algebroϊde dans \ z \ < 1 a k branches, Rf

la surface de recouvrement sur \z\ < 1 definie par f{z) et a19 a2, , aq ^(^3)

points de w-sphere. Alors, si le nombre d'elements de {p e Rf; f(p) = ai9 i = 1 ou

2 ou ou q] est nx et le nombre des points ramifies sur Rf est n29 on a

{q - 2)S(r) < nx + n2

 Λ

1-r

ou

X(r) la partie de Rf sur \z\ <r et A est un constant dependant de aί9 a29 , aq

seulement.

Demonstration. D'apres une extension du theoreme fondamental d'Ahlfors

concernant la surface de recouvrement par Dufresnoy [2], Tumura [13] et

Sario-Noshiro [8], on a

(q-2)S(r)<nί + n2 + hL(r)

ou

Γ(r) la frontiere de χ(r) et h est un constant ne dependant que de w-sphere

moins {al9 a29 , aq}.

1) Le cas oύ [q — 2)S{rr) — nx — n2 > 0 pour tout rτ plus grand que r.

En utilisant Γinegalite
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L\rγ ^ πr — y ' ,

on a

{(q - 2)S(r') - nx - n2Y < h*L(r')2 < h*«r' ^ p - ,

par consequent

2f Jrr' - {q-2f Jr I s ( r , j _ J I

ί -

q — 2

c'est-a-dire

(q-2)S(r)<n1 + n
1 — r

oύ A = /*2ίτ/(? - 2).

2) Le cas oύ il existe un r' plus grand que r tel que (q — 2)S{r') —

On a immediatement Γinegalite

(q - 2)S(r) ^ (̂  - 2)S(rf) < Wj + ^ 2 < »i + 2̂ + , ^ .

LEMME 3. Soient f{z) une fonction algebroϊde dans ΔQ = {z; \argz\ ^a0] a

h branches, Rf la surface de recouvrement sur Jo definie par f(z), Δ — {z\ \argz\<a]

oύ 0<a<a09 J0{r) = J o Π (\z\ <r), Δ(r) = Δ Π {\z\ <r), R°f{r) ou Rf(r) la

partie de Rf sur Δ0{r) ou Δ(r) respectίvement,

T{r,f, Δ) = T{r, Δ) = - | - ̂  S{^J) dr,

n(r,a;Δ0) le nombre des zeros de f(z) — a ou des poles de f(z) si a = oo sur

R°,(r),

N(r, a; Δo) = - f Γ n(r,a; Δ,,)-n(0,a;J0) d γ + n(0,a; Δo) j r>

iC Jo *̂ /le
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n{r,Rf; Δo) h nombre des points ramifies de Rf{r) et

N(r,Rf; Jo) = 4 - Γ n{r<R''> ^ ~ n ( 0 > ^ ; 4 L dr + J^iM/AAA.logr,
rC J O T fC

alors on a

(q - 2)S{r, Δ) < 3 Σ »(2r, β4 Jo) + 3n(2r, i?/ Jo) + O(logr)
t l

(9 - 2)T(r, J) ̂  3 Σ3 N(2r, a, Jβ) + 3N(2r, Rf Jo) + O((logr)2).

Demonstration, Soient h — -j/2 , rv = hv (v = 0, 1, 2, 3, ), pour v ̂  2

J y = {z; | a r g z | ^ α et r v-i < \z\ <rv}

Δ°v = {z; | a r g ^ | ^ α0 et ry_2 ̂  \z\ ^rv+1}9

R°f{v) (ou Λ/(0) la partie de i? r sur J° (ou J v ) ,

Sv " % |V i+l/(^) l^ rdrdφ*

n°v le nombre des points de R°f(v) tels que ses images par f(z) sur ^-sphere

sont al9 a2, , aq et n\ le nombre des points ramifies sur RQ

f{v).

Representons Δ°v conformement sur \ζ\ < 1 comme le centre de Δ°v cor-

respond a 0, alors il existe un constant K tel que Fimage de Δv est contenu

dans \ζ\ <κ pour tout v\ Puisque Sv n'est pas change par une transfor-

mation conforme, en appliquant le lemme 2, on a

(q - 2)SV <nl + nl + ~γ^r~

et

(q - 2) Σ Sv < Σ3 K + Σl n\ + O(n)
2 2 2

n n

v=2 ". v=2

En utilisant

Σ S V = S(rΛ, J) - S(r19 Δ)9 Σ < ̂  3 J n(rw+1, ^ Jo)
V=2 v=2 ί = l
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12 NOBUSHIGE TODA

et

Σ »i ^ 3w(rΛ+1, Rf;Δ0),

on a

(<Z - 2)S(rn, Δ) < 3 J j rc(rΛ+1, α, Λ) + 3n(rn+1, Rf Jo) + O(logrJ.

Pour tout r, il y a un M tel que rn-x^r <rn. Pour ce w,

et

par consequent

(q - 2)S(r, i ) ^ 3 Σ n(2r, ̂  i0) + 3n(2r, i?r Jo) + O(logr)

et

(ί - 2)T(r, Δ) < 3 .Σ N(2r, a, Jo) + 3N(2r, Rf Jo) + O((log rf).

Comme une consequence de ce lemme, on a

THEOREME 3. Solent f(z) une fonction algebroϊde d'ordre p>0 definie par

(1), Rf la surface de recouvrement de \z\ < + oo definie par f(z). Si Vordre des

points ramifies de Rf est moins de celui de f(z), alors il existe une direction / :

arg z — θ0 telle que, pour ε positif quelque soit petit, il existe au plus deux valeurs

exceptionnelles au sens de Borel dans Δe{θ0) = {z; \arg z — θ0\ <ε} pour f(z).

Demonstration, II existe une direction / : arg z = θ0 telle que l'ordre de

T(r,Δe{00)) est p pour ε positif quelconque. Soit εx un nombre quelconque

plus grand que ε. En applίquant le lemme 3 pour Δe(θ0) et ΔSj{00), s'il y

a au moins trois valeurs exceptionnelles au sens de Borel dans Δeι{00), par

Phypothese, l'ordre de T(r,Δe(θ0)) devienne plus petit que p. C'est une con-

tradiction. On a le resultat.

4. Amelioration du theoreme de Rauch.

Dans ce paragraphe, on ameliore et generalise le theoreme de Rauch

qui est cite dans Γintroduction.
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On utilise les memes notations dans le paragraphe precedent et on met

je(β) = {z; |argz — θ\ < ε} et E = {0; 0^0 <2π et T(r,Δε(θ),f) est d'ordre p

pour tout ε > 0 } , oύ f{z) est une fonction algebroϊde dans \z\ < + oo a n

branches d'ordre p definie par (1).

LEMME 4. Ώ ensemble E est ferme, par consequent, il est compact.

Demonstration. Soit [θn}n=i une suite quelconque qui converge vers 0Q

et qui est contenue dans E. On demontre que θ0 appartient a E. Pour

un ε > 0 quelconque, il existe un n0 tel que pour tout n plus grand que

n0, on a

si ε' est suffisamment petit. Cette inegalite signifie que θ0 appartient a E.

Cela veut dire que E est ferme.

T H E O R E M E 4. Soit f(z) une fonction algebroϊde dans \z\ < + &> d'ordre

0 < p < + oo definie par (1). Alors, on a le resultat suivant:

1) Le cas oύ E se compose d'un nombre fini d'elements.

II existe une direction J: argz = θ0 telle que, pour ε positif quelconque f(z)

admet au plus un nombre fini des valeurs exceptionnelles au sens de Borel dans dε(θ0).

2) Les autres cas.

II existe une direction J: argz — θ'o telle que, pour ε positif quelconque, f[z)

admet au plus denombrablement infini des valeurs exceptionnelles au sens de Borel

dans Δε(β'o).

Demonstration. 1) Soit E = {Θ19Θ2, •••,#<*} et V(r) = r p ( r ) o ύ p(r) est

Γordre precise de T{r,f). II admet les proprietes suivantes: i) lim p(r) = p,
r » oo

ii) lim —S^- = k oύ k > 1, iii) V(r) ^ T(r, f) pour tout r,
r - > oo K \ 7 j

iv) lim supT(r, f)jV{r) — 1, v) ^(r) est continue, derivable a droite et a
r —> oo

gauche de quelque point et lim p'(r)rlogr = 0 (Voir Valiron [19]).
γ—»co

Pour ε un nombre positif quelconque, on a

(6) T(r, f) < Σ T{r, Δ^)) + T(r, J')

oύ i r = { U Jjtfi)}0. Alors T(r,Δ') est d'ordre inferieur a ^ En divisant

les deux cotes de (6), on a
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V(r) ~h V(r) + Vtr)

et puis, en considdrant les limites superieures des deux cote's, on a

1 = lim sup ̂ ϊβ^p- ^ Σ l i m SUP -^%fi g i ) )

parce que Γ(r, Δ) est d'ordre inferieur a p. Par consequent, il existe un i0

tel que

(7) lim sup τ(r>Δ*Wu» > X .

En appliquant le lemme 3 dans le paragraphe 3 pour de{θiQ), on a

(q - 2)T(r, Jε(θί0)) < 3 Σ N(2r, a, Jj) + 3iV(2r, Rf JJ) + O((log r)2)
i = l

oύ JJ est au lieu de Jo dans le lemme 3.

En divisant les deux cotes par V(r) et prenant les limites superieures,

on a

V(r)

+3llnT

grace au theoreme du point ramifie,

+3(2,-2) I S

Si al9 a2, ' ', aq sont les valeurs exceptionnelles au sens de Borel dans

J°β9 o n a

(tf - 2) — ^ 3(2n - 2)2",

c'est-a-dire

q < 2 + 3α2p(2n - 2),

de sorte que le nombre des valeurs exceptionnelles au sens de Borel dans

J°ε est au plus 2 + [3a2p{2n — 2)].
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L'indice iQ est dependent de ε, mais i0 est au plus a, par consequent,

pour une suite et > ε2 > ε3 > > εm > ->0, il existe un iQ = iQ{εm)

m = 1, 2, 3, . Dans les discussions precedentes, si on prend

on a le resultat.

2) On demotre ici le cas oύ E n'est pas ίini. Soient ε > 0 quelconque

fixe et θ un element de E. Soit E' un ensemble sur | z | = 1 tel que eίθ

appartient a E' quand 0 appartient a E, alors E' est compact et E'a U Δe{β),
θ EiE

par consequent, il existe un nombre fini de θ, soient θί9 θ2, , ^(ε) tels

que

E' c u AM)
i = l

oύ β = β{ε).

D'apres 1) dans cette demonstration, il existe un i0 tel que le nombre

des valeurs exceptionnelles au sens de Borel dans Δ2z(θiQ) est au plus

2 + [3/32p(2n — 2)]. Pour une suite εj > ε2 > > εm > ->0, on a une

suite de θ: {θm}Z=i qui admet la propriete precedente. Puisque E est ferme,

il existe au moins un point d'accumulation de {θm}Z=i dans E. Soit θ'o un

tel point. On peut supposer que 0m converge vers θ'o. II existe un m0 tel

que pour tout m plus grand que m09

ΔM) ^ Δem(Om).

Cela veut dire que le nombre des valeurs exceptionnelles au sens de Borel

dans Δε(0f

Q) est au plus 2 + [3βm2Q[2n — 2)] oύ βm = β{εm). Soit β'=]ϊmβm,

alors, le nombre des valeurs exceptionnelles au sens de Borel dans Δt(0Ό) est

au plus 2 + [3/3'2p(2n — 2)], qui est fini ou denombrablement infini.

5. Relations entre Pensemble d'adherence fine et la distribu-

tion des valeurs d'une fonction algebroϊde.

Dans ce paragraphe, on donne quelques resultats un peu differents des

theoremes precedents.

Soit Cf{oo) Γensemble d'adherence fine de f{z) en oo qui est defini

comme suivant: Soit V = {v; voisinage fin de oo dans le plan}, alors
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16 NOBUSHIGE TODA

oύ v' est Γensemble le plus grand sur Rf dont la projection sur le plan est

v. L'ensemble Cf{oo) est non-vide, compact dans la sphere de Riemann

([11]). Alors, on sait que 1) Cf{oo) est total ou se compose d'au plus n

points et dans ce cas f{z) n'a pas de valeurs exceptionnelles au sens de

Picard; 2) si Cf{oo) ne contient pas oo, chaque coefficient de (1) admet une

limite fine finie ([11]). En utilisant ce fait, on a le

THEOREME 5. Soit f{z) une fonction algebroϊde dans | z | < + oo an branches

dέfinie par (1). Si Cf{oo) n'est pas total, il existe m(^n) directions Jx\ argz=θl9

• ' 9 Jm arg z — θm telles que f{z) rfa pas de valeurs exceptionnelles au sens de

Picard dans

m

J , = U J,(ί«) oύ J,(βt) = {z; \argz-θi\ <ε]
i = l

pour ε positif quelconque et m est le nombre des elements de Cf{oo) moins le nombre

d'elements de Cf{oo) tels que

iWs) = «S + a&Wr1 + + an(z)

est rationnelle ou a0 appartient a Cf{oo).

Demonstration. On peut supposer que Cf(oo) ne contient pas Γinfini en

considerant quelque transformation lineaire. Soient au a29 , αm ^ ele-

ments de Cf{oo) tels que

Ai{z) = α? + a^aT1 + + an{z)

n'est pas rationnelle {i — 1, 2, , m). Soient bne
ίx* et dne

iv«{n — 1, 2, )

les zeros et les poles de At{z) respectivement. Alors il existe une valeurs di

qui est un point d'accumulation de {xn} et {yn} a la fois ([11]). At{z)

admet la limite fine 0 en oo. Soient 7^: argz = θi9 i = 1, 2, , m, alors

ces Ji sont les directions que Γon cherche. En eίFet, soit a Φ Cf{co), alors

AM = an + a^a71-1 + + an{z)

admet la limite fine finie βΛ ψ 0. Par consequent

A~1(\w-βA>r) oύ 0 < r < | j 3 β |

est effile en oo, contient toutes les poles de AΛ{z) sauf un nombre fini et

la somme des angles vu de Γorigine de A~J~(\w — β α | > r) Π {\z\ > I) tend

vers 0 pour / -> + oo quand AΛ{z) n'est pas rationnelle ([10]). Si A^z) est

rationnelle, a est pris par f{z) oύ f{z) est oo grace a Γegalite
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AΛ(z) = Π (a - /,(«)),
i = l

oύ fi(z) (i = 1, 2, , w) sont les branches de f(z), de sorte que aψau

(*29 * > «m> °° est pris par /(z) Γinfini fois dans Δε exprime dans le theo-

reme. al9 a2, , am et oo sont pris par f(z) dans J e Γinfini fois grace a

sa definition. On a le resultat.

Le "m" dans ce theoreme ne peut pas etre repetisse en general. En

effet, on donne un exemple.

EXEMPLE. Soit fi(z) une fonction meromorphe non rationnelle dans

\z\ < + oo admettant la limite fine 0 en oo telle que sa toute pole est sur

arg z = θi {i = 1, 2, •••,«) oύ dt ψ θj si i ψ j . Pour n valeurs u19 u2, ,

un differentes les unes les autres, on resolve les equations

uϊ + ax{z)uTx + + an{z) = Uz)\ i = 1, 2, , n,

par rapport aux aλ{z)9 a2{z), , «»(«). On definie une fonction algebroϊde

/(«) par

/ " + «i(^)/n-1 + + an(z) = 0.

Alors, Cf{oo) = {ul9 u2, , &Λ}; /i> Λ> * * #> /» sont differentes les unes

les autres et on ne peut pas repetisser "n\ puίsque si on le repetisse, au

moins une valeur exceptionnelle apparait dans dε.

C O R O L L A I R E 2. Soit f{z) une fonction algebroϊde dans \z\ < + oo a n

branches definie par (1). Si Cf{oo) rfest pas total, f{z) admet une direction de

Julia.

6. Theoreme de type wimanien.

Pour une fonction algebroϊde dans | z | < + o o , le theoreme de type

wimanien n'existe pas generalement. On donne, ici, une condition suffisante

pour qu'un theoreme de type wimanien soit vrai.

L E M M E 5. Soit φ(z) une fonction entiere d'ordre 0 < p < 1/2 et ε un nombre

positif quelconque plus petit que p. Alors il existe une suite {rft}~βl telle que

rk t + oo et l o g m { r k ) ^ r p ~ e oύ m{r) = m i n \φ{z)\. {Voir [8]).
\z\ = r

LEMME 6. Soit
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zn + a.z71-1 + + an = 0

une equation algebrique telle que an ψ 0. Alors les racines zί9 z2, * , zn de cette

equation satisfont a

(njΛ«*L , n-ilΔ^l , . . ., Kl N ^ min

Demonstration. On saίt que

(8) max 1̂ 1 ^ m a x ^ l ^ l , /rc|α2 |, , ψn\an\).
l£i£n

Or, Ijzi (/ = 1, 2, , n) sont les racines de Γequation

En appliquant (8) pour cette equation, on a

max

par consequent,

min 1

T H E O R E M E 6. *SΌeV /(s) 2/̂ ^ fonction algebroϊde entiere, c'est-ά-dire, tous

coefficients de (1) sont entiers> d'ordre 0 < p < 1/2. *SΪ an(«) ^ ί d'ordre p et si

d'autres coefficients sont d'ordre moins de p, alors, il existe une suite {rfc}£=1 telle que

rk t + oo ^ | / ( 2 ) | -> + oo sur \z\ = rk quand k tend vers + oo.

Demonstration. Soient pu p2, ,/on-i les ordres de at{z)9 a2(z)9 9an-x(z)

respectivement, alors, par Γhypothese, pt<p [i — 1, 2, * , n — 1). Soit

ε > 0 tel que ^ + e < /o — ε pour tout /. D'apres la definition d'ordre

d'une fonction entiere, il existe un r0 tel que pour tout r plus grand que

log Mi(r)^rpi+e

ou Mi(r) = max \alz)\ {i = 1, 2, , w — 1).

Grace au lemme 5, il existe une suite {r^}^! telle que rk t °° et

log/wjrjt)^ rj°"δ pour tout k oύ mjr) = min \an{z)\.
I 5>Ί — *-
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II y a un k0 tel que pour tout k plus grand que k0, on a

log Mt(rk) ̂  rT < rV ^ loS "»('*),

de sorte que, sur \z\ = rk

M ^ v <£ exp ( - r j - + rp

kn = exp ( - r'"*(1 - rjV'- )).

Puisque ^ + 2ε — p < 0, le terme dernier tend vers 0 quand k tend vers oo

pour tout /. En consequence, sur \z\ = rk,

Ύ w|Λn-<(2)I

quand & tend vers oo pour tout /. En vertu du lemme 6,

1/(̂ )1 - > + oo sur \z\ = rk

quand k tend vers oo.

N.B. Ce theoreme n'est pas vrai toujours meme si Γordre de f(z) est

moins de 1/2.

7. Algebroϊdes dans le cercle unite.

Soit f{z) u n e fonction a lgebroϊde d ' o r d r e p d a n s \z\ < 1 definie p a r

(9) Γ + a^P'1 + + an(z) = 0

oύ ax{z)9 , an{z) sont meromorphes dans U| < 1 .

On sait que, en utilisant les memes symboles dans le paragraphe 1,

(10) T(r,/) = T(r,w) + O(l)

pour tout w et

(11) (q - 2)T(r, /) ̂  Σ iV(r, ^ ) + iV(r, Rf)
i l

oύ wl9 w29 , wq sont ^ ( ^ 3) points de la sphere de Riemann et S{r) =

O(logT(r,/))+O(logl/(l-r)) saufun ensemble i r d e r t e l q u e ^ rf(l/(l-r))<+oo;

en consequence, f(z) admet au plus 2n valeurs exceptionnelles au sens de

Borel quand p est positif.

On considere dans ce paragraphe une precision du dernier resultat

precedent. Pour cet effet, on donne une definition:
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Le point z0 = eiθ* est un point de Borel pour f(z) si et settlement si,

pour tout ε > 0, N(r, tv; Δε(θ0)) est d'ordre p sauf au plus 2n valeurs de w,

quand l'ordre de f(z) est p positif ou Δε{θQ)={z; \z\ <1 et |argz — 0O| <e}.

Pour les fonctions meromorphes dans \z\ < 1 d'ordre positif, Valiron [17]

a donne la definition du point de Borel et obtenu beaucoup de resultats;

surtout, il a trouve qu'une fonction meromorphe d'ordre fini p > 0 dans

\z\ < 1 admet au moins un point de Borel sur la circonference de ce cercle.

Ici, on donne quelques conditions suffisantes pour qu'une fonction alge-

broϊde admette au moins un point de Bore] et un autre rέsultats analogue au

theoreme 4 dans le paragraphe 4 sans demonstrations parce que Γon peut

demontrer de la meme maniere.

L E M M E 7. Soit h{z) une fonction meromorphe d'ordre fini p>0 dans \z\<l.

AlorSy il y a un point z0 sur \z\ = 1 et une droite J passant par z09 qui peut etre

confondue avec la tangente au cercle, tels que, soit Δ un domaine angulaire arbitraire

qui contient J et qui est borne par deux droites passant par z09 g{z) une fonction

meromorphe dans \z\ < 1 et {zv{h — g; Δ)} les zeros de h{z) — g(z) dans Δ sans

consideration de multiplicite, si g{z) est d'ordre inferieur a p, alors

(12) Σ (1 - \zv(h = g; Δ)\Y+1'S = oo, ε > o

aυec deux exceptions possibles pour g(z); et si h(z) est de type divergent et

Γ T{r, g) (1 - rY~ιdr < + oo, alors
Jo

(12') Έ(i-\zΛh = g

avec deux exceptions possibles pour g{z). (Voir Tsuji [12].)

En appliquant ce lemme comme dans la demonstration du theoreme 1

du paragraphe 3, on trouve

T H E O R E M E 7. Soit f{z) une fonction algebroϊde d'ordre fini p > 0 definie par

(9). Si un seul des ax{z), , an{z) est d'ordre p et d'autres sont d'ordre inferieur

a p9 alors il existe un point z0 sur \z\ = 1 et une droite J passant par z0, et qui

peut etre confondue avec la tangente au cercley tels que, soient Δ un domaine angulaire

arbitraire qui contient J et qui est borne par deux droites passant par z0 et {zv(ά}}

{ou {ZV{OΌ)}) les zeros de f(z) — a (ou les poles de f(z)) dans Δ, alors

(13) Σ ( l - I
l
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sauf 2n valeurs de a au plus; de plus si f(z) est de type divergent et si un seul des

coefficients est de type divergent d'ordre p et d'autres sont de type convergent d'ordre

p au plus, on peut changer (13) comme

(130 Σ ( i - | s Λ β ) l ) p + 1 = °o

sauf 2n valeurs de a au plus.

N.B. Le point dans ce theoreme est un point de Borel pour f(z).

On a aussi

THEOREME 8. Soit f{z) une fonction algebroϊde d'ordre fini p>0 dans \z\ < 1

definie par (9). SHI existe n — 1 valeurs exceptionnelles formelles finies, il y a un

point de Borel pour f(z) sur la circonference du cercle unite. Ici, une valeur u ex-

ceptionnelle formelle finie veut dire que Γordre de

F{u, z) =un + aγ{z)un-χ + + an{z)

est inferieur a p.

Puis, en appliquant le lemme 2 dans le paragraphe 3 et la methode

dans [12], on a

LEMME 8. Soient wί9 w2, , wq q{^3) valeurs distinctes dans la sphere de

Riemann, Δ = {z; \z\ < 1 et | a rgz — θ\ < ε}, J o = {z; \z\ < 1 et \argz — θ\ Kε^

ou ε1 > ε > 0 et f(z) une fonction algebroϊde dans JQ a k branches. Alors,

(q - 2)S{r,Δ) < 9J2 n(^±^-, w,; J o ) + 9n(^~~-, Rf;J0)+ θ ( T ^

et

(q - 2)T(r, Δ) < 63 ̂ N ^ ^ - , wt; Δo) + βSiV^^J-3- , Rf Δo)+ θ(log

Comme dans la demonstration du theoreme 3 dans le paragraphe 3, on

a

THEOREME 9. Soient f{z) une fonction algebroϊde d'ordre fini p > 0 dans \z\<l

definie par (9), Rf la surface de recouvrement de \z\ < 1 definie par f{z). Si Γordre

des points ramifies de Rf est inferieur a p, alors, il existe un point de Borel zo = eiθ»

sur I z I = 1 pour f(z).

N.B. Dans ce cas, il existe au plus deux valeurs exceptionnelles au sens

de Borel dans Δε(θ0) pour ε > 0 quelconque.
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On ne peut pas, a mon regret, demontrer s'il y a toujours au moins

un point de Borel sur la circonference du cercle unite quand Γordre de f{z)

est positif. Ici, on donne un theoreme qui approche de cette question, qui

est analogue au theoreme 4 dans le paragraphe 4.

T H E O R E M E 10. Soient f{z) une fonction algebroϊde cPordre fini p > 0 dans

\z\<l definie par (9), E = {θ; 0 ^ 0 ^ 2 π , T{r9 Δε{0)) est d'ordre p pour ε quelcon-

que positif} oύ Js{0) = {z; \z\ < 1 et \argz — θ\ < ε}. Alors,

1) Le cas oύ E se compose d'un nombre fini d'elements.

II existe un point z0 = eiθ<> sur \z\= 1 tel que, pour tout ε > 0 , f{z) admet au

plus un nombre fini des valeurs exceptionnelles au sens de Borel dans dε{00).

2) Les autres cas.

II existe un point Z'Q = eiθΌ sur \z\ = 1 tel que, pour ε > 0 quelconque, f{z)

admet au plus denombrablement infini des valeurs exceptionnelles au sens de Borel dans

On demontre ce theoreme en utilisant Fordre precise p(-τ-=—•) au lieu

de p{r) dans le paragraphe 4.
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