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Abstract. Let G be an inner anisotropic form of an unitary group of 3 variables overQ, such that
GR ' U(2; 1), and� be an automorphic representation ofG(A) whose archimedean component
�1 is a degenerate limit of discrete series; such a� never occurs in the cohomology (coherent or
étale) of a Shimura variety. We show that however it does ‘appear’ in the coherent cohomology
of some line bundle over an associated Griffiths–Schmid variety. Moreover we study cup products
between such cohomology classes and some other automorphic cohomology classes and we prove
some non-vanishing results.
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Introduction

L’un des myst̀eres de la th́eorie de Langlands tient dans le fait que certaines
formes (ou repŕesentations) automorphes, auxquelles devraient pourtant correspon-
dre des repŕesentations galoisiennes très naturelles du point de vue arithmétique,
échappent cependantà toute interpŕetation alǵebro-ǵeoḿetrique et demeurent
donc pour l’instant des objets d’une nature purement analytique dont on ne sait
pas faire grand chose. On connaı̂t bien de ce point de vue le cas des formes
de Maass associéesà la valeur propre 1=4 du laplacien, auxquelles correspon-
dent conjecturalement des représentations d’Artin paires de degré 2 du groupe
Gal(Q=Q). Les repŕesentations automorphes dont la composante archimédienne
est unelimite déǵeńerée de śerie discr̀ete constituent un autre exemple fonda-
mental de ce fait: plus préciśement, siG est un groupe ŕeductif surQ permettant
de d́efinir une varíet́e de Shimura, on sait que les représentations automorphes
de G dont le typeà l’infini est une śerie discr̀ete interviennent dans la coho-
mologie (rationnelle oúetale) de certains faisceaux localement constants sur la
variét́e en question; cela permet de prouver des résultats d’alǵebricit́e pour les
valeurs propres des opérateurs de Hecke, et aussi dans certains cas (et pro-
bablement tous lorsque la théorie sera parfaitement au point) d’associerà ces
repŕesentations des représentations galoisiennesl-adiques. Si l’on part maintenant
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d’une repŕesentation automorphe de type une limitenon d́eǵeńeréede śerie dis-
crète, alors elle intervient dans la cohomologie de certains faisceaux cohérents sur la
variét́e de Shimura, ce qui permetégalement de prouver des résultats d’alǵebricit́e;
on peut m̂eme esṕerer (bien que cela n’ait́et́e fait que dans de rares cas) construire
des repŕesentations de groupes de Galois, par des arguments faisant intervenir des
congruences entre formes automorphes. Le cas des limites déǵeńeŕees au contraire
échappèa la th́eorie, car les formes de ce type n’interviennent jamais, d’après
un ŕesultat de Mirkovǐc, dans la cohomologie (cohérente oúetale) des variét́es de
Shimura.

Comme exemple intéressant, on peut considérer les groupes unitaires réels
quasi-d́eploýes (c’està dire de signature(n; n) ou (n; n � 1)) et une limite de
série discr̀ete qui correspond au paramètre de Harish-Chandranul et à une cham-
bre de Weyl pour laquelle aucune racine simple n’est compacte (voir le début du
Paragraphe 1 pour un rappel concernant la paramétrisation de ces représentations).
Les limites ainsi d́efinies sont d́eǵeńeŕees sauf dans le cas de la signature(1;1).
Les repŕesentations automorphes d’un tel type devraient correspondreà certaines
repŕesentations galoisiennes d’image finie. On sait tout faire dans le cas non
déǵeńeŕe, i.e. pour les groupes de type(1;1) : c’est la th́eorie de Deligne–Serre,
qui associe des représentations d’Artin impaires de degré 2 aux formes de poids 1.
On ne sait rien au contraire dans les autres cas, même pas que les valeurs propres
de Hecke sont alǵebriques. Ce problème n’est d’ailleurs pas sans rapport avec celui
des formes de Maass mentionné plus haut, car il correspond par fonctorialité à
ces dernìeres, ainsi que Clozel me l’a fait remarquer, des formes automorphes sur
U(2;1) du type ci-dessus.

L’objet du pŕesent article est de suggérer une possible voie d’attaque sur l’exem-
ple d’une forme tordue (supposée anisotrope pour simplifier) d’un groupe unitaire
à trois variables de typèa l’infini U(2;1). Plus pŕeciśement, on y montre que
nos formes mystérieuses interviennent dans la cohomologie (en degrés 1 et 2) d’un
faisceau coh́erent sur lavariét́e de Griffiths–Schmidassocíee. Ce faisceau est en fait
une ‘racine carŕee’ du faisceau dualisant, et notre résultat fait ainsi apparaı̂tre une
géńeralisation assez naturelle du cas des formes classiques de poids 1. Toutefois les
résultats arithḿetiques souhaités ne d́ecoulent pas de cette interprétation, car notre
variét́e de Griffiths–Schmid n’est pas (contrairement aux variét́es de Shimura) une
variét́e alǵebrique. On peut espérer quand m̂eme, du fait que la variét́e en ques-
tion est en quelque sorte ‘de nature algébrique’ (i.e. un espace de modules pour
certains types de structures de Hodge), qu’il soit possible de donner une définition
raisonnable de ce qu’est une classe de cohomologie ‘rationnelle’: dans le cas du
H1 et d’un vrai groupe unitaire (et non pas d’une forme tordue), on peut sans doute
faire cela en consid́erant la restriction d’une telle classe aux courbes modulaires
(au sens usuel) qui sont naturellement incluses dans la variét́e de Griffiths–Schmid,
et exiger que cette restriction soit rationnelle. On aurait besoin d’avoir une notion
de rationalit́e de ce genre aussi pour leH2, de sorte que le cup-produit de classes
rationnelles le soit́egalement. J’espère pouvoir revenir sur ces questions dans un

comp4107.tex; 11/11/1994; 13:46; v.7; p.2

https://doi.org/10.1023/A:1000282229017 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1000282229017
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prochain travail, ainsi que sur une correspondance explicite entre certaines formes
automorphes au sens classique pour les groupes unitaires et certaines des classes de
‘cohomologie automorphe’ qui interviennent ici (cela résulte d’une variante, dueà
Gindikin, de la transformation de Penrose). Pour en revenir au présent article, j’y
vérifie que les classes de cohomologie associées aux limites d́eǵeńeŕees de śeries
discr̀etes interagissent par cup-produit de fac¸on non triviale avec d’autres qui sont
assocíeesà des śeries discr̀etes, et pour lesquelles on sait donc que les valeurs
propres des oṕerateurs de Hecke sont algébriques. De fac¸on duale, cela revient̀a
dire que nos classes mystérieuses, vues dans leH2, sont des combinaisons linéaires
de cup-produits de classes de 1-cohomologie associéesà des repŕesentations auto-
morphes d’un type connu, et en particulier rationnelles. Si l’on parvientà donner
une d́efinition ǵeoḿetrique de rationalité pour les classes de cohomologie sur notre
variét́e de Griffiths–Schmid, ce résultat impliquera des résultats de rationalité pour
les formes associées aux limites d́eǵeńeŕees de śeries discr̀etes et peut-être aussi
des congruences entre ces dernières et des formes associéesà des śeries discr̀etes
non-holomorphes.

Dans le cas des variét́es de Shimura, il est connu que le calcul de la coho-
mologie coh́erente revient au calcul de la(p;K)-cohomologie d’espaces de formes
automorphes, avecp l’algèbre de Lie du sous-groupe parabolique (complexe) qui
stabilise un point du domaine hermitien symétrique associé ; cela se ram̀ene aussi
si l’on préfére au calcul de lan-cohomologie, òu n est le radical unipotent de la
sous-alg̀ebre de Borel correspondantà une chambre de Weyl ‘holomorphe’ (ou
‘antiholomorphe’, suivant les normalisations choisies) : le résultat de Mirkovǐc
auquel il aét́e fait allusion plus haut affirme en fait que cetten-cohomologie s’an-
nule pour les limites d́eǵeńeŕees de śeries discr̀etes. Le calcul de la cohomologie
coh́erente d’une variét́e de Griffiths–Schmid est complétement analogue et on mon-
tre, dans le cas particulier considéŕe ici, qu’il revientà un calcul den-cohomologie
d’espaces de formes automorphes, où n désigne maintenant une algèbre unipotente
non holomorphe. L’apparition ici des limites d́eǵeńeŕees correspond donc au fait
que, pour un teln, leur cohomologie ne s’annule plus.

Le calcul de lan-cohomologie des limites déǵeńeŕees s’av̀ere intrins̀equement
beaucoup plus ardu que dans le cas non déǵeńeŕe. Nous effectuons ce calcul ici
(dans le cas de SU(2;1) ou U(2;1)) d’une façon tr̀es píetonnìere, c’està dire
par des calculs totalement explicites : au Paragraphe 1 nous extrayons d’articles
de Wallach et Johnson–Wallach une description ‘matricielle’ très pŕecise de nos
limites d́eǵeńeŕees (il n’y en a d’ailleurs qu’unèa torsion pr̀es par un caractère), et
au Paragraphe 2 nous utilisons cette description pour calculer ‘manuellement’ la
cohomologie eńecrivant explicitement les cocycles qui apparaissent. Ce genre de
méthode ne saurait bien sûr se ǵeńeraliser au cas d’un groupe quelconque. L’idée
plus habile consiste bien entenduà faire appel̀a la localisation, mais dans le cas
difficile d’un caract̀ere infinit́esimal singulier: j’expliquèa la fin du Paragraphe 2,
d’un point de vue assez naı̈f, à quoi cela revient dans le cas d’un groupe unitaire
à trois variables. Wolfgang Soergel,à qui j’avais expliqúe le probl̀eme et montŕe
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mes balbutiements localisateurs, vient dans un travail récent ([So]) de ramener ce
calculà un probl̀eme (sans doute d’ailleurs très difficile) relatifà la combinatoire du
groupe de Weyl. Je me suis toutefois tenu icià la ḿethode calculatoire, parce qu’on a
besoin dans la suite de résultats plus fins que le simple calcul de la cohomologie (on
veut exprimer des projections de cup-produits sur des facteurs directs de produits
tensoriels de représentations), ce qui ne semble pas découler de la localisation.

J’ai fait quelques calculs ‘expérimentaux’, en partant du travail de Soergel, por-
tant sur les représentations des groupes unitaires quasi-déploýes (i.e. SU(m;m) et
SU(m;m�1)) et les limites d́eǵeńeŕeesde śeries discr̀etes analogues̀a celles consi-
déŕees ici (i.e. pour un param̀etre de Harish-Chandra nul), avecn correspondant
à une chambre pour laquelle aucune racine simple n’est compacte. Cela conduit
à des probl̀emes combinatoires difficiles, de comparaison entre l’ordre de Bruhat
sur le groupe de Weyl compactWc et celui induit par l’ordre de Bruhat sur le
groupe de WeylW tout entier. Pour de petites valeurs dem, on peut alors voir que
la cohomologie est non nulle, mais les résultats obtenus sont assez compliqués.
Le résultat de Soergel fournit une sorte d’algorithme pour la calculer, mais il ne
semble pas possible de prédire une expression de cette cohomologie valable pour
m quelconque. Tout cela semble toutefois indiquer que les idées du pŕesent article
admettent sans doute des extensionsà un cadre beaucoup plus géńeral.

Le Paragraphe 3 est consacré à traduire les ŕesultats des deux préćedents en
termes de la cohomologie cohérente de notre variét́e de Griffiths–Schmid et les
deux suivants̀a établir les ŕesultats relatifs aux cup-produits. Dans le cas des
variét́es de Shimura, Clozel, Harris et Li ont ramené des probl̀emes de non-
annulation ‘virtuelle’ de cup-produits (ou de restrictions)à des probl̀emes purement
archiḿediens; on montre qu’il en est de même ici. Le Paragraphe 4 est consacré à
ces questions archiḿediennes: il s’agit de faire apparaı̂tre certaines représentations
de la śerie discr̀ete comme facteurs directs dans des produits tensoriels et de vérifier
la non annulation de la projection sur ces facteurs de cup-produits de classes de
n-cohomologie. On montre enfin au dernier paragraphe comment cela entraı̂ne
diff érents ŕesultats relatifs̀a des cup-produits sur la variét́e étudíee.

Ce travail áet́e entrepris lors d’un śejour au Research Institute for Mathematical
Sciences de Kyoto. Je remercie mes collégues japonais (en particulier Y. Ihara, T.
Oda et M. Kashiwara) pour cette invitation, les discussions intéressantes que j’ai
eues avec eux et leur chaleureuse hospitalité.

1. Une limite déǵenérée de śerie discrète

(1.1) Nous nous int́eressons dans ce qui suità l’unique limite d́eǵeńeŕee de śerie
discr̀ete pour le groupe SU(2;1) et nous la notons�0. Rappelons que, d’une fac¸on
géńerale, leslimites de śeries discr̀etespour un groupe semi-simple sont définiesà
partir des śeries discr̀etes, not́ees�(�) dans la paraḿetrisation de Harish-Chandra,
par un proćed́e de continuation qui permet de ‘pousser’ le paramètre� sur les murs
(cf. par exemple le Paragraphe 1 de [Kn–Zu]). Plus préciśement, ce param̀etre qui
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pour les śeries discr̀etes doit̂etre non singulier, est maintenant autoriséà appartenir
à la frontìere d’une chambre de WeylC. On obtient alors une représentation notée
�(�;C) – dépendant effectivement deC – qui est non nulle si et seulement si�

n’est orthogonalèa aucune racine compactesimplerelativement̀aC (ou plut̂ot à
l’ordre correspondant sur les racines).

Leslimites de śeries discr̀etesainsi obtenues sont des représentations irŕeducti-
bles; elles sont paraḿetŕees par les couples(�;C) vérifiant la condition ci-dessus,
modulo l’action du groupe de Weyl compact. Enfin, on dit que�(�;C) estnon
déǵeńeréesi la condition plus forte suivante est satisfaite:� n’est orthogonale
à aucune racine compacte. Sinon elle estdéǵeńerée. La repŕesentation que nous
consid́erons ici est celle qui correspond au paramètre� = 0 et à la chambre de
Weyl ‘non holomorphe’, pour laquelle les racines compactes ne sont pas simples.

(1.2) Notre repŕesentation�0 admet en ŕealit́e une description beaucoup plus
terre à terre que la th́eorie que nous venons de rappeler brièvement: il s’agit en
fait d’une repŕesentation de la série principale sph́erique,étudíee en d́etail dans
l’article [Wa] – où elle est d́efinie au Paragraphe 7 sous l’appellation de��1;�1 ou
bien de��� – ainsi que dans l’article [Jo-Wa], où l’on étudie plus ǵeńeralement
les trois groupes SO(n;1), SU(n;1) et Sp(n;1) et où la repŕesentation qui nous
intéresse est d́enot́ee�2. Nous allons extraire de ces deux articles une description
très pŕecise de�0 qui nous servira ensuitèa calculer explicitement sa cohomologie.

Le groupe unitaire que nous considérons est celui relatif̀a la forme hermitienne
surC3 de matrice0B@ 1

1

�1

1CA
Un élémentg deG = SU(2;1) sera en ǵeńeral écrit sous la forme d’une matrice
par blocs 

A b

c� d

!
avecA une matrice (2� 2), b et c deux matrices colonnes,c� la transpośee
conjugúee dec, et enfind un élément deC. Le sous-groupe compact maximal,
constitúe des matrices de la forme 

A

(detA)�1

!
avecA 2 U(2), sera not́eK et il s’identifie ainsìaU(2). Nous d́esignerons parT
le sous-groupe de Cartan compact constitué des matrices diagonales0B@ �

�




1CA ;
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où�; � et
 sont des nombres complexes de module 1 dont le produit vaut 1.
Le groupeG opère sur la sph̀ere

S3 = fZ =

�
z1

z2

�
2 C2; jZj2 = jz1j2 + jz2j2 = 1g;

un élément

g =

 
A b

c� d

!

agissant par

g:Z = (hZ; ci + d)�1:(AZ + b);

où h i désigne la forme sesquilinéaire surC2:��
z1
z2

�
;

�
c1
c2

��
= �c1z1 + �c2z2:

Notre repŕesentation�0 se ŕealise alors sur l’espace des fonctions (L2, ouC1, ou
analytiques, etc: : : – suivant la ŕealisation que l’on choisit de considérer: nous dis-
cuterons de ce point ultérieurement) sur la sphère, unélémentg 2 G transformant
une telle fonctionf en

(�0(g):f)(Z) = j �d� hZ; bij�2f(g�1:Z):

(1.3) Désignons parH le module de Harish-Chandra associé à�0, constitúe des
vecteursK-finis. Les deux articles sus-mentionnés contiennent une description
précise de l’ensemble desK-types qui interviennent dansH: tout d’abord, ce
module se d́ecompose comme une somme directeH =

L
p;q>0Hp;q, où pour

chaque couplep; q d’entiers> 0,Hp;q désigne l’ensemble des restrictionsàS3 des
fonctions polyn̂omiales harmoniques enZ; �Z qui sont homog̀enes de degrépenZ et
q en �Z (cf. [Wa] Paragraphe 7, ou [Jo–Wa] Théor̀eme 3.1 – le cas qui nous intéresse
ici, avec les notations de [Jo–Wa], est celui où F = C; n = 2; d = 2; � = 2,
tandis que pour [Wa] c’est le cask1 = k2 = �1).

Chaque espaceHp;q est une repŕesentation irŕeductible deK que l’on peut
identifier plus pŕeciśement via l’isomorphisme entreKetU(2). On v́erifie (cf. [Wa],
Lemma 7.9) queHp;q est de dimensionp+ q+ 1, et isomorphèa la repŕesentation
suivante, que nous désignerons par�p;q, du groupeU(2): son espace est l’ensemble
des fonctions polyn̂omialesP surC2 homog̀enes de degré p + q, l’action d’un
élémentk 2 U(2) étant donńee par:

�p;q(k):P

��
z1

z2

��
= det(k)2q�pP

�
k�1:

�
z1

z2

��
;
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où k�1:

�
z1

z2

�
dénote l’oṕeration naturelle (lińeaire) deU(2) surC2. Tout ceci

détermine compl̀etement l’action deK surH, mais nous avons besoin de ren-
seignements supplémentaires; pour cela nous utiliserons l’élément, not́e ep+q;p�q,
exhib́e au Paragraphe 3 de [Jo–Wa],à cette diff́erence pr̀es que nous le noterons ici
ep;q pour alĺeger les notations. Il s’agit d’uńelément explicite deHp;q (expressible
à partir de fonctions hypergéoḿetriques) que l’on peut caractériserà homoth́etie
près par le fait qu’il est fix́e par le sous-groupe (notéM dans loc.cit.) deK constitúe
des matrices de la forme0B@ �

��2

�

1CA ;
où � est un nombre complexe de module 1. Or on voit aussitôt que leśeléments
fixés par les 

�

��2

!

dans l’espace de la représentation�p;q sont exactement ceux proportionnels au
polynômezp1z

q
2. Ce fait va nous permettre de définir unebasedeHp;q par transfert

de la base naturelle de l’espace de la représentation�p;q. Plus pŕeciśement

DÉFINITION. L’isomorphisme entre�p;q etHp;q étant normaliśe de telle sorte que
l’image dezp1z

q
2 soit ep;q, nous notons, pour chaque entier�q 6 j 6 p, ep;q(j)

l’image dezp�j1 z
q+j
2 .

(1.4) On obtient ainsi une base dans chacun desHp;q , avecep;q(0)= ep;q et
l’ensemble de tous ceséléments constitue une base deH. Notre but est maintenant
d’expliciter l’action sur cette base de certainséléments de l’alg̀ebre de Lie com-
plexifiéeg = sl(3;C) deG ; en particulier nous nous interésserons̀a l’action de la
sous-alg̀ebre unipotenten constitúee des matrices de la forme:

0@0 � �
0 0 0
0 � 0

1A :
Les trois matrices suivantes contituent une base den

A =

0@0 1 0
0 0 0
0 0 0

1A ; B =

0@0 0 1
0 0 0
0 0 0

1A ; C =

0@0 0 0
0 0 0
0 1 0

1A :
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Nous voulons calculer explicitement l’action de ces trois matrices deg, ainsi
que celle des matrices diagonales deG, pour lesquelles nous adopterons la notation

t(�; �) =

0@� �

(��)�1

1A :
Le plus facile bien ŝur est de calculer l’action deśeléments deK ou de son

algèbre de Lie complexifíee – que nous noteronsk – car il suffit de faire ce calcul
pour la repŕesentation�p;q rapport́eeà sa base naturelle. On trouve aussitôt comment
agit le tore diagonal

t(�; �):ep;q(j) = �2(q�p)+j�q�p�j:ep;q(j):

De même, il n’est pas difficile d’exprimer l’action deA 2 k ou de sa conjugúee
A� 2 k et l’on obtient apr̀es un calcuĺevident

A:ep;q(j) = �(p� j):ep;q(j + 1); (0 si j = p);

A�:ep;q(j) = �(q + j):ep;q(j � 1); (0 si j = �q):

(1.5) Pour aller plus loin, nous utilisons maintenant le Théor̀eme (4.1.(2)) de [Jo–
Wa], où est explicit́ee l’action surep;q = ep;q(0) de l’élément suivant (qu’ils notent
H)

B +B� =

0@0 0 1
0 0 0
1 0 0

1A :
Dans le cas considéŕe ici, F = C; n = 2; d = 2; � = 2 et l’on obtient, en

prenant garde aux différences de notations (l’élément que nous notonsep;q cöıncide
avec celui not́eem;l dans loc.cit. pourm = p+ q; l = p� q ), la formule

(B +B�):ep;q =
1

p+ q + 1

�
(p+ 1)2ep+1;q � q2ep;q�1

+(q + 1)2ep;q+1� p2ep�1;q
�
;
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où lorsquep = 0 ouq = 0, on donne une valeur arbitraireàe�1;q ouep;�1, le terme
correspondant apparaissant avec un coefficient nul. On utilise ensuite le fait que
l’ élémentt(i; i), qui oṕere par homoth́etie de rapportip�q surHp;q, conjugue la
sommeB +B� ent(i; i):(B +B�):t(�i;�i) = �i:B + iB� . De ce qui pŕećede
on d́eduit alors aussitôt comment op̀ereB �B�

(B �B�):ep;q =
1

p+ q + 1

��(p+ 1)2ep+1;q + q2ep;q�1

+(q + 1)2ep;q+1� p2ep�1;q
�
;

et l’on voit que ces deux formules nous permettent de séparer les contributions
respectives deB etB�

B:ep;q =
1

p+ q + 1

�
(q + 1)2ep;q+1� p2ep�1;q

�
;

B�:ep;q =
1

p+ q + 1

�
(p+ 1)2ep+1;q � q2ep;q�1

�
:

(1.6) Pour d́eterminer maintenant l’image parB desep;q(j), on utilise le fait que
B commuteàA, laquelle envoieep;q(j) sur un multiple deep;q(j + 1) explicité
plus haut. Un rapide calcul nous fournit le résultat pourj > 0

B:ep;q(j) =
1

p+ q + 1

�
(q + 1)2ep;q+1(j) � p(p� j)ep�1;q(j)

�
;

ainsi qu’on le v́erifie par ŕecurrence surj > 0. Montrons que cette formule demeure
également valable pour lesj 6 0 : si on la suppose vraie pour unj, �q < j � 0,
alors la commutation deB etA entrâıne que la diff́erence

B:ep;q(j � 1)

� 1
p+ q + 1

�
(q + 1)2ep;q+1(j � 1)� p(p� j + 1)ep�1;q(j � 1)

�
appartient au noyau deA. Pour voir que cette expression est nulle, on remarque
qu’elle est vecteur propre pour les matricest(�; ��2) et la valeur propre�3(j�1),
ainsi qu’il résulte des formules donnant l’action dest(�; �) (d’une façon ǵeńerale,
t(�; ��2) agit surep;q(j) par multiplication par�3j), ainsi que du fait quet(�; ��2)
etB commutent. Or Ker(A) est engendré par lesep0;q0(p0) et il est donc contenu
dans la somme des espaces propres associés aux valeurs propres�3p0 , avecp0 > 0.
Il en résulte donc bien (carj � 1 < 0) que la diff́erence ci-dessus est nulle, et la
formule est donćetablie pour toute valeur�q 6 j 6 p.
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D’une façon toutà fait analogue, on utilise la commutation deB� etA� pour
déterminer l’action deB� sur lesep;q(j). On obtient par un calcul direct, dans le
cas òu j 6 0, et par un argument identique au préćedent, faisant intervenir le noyau
deA�, dans le casj > 0, la formule

B�:ep;q(j) =
1

p+ q + 1

�
(p+ 1)2ep+1;q(j)� q(q + j)ep;q�1(j)

�
:

Finalement, on exprime l’action deC en remarquant queC = [B�; A]. Nous
rassemblons dans un formulaire le résultat que l’on obtient de la sorte, ainsi que
ceux trouv́es pŕećedemment, donnant les actions det(�; �); A etB

(1.7) Formulaire:

t(�; �):ep;q(j) = �2(q�p)+j�q�p�j:ep;q(j);

A:ep;q(j) = �(p� j):ep;q(j + 1);

B:ep;q(j) =
1

p+ q + 1

�
(q + 1)2ep;q+1(j) � p(p� j)ep�1;q(j)

�
;

C:ep;q(j) =
1

p+ q + 1

�
(p+ 1)2ep+1;q(j + 1) + q(p� j)ep;q�1(j + 1)

�
:

(1.8) Variante: cas des groupesU(2;1) et CU(2;1).

Nous consid́ererons en ǵeńeral, plut̂ot que le groupe SU(2;1), le groupe unitaire
U(2;1), ou m̂eme CU(2;1) (groupe des similitudes unitaires). La représentation
que nous avons jusqu’icíetudíee est triviale sur le centre de SU(2;1) et elle se
prolonge en des représentations, toujours triviales sur leurs centres, de chacun des
deux groupes U(2;1) et CU(2;1). Nous noterons encore�0 l’un ou l’autre de ces
prolongements, qui se réalisent́egalement sur l’espace des fonctions sur la sphère,
l’action étant d́ecrite par la formule

(�0(g):f)(Z) = jdet(g)j2=3j �d� hZ; bij�2f(g�1:Z):

Les formules que nous avons trouvées ci-dessus demeurent bien sûr valables
pour ces actionśetendues. Il convient toutefois, dans le cas du groupe U(2;1) (resp.
CU(2;1)), de d́esigner maintanant parT l’ensemble des matrices diagonales

t(�; �; 
) =

0@� �




1A ;
où �; �, et
 sont des nombres complexes de module 1 (resp. trois nombres com-
plexes de m̂eme module). L’action d’une telle matrice surep;q(j) est alors donńee
par

t(�; �; 
):ep;q(j) = �(q�p)+j��j
p�q:ep;q(j):
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2. Cohomologie de�0.

(2.1) L’algèbre de Lien est engendrée comme espace vectoriel par les trois
matricesA, B, etC. La premìere est centrale dansn, tandis que le crochet[B;C]
est égal à A. Nous allons calculer directement lan-cohomologie du moduleH
en utilisant les formules ci-dessus et le complexe standard. Pour 06 q 6 3, on
consid̀ere donc le groupe de cochaı̂nes

Cq = Cq(n;H) = HomC

 
q̂

n ;H
!
:

Fixons des isomorphismesC0 ' H, C1 ' H3, C2 ' H3, C3 ' H
de la façon suivante: le premier est́evident, le second est défini en associant
à tout élément deC1 le triple (u; v; w) des images respectives deA, B, et C;
le troisìeme s’obtient de m̂eme en consid́erant les images, notées(x; y; z), des
éléments respectifsB^C,C^A,A^B, et enfin le dernier correpondà l’image de
A^B ^C. Via ces isomorphismes, on peut exprimer l’opérateur cobord@ comme
suit

pour h 2 H ' C0; @(h) = (A:h; B:h; C:h);
pour (u; v; w) 2 H3 ' C1; @(u; v; w) = (B:w � C:v � u; C:u

�A:w;A:v �B:u);
pour (x; y; z) 2 H3 ' C2; @(x; y; z) = A:x+B:y + C:z:

Des formules exprimant l’action den, on d́eduit qu’aucun vecteur non nul de
H ne peutêtre invariant: lesh vérifiantA:h = 0 sont combinaisons lińeaires de
ep;q(p), et on voit alors queB opére de fac¸on injective sur Ker(A). Le groupe
H0(n;H) est donc nul.

Le groupe des 1-cocyclesZ1 s’identifieà

Z1 = f(u; v; w) 2 H3; B:w � C:v = u; C:u = A:w; A:v = B:ug;

et nous devons le quotienter par le sous-groupe constitué des triples de la forme:
(A:h;B:h;C:h). Or tous lesep;q(j), pour�q < j 6 p appartiennent̀a l’image de
A, et nous pouvons donc supposer que nous partons d’un 1–cocycle(u; v; w) avec
u de la forme:

u =
X
p;q>0

�p;qep;q(�q):
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Alors

B:u =
X
p;q>0

1
p+ q + 1

(q + 1)2�p;qep;q+1(�q)

�
X

p>0;q�0

1
p+ q + 1

p(p+ q)�p;qep�1;q(�q);

où la premìere somme est dans l’image deA; la seconde doit ŷetre aussi (car
B:u = A:v), ce qui entrâıne que�p;q doit être nul pourp > 0. Consid́erons
maintenant:

C:u =
X
q>0

1
q + 1

�0;qe1;q(�q + 1) +
X
q>0

1
q + 1

q2�0;qe0;q�1(�q + 1);

cetélément doit́egalement appartenirà l’image deA, ainsi qu’il résulte de l’́egalit́e
C:u = A:w. Cela force tous les�0;q pourq > 0 à être nuls.

Nous sommes donc ramenés au cas d’un cocycle(u; v; w) avecu de la forme:
u = �e0;0. AlorsB:u = �e0;1 ,C:u = �e1;0(1) et les relationsA:v = B:u;A:w =
C:u sontéquivalentes aux suivantes

v 2 ��e0;1(�1) + Ker(A); w 2 ��e1;0 + Ker(A);

d’autre part, on constate aussitôt que le triple(e0;0;�e0;1(�1);�e1;0) est bien un
cocycle, c’est̀a dire que la condition non encore considéŕeeB:w � C:v = u est
aussi satisfaite. Commee0;0 n’appartient pas̀a l’image deA, ce cocycle n’est pas
un cobord, et il d́efinit donc une classe de cohomologie non triviale.

Nous allons montrer maintenant que cette classeengendreH1(n;H); en vertu
de ce qui pŕećede, il nous suffit pour cela de prouver que tout cocycle de la forme
(0; v; w) est un cobord. Le fait que ce triple soit un cocycle signifie quev et w
appartiennent̀a Ker(A), c’est à dire à l’espace engendré par lesep;q(p), et que
B:w = C:v.

Nous pouvons donc poser

v =
X
p;q>0

�p;qep;q(p); w =
X
p;q>0


p;qep;q(p);

d’où

B:w =
X
p;q>0

1
p+ q + 1

(q + 1)2
p;qep;q+1(p);

C:v =
X
p;q>0

1
p+ q + 1

(p+ 1)2�p;qep+1;q(p+ 1):
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L’ égalit́e de ces deux expressions revient auxégalit́es

�p;0 = 0; 
0;q = 0; pour p; q > 1 : p2�p�1;q = q2
p;q�1:

On voit alors que(0; v; w) est le cobord associé à l’élément

h =
X
p;q>0

hp;qep;q(p);

avec

hp;q =
p+ q + 1
(q + 1)2

�p;q+1 =
p+ q + 1
(p+ 1)2


p+1;q:

(2.2) On peut prouver par des arguments analogues que le second groupe de
cohomologieH2(n;H) est lui aussi de dimension 1. Afin de ne pas lasser le
lecteur, contentons nous de remarquer que le 2-cocycle suivant

(x; y; z) = (e0;0; 0; 0)

n’est pas un cobord. En effet, si c’́etait le cobord d’une 1-cochaı̂ne (u; v; w),
quitteà modifier cette dernière par un cobord@(h), nous pourrions supposer queu
est comme ci-dessus une combinaison linéaire deep;q(�q); alors l’argument d́ejà
utilisé plus haut, partant deségalit́esC:u = A:w; A:v = B:u , entrâınerait queu
devraitêtre en fait un multiple dee0;0. Modifiant alors(u; v; w) par un multiple du
1-cocycleétudíe pŕećedemment, nous serions finalement ramenésà la situation òu
u = 0, avecv etw deuxéléments de Ker(A) tels queB:w � C:v = e0;0 , et on
contate aussitôt (cf. les formules de la fin duno préćedent exprimantB:w etC:v)
que cela n’est pas possible.

Plutôt que de montrer directement que la classe du 2–cocycle préćedent engen-
dreH2(n;H), invoquons ici la dualit́e de Poincaŕe: le dual deH2(n;H) est isomor-
pheàH1(n;H�) (cf. par exemple [Kn] Chap. VI Paragraphe 3; noter que

V3(n)
est trivial commen-module). Or le dual deH = �Hp;q est le produit des duaux,
également isomorphe au produit�Hp;q: cela ŕesulte de ce que la représentation
que nous consid́erons est̀a la fois unitarisable et réalisable surR: plus pŕecis̀ement
il existe surH un produit scalaire hermitien invariant pour lequel la décomposition
enHp;q est orthogonale ; or le conjugué d’un polyn̂ome deHp;q est dansHq;p, et
l’on obtient ainsi un dualit́e équivariante surH qui identifieHq;p au dual deHp;q.
Ceci dit, le calcul que nous avons fait pour calculer la 1-cohomologie de�Hp;q

s’appliqueégalement, en donnant le même ŕesultat, au produit�Hp;q. Nous en
déduisons queH2(n;H) est donc bien de dimension 1.

Finalement, le groupeH3(n;H) estnul, ainsi qu’on peut le voir en invoquant de
nouveau la dualit́e de Poincaŕe, ou bien plus simplement en constatant directement
que la ŕeunion des images des trois opérateursA,B, etC, engendreH.
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(2.3) Si G désigne l’un des trois groupes SU(2;1), U(2;1) ou CU(2;1), notre
algèbre de Lien est une sous-algèbre de l’alg̀ebre de Lie complexifíeeg deG.
Son normalisateur dansGC est un sous-groupe de Borel, contenant le toreT

constitúe des matrices diagonales deG. Nous noteronsb la sous-alg̀ebre de Borel
correspondante, qui est donc la somme den et de l’alg̀ebre de Lie complexifíee,
not́eet, deT .

Le toreT , agissant̀a la fois surn et surH, agit sur lan-cohomologie, ainsi
qu’il r ésulte de la compatibilité entre l’action deg et de l’action du sous-groupe
compact maximal surH. Explicitons cette action: une matrice diagonalet(�; �; 
)
conjugueA (resp.B, resp.C) en���1:A (resp.�
�1:B, resp.
��1:C), et son
action surH a ét́e d́ecrite en (1.8). On trouve alors que cette matrice diagonale
multiplie le 1–cocycle explicit́e ci-dessus par le scalaire

��1� = (��1
)(�
�1) = (�
�1)(��1
):

De même, le 2-cocycle que nous avons exhibé est multiplíe par��1�, car
t(�; �; 
) multiplie B ^ C par���1 et fixee0;0. On voit donc queT opére par le
même caract̀ere surH1(n;H) et surH2(n;H). Nous noterons� ce caract̀ere

�(t(�; �; 
)) = ��1�

Nos ŕesultats peuvent se formuler de fac¸onéquivalente en termes decohomolo-
gie relative. En effet les groupes

H�(b; t;H
 �) = H�(b; T;H
 �);

où � désigne un caractère du toreT – qui s’́etend de fac¸on évidente en un ca-
ract̀ere du sous-groupe de Borel considéŕe – s’obtiennent comme lesT– (ou t–)
invariants dansH�(n;H 
 �), ainsi qu’on le voit directement en comparant les
‘complexes standard’. Nous avons donc obtenu la

(2.4) Proposition :Les groupes de cohomologie

H�(b; T;H
 �);

sont nuls, sauf les deux suivants

H1(b; T;H
 ��1); H2(b; T;H
 ��1);

qui sont de dimension1.

(2.5) Commentaires:

Le calcul de lan-cohomologie des limitesnon d́eǵeńeréesde śeries discr̀etes,
pour tout groupe semi-simpleG, a ét́e effectúe par Williams [Wi2],à la suite de
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travaux de Schmid consacrés au cas des séries discr̀etes. Icin désigne le radical
unipotent d’une sous-algèbre de Borel, d́efinieà partir d’un ordre sur le système des
racines relatives̀a un sous groupe de Cartan compactT � K. Nous rappelerons
et utiliserons plus tard ces résultats de Williams. La ḿethode qu’il utilise, et qui
raffine celle utiliśee par Schmid, consisteà montrer, et̀a utiliser le fait que la suite
spectrale de Hochschild–Serre

E
r;s
1 = Hs

 
k \ n;H� 


r̂

(p=p�)

!
) H�(n;H�)

déǵeǹere, en utilisant exclusivement la structure du système desK-types de la
repŕesentation consid́eŕee; dans l’expression ci-dessus,k désigne l’alg̀ebre de Lie
complexifíee deK,H� le module de Harish–Chandra d’une limite de série discr̀ete
�,p l’orthogonal dek (qui intervient dans la d́ecomposition de Cartan), et enfinp

� =
p\n. Cette ḿethode ne marche plus du tout dans le cas des limites déǵeńeŕees, ainsi
qu’on le voit d́ejà dans le cas que nous avonsétudíe : en effet notre représentation
�0 a le m̂eme syst̀eme deK-types que toute autre série principale irŕeductible,
et pourtant elle est la seule, ainsi qu’on le voit facilement,à posśeder de lan-
cohomologie.

Il appararâıt donc que ce calcul dans le cas des limites déǵeńeŕees doit utiliser des
renseignements beaucoup précis que ceux qui suffisent dans le cas non déǵeńeŕe.
Nous avons ici utiliśe une description complètement explicite de la représentation
en question (et nous aurons besoin dans la suite d’utiliser les expressions explicites
de nos cocycles), mais on ne saurait bien sûr esṕerer faire de m̂eme en ǵeńeral. En
fait, l’id ée raisonnable pour traiter le cas d’un groupe quelconque consisteà utiliser
la localisation, c’est-̀a-dire dans le cas qui nous intéressèa ŕealiser nos limites
de śeries discr̀etes comme certains groupes de cohomologieà support dans les
KC-orbites ferḿees de la variét́e de drapeaux associéeàGC; la n-cohomologie
est alors l’aboutissement d’une suite spectrale liée à la stratification de l’orbite
consid́eŕee enKC\N -orbites, òuN désigne le sous-groupe correspondantàn. Par
exemple, dans le cas de SU(2;1), la varíet́e de drapeaux est l’ensemble des couples
(x;L), oùx est un point etLune droite deP2(C), avecx 2 L; on a dans ce cas trois
KC–orbites ferḿees:O1, ensemble des drapeaux(O;L) dont le point cöıncide
avec le pointO de coordonńees(0;0;1); O2, constitúe des couples(x;�), où �
désigne la ‘droitèa l’infini’ d’ équationT = 0, avecT la troisìeme coordonńee;
et enfinO3, formée des(x;L) avecx 2 � et L la droite joignantx à O. Les
deux premìeres orbites correspondent aux séries discr̀etes holomorphes et anti-
holomorphes et̀a leurs limites, tandis que la troisième est associée aux śeries
discr̀etes non-holomophes età leurs limites, dont�0 fait partie. Pour l’alg̀ebren

que nous avons considéŕee, la stratification deO3 consiste en le point(x0; L0), avec
x0 de coordonńees(1;0;0)etL0 la droite correspondante, et en son complémentaire
que nous notonsO03. A chaque param̀etre de Harish–Chandra�, assocíeà une śerie
discr̀ete non-holomorphe (oùa une limite)��, correspond un faisceau localement
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libre F� sur la varíet́e de drapeaux, tel que le module de Harish–ChandraH� de
�� se ŕealise surH2

O3
(F�). De la stratification de l’orbiteO3 résulte alors une suite

exacte den–modules

0!H� ! H0
� !H00

� ! 0;

avec:

H0
� = H2

O03
(F�); H00

� = H3
f(x0;L0)g

(F�):

On peut calculer lan-cohomologie deH0
� etH00

�: on trouve comme seuls groupes
non nuls (que� soit ŕegulier ou singulier)

H0(n;H00
�); H2(n;H0

�);

qui sont de dimension 1. La suite spectrale dont il aét́e question ci-dessus est alors
déǵeńeŕee, et se ŕeduit aux isomorphismes découlant de la suite exacte longue de
cohomologie, i.e.

H1(n;H�) ' H0(n;H00
�); H2(n;H�) ' H2(n;H0

�):

On retrouve ainsi (̀a condition de justifier toutes ces affirmations) les résultats
déjà obtenus ci-dessus par le calcul direct.

Examinons maintenant le cas de la sous-algèbren0 constitúee des matrices de
la forme0@0 � �

0 0 �
0 0 0

1A :
Dans ce cas notre orbite se stratifie de la même fac¸on que pŕećedemment. Cela
induit une ŕesolution deH� comme ci-dessus, avec deux modules, encore notés
H0
� etH00

�, respectivement associés aux stratesO03 et f(x0; L0)g. De nouveau on
trouve que lan0-cohomologie de ces modules reste la même que� soit ŕegulier
ou devienne singulier dans la chambre ‘non-holomorphe’, avec deux groupes non
nuls qui sont dans ce nouveau cas

H1(n0;H0
�); H1(n0;H00

�);

tous deux de dimension 1. On en déduit une suite exacte longue qui prend la forme
suivante

0! H1(n0;H�)! H1(n0;H0
�)! H1(n0;H00

�)! H2(n0;H�)! 0;

et maintenant la situation est très diff̀erente suivant que� est nul ou non: s’il est
non nul (i.e. pour une série discr̀ete non holomorphe ou une limite non déǵeńeŕee),
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la flèche centrale est nulle (car on peut voir que le toreT opère par deux caractères
distincts surH1(n0;H0) et surH1(n0;H00)). On obtient donc pour� 6= 0 deux
groupes de cohomologie de dimension 1,H1(n0;H�) etH2(n0;H�), conforḿement
aux ŕesultats de Williams. Au contraire, pour� = 0 , on peut montrer que cette
flèche ḿediane est un isomorphisme : notre représentation�0 n’a donc pas de
n
0-cohomologie, ainsi que le prédisent les ŕesultats de Mirkovǐc mentionńes dans

l’introduction.
Le preprint [So] traite du cas d’un groupe réductif ǵeńeral, en utilisant la

localisation d’un point de vue moins naı̈f que celui que l’on vient d’exposer.
Plus pŕeciśement, Soergel montre que le calcul de lan-cohomologie des limites de
séries discr̀etes se ram̀ene au calcul de la cohomologie d’un complexe combinatoire
explicite: il s’agit d’espaces vectoriels de bases certains sous-ensembles du groupe
de Weyl (dont la d́efinition d́epend des param̀etres de la limite consid́eŕee), et
de différentielles d́efinies simplement en termes de l’ordre de Bruhat et de la
longueur deśeléments de ce groupe. Ce résultat redonne très facilement tous
les cas connus (en particulier le cas non déǵeńeŕe de Schmid et Williams, pour
lequel toutes les diff́erentielles de Soergel sont nulles). Le cas géńeral au contraire
conduità des probl̀emes combinatoires très difficiles, que j’ai soumis̀a différents
combinatoriciens (en particulier, Björner, qui s’́etait int́eresśe à des questions en
relation avec cette problématique). Il semble peu probable d’obtenir au bout du
compte des ŕesultats bien explicites pour les degrés et les dimensions des groupes
de cohomologie qui apparaissent (même dans des cas aussi concrets que celui,
mentionńe dans l’introduction, d’un groupe unitaire quasi-déploýe et d’une limite
de śerie discr̀ete associéeà un param̀etre nul).

3. Variétés de Griffiths–Schmid pour des groupes unitaires de type (2,1).
Faisceaux et cohomologie.

3.1. Le domaine de ṕeriodes


Pour fixer les notations,GR désigne d́esormais le groupeU(2;1). Il opére sur
l’ensemble des drapeaux du plan projectifP 2(C), lequel contient le plan affineC2

via l’injection�
z1

z2

�
!
0@ z1

z2

1

1A :
Notons� la boule unit́e deC2, constitúee des�

z1

z2

�
tels quejz1j2 + jz2j2 < 1 et� la boule ferḿee; c’est un exercice facile de vérifier
que pour l’action consid́eŕee on a troisorbites ouvertesqui sont:
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(i) 
, ensemble des drapeaux(x;L) tels quex =2 � et queL \� 6= ;;
(ii) 
0, ensemble des(x;L) tels queL \� = ;;
(iii) 
00, ensemble des(x;L) tels quex 2 �.

Consid́erons les drapeaux particuliers suivants (où

 
X
Y
Z

!
désignent les coor-

donńees surP 2(C)):

(i) (x1; L1), avecx1 de coordonńees

 
1
0
0

!
etL1 la droite d’́equationY = 0;

(ii) (x2; L2), avecx2 = x1 etL2 la droite d’́equationZ = 0;

(iii) (x3; L3), avecx3 =

 
0
0
1

!
etL3 la droite d’́equationX = 0;

on voit qu’ils appartiennent respectivementà
,
0 et
00. Le stabilisateur de cha-
cun d’eux dansGR cöıncide avec le tore diagonalT , tandis que leurs stabilisateurs
respectifs dansGC ' GL2(C) sont les sous-groupes de BorelB (resp.B0, resp.
B00) constitúes des matrices de la forme0@ � � �

0 � 0
0 � �

1A ; resp:

0@ � � �
0 � �
0 0 �

1A ; resp:

0@ � 0 0
� � 0
� � �

1A :
Il en résulte que chacune des orbites
,
0, 
00 est diff́eomorphe (en tant que

variét́e C1) au quotientGR=T , mais les structures complexes sont différentes et
correspondent aux plongements respectifsévidents deGR=T dansGC=B (resp.
GC= B

0, resp.GC= B
00). Cela peut se formuler d’une autre manière: notonsb

(comme dans le paragraphe préćedent),b0, b00 les alg̀ebres de Lie complexifíees
deB;B0; B00 et b�, b0�, b00� les sous-alg̀ebres de Borel contenantt oppośees aux
préćedentes, et enfinn, n

0, n00, n�, n
0�, n

00� les alg̀ebres unipotentes correspon-
dantes. L’espace tangent complexifié à GR= T en la classe de l’élément neutre
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s’identifieàg=t = n� n
� = n

0� n
0� = n

00� n
00�, et les trois structures complexes

(évidemmentGR-invariantes) consid́eŕees sont alors caractériśees par le fait que
l’espace tangentholomorphecorrespond̀a n

� (resp.n0�, resp.n00� ), tandis que
l’espace tangentanti-holomorphes’identifieàn (resp.n0, resp.n00).

La dualit́e relativement̀a la forme hermitienne considéŕee induit une bijection
anti-holomorpheGR-équivariante entre les domaines
0 et 
00; on remarquera
aussi que le troisième est fibŕe en droites projectives au-dessus de la boule�. Dans
la suite nous nous intéresserons exclusivement au premier domaine
.

3.2. Variétés de Griffiths–Schmid. Faisceaux

Nous fixons d́esormais une forme surQ de notre groupeGR, et nous notons cette
formeG: on obtient un tel groupèa partir d’un corps quadratique imaginaire, d’une
algèbre centrale simple de dimension 9 sur ce corps, et enfin d’une involution de
seconde esp̀ece sur cette dernière, d’un type convenablèa l’infini (voir [Cl1] pour
une discussion plus précise). Lesvariét́es de Griffiths–Schmid connexesassocíees,
consid́eŕees dans [Gr–Sc] (voir aussi [De] et les nombreux articles de Griffiths sur
le sujet) sont alors les quotients�n
 pour� un sous-groupe de congruence assez
petit (i.e. agissant librement) dansG. Ce sont des variét́es analytiques complexes
de dimension 3,non alǵebriques. Comme dans le cas de variét́es de Shimura, on
a aussi une version adélique: pourU un sous-groupe compact ouvert (assez petit)
du groupeG(Af ) des points̀a valeurs dans les adèles finies, nous noterons:

XU = G(Q)n[
� (G(Af )=U)]

et on v́erifie comme d’habitude que c’est une réunion finie de quotients�n
. Si
nous remplacions dans les définitions pŕećedentes
 par
0 ou
00, nous obtiend-
rions des varíet́es diff́eomorphes mais munies de structures complexes différentes,
alors alǵebriques et fibŕees en droites projectives sur des surfaces de Shimura
assocíees au groupeG.

Soit � un caract̀ere alǵebrique du toreTC. On l’étend de fac¸on habituelle en
un caract̀ere, not́e encore�, du sous-groupe de BorelB, et cela d́efinit un faisceau
localement libreF� (si on pŕefére, un fibŕe en droites)́equivariant sur la variét́e
de drapeaux. Par restriction, on obtient un faisceauGR-équivariant sur
, d’où
finalement, par passage au quotient, un faisceau localement libre enOX -modules
surXU ou sur�n
, que nous notons encoreF�.

Nous allons nous intéresser dans ce qui suit aux groupes de cohomologie cohé-
renteH�(XU ;F�) et à leurs relations avec les formes automorphes surG. Pour
cela nous supposerons désormais que le groupe adjointGad estanisotrope surQ
(autrement dit, l’alg̀ebre de dimension 9 d’òu il provient est un corps gauche),
ce qui fait que les variét́es de Griffiths–Schmid considéŕees sontcompactes(de
même que les surfaces de Shimura correspondantes). Alors la relation est simple
et bien connue: voir par exemple [Wi1], [Sc1], [Sc2], ainsi que [Ha1], [Ha2] où
est expośe le ŕesultat analogue pour les variét́es de Shimura, dans le cas beaucoup
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plusépineux d’une varíet́e non ńecessairement compacte. Nous allonsénoncer le
résultat avant d’en donner une esquisse de démonstration.

Soit C1(G(Q)nG(A)=U) l’espace des fonctionsC1 sur le quotient
G(Q)nG(A)=U , lequel n’est autre qu’une réunion finie de quotients de la forme
�nG(R). Cet espace est de fac¸on évidente une représentation diff́erentiable du
groupeG(R). Nous noteronsAU le sous-espace constitué des vecteurs qui sont
à la foisK-finis et Z(g)–finis (avecZ(g) le centre de l’alg̀ebre enveloppante),
etA la réunion desAU . Ce dernier espace, vu comme(g;K) � G(Af )-module,
se d́ecompose en la somme directe (dénombrable) desreprésentations automor-
phesirréductibles du groupeG(A). Nous noterons� = �f 
 �1 une telle rep-
résentation, d́ecompośee en ses parties finie et infinie, respectivement réaliśees
sur les espacesH�f etH�1 (module de Harish–Chandra); elle intervient dansA
avec une multiplicit́e finiem(�). Enfin on retrouveAU à partir deA en prenant les
U -invariants.

Le théor̀eme suivant (ou plutôt son analogue pour les variét́es connexes) est
énonće par exemple dans [Wi1]. Nous notons���� le caract̀ere du centre de
l’algèbre enveloppante qui correspondà��� (où � est la demi-somme des racines
correspondant̀a la sous-alg̀ebren ) par l’homomorphisme d’Harish–Chandra.

(3.3) THÉORÈME: On a des isomorphismes canoniques (i.e.équivariants pour
l’action des oṕerateurs de Hecke) :

H�(XU ;F�) ' H�(b; T; AU 
 �)

' L
m(�)HU

�f

H�(b; T;H�1 
 �);

où la somme,̀a priori étenduèa toutes les repŕesentationsautomorphes� deG(A),
est en fait limit́eeà celles pour lesquelles le caractère infinit́esimal de�1 estégal
à����, la contribution des autreśetant nulle.

(3.4) Esquisse de preuve:L’id ée consistèa calculer la cohomologie cohérente
en écrivant le complexe de Dolbeault, età montrer que ce dernier s’identifie au
‘complexe standard’ qui calcule la(b; T )-cohomologie.

Plus pŕeciśement, leq-iéme groupe du complexe de Dolbeault, noté C0;q, est
constitúe des sectionsC1 du faisceauF�

0;q surXU , autrement dit des ‘formes
diff érentielles de type(0; q) à valeurs dansF�’. Par la projection naturelle (de fibre
T ) de

G(Q)n[GR � (G(Af )=U)] = G(Q)nG(A)=U

surXU , une telle forme se relève en une section sur ce dernier espace du fibré
image ŕeciproque deF� 
 
0;q. Or l’image ŕeciproque de
0;q sur GR peut
s’identifier au fibŕe constant de fibre le dual dêqn ' ^q(b=t) , où T opére de
façon naturelle. L’application de relèvement identifie doncC0;q aux fonctionsC1
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LIMITES DÉGÉNÉRÉES DE ŚERIES DISCR̀ETES, FORMES AUTOMORPHES ET VARIÉTÉS 71

surG(Q) nG(A)=U , à valeurs danŝq(b=t)�
�, et qui sontT -équivariantes. On
obtient ainsi un isomorphisme entreC0;q et les groupes

Cq(b; T; C1(G(Q) nG(A)=U)
 �)

= HomT

�^q
(b=t); C1(G(Q) nG(A)=U)
 �

�
:

On vérifie ensuite que l’oṕerateur cobord du ĉoté du complexe standard correspond
à la différentielle@, d’où un isomorphisme

H�(XU ;F�) ' H�(b; T; C1(G(Q)nG(A)=U)
 �):

On est alors confronté à une difficult́e technique: montrer que l’on peut rem-
placer dans l’expression ci-dessusC1(G(Q)nG(A)=U)
� par son sous-module
AU
�, autrement dit que cette inclusion induit un isomorphisme en cohomologie.
Une fois cela prouv́e, le th́eor̀eme d́ecoule finalement d’un th́eor̀eme de Cassel-
man et Osborne ([Ca–Os]) affirmant que seules les�1 de caract̀ere infinitesimal
�� (celui de la repŕesentation triviale) peuvent avoir une(b; T )-cohomologie non
triviale.

Cette difficult́e est ŕesolue dans les articles [Sc1] et [Sc2], ainsi qu’il est expliqué
dans [Wi1]. Plus pŕeciśement, l’article [Sc1] contient une varianteL2 de notre
résultat ci-dessus, avec la(b; T )-cohomologie des modules de Harish–Chandra
remplaćee par une variante unitaire, les ‘espaces harmoniques formels’ associés
aux repŕesentations unitaires sur des espaces de Hilbert. Dans [Sc2], Schmid prou-
ve que ces espaces harmoniques coı̈ncident bien, pour toute représentation uni-
taire irŕeductible, avec les espaces den- ou (b; T )-cohomologie des modules de
Harish–Chandra associés (ou plus ǵeńeralement de n’importe quelle réalisation
diff érentiable de la représentation, ainsi qu’il ŕesulte facilement d’un argument
reposant sur la suite spectrale de Hochschild–Serre (cf.(2.5))).

On peut paraphraser l’argument utilisé par Schmid dans [Sc1], dans
l’esprit de la ḿethode esquissée ci-dessus, de la fac¸on suivante: l’espace
C1(G(Q)nG(A)= U) 
 � contientAU 
 �, lequel, vu comme(g;K)-module,
est une somme discrète de modules de Harish–Chandra irréductiblesH�1; d’autre
part,C1(G(Q)nG(A)=U) 
 � est contenu dans le produit des espacesVw�1 de
vecteurs diff́erentiables correspondants aux diverses représentations�1 (alors vues
comme repŕesentations unitaires dans des espaces de Hilbert). Utilisant les résultats
sus-mentionńes de [Ca–Os] et [Sc2], on voit que l’inclusion de la somme desH�1

dans le produit desVw�1 induit un isomorphisme sur la(b; T )-cohomologie (la-
quelle se ŕeduit à une somme finie d’un certain nombre de facteurs correspondant
à certains des�1). Finalement,C1(G(Q) n G(A)=U) 
 � étant pris ‘en sand-
wich’ entre les deux, il en est de même de la cohomologie: cela résulte de ce que
l’on peut d́ecrire ces groupes de cohomologie comme sous-groupes de cochaı̂nes
harmoniques, i.e. annuĺeesà la fois par l’oṕerateur cobord et par son adjoint.
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(3.5) Classification

Pour une classification des représentations de U(2;1), on renvoie par exemplèa
([Ro] 12.3), ou bienà ([Bo-Wa] VII Paragraphe 4) et [Wa], ces deux derniers
articles traitant plut̂ot de SU(2;1) (mais la th́eorie est essentiellement la même, car
U(2;1) est engendré par son centre et par SU(2;1)). Il résulte de ces travaux que les
seules repŕesentations unitaires irréductibles de caractère infinit́esimal entier (i.e.
de la forme���� pour� assocíe à un caract̀ere deT ) sont : les śeries discr̀etes et
leurs limites, les caractères (factoriśesà travers le d́eterminant), et enfin certaines
repŕesentations non tempéŕees, qui sont notéesJ�� dans [Ro]. D’autre part, le
Théor̀eme (14.6.3) de loc.cit. affirme que ces dernières ne peuvent intervenir comme
composantes archiḿediennes d’une représentation automorphe d’un groupe tel que
nous avons considéŕe, c’est̀a dire anisotrope modulo le centre (elles interviendraient
par contre dans le cas quasi-déploýe).

Consid́erons les formes lińeaires suivantes sur l’algèbre de Lie complexifíee du
toreT , constitúee des matrices diagonales diag(x; y; z)

e1(diag(x; y; z)) = x� y;

e2(diag(x; y; z)) = y � z;

e3(diag(x; y; z)) = z � x;

ainsi que

f(diag(x; y; z)) = 1
3(x+ y + z):

e1 est une racine compacte, tandis quee2 et e3 sont des racines non compactes, et
la somme des trois est nulle. On peut décrire le ŕeseau, notéL, des diff́erentielles
des caract̀eres deT comme l’ensemble des combinaisons linéaires :

1
3m:e1 +

1
3n:e2 + l:f;

avecm, n, et l trois entiers v́erifiant les congruences

�m � n � lmod: 3:

A chaque donńee(�;C) d’un élément� 2 L et d’une chambre de WeylC dans
le plan engendré par les racines, contenant la projection de�, et telle qu’aucune
racine compacte simple relativementà C ne soit orthogonalèa cette projection,
correspond une (limite de) série discr̀ete�(�;C). C’est une repŕesentation pour
laquelle une matrice centralet(�; �; �) agit par�l (avecl comme ci-dessus) et dont
la retrictionà SU(2;1) est donńee par la projection de�. Pour� de projection 0, le
calcul de la cohomologie áet́e effectúe au Paragraphe 2, tandis que dans les autres
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cas (non d́eǵeńeŕes) cela ŕesulte de [Wi2]. Il ne nous reste plus qu’à expliciter les
choses.

Les racines positives pour l’ordre correspondantà n sonte1;�e2;�e3, et� est
égalàe1 (on prendra garde au fait que les conventions de Williams sont opposées:
avec ses notations,�+ = f�e1; e2; e3g et son� est l’oppośe du n̂otre). D’apr̀es
[Wi2], les repŕesentations�(�;C) telles que la cohomologie

H�(b; T;H�(�;C) 
 �) ' H�(n ;H�(�;C))��1

soit non nulle sont celles correspondantà � = � � � (modulo l’action du groupe
de Weyl compact, lequel se réduit à l’identité età la syḿetrie par rapport au mur
compact). Il y en a donc une lorsque la projection de��� sur le plan des racines est
non singulìere, deux lorsque cette projection est non nulle appartientà un mur non
compact, aucune si elle est non nulle et située sur le mur compact. Dans tous les cas,
une telle�(�;C) intervient en exactement un degré de cohomologie,́egalà 1 ou 2
et le groupe correspondant est de dimension 1. Appliquant la recette donnée dans
[Wi2], on trouve que, lorsque la projection de��� appartient au demi-plan limité
par le mur compact et contenante1, ce degŕe vaut 1 pour les śeries holomorphes
et anti-holomorphes et leurs limites, et 2 pour les séries non-holomorphes et leurs
limites. Dans l’autre demi-plan, c’est au contraire 1 dans le cas non-holomorphe,
et 2 dans les cas holomorphe et anti-holomorphe.

D’après le Paragraphe 2, les séries d́eǵeńeŕees�(�;C), avec� de projection
nulle (c’està dire de la formel:f ) et C non-holomorphe (avec les notations du
Paragraphe 1,�(�;C) est la tordue de�0 par jdetjl) contribuent̀a la cohomologie
en degŕes 1 et 2 correspondant au caractère � = � � � (en effet � cöıncide
avec la diff́erentielle du caractère que nous avions noté ��1), avec un groupe de
cohomologie qui est encore de dimension 1.

Finalement, on v́erifie aussit̂ot qu’une repŕesentation de dimension 1,jdetjl,
posśede de la cohomologie en les degrés 0 et 3, avec des espaces de dimension
1 correspondant respectivement aux caractères� = �l:f et � = 2:� � l:f . Elle
en posśede aussi en degré 1, avec deux espaces de dimension 1, respectivement
assocíesà� = �e3 � l:f et� = �e2 � l:f , ainsi qu’en degŕe 2, avec de nouveau
des contributions de dimension 1 pour� = e1 � e2 � l:f et� = e1 � e3 � l:f .

(3.6) Nous avons explicité sur la figure qui suit les degrés de cohomologie qui
apparaissent, en fonction de la projection de� sur le plan des racines. La dualité
de Serre s’y refl̀ete par le r̂ole central que joue le point� = �: en effet le faisceau
assocíe à �2 n’est autre, comme on le voit imḿediatement, que le faisceau ‘dual-
isant’^3
1

XU
. Pour cette raison, et par analogie avec le cas des formes modulaires

usuelles (relatives̀a des sous-groupes de SL(2;Z)), nous noterons dans la suite!
le faisceauF� assocíe à� = �.
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La suite de ce travail est consacréeà prouver que les formes modulaires asso-
ciées aux espacesH1(XU ;F�), pour� de projection� = e1 (qui correspondent
doncà des repŕesentations automorphes admettant pour composante archimédienne
une limite d́eǵeńeŕee de śerie discr̀ete), ‘interagissent’ de fac¸on non triviale, par
cup-produit, avec d’autres, correspondantà des śeries discr̀etes. Pour des raisons
évidentes de degré que l’on voit sur le dessin ci-dessus, cela ne peutêtre qu’avec
des formes associées aux fibŕesF�, où la projection de� sur le plan des racines
se situe sur la droite verticale que nous avons dessinée, constitúee des poids tels
que leur produit scalaire avece1 soit égalà 1

2; plus pŕeciśement, sur la partie de
cette droite constitúee des poids tels que� � � soit un param̀etre de śerie discr̀ete
(holomorphe ou anti-holomorphe): cela revient encoreà dire que la projection de�
està une distance> 1

2

p
3. de la droite horizontale engendrée pare1. Nous ferons en

fait l’hypothèse ĺeǵerement plus forte quecette distance est> 7
6

p
3 (partie figuŕee

en pointilĺe). Nous allons alors v́erifier que, dans cette situation, l’interaction est
bien non triviale.

4. Cup-produits: pr éliminaires archimédiens

(4.1) Soit �1 le param̀etre de Harish–Chandra d’une limite déǵeńeŕee de śerie
discr̀ete�1 = ��1(autrement dit, la projection de�1 sur le plan des racines est
nulle). Soit d’autre part�2 un param̀etre de śerie discr̀eteholomorphe(resp.anti-
holomorphe) �2 = ��2, de projection la plus proche possible du mur compact.
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Modulo l’action du groupe de Weyl compact, on peut supposer que le produit
scalairehpr(�2); e1i est positif, donćegalà 1

2. La projectionpr(�2) est alorśegale
à�e3+

1
3k(e3� e2) (resp.�e2+

1
3k(e2� e3)), aveck un entier> 3, dans le cas

d’une śerie holomorphe (resp. anti-holomorphe).Nous ferons en fait l’hypothèse
plus restrictive quek est> 5 (pour une raison qui apparaı̂tra plus tard).

Les param̀etres de Blattnercorrespondants (rappelons qu’on les obtient en
ajoutant au param̀etre de Harish–Chandra�G�2�K , où�G et�K désignent les demi-
sommes des racines positives et des racines positives compactes correspondantà
la chambre consid́eŕee) sont donńes par

�1 = �1;

�2 = �2 + e3 (cas holomorphe);

�2 = �2 + e2 (cas anti� holomorphe):

On voit qu’ils appartiennent au mur compact. Cela signifie que les représentations
deK qui leur sont associées (autrement dit lesK-types minimaux des représenta-
tions�1 et�2) sont des caractères. Nous d́esignerons ces derniers, dans la mesure
où cela ne cŕee pas de confusion, par la même notation�1; �2.

Nous allonśegalement consid́erer la śerie discr̀ete�3 (du même type que�2)
assocíee au param̀etre�3 = �1+ �2. SonK-type minimal est encore un caractère,
assocíe à�3 = �1 +�2 (autrement dit, le produit des deux préćedents).

Nous poserons, pouri = 1;2:�i = ���i = e1��i, et:�3 = �1+�2 = ��(�3��),
conforḿement aux notations du Paragraphe 3; on voit que les hypothèses que nous
avons faites ci-dessus sur�2 correspondent exactement au fait (cf.(3.6)) que la
projection de�2 se trouve sur la droite verticale passant par1

2e1, et à une distance
>

7
6

p
3 de la droite engendrée pare1. Nous d́esigneronśegalement par la m̂eme

notation�i le caract̀ere correspondant du toreT ; en particulier,�3 s’identifie alors
au produit�1�2.

D’après les ŕesultats rappelés au paragraphe préćedent, les groupes de coho-
mologie

H1(b; T;H�1 
 �1); H1(b; T;H�2 
 �2);

ainsi que

H2(b; T;H�3 
 �3);

sont de dimension 1.
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L’objet du pŕesent paragraphe est de prouver le résultat suivant.

(4.2) THÉORÈME

(i) La repŕesentation�3 apparâıt comme un facteur direct (ferḿe), de mul-
tiplicit é 1, dans le produit tensoriel (complét́e) �1b
�2 (nous regardons ici nos
représentations comme représentations unitaires dans des espaces de Hilbert).

(ii) Consid́erons la projection correspondante (bien définieà un scalaire non
nul près), restreinte aux modules de Harish–Chandra

H�1 
H�2 !H�3:

Cette projection envoie bijectivement le produit tensoriel desK-types minimaux
de�1 et�2 sur leK-type minimal de�3.

(iii) L’application qu’induit cette projection, via le cup-produit, sur la coho-
mologie

H1(b; T;H�1 
 �1)
H1(b; T;H�2 
 �2)! H2(b; T;H�3 
 �3)

est alors non nulle (i.e. bijective).

(4.3) Les articles [Li] et [Ha–Li] contiennent un critère commode permettant
d’affirmer que, sous certaines hypothèses, la retriction d’une représentation d’un
groupe ŕeductifà un sous-groupe réductif contient une śerie discr̀ete donńee. Adop-
tant pour un moment les notations de [Li], Théor̀eme (4.1), soit doncM réductif
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réel connexèa centre compact etG �M un sous-groupéegalement ŕeductif con-
nexeà centre compact; notonsK � L des sous-groupes compacts maximaux deG

etM . On part d’une repŕesentation unitaire irréductible� deM , dont on suppose
qu’elle admet un uniqueL-type minimal not́e� . Soit enfin� une repŕesentation de
la śerie discr̀ete deG, dont nous notons� le K-type minimal; on se demande si
� estéquivalentèa une sous-représentation de la restriction� jG. On montre dans
loc. cit. que c’est vrai si les trois conditions suivantes sont satisfaites:

(a) Les coefficients matriciels de�, assocíesà un sous-ensemble dense de vecteurs,
se restreignent en des fonctionsL2 surG.

(b) La fonction sph́erique surM assocíeeà�:

 M� (m) =
1

dim(�)
Trace(P��(m)P� );

oùP� désigne la projection sur leL-type minimal, est une fonction sphérique
 � assocíee par la th́eorie de Flensted–Jensen ([Fl–J.])à un poids� tel que
�+ �M � 2�L soit le plus haut poids de� .

(c) � apparâıt dans la restriction de� àK.

A vrai dire, ce ŕesultat n’est́enonće dans [Li] que pour� une repŕesentation ‘de
plus haut poids’, mais le lecteur vérifiera que cela n’intervient dans la démonstration
que pour pouvoir utiliser la formule de Flensted–Jensen (b). Au contraire, on trouve
dans [Ha–Li] (Proposition 1.4) uńenonće de ce ŕesultat avec une hypothèse affaiblie
(on demande seulement que la restriction des coefficients matriciels soitLp pour
toutp > 2). La preuve consistèa étudier l’int́egrale surG du produit des fonctions
sph́eriques associéesà� et�Z

G
 M� (g)  G� (g) dg:

Exprimant cette int́egrale au moyen de la formule de Flensted–Jensen (b), et faisant
usage de l’hypoth̀ese (c), on montre qu’elle est> 0; cela entrâıne que les coefficients
de � ne peuvent̂etre tous orthogonaux̀a ceux de� jG. On en conclut alors, en
utilisant une version du lemme de Schur (valable sous l’hypothèse (a) ou sa version
affaiblie), que� apparâıt bien comme une sous-représentation de� jG.

Revenons̀a notre probl̀eme. On peut voir la représentation produit tensoriel
�1b
�2 comme restrictioǹa la diagonale

G � G�G =M

du produit tensoriel (complét́e) externe, not́e �. Cette dernìere repŕesentation est
irréductible, c’est en fait une limite (déǵeńeŕee) de śerie discr̀ete pourM . En tant
que telle, elle v́erifie l’hypoth̀ese (b): voir [Fl–J.] òu il faut fouiller pour d́ecouvrir
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une telle affirmation. Plus préciśement, le ŕesultat qui nous intéresse y est́enonće
(formule (7.11)) dans le cas des séries discr̀etes; il y est d́emontŕe au cours de
la preuve du th́eor̀eme (7.10), en utilisant le Théor̀eme (7.7) (iv), lequel est aussi
valide pour les limites de séries discr̀etes d’apr̀es la remarque (7.11).

Restreignant̀a la diagonale un des coefficients de� (pour des vecteurs appar-
tenant̀aH�1 
H�2), on obtient une somme de produits constitués d’un coefficient
de�1 et d’un coefficient de�2. Comme�1 est temṕeŕee et�2 de carŕe int́egrable,
le premier coefficient estL2+" (pour tout" > 0) et le secondL2, d’où un pro-
duit Lr, avec 1=r = 1

2 +
1

2+" , c’est-̀a-dire pour 1< r < 2. Comme d’autre part
nos repŕesentations sont unitaires, les coefficients considéŕes sont borńes, d’òu il
résulte que leur produit est en fait aussiL2, et l’hypoth̀ese (a) est donc satisfaite.
Finalement, leL-type minimal de�, qui s’identifie au produit tensoriel externe des
caract̀eres�1 et�2, se restreint̀a la diagonale en leK-type minimal�3 = �1
�2

de�3. Le critère pŕećedent nous permet donc de conclure que�3 s’identifie donc
bienà une sous-représentation de�1b
�2.

(4.4) Pour prouver que�3 apparâıt avec une multiplicit́e égaleà 1, ainsi que
la seconde assertion du théor̀eme, nous allons effectuer une analyse plus fine
portant sur lesK-types qui interviennent dans nos diverses représentations. Il suffit
évidemment de prouver ces assertions après restriction au groupe SU(2;1), ce qui
simplifiera quelque peu nos notations, en faisant disparaı̂tre le param̀etrel introduit
au Paragraphe 3. La restriction de�1 est la repŕesentation du Paragraphe 1, notée
�0, tandis que les restrictions de�2 et�3 cöıncident avec une m̂eme repŕesentation,
not́ee simplement�. On suppose dans ce qui suit que cette dernière est une śerie
discr̀eteholomorphe, le cas anti-holomorphe se traitant de fac¸on toutà fait analogue
(les modifications ńecessaires sont laissées au lecteur).

Nous avons d́ecrit de fac¸on pŕecise au Paragraphe 1 la structure du système
desK-typesHp;q de�0. Celle correspondantà� est plus simple ; on peut encore
l’extraire des articles de Wallach et Johnson-Wallach dejà utilisés, ou bien plus sim-
plement̀a partir de la ŕealisation de� sur un espace de fonctions holomorphes sur
la boule, l’actionétant donńee par la formule (avec les notations du Paragraphe 1)

(�(g):f)(Z) = ( �d� hZ; bi)�kf(g�1:Z):

Le module de Harish–Chandra de� est une somme deK-types�n>0En, où
En correspond̀a l’ensemble des polyn̂omes homog̀enes de degré n enZ. Nous
désignerons, de fac¸on similaire aux notations du Paragraphe 1.3, par"n(j), pour
0 6 j 6 n, le polyn̂ome zn�j1 z

j
2. Un rapide calcul nous donne les formules

suivantes, qui expriment les actions det(�; �); A;A�; etB (cf. (1.7):

t(�; �):"n(j) = �j�2n�k��k�j�n:"n(j);

A:"n(j) = �(n� j):"n(j + 1);
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A�:"n(j) = �j:"n(j � 1);

B:"n(j) = �(n� j):"n�1(j);

C:"n(j) = (n+ k):"n+1(j + 1):

On remarquera que leK-type minimalE0 est annuĺe par B. Pour prouver que
� intervient avec une multiplicité égaleà 1 dans le produit tensoriel�0b
�, ainsi
que la seconde assertion du théor̀eme, on voit donc qu’il nous suffit de démontrer
le lemme suivant.

(4.5) LEMME Soit V � �0b
� un sous-espace invariant constitué de vecteurs
différentiables annulés parB; on suppose queK opère surV par le m̂eme carac-
tère que surE0. Alors V est de dimension6 1; plus pŕeciśement, la projection
orthogonale deV surH0;0
 E0 est injective.

Preuve du lemme:Commenc¸ons par examiner le sous-espace du produit ten-
soriel constitúe des vecteurs sur lesquelsK agit par le m̂eme caract̀ere que surE0.
Rappelons tout d’abord (cf. 1.3 ) que la représentation�p;q deK ' U(2) surHp;q

est isomorphèa la repŕesentation standard de degré p + q + 1 (sur l’espace des
polynômes homog̀enes de degrép+q) tordue par le caractère det2q�p. D’autre part,
En est isomorphèa la repŕesentation standard de degrén+ 1 tordue par det�k�n.
Or il est bien connu, et facile de vérifier, que le produit des représentations standard
de degŕesm+ 1 etn+ 1 contient une composante de dimension 1 si et seulement
sim = n , auquel cas cette composante (unique) correspond au caractère det�n. Il
en ŕesulte que le produit tensorielHp;q 
En ne peut contenir des composantes sur
lesquellesK opére via det�k que dans le cas où p = 0 etn = q.

Soit v 2 V . Pour chaquen > 0, désignons parvn sa projection sur le sous-
espaceH0;n 
 En, ses autres composantesétant nulles d’apr̀es ce que l’on vient
de voir. Notonsb etb0 les applications suivantes (cf. (1.7) et les formules ci-dessus
(4.4))

b = B 
 1 : H0;n 
 En !H0;n+1
 En (n > 0);

b0 = 1
B : H0;n+1
 En+1 !H0;n+1
 En (n > 0):

Le fait quev est annuĺe parB se traduit par leśegalit́es, pour toutn > 0

b(vn) = b0(vn+1):

Prouver le lemme revientà montrer que, siv0 est nul, alors il en est de m̂eme de
tous lesvn. Mais on constate sur les formules ci-dessus que le noyau deb0 estégal
àH0;n+1
C:"n+1(n+ 1), et il est imḿediat de v́erifier que ce noyau ne contient
aucun vecteur non nul oùK opère par un caractère. On voit donc que, sivn est nul,
il en est de m̂eme devn+1, et le lemme est donćetabli par ŕecurrence.
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(4.6) Il ne nous reste plus qu’à établir l’assertion relativèa la cohomologie. On
voit que l’espace (de dimension 1)

H1(b; T;H�2 
 �2) ' H1(n;H�2)�2
�1

est engendré par la classe du 1-cocycle(u2; v2; w2) suivant (avec les notations de
(2.1)):

u2 = 0; v2 = 0; w2 = "0(0);

lequel n’est pas un cobord parce que"0(0) n’est pas dans l’image deC. Nous
devons calculer son cup-produit avec un géńerateur de

H1(b; T;H�1 
 �1) ' H1(n;H�1)�1
�1;

et on a vu au Paragraphe 2 (rappelons que notre représentation�1 est une tordue de
�0, et nous pouvons donc la supposer réaliśee sur le m̂eme espace) qu’un géńerateur
possible est la classe du cocycle

(u1; v1; w1) = (e0;0; �e0;1(�1); �e1;0):

Le cup-produit est donńe par le 2-cocycle(x; y; z) (toujours avec les notations
de (2.1))

x = �e0;1(�1)
 "0(0); y = �e0;0
 "0(0); z = 0:

Ce dernier se projette sur un 2-cocycle(x0; y0; z0) à valeurs dansH�3. D’après
l’assertion (ii) du th́eor̀eme,y0 est un multiple non nul de"0(0). Or "0(0) n’ap-
partient pas̀a la somme des images des opérateursA etC. La projection de notre
2-cocycle ne peut donĉetre un cobord, ce qui achève de prouver le th́eor̀eme.

(4.7) On peutétablir par un proćed́e pluséconomique une version moins précise
(mais insuffisante pour nos besoins) du théor̀eme ci-dessus: il suffit simplement
pour cela d’appliquer le critère de [Ha–Li] en remarquant qu’il fait apparaı̂tre
un facteur direct isomorphèa � dans la sous-représentation de�jG engendŕee
par � : en effet, la restriction de M� à G est une fonction sph́erique associée à
cette sous-représentation. On peut ainsi obtenir, en se dispensant d’utiliser les
renseignements plus précis fournis par le Lemme (4.5), les mêmes assertions que
dans le th́eor̀eme, mais pour un certain facteur direct dont on ignoreà priori s’il
apparâıt avec multiplicit́e 1.

Suivant la m̂eme id́ee,on peutégalement́etudier le produit tensoriel d’une
série discr̀ete holomorphe et d’une anti-holomorphe: notons maintenant�1 (sup-
pośe sitúe à droite du mur compact) le paramètre d’une quelconque série discr̀ete
holomorphe (ou m̂eme d’une limite)�1, et soit�1 = � � �1 . Alors le groupe

comp4107.tex; 11/11/1994; 13:46; v.7; p.30

https://doi.org/10.1023/A:1000282229017 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1000282229017
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H1(b; T;H�1 
 �1) est de dimension 1, et l’on peut décrire un cocycle non trivial
de la façon suivante: LeK-type minimal�1 de�1 est donńe par�1 = �1 + e3, et
il est annuĺe par l’action deB (cela ŕesulte de ce que les paramètres desK-types
sont contenus dans un cône dont le sommet correspond au minimal, et ouvert vers
‘le bas’ suivant deux demi-droites de directions�e2 ete3, tandis queB envoie un
vecteur d’unK-type sur unélément de la somme des deuxK-types obtenus en
ajoutante2 (resp.�e3). D’autre part, un vecteur de plus haut poids notéw (bien
défini à un scalaire pr̀es) de ceK-type minimal est annulé parA; on voit alors, avec
les notations du Paragraphe 2, que le triple(0;0; w) est un 1-cocycle, non trivial
(car l’opérateurC envoie unK-type sur la somme des deuxK-types obtenus en
ajoutant�e2 (resp.e3), etw ne peut donc appartenirà son image.)

Notons de m̂eme�2 (toujours sitúe dans le demi-plan de droite) le paramètre
d’une śerie discr̀ete anti-holomorphe�2, voire d’une limite, et�2 = � � �2. Alors
l’espace (de dimension 1) :H1(b; T;H�2 
 �2) est engendré par la classe du 1-
cocycle(0; v;0) où v est un vecteur de plus haut poids duK-type minimal�2 de
�2 (donńe par�2 = �2 + e2).

Posons alors�3 = �1 + �2 � e1 , �3 = � � �3 = �1 + �2 et faisons l’hy-
poth̀ese que�3 appartient au ĉone (ouvert) des param̀etres de śeries discr̀etes non-
holomorphes. Le K-type minimal�3 de la repŕesentation de carré int́egrable�3

assocíeeà�3 correspond dans ce cas au paramètre de Blattner�3 = �3 = �1+�2.
On voit alors que le produit tensoriel�1
 �2 contient un facteurF isomorphèa�3,
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les autres constituants correspondantà des param̀etres sitúes sur une demi-droite
horizontale limit́eeà droite par�3. Le critère pŕećedent prouve alors que�3 apparâıt
comme un facteur direct du produit tensoriel�1
 �2, plus pŕeciśement de la sous-
repŕesentation qu’engendre�1
�2 et il est alors clair que la projection sur ce facteur
envoie isomorphiquementF � �1 
 �2 sur�3: en effet,F n’est pas orthogonal̀a
�3 (car�1 
 �2 ne l’est pas, etF est le seul constituant de ce produit tensoriel qui
intervient dans�3); doncF ne saurait̂etre orthogonal̀a�3 (qui est l’uniqueK-type
de�3 isomorphèaF ).

Finalement, le cup-produit externe est donné par le 2-cocycle(�w 
 v;0;0),
lequel se projette sur un cocycleà valeurs dans�3 de la forme(x;0;0), où x 6= 0
est un vecteur de plus haut poids de�3. On prouve que cette projection ne saurait
être un cobord par un argument en tout point semblableà celui utiliśe en (2.2):
si (x;0;0) était le cobord d’une cochaı̂ne (u0; v0; w0), quitte à la modifier par un
cobord, on se ram̀eneà supposer queu0 est une combinaison de vecteurs de plus bas
poids dans chacun desK-types. En fait, on peut utiliser des notations semblables
à celles du Paragraphe 1, extraites de [Wa] et [Jo–Wa] : lesK-types sont lesHp;q

avecp et q deux entiers respectivement supérieurs ouégauxà p0 = �k2 � 1 et
q0 = �k1 � 1 (k1 et k2 sont deux entiers< �1). On d́efinit les ep;q(j), pour
�q 6 j 6 p comme en (1.3). Notréelémentu0 est une combinaison linéaire des
ep;q(�q), et on v́erifie comme dans (2.1) et (2.2) que leségalit́esC:u0 = A:w0 et
B:u0 = A:v0 entrâınent queu0 est en fait multiple deep0;q0(�q0). D’autre part, on
voit, géńeralisant ce qui áet́e fait au Paragraphe 2, que le triple

((p0 + q0 + 1)ep0;q0(�q0);

�(q0 + 1)ep0;q0+1(�q0� 1); �(p0 + 1)ep0+1;q0(�q0))

est un 1-cocycle pour�3; modifiant(u0; v0; w0) par un multiple de ce dernier, on
se ram̀eneà supposer finalement queu0 = 0. Les élémentsv0 et w0 devraient
appartenir̀a KerA et vérifierB:w0 � C:v0 = x. Cela ne se peut pas carB (resp.
C) envoieep;q(p) sur un multiple deep;q+1(p) (resp.ep+1;q(p+ 1)), tandis quex
est un multiple non nul deep0;q0(p0).

Nous avons ainsi obtenu la:

(4.8)PROPOSITION.Sous les hypoth̀eses pŕećedentes:

(i) La repŕesentation�3 apparâıt comme un facteur direct (ferḿe), dans le
produit tensoriel (complét́e)�1b
�2.

(ii) La projection correspondante, restreinte aux modules de Harish–Chandra,
induit sur la cohomologie une application

H1(b; T;H�1 
 �1)
H1(b; T;H�2 
 �2)! H2(b; T;H�3 
 �3)

qui est non nulle (i.e. bijective).
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(4.9) Remarque.J’ignore ce que l’on peut dire de la multiplicité avec laquelle
�3 apparâıt dans�1b
�2. Par contre il est clair qu’elle n’intervientqu’une seule
fois dans la sous-représentation engendrée par�1 
 �2. Cela ŕesulte du fait not́e
ci-dessus qu’un tel facteur isomorpheà�3 doit se projeter isomorphiquement sur
F . Si on en avait un second, on construirait par combinaison linéaire une troisìeme
sous-repŕesentation, isomorphèa�3 et orthogonalèaF .

(4.10) Terminons ce paragraphe en faisant remarquer, ainsi que me l’a rappelé
le referee, que plusieurs auteurs ont, dans un passé plus ou moins ŕecent,étudíe
des produits tensoriels de différents types de séries discr̀etes ; on peut citer les
noms d’Adams, Li, Gutkin, Repka... Voir en particulier l’article [Li], dont la
probĺematique est proche de ce qui nous préoccupe ici.

5. Cup-produits: suite

(5.1) Soient�1, �2, et �3 comme en (4.1), etF�i les faisceaux correspondants
sur les varíet́esXU . Notre but est maintenant de prouver que le cup-produit de
deux classes non nulles appartenant respectivement aux espacesH1(XU ;F�1) et
H1(XU ;F�2) est ‘virtuellement’ non nul. Plus préciśement, nous allons démontrer
le théor̀eme suivant:

(5.1) THÉORÈME. Soient�1 et �2 deuxéléments non nuls appartenant respec-
tivement̀aH1(XU ;F�1) etH1(XU ;F�2), pourU un sous-groupe compact ouvert
(assez petit) du groupeG(Af ). Il existe alors un sous-groupeU 0 � U , encore
compact et ouvert dansG(Af ), et des correspondances de HeckeC1 et C2

sur XU 0 telles que, sip désigne la projection deXU 0 sur XU , le cup-produit
(C1)�p

��1 \ (C2)�p
��2 soit unélément non nul deH2(XU 0 ;F�3).

(Une ‘correspondance de Hecke’ est la correspondance surXU 0 induite de fac¸on
habituelle par une double classeU 0
U 0 (
 2 G(Af )).)

Remarque.Dans l’article [Cl2] sont d́emontŕes des ŕesultats semblables pour le
cas de la cohomologie holomorphe des variét́es de Shimura, avec la terminologie
de ‘stable’ au lieu de ‘virtuel’; mais Clozel m’a fait part de ses regretsà ce sujet, et
de sa pŕeférence pour le terme ‘virtuel’dans ce genre de questions.

Le résultat pŕećedent peut aussi s’énoncer sous quelques varianteséquivalentes.
Indiquons en une: parce que le cup-produit commute aux images réciproques, on
peut parler du cup-produit de deuxéléments des limites inductives lim

�!U
(XU ;F�i)

(pouri = 1;2). Notre th́eor̀eme est alors visiblementéquivalent au suivant.

(5.1)0 THÉORÈME. Soient�1 et�2 deuxéléments non nuls appartenant respec-
tivement aux limites inductiveslim

�!U
H1(XU ;F�1) et lim

�!U
H1(XU ;F�2). Il existe
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alors deśeléments
1 et
2 deG(Af ) tels que le cup produit
1:�1 \ 
2:�2 soit un
élément non nul delim

�!U
H2(XU ;F�3).

(Bien ŝur, le cup-produitétantG(Af )-équivariant, on peut, si on le désire,
imposer une valeur̀a 
1 ou 
2, demander par exemple que l’un ou l’autre soit
l’identité.)

(5.2) La dualit́e de Serre permet de déduire une version duale du résultat pŕećedent:
notons�02 = �1 � �2 . Le faisceauF�02 posśede (lorsqueU est assez petit) de la
cohomologie en degré 1, associéeà des repŕesentations de type opposéà celles qui
interviennent dans la cohomologie deF�2 (c’est-̀a-dire anti-holomorphes si celles
qui interviennent dans ce dernier sont holomorphes, et vice-versa). Le cup-produit
induit une application

H1(XU ;F�2)�H1(XU ;F�02)! H2(XU ;F�1):

Le résultat qui suit affirme queH2(XU ;F�1) est ‘virtuellement’ engendré par
l’image de cette application.

(5.2) THÉORÈME. Soitc 2 H2(XU ;F�1). Il existe alors un sous-groupe compact
ouvertU 0 � U tel que l’image ŕeciproque dec dansH2(XU 0 ;F�1) soit une
combinaison lińeaire de cup-produits de la forme�2\�02, avec�2 2 H1(XU 0 ;F�2)
et�02 2 H1(XU 0 ;F�02).

Expliquons comment d́eduire cela des th́eor̀emesénonćes ci dessus : Posons
�01 = 2���1, �1

2 = �1��2 et enfin�03 = �01+�
0
2 = 2���2. Le faisceauF�01 est

de m̂eme type queF�1: sa cohomologie intervient en degrés 1 et 2, et correspondà
une limite d́eǵeńeŕee de śeries discr̀etes ; d’autre part on a la dualité de Serre entre
H1(XU ;F�01) et H2(XU ;F�1); de m̂eme entreH1(XU ;F�2) et H2(XU ;F�03).
Enfin, les th́eor̀emes ci-dessus s’appliquent avec�01; �

0
2; �

0
3 en places respectives

de�1; �2; �3.
NotonsP � H2(XU ;F�1) le sous-ensemble constitué desc qui vérifient la

conclusion du th́eor̀eme, c’est-̀a-dire tels que leur image réciproque correspondant
à unU 0 assez petit soit une combinaison de cup-produits.P est un sous-espace
vectoriel. Il nous faut voir que son orthogonalP 0 � H1(XU ;F�01) estnul.

Si �01 2 P 0, il est en particulier orthogonal̀a p�(�2 \ �02), pour tout sous-
groupe compact ouvertU 0 � U , p désignant la projection deXU 0 surXU , et�2 et
�02 deuxéléments arbitraires deH1(XU 0 ;F�2) etH1(XU 0 ;F�02) respectivement:
en effet, un teĺelément appartient bieǹa P car, siU 00 � U 0 est un sous-groupe
(toujours compact et ouvert)distingúedansU , l’image ŕeciproque dep�(�2 \ �02)
dansH2(XU 00 ;F�1) est une combinaison linéaire de translatés de�2 \ �02 par des
éléments du groupe quotientU=U 00.
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Nous en d́eduisons quep�(�01) est orthogonal̀a �2 \ �02 (pour la dualit́e de
Serre surXU 0). Mais , si�01 n’était pas nul, il existerait d’après les th́eor̀emes
préćedents un sous-groupeU 0 et �02 2 H1(XU 0 ;F�02) tel que le cup-produit

p�(�01) \ �02 2 H2(XU 0 ;F�03) soit non nul ; puis, invoquant une nouvelle fois

la dualit́e de Serre, uńelément�2 2 H1(XU ;F�2) tel quep�(�01) \ �02 \ �2 soit
non nul. Cette contradiction prouve donc bien la nullité deP 0 et donc le th́eor̀eme
(5.2).

(5.3) Nous allons maintenant prouver le Théor̀eme (5.1), ou plut̂ot sa variante (5.1)0.
En ŕealit́e, cette preuve consiste simplementà adapter les résultats du Paragraphe 7
de [Ha2], et̀a utiliser ceux que nous avons démontŕes au paragraphe préćedent. Les
résultats de Harris sonténonćes pour la restrictioǹa une sous-variét́e plut̂ot que
pour le produit tensoriel, mais on s’y ramèneévidemment en considérant (de fac¸on
analoguèa ce que nous avons fait au paragraphe 4) ce produit tensoriel comme
restrictionà la diagonale du produit tensorielexterne.

Rappelons pour commencer un critère, d̂u à Hecht et Schmid ([He–Sc]), et
caract́erisant les śeries discr̀etesintégrables, c’est-̀a-dire telles que le coefficient
matriciel assocíe à tout couple de vecteursK-finis soit int́egrable (et non pas
seulementL2). Leur ŕesultat est́enonće dans le cadre des groupes semi-simples,
mais son extension aux groupes réductifsà centre compact estévidente: une śerie
discr̀ete�� est int́egrable si et seulement si son paramètre de Harish–Chandra�
est ‘assez loin des murs non compacts’, c’est-à-dire plus pŕeciśement, v́erifie, pour
chaque racine non compacte�, les ińegalit́es (òuR désigne l’ensemble des racines)

j(�; �)j > 1
2

X
�2R;(�;�)>0

(�; �):

Pour le groupe que nousétudions, on voit que cela revient aux deux inégalit́es

j(�; e2)j > 1; j(�; e3)j > 1;

lesquelles sont satisfaites pour les représentations�2 et�3 étudíees au Paragraphe 4
en vertu de l’hypoth̀esek > 5; ces dernìeres sont donc intégrables.

(5.4) Utilisons maintenant la comparaison, rappelée au Paragraphe 3, entre la coho-
mologie deXU et la(b; T )-cohomologie des espaces de formes automorphes, ainsi
que la classification des représentations qui admettent de la(b; T )-cohomologie:
on voit alors que des classes�1 et �2 comme dans l’́enonće du Th́eor̀eme (5.1)
s’obtiennentà partir de plongementśequivariants unitaires (bien définis à une
homoth́etie pr̀es)

j1 : H�1 ,! AU ; j2 : H�2 ,! AU ;

pour un certain sous-groupe compact ouvertU , de telle sorte que�i (i = 1;2) soit
dans la droite image de

(ji)� : H1(b; T;H�i 
 �i) ,! H1(b; T; AU 
 �i):
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Le cup-produit ‘externe’�1 \ �2 est unélément deH2(XU � XU ;F�1 
 F�2)

assocíe au plongementj1 
 j2 deH�1 
 H�2 dans l’espaceAG�G
U�U des formes

automorphesU�U–invariantes sur le groupe produitG�G: c’est unélément non
nul correspondant̀a l’image de

H1(b; T;H�1 
 �1)
H1(b; T;H�2 
 �2)

' H2(b� b; T � T; (H�1 
 �1)
 (H�2 
 �2))

dans

H2(b� b; T � T; AG�G
U�U 
 (�1 
 �2)):

Enfin, la restrictionà la diagonale d́efinit une application (GR-équivariante)
r : AG�G

U�U ! AU , et la compośee

H2(b� b; T � T; AG�G
U�U 
 (�1 
 �2))

res
- H2(b; T; AG�G

U�U 
 �3)
r�

- H2(b; T; AU 
 �3)

nous donne finalement l’élément associé au cup-produit ‘interne’�1 \ �2 2
H2(XU );F�3).

Nous pouvons maintenant, parce que�3 est une repŕesentation int́egrable, uti-
liser certains ŕesultats prouv́es, sous cette hypothèse, dans le Paragraphe 7 de [Ha2]:
le Lemme (7.2) de loc. cit.́etudie la projection d’uńelément de(j1
j2)(H�1
H�2)

sur le facteur direct correspondantà �3 dans l’image de�1 
 �2 � AG�G
(2) ; cette

projection d́efinit une fonctionC1 sur le quotient(G�G)(Q)n(G�G)(A), dont
la restrictioǹa la diagonale est une forme automorphe (K-finie). Cette construction
associe au couple des plongementsj1 et j2 un homomorphismej3:H�3 ! AU ,
vérifiant la propríet́e suivante: pourv 2 H�1 
H�2, la restriction diagonale de la
projection de(j1 
 j2)(v) sur la partie�3-isotypique est́egaleà j3(p(v)), où p
désigne la projection deH�1 
H�2 surH�3.

On voit alors, en utilisant le fait que�3 est la seule représentation telle que
H2(b; T; �3
 �3) 6= 0, que le diagramme

H
2(b� b; T � T; (H�1 
 �1)
 (H�2 
 �2))

(j1
j2)�
- H

2(b� b; T � T;AG�G
U�U 
 (�1 
 �2))

H
2(b; T;H�1 
H�2 
 �3)

res

?

o

(j1
j2)�
- H

2(b; T;AG�G
U�U 
 �3)

res

?

H
2(b; T;H�3 
 �3)

p�

?

o

(j3)�
- H

2(b; T; AU 
 �3)

r�

?
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est commutatif. Le cup-produit que nousétudions est donc défini par l’image via
(j3)� d’un élément non nul deH2(b; T; H�3 
 �3). Finalement, un argument
évident de densité (voir la preuve du Th́eor̀eme (7.4) de loc. cit.) prouve que, quitte
à modifierj1 etj2 par deśeléments deG(Af ), le morphismej3 est non nul, et cela
ach̀eve de prouver notre résultat.

(5.5) En utilisant une ḿethode analogue et les résultats de (4.7), on peut obtenir
des propríet́es semblables de non-annulation de cup-produits d’éléments duH1

provenant de śeries discr̀etes holomorphe et anti-holomorphe : soient donc�1 et
�2 comme en (4.7), c’est̀a dire que la projection du premier est situé dans le ĉone
adjacent̀a la partie suṕerieure età gauche du translaté pare1 du mur compact,
tandis que le second correspond au cône inf́erieur gauche; on suppose de plus
que�3 = �1 + �2 est dans le ĉone des poids tels que le faisceau correspondant
posśede duH2 (de projection sitúee à gauche du mur compact ‘entre’ les deux
préćedents). On fait l’hypoth̀ese ĺeǵerement plus forte que la projection de�3 est
assez loin des translatés des murs non compacts : plus préciśement,�3 = � � �3

doit satisfaire aux ińegalit́esj(�; e2)j > 1; j(�; e3)j > 1 qui assurent que la série
discr̀ete (non-holomorphe)��3 est int́egrable.

Sous ces hypoth̀eses, on a mot pour mot les mêmes propríet́es que celles
énonćees dans les théor̀emes (5.1) ou (5.1)0 – que je me dispense de recopier
ici. La démonstration est aussi la même,à cela pr̀es qu’on ne sait pas que�3

apparâıt sans multiplicit́e dans�1b
�2. Toutefois, cette multiplicit́e est bieńegale
à 1 si on se limitèa la sous-représentation engendrée par le produit tensoriel des
K-types minimaux (4.9). On peut par conséquent modifier l’argument exposé ci-
dessus en remplac¸ant le produit tensoriel par cette sous-représentation, compte
tenu du fait que la cohomologie de(H�1 
 �1)
 (H�2 
 �2) se factorise par cette
sous-repŕesentation (cf. (4.7)).

On peut aussi se demander ce que l’on peut dire des cup-produits de deux classes
de 1-cohomologie dont l’une provient comme ci-dessus d’une série holomorphe
ou anti-holomorphe, tandis que l’autre est associéeà une śerie non-holomorphe. Il
semble difficile dans cette situation de prouver des résultats de non-annulation. Par
contre on peut prouver des résultats de ‘surjectivité’ analogues̀a notre Th́eor̀eme
(5.2), par une ḿethode identique, fondée sur la dualit́e de Serre. Cela encore est
laisśe au lecteur.
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