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Abstract. Let G be an inner anisotropic form of an unitary group of 3 variables quesuch that

GRr ~ U(2,1), andn be an automorphic representation®{A) whose archimedean component

T IS @ degenerate limit of discrete series; such @ever occurs in the cohomology (coherent or
étale) of a Shimura variety. We show that however it does ‘appear’ in the coherent cohomology
of some line bundle over an associated Griffiths—Schmid variety. Moreover we study cup products
between such cohomology classes and some other automorphic cohomology classes and we prove
some non-vanishing results.
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Introduction

L'un des myséres de la thorie de Langlands tient dans le fait que certaines
formes (ou reggsentations) automorphes, auxquelles devraient pourtant correspon-
dre des refrsentations galoisiennegsrnaturelles du point de vue aritbtigue,
échappent cependaat toute interpetation al@bro-geonetrique et demeurent
donc pour I'instant des objets d’'une nature purement analytique dont on ne sait
pas faire grand chose. On cofitnbien de ce point de vue le cas des formes
de Maass assdmésa la valeur propre M du laplacien, auxquelles correspon-
dent conjecturalement des répentations d'Artin paires de dége du groupe
Gal(Q/Q). Les repésentations automorphes dont la composante aézlienne

est unelimite degerérée de érie discete constituent un autre exemple fonda-
mental de ce fait: plus pcigment, siG' est un groupeéaductif surQ permettant

de cefinir une varete de Shimura, on sait que les repentations automorphes

de G dont le typea l'infini est une &rie discete interviennent dans la coho-
mologie (rationnelle owetale) de certains faisceaux localement constants sur la
variett en question; cela permet de prouver desultats d'algbricite pour les
valeurs propres des émteurs de Hecke, et aussi dans certains cas (et pro-
bablement tous lorsque la&brie sera parfaitement au point) d’assoceces
repesentations des rgggentations galoisiennéadiques. Si I'on part maintenant

https://doi.org/10.1023/A:1000282229017 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000282229017

52 HENRI CARAYOL

d’'une repésentation automorphe de type une limitn cegerereede €rie dis-
crete, alors elle intervient dans la cohomologie de certains faisceaarastb sur la
variéte de Shimura, ce qui permagalement de prouver dessultats d’algbricite;
on peut néme esprer (bien que cela n'adte fait que dans de rares cas) construire
des repesentations de groupes de Galois, par des arguments faisant intervenir des
congruences entre formes automorphes. Le cas des lindigesadees au contraire
échappea la theorie, car les formes de ce type n’interviennent jamais, é®pr
un résultat de Mirkowt, dans la cohomologie (céhente oletale) des vaétes de
Shimura.

Comme exemple igressant, on peut consigr les groupes unitairegels
quasi-éployes (c'esta dire de signaturén,n) ou (n,n — 1)) et une limite de
série discete qui correspond au paratre de Harish-Chandraul eta une cham-
bre de Weyl pour laquelle aucune racine simple n’est compacte (voabletaiu
Paragraphe 1 pour un rappel concernant la patasation de ces repsentations).
Les limites ainsi éfinies sont dgerérées sauf dans le cas de la signattirel).
Les repésentations automorphes d’'un tel type devraient correspancieetaines
repesentations galoisiennes d’image finie. On sait tout faire dans le cas non
déegerere, i.e. pour les groupes de typg 1) : c’'est la tteorie de Deligne—Serre,
gui associe des repsentations d’Artin impaires de dég aux formes de poids 1.
On ne sait rien au contraire dans les autres céspenpas que les valeurs propres
de Hecke sont aigpriques. Ce probme n’est d’ailleurs pas sans rapport avec celui
des formes de Maass menti@plus haut, car il correspond par fonctorikit
ces derrgres, ainsi que Clozel me I'a fait remarquer, des formes automorphes sur
U(2,1) du type ci-dessus.

L'objet du pesent article est de suggr une possible voie d’attaque sur I'exem-
ple d'une forme tordue (supp@s anisotrope pour simplifier) d’'un groupe unitaire
a trois variables de typa l'infini U(2,1). Plus pécig€ment, on y montre que
nos formes mys&trieuses interviennent dans la cohomologie (en&keget 2) d’'un
faisceau cobrent sur lavariete de Griffiths—Schmigssocge. Ce faisceau est en fait
une ‘racine caie’ du faisceau dualisant, et notésultat fait ainsi appaitae une
géreralisation assez naturelle du cas des formes classiques de poids 1. Toutefois les
résultats arithratiques souhdéts ne @coulent pas de cette integation, car notre
variéte de Griffiths—Schmid n’est pas (contrairement auxéfeside Shimura) une
variéte algebrique. On peut egper quand rdme, du fait que la vagte en ques-
tion est en quelque sorte ‘de nature&dgque’ (i.e. un espace de modules pour
certains types de structures de Hodge), qu'il soit possible de donneéfinitich
raisonnable de ce qu’est une classe de cohomologie ‘rationnelle’: dans le cas du
H* et d’un vrai groupe unitaire (et non pas d’une forme tordue), on peut sans doute
faire cela en consgtant la restriction d’une telle classe aux courbes modulaires
(au sens usuel) qui sont naturellement incluses dans ktavde Griffiths—Schmid,
et exiger que cette restriction soit rationnelle. On aurait besoin d’avoir une notion
de rationalié de ce genre aussi pour#, de sorte que le cup-produit de classes
rationnelles le soiegalement. J'egre pouvoir revenir sur ces questions dans un
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prochain travail, ainsi que sur une correspondance explicite entre certaines formes
automorphes au sens classique pour les groupes unitaires et certaines des classes de
‘cohomologie automorphe’ qui interviennentici (cetesulte d’une variante, due
Gindikin, de la transformation de Penrose). Pour en revenir @sept article, j'y
vérifie que les classes de cohomologie agExaux limites @gerérees de &ries
discretes interagissent par cup-produit dedflacon triviale avec d’autres qui sont
assocdesa des éries discetes, et pour lesquelles on sait donc que les valeurs
propres des dgrateurs de Hecke sont alyriques. De faan duale, cela revierdt

dire que nos classes mgseuses, vues dansi#, sont des combinaisonsénires

de cup-produits de classes de 1-cohomologie asssicides regsentations auto-
morphes d’'un type connu, et en particulier rationnelles. Si 'on paréieltnner

une ckfinition geonetrique de rationalk pour les classes de cohomologie sur notre
variéte de Griffiths—Schmid, c&sultat impliquera de€sultats de rationaétpour

les formes assoees aux limites @gererees de &ries discetes et peuétre aussi

des congruences entre ces deres et des formes asseesa des éries discetes
non-holomorphes.

Dans le cas des va@tes de Shimura, il est connu que le calcul de la coho-
mologie colérente revient au calcul de (g, K)-cohomologie d’espaces de formes
automorphes, avecl'algebre de Lie du sous-groupe parabolique (complexe) qui
stabilise un point du domaine hermitien sstnique assoéi; cela se ragne aussi
si 'on préfére au calcul de la-cohomologie, @ n est le radical unipotent de la
sous-algbre de Borel correspondaatune chambre de Weyl ‘holomorphe’ (ou
‘antiholomorphe’, suivant les normalisations choisies) :dsuttat de MirkovE
auquel il aéte fait allusion plus haut affirme en fait que cetteohomologie s’an-
nule pour les limites @gerérees de aries discetes. Le calcul de la cohomologie
cohérente d’une vagite de Griffiths—Schmid est conggement analogue et on mon-
tre, dans le cas particulier conéid ici, qu'il revienta un calcul de.-cohomologie
d’espaces de formes automorphasy @ésigne maintenant une algre unipotente
non holomorphel’apparition ici des limites dgererées correspond donc au fait
gue, pour un teh, leur conomologie ne s’annule plus.

Le calcul de lan-cohomologie des limitesédgrérees s'aere intrinequement
beaucoup plus ardu que dans le cas negetere. Nous effectuons ce calcul ici
(dans le cas de S3,1) ou U(2,1)) d’'une faon tres pétonnere, c’esta dire
par des calculs totalement explicites : au Paragraphe 1 nous extrayons d’articles
de Wallach et Johnson—-Wallach une description ‘matricielles fpecise de nos
limites degerérées (il n'y en a d’ailleurs qu’una torsion pés par un caraete), et
au Paragraphe 2 nous utilisons cette description pour calculer ‘manuellement’ la
cohomologie erecrivant explicitement les cocycles qui apparaissent. Ce genre de
méthode ne saurait bierlisse gréraliser au cas d’un groupe quelconque. &&d
plus habile consiste bien entenddaire appeh la localisation, mais dans le cas
difficile d'un caracére infinieésimal singulier: jexplique la fin du Paragraphe 2,
d’'un point de vue assez fiaa quoi cela revient dans le cas d’un groupe unitaire
a trois variables. Wolfgang Soergalqui j'avais expligé le probéme et mont
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mes balbutiements localisateurs, vient dans un tragaémt ([So]) de ramener ce
calcula un probéme (sans doute d'ailleures difficile) relatifa la combinatoire du
groupe de Weyl. Je me suis toutefois tenailei nethode calculatoire, parce qu'ona
besoin dans la suite désultats plus fins que le simple calcul de la cohomologie (on
veut exprimer des projections de cup-produits sur des facteurs directs de produits
tensoriels de repsentations), ce qui ne semble pasaliler de la localisation.

J'ai fait quelques calculs ‘exgimentaux’, en partant du travail de Soergel, por-
tant sur les ref@sentations des groupes unitaires quasiaes (i.e. SWm, m) et
SU(m,m—1)) etles limites @gerérées dearies discetes analoguescelles consi-
derées ici (i.e. pour un paragtre de Harish-Chandra nul), avecorrespondant
a une chambre pour laquelle aucune racine simple n’est compacte. Cela conduit
a des proldmes combinatoires difficiles, de comparaison entre I'ordre de Bruhat
sur le groupe de Weyl compatdi, et celui induit par I'ordre de Bruhat sur le
groupe de Weyl tout entier. Pour de petites valeursideon peut alors voir que
la cohomologie est non nulle, mais lessultats obtenus sont assez compiigu
Le resultat de Soergel fournit une sorte d’algorithme pour la calculer, mais il ne
semble pas possible degalire une expression de cette cohomologie valable pour
m quelconque. Tout cela semble toutefois indiquer que kesddiu pesent article
admettent sans doute des extensipng cadre beaucoup pluérgral.

Le Paragraphe 3 est consaeér traduire les&sultats des deux @eedents en
termes de la cohomologie catente de notre vate de Griffiths—Schmid et les
deux suivantsa établir les esultats relatifs aux cup-produits. Dans le cas des
varietes de Shimura, Clozel, Harris et Li ont rankedes prol#mes de non-
annulation ‘virtuelle’ de cup-produits (ou de restrictioasles prol#mes purement
archinediens; on montre qu'il en est deéme ici. Le Paragraphe 4 est congacr
ces questions archiediennes: il s’agit de faire appéira certaines repsentations
de la €rie discete comme facteurs directs dans des produits tensoriels etifler
la non annulation de la projection sur ces facteurs de cup-produits de classes de
n-cohomologie. On montre enfin au dernier paragraphe comment celénentra
différents esultats relatifa des cup-produits sur la vaté étudie.

Ce travail et entrepris lors d’'un&jour au Research Institute for Mathematical
Sciences de Kyoto. Je remercie mesé@glies japonais (en particulier Y. lhara, T.
Oda et M. Kashiwara) pour cette invitation, les discussiorey@sisantes que j'ai
eues avec eux et leur chaleureuse hospétalit

1. Une limite degenérée de érie discrete

(1.1) Nous nous iréressons dans ce qui sait’'unique limite cegererée de érie
discrete pour le groupe S(2, 1) et nous la notonsy. Rappelons que, d'une fan
gérérale, ledimites de &ries discetespour un groupe semi-simple sor#fthiesa
partir des éries discetes, natesr(\) dans la paragtrisation de Harish-Chandra,
par un proédeé de continuation qui permet de ‘pousser’ le pasaen sur les murs
(cf. par exemple le Paragraphe 1 de [Kn—Zu]). Plégement, ce paraétre qui
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pour les gries discetes doitre non singulier, est maintenant auteasappartenir
a la frontere d’'une chambre de Wegl. On obtient alors une repsentation néte
(A, C) — dépendant effectivement de — qui est non nulle si et seulementisi
n’est orthogonal@ aucune racine compadinplerelativement C' (ou plubt a
I'ordre correspondant sur les racines).

Leslimites de &ries discetesainsi obtenues sont des répentations igducti-
bles; elles sont paragtrées par les couplds, C') vérifiant la condition ci-dessus,
modulo I'action du groupe de Weyl compact. Enfin, on dit gy, C') estnon
degerereesi la condition plus forte suivante est satisfaiden’est orthogonale
a aucune racine compacte. Sinon elled&ggerérée La repesentation que nous
consicerons ici est celle qui correspond au paedre A = 0 eta la chambre de
Weyl ‘non holomorphe’, pour laquelle les racines compactes ne sont pas simples.

(1.2) Notre repésentationryo admet en&alitt une description beaucoup plus
terrea terre que la thorie que nous venons de rappeleebement: il s’agit en
fait d'une repésentation de laésie principale sparique,étudée en @étail dans
I'article [Wa] — ol elle est éfinie au Paragraphe 7 sous I'appellationrde 1 ou
bien der_, — ainsi que dans l'article [Jo-Wa]ld'on étudie plus greralement
les trois groupes S@, 1), SU(n, 1) et Sdn,1) et au la repésentation qui nous
intéresse est@hoten,. Nous allons extraire de ces deux articles une description
tres peécise derg qui nous servira ensuigecalculer explicitement sa cohomologie.

Le groupe unitaire que nous considns est celui relaté la forme hermitienne
surC?3 de matrice

1
1
-1
Un élementg de G = SU(2, 1) sera en gréralécrit sous la forme d’'une matrice
par blocs

(+2)

avec A une matrice (2x 2), b et ¢ deux matrices colonneg; la transpoge
conjuglee dec, et enfind un élement deC. Le sous-groupe compact maximal,
constitie des matrices de la forme

A
( (detd)~?! )

avecA € U(2), seranc K et il s'identifie ainsiaU(2). Nous dsignerons pdf’
le sous-groupe de Cartan compact constitas matrices diagonales

(07

g ;
gl
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ou «, 5 ety sont des nombres complexes de module 1 dont le produit vaut 1.
Le groupeG opere sur la sphre

S ={z=(2)ect (2P =|uf+|=P = 1)

unéelement

_[AD
9= cd
agissant par

9.Z = ((Z,c) +d) " .(AZ + ),

ol ( ) désigne la forme sesquikrire suiC?:

21 c1 . _
<<z2> , <02)> = C121 + C222.

Notre repésentationrg se ealise alors sur I'espace des fonctiois,(ou C>, ou
analytiques, etc . — suivant la ealisation que I'on choisit de con&kr: nous dis-
cuterons de ce point @tieurement) sur la sgie, unélementy € G transformant
une telle fonctionf en

(mol9)-f)(Z) = |d = (Z,0)| (9~ *.2).

(1.3) Deésignons paH le module de Harish-Chandra asso&irg, constite des
vecteursK -finis. Les deux articles sus-menti@scontiennent une description
précise de I'ensemble dek-types qui interviennent dari: tout d’abord, ce
module se dcompose comme une somme diregte= P, ,-oH"? ol pour
chaque couplg, ¢ d’entiers> 0, 4P»¢ désigne I'ensemble des restricticns® des
fonctions poly@miales harmoniques &f) Z qui sonthomognes de degip enZ et

g enZ (cf.[Wa] Paragraphe 7, ou [Jo-Wa] &weme 3.1 — le cas qui nous @resse
ici, avec les notations de [Jo-Wa], estceluiB = C,n = 2,d = 2, v = 2,
tandis que pour [Wa] c’'est le cas = k», = —1).

Chaque espac#?? est une re@sentation ieductible deK que I'on peut
identifier plus pecimentvia l'isomorphisme enté€ etU (2). On \erifie (cf. [Wa],
Lemma 7.9) qué{P-? est de dimensiop + ¢ + 1, etisomorpha la repésentation
suivante, que nousedignerons pat, ,, du groupd’(2): son espace estl'ensemble
des fonctions polydmialesP sur C? homogenes de de@rp + ¢, I'action d’un
élementt € U(2) étant donge par:

it ((2)) oo or (o (2))
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ou k1. (il) dénote I'ogeration naturelle (ligaire) del/(2) sur C2. Tout ceci
2

détermine compdtement 'action dek sur #, mais nous avons besoin de ren-
seignements supfnentaires; pour cela nous utiliserordment, ncgt e, 4.,
exhiké au Paragraphe 3 de [Jo-WaLette diference p&s que nous le noteronsici
ep,q Pour alkeger les notations. Il s’agit d’uelement explicite dé{?¢ (expressible

a partir de fonctions hypeegnetriques) que I'on peut caraatsera homotletie
pres par le fait qu'il est fig par le sous-groupe (read/ dans loc.cit.) dé constitie
des matrices de la forme

ou « est un nombre complexe de module 1. Or on voit adtsiie lestlements
fixés par les

o

dans I'espace de la regsentationr, , sont exactement ceux proportionnels au
polyndme:z! z3. Ce fait va nous permettre défthir unebasede 77 par transfert
de la base naturelle de I'espace de la&spntatiorr, ,. Plus peciment

DEFINITION. Lisomorphisme entre, , etH?¢ étant normalié de telle sorte que
limage dez{z] soite,  , nous notons, pour chaque entieg < j < p, ep4(7)
limage dez} 7237,

(1.4) On obtient ainsi une base dans chacun #&9 , avece, ,(0)= ¢, , et
'ensemble de tous c&dements constitue une basedeNotre but est maintenant
d’expliciter I'action sur cette base de certagéments de l'algbre de Lie com-
plexifieeg = sl(3, C) deG ; en particulier nous nous in&sserona I'action de la
sous-algbre unipotente constitlee des matrices de la forme:

0 * =«
0 0 0].
0 = O

Les trois matrices suivantes contituent une base de

010 00 1
A=(0 o o), B=|0 o0 0}, cC=
0 00 0 00
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Nous voulons calculer explicitement I'action de ces trois matriceg, @nsi
gue celle des matrices diagonalestigour lesquelles nous adopterons la notation

t(aaﬁ) = ( B > .
(f) ™

Le plus facile bien @&r est de calculer I'action deséments deK ou de son
algebre de Lie complexi@ie — que nous noterons- car il suffit de faire ce calcul
pour la repesentatiom, ,rapporéea sa base naturelle. On trouve ausisibmment
agit le tore diagonal

t(a, ﬁ)-ep,q(j) = az(qu)ﬂﬁquij-ep,q(j)-

De méme, il n'est pas difficile d’exprimer I'action dé € ¢ ou de sa conjugee
A* € t etl'on obtient apes un calcuévident

A.ep,q(j) =—(p _j)-ep,q(j +1); (0 sij=np),
A epg(f) = —(q+5)-epa(i —1); (0 si j=—q).

(1.5) Pour aller plus loin, nous utilisons maintenant l&€®dtleme (4.1.(2)) de [Jo—
Wal], ol est expliciee I'action sue,, , = e, ,(0) de I'element suivant (qu’ils notent

H)
001
B+B*=(0 0 0].
100

Dans le cas cons@mé ici, F = C,n = 2,d = 2, v = 2 et I'on obtient, en
prenant garde aux défences de notations€lement que nous notoags,, coincide
avec celui ndte,, ; dans loc.cit. pourm = p+¢, [ =p—q), laformule

(B+B%).epq= ((p + 1)26p+1,q - qzep,qfl

p+qg+1

+(q + 1)2€p,q+1 - pzep—l,q)v
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ou lorsquep = 0 oug = 0, on donne une valeur arbitra@ée 1 , oue, 1, le terme
correspondant apparaissant avec un coefficient nul. On utilise ensuite le fait que
I'élementt(s,4), qui opere par homotétie de rappori?— ¢ surH?-4, conjugue la
sommeB + B* ent(i,q).(B + B*).t(—i,—i) = —i.B 4+ iB* . De ce qui pecéde

on deduit alors ausgit comment opre B — B*

1

B—B).ep,=———

(—(p+ 1)2€p+1,q + qzep,q—l

+(qg + 1)26p,q+1 - Pzepfl,q)v

et I'on voit que ces deux formules nous permettent &easer les contributions
respectives d& et B*

1

Bepg=———
€p,q ptqg+1

((q + 1)26197(14-1 - pzep—l,q)a

B*. = 1)2 — ¢%ep 1)

€p,q p+q+1((p+ ) ep+1,4 — 4€p,g-1)
(1.6) Pour ceterminer maintenant 'image pét dese,, ,(j), on utilise le fait que
B commutea A, laquelle envoie, ,(j) sur un multiple dez, ,(j + 1) explicite

plus haut. Un rapide calcul nous fournit Esultat pour > 0

B.epg(j) = (g + D2epgr1(j) — (0 — §)ep-14(5)),

p+qg+1

ainsi qu’on le erifie par Ecurrence suf > 0. Montrons que cette formule demeure
également valable pour lgs< 0: si on la suppose vraie pour yin—q < j < 0,
alors la commutation d® et A entrane que la diférence

B‘€P,Q(j - 1)

—m((q + 120410 — 1) —p(p — j + Dep_14(j — 1))
appartient au noyau dé. Pour voir que cette expression est nulle, on remarque
qu’elle est vecteur propre pour les matri¢és, o —2) et la valeur propreU—b,
ainsi qu'il resulte des formules donnant I'action dés, 3) (d’'une fa®n gerérale,

t(a, a2) agitsure, 4(j) par multiplication pae®), ainsi que du fait qug(e, o 2)

et B commutent. Or Kgtd) est engendr par lese, (p') et il est donc contenu
dans la somme des espaces propres assaaix valeurs propres?’, avecy’ > 0.

Il en résulte donc bien (cgr— 1 < 0) que la diference ci-dessus est nulle, et la
formule est doné&tablie pour toute valeurq < 5 < p.
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D’une faon touta fait analogue, on utilise la commutation Bé& et A* pour
déterminer l'action deB* sur lese, ,(j). On obtient par un calcul direct, dans le
casalj < 0, et par un argument identique a@grdent, faisant intervenir le noyau
de A*, dans le cag > 0, la formule

B*.epq(7) ((p+ 1)%epsi1q(d) — ala + F)epg—1(3))-

T pta+l
Finalement, on exprime I'action d& en remarquant qué' = [B*, A]. Nous
rassemblons dans un formulaire &sultat que I'on obtient de la sorte, ainsi que

ceux troues pecdemment, donnant les actionstde, 3), A et B

(1.7) Formulaire:
t(a, B)-ep,q(d) = az(q_p)+jﬁq_p_j-€p,q(j)a

A-ep,q(j) = _(p _j)'eple(j + 1)7

B.ep4(j) (g + 1?epg1(5) — (0 — 5)ep-1,4(5)),

T ptg+l

C.epqgli) = p— ((p+D%epirq(f + 1) +alp — fepg-1(i + 1))

(1.8) Variante: cas des groupe$)(2,1) et CU(2,1).

Nous consiérerons en gréral, plubt que le groupe S(2, 1), le groupe unitaire
U(2,1), ou méme CU2,1) (groupe des similitudes unitaires). La repentation

gue nous avons jusqu’i@tudiée est triviale sur le centre de §J1) et elle se
prolonge en des repsentations, toujours triviales sur leurs centres, de chacun des
deux groupes (2,1) et CU(2, 1). Nous noterons encorg I'un ou l'autre de ces
prolongements, qui séalisengégalement sur I'espace des fonctions sur l&sph
I'action étant ecrite par la formule

(mo(9)-1)(Z) = |detg)|73|d — (Z,b)| 2 f (974 2).

Les formules que nous avons tr@es ci-dessus demeurent bidir galables
pour ces actionstendues. Il convient toutefois, dans le cas du groug@el) (resp.
CU(2,1)), de cesigner maintanant pdrf'ensemble des matrices diagonales

t(aaﬁa’}/) = ( B ) )
Y

ou «, 3, ety sont des nombres complexes de module 1 (resp. trois nombres com-
plexes de rame module). L'action d’'une telle matrice syr,(j) est alors donee
par

t(er, B,7)-pg(j) = QPG igp-d e, (5).
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2. Cohomologie dery.

(2.1) Lalgebre de Lien est engendre comme espace vectoriel par les trois
matricesA, B, etC. La premere est centrale damstandis que le crochéB, C]|
estégala A. Nous allons calculer directement dacohomologie du modulé{

en utilisant les formules ci-dessus et le complexe standard. Pguy X 3, on
consicere donc le groupe de codhas

C?=C%n,H) = Homc </q\n, ’H) .

Fixons des isomorphisme® ~ #H, C! ~ H3, (C? ~ H3, C®~H
de la faon suivante: le premier e&vident, le second estefini en associant
a toutélement deC? le triple (u,v,w) des images respectives dg B, et C;
le troiseme s’obtient de @me en consigrant les images, ne¢s(z,y, z), des
elements respectiBAC,C A A, AN B, etenfinle dernier correpord’image de
ANBAC. Via ces isomorphismes, on peut exprimer Bogteur cobord comme

suit
pour h € H ~ (O, o(h) = (A.h, B.h, C.h);
pour (u,v,w) € H3~CY,  O(u,v,w) = (B.w— Cw —u, Cu
—Aw,Av — B.u);

pour (z,y,z) € H3~C?  O(z,y,2) = Ax + B.y+ C.z.

Des formules exprimant I'action de on ceduit qu’aucun vecteur non nul de
‘H ne peutétre invariant: lesh verifiant A.h = 0 sont combinaisons lgaires de
ep.q(p), €t on voit alors queB opére de faon injective sur KefA). Le groupe
HOn,H) est donc nul.

Le groupe des 1-cocycles! s'identifiea

zZl= {(u,v,w) € 13, Bw—-Cv=u, Cu=Aw, Awv=Bu},

et nous devons le quotienter par le sous-groupe coadligs triples de la forme:
(A.h, B.h,C.h). Or tous les, 4(j), pour—q < j < p appartiennerd I'image de
A, et nous pouvons donc supposer que nous partons d’un 1-cqeyelgw) avec
u de la forme:

u= Z Ap.a€p,a(—4)-

p,q>0
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1 2
Bau = Z p+q+1(Q+l) Apg€p,g+1(—4)

= Y P+ D gep14(—0),
p>0,q20p ta+l
ou la premere somme est dans I'image de la seconde doit #tre aussi (car

B.u = A.w), ce qui entrine quel, , doit étre nul pourp > 0. Consi&rons

maintenant:
Cu=Y —Dogery(—a+ 1)+ 3 —aPhageos 1(-a-+ )
04 ¢>01

cetélement doiegalement apparterar'image deA, ainsi gu'il resulte de Egalig
C.u = A.w. Cela force tous lesg , pourg > 0 aétre nuls.

Nous sommes donc ram&nau cas d’un cocycle:, v, w) avecu de la forme:
u = Xego. Alors B.u = Xeg 1, C.u = Ae1p(1) etles relationsi.v = B.u, Aw =
C.u sontéquivalentes aux suivantes

v € —Xeg1(—1) + Ker(A); w € —Ae1o + Ker(A);

d’autre part, on constate augsgitiue le triple(eg, —eg,1(—1), —e1,0) €st bien un
cocycle, c’est dire que la condition non encore cor@&ke B.w — C.v = u est
aussi satisfaite. Commg o n'appartient pas I'image deA, ce cocycle n’est pas
un cobord, et il éfinit donc une classe de cohomologie non triviale.

Nous allons montrer maintenant que cette classgendreZ(n, H); en vertu
de ce qui pecede, il nous suffit pour cela de prouver que tout cocycle de la forme
(0,v,w) est un cobord. Le fait que ce triple soit un cocycle signifie guet w
appartiennena Ker(A), c’esta direa I'espace engendrmar lese, ,(p), et que
B.w = Clw.

Nous pouvons donc poser

v = Z ﬁp,qepyq(p); w = Z 'Yp,qep,q(p)a

p,g>0 p,g=0
d'ou
Buw= 3} ;(q + 1) gepq+1(p);
pa>0P e+l
1

Co= 3 ————=p+1Bpeepr1q(p +1).
p%op+q+1 p,¢Cp+1lgq
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L’ égalie de ces deux expressions revient agaliés

Bpo=0, 70,=0, pourp,qg=1: p?Bp14=*Vpg-1-

On voit alors que0, v, w) est le cobord assaza I'élement

h = Z hp.qep.a(P)

p,q=0

avec

_p+q+lﬁ _ptqg+1l
Dq = (q+ 1)2 pyg+1 = 7(]74—1)2 Yp+1,q-

(2.2) On peut prouver par des arguments analogues que le second groupe de
cohomologieH?(n, H) est lui aussi de dimension 1. Afin de ne pas lasser le
lecteur, contentons nous de remarquer que le 2-cocycle suivant

(33, Y, Z) = (60,07 07 O)

n'est pas un cobordEn effet, si cétait le cobord d’'une 1-cochee (u,v,w),
quittea modifier cette dergre par un coborél(h), nous pourrions supposer que
est comme ci-dessus une combinaisoidine dee, ,(—q); alors I'argument &ja
utilisé plus haut, partant dégaliesC.u = A.w, A.v = B.u, entranerait queu
devraitétre en fait un multiple dep o. Modifiant alors(u, v, w) par un multiple du
1-cocycleetudi piecedemment, nous serions finalement ragésgrla situation a
u = 0, avecv etw deuxélements de KeiA) tels queB.w — C.v = egp, €t on
contate ausdt (cf. les formules de la fin du® précédent exprimanB.w et C.v)
gque cela n’est pas possible.

Plutdt que de montrer directement que la classe du 2—cocyetegent engen-
dre H2(n, ), invoquons ici la dualé de Poinca: le dual dei7?(n, ) estisomor-
phea H(n, H*) (cf. par exemple [Kn] Chap. VI Paragraphe 3; noter g\f¢n)
est trivial commen-module). Or le dual d&{ = &7 est le produit des duaux,
également isomorphe au produit{?-?: cela esulte de ce que la regsentation
gue nous consglons esa la fois unitarisable egalisable suR: plus péciement
il existe surH un produit scalaire hermitien invariant pour lequelédmposition
en?P-¢ est orthogonale ; or le conjugul’un polyrome deH?¢ est dang{??, et
I'on obtient ainsi un dualé équivariante su# qui identifie%? au dual deH{?1.
Ceci dit, le calcul que nous avons fait pour calculer la 1-cohomologie Hé?
s'appligueégalement, en donnant leéme esultat, au produill#?:?. Nous en
deduisons quéf?(n, ) est donc bien de dimension 1.

Finalement, le groupH 3(n, ) estnul, ainsi qu’on peut le voir en invoquant de
nouveau la duali de Poincd, ou bien plus simplement en constatant directement
que la eunion des images des troisérpteurs4, B, etC, engendréH.
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(2.3) Si G désigne I'un des trois groupes &J1), U(2,1) ou CU(2,1), notre
algebre de Lien est une sous-adpre de l'al@bre de Lie complexidieg de G.
Son normalisateur danS¢ est un sous-groupe de Borel, contenant le @re
constitle des matrices diagonales @eNous noterons la sous-alg@bre de Borel
correspondante, qui est donc la sommend de I'algebre de Lie complexidie,
noteet, deT'.

Le tore T, agissant la fois sum et sur#, agit sur lan-cohomologie, ainsi
gu’il résulte de la compatibiétentre I'action dey et de I'action du sous-groupe
compact maximal sui. Explicitons cette action: une matrice diagondle, 3, )
conjugueA (resp.B, resp.C) enaB 1. A (resp.ay 1.B, resp.y5~1.C), et son
action surH{ a été decrite en (1.8). On trouve alors que cette matrice diagonale
multiplie le 1—cocycle explicé ci-dessus par le scalaire

alp=(a By =By Ha ).

De méme, le 2-cocycle que nous avons exhist multiple para~13, car
t(a, B,v) multiplie B A C parap~? et fixeegp. On voit donc qué’ opére par le
méme caraétre suri*(n, H) et surl?(n, H). Nous noterons ce caragire

K(t(e, B,7) = a™*B

Nos resultats peuvent se formuler deda@quivalente en termes dehomolo-
gie relative En effet les groupes

H*(b,t, H® pu) = H* (0, T, H ® pu),

ou . désigne un caraete du toreT' — qui setend de fagon évidente en un ca-
racere du sous-groupe de Borel corés@l- s’obtiennent comme |65 (ou  t-)
invariants dand?*(n,’H ® 1), ainsi qu’on le voit directement en comparant les
‘complexes standard’. Nous avons donc obtenu la

(2.4) Proposition :Les groupes de cohomologie
H* (0, T,H ®p),
sont nuls, sauf les deux suivants
H(o, T\ HorY),  H?b,T,HRr1),
qui sont de dimensioh.

(2.5) Commentaires:

Le calcul de lan-cohomologie des limiteson cegeréréesde €ries discetes,
pour tout groupe semi-simpl&, a éte effecte par Williams [Wi2],a la suite de
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travaux de Schmid cons@&g au cas desses discetes. Icin désigne le radical
unipotent d’'une sous-addpre de Borel, éfiniea partir d’'un ordre sur le sysine des
racines relativea un sous groupe de Cartan compBct. K. Nous rappelerons
et utiliserons plus tard cegsultats de Williams. La gthode qu'il utilise, et qui
raffine celle utili€e par Schmid, consistemontrer, e& utiliser le fait que la suite
spectrale de Hochschild—Serre

By =H® (E N, Hye ® /\(p/p‘)> = H*(n, Hr)

degerere en utilisant exclusivement la structure du gysé desK-types de la
repesentation cons@tée; dans I'expression ci-dessesiesigne I'algbre de Lie
complexifie deK, H, le module de Harish—Chandra d'une limite éeis discete
, p 'orthogonal de (quiintervient dans lagcomposition de Cartan), et engin =
pNn. Cette néthode ne marche plus du tout dans le cas des limiégsrdrées, ainsi
qgu’on le voit cBja dans le cas que nous avaiade : en effet notre repisentation
7o a le néme systme deK-types que toute autreese principale ireductible,
et pourtant elle est la seule, ainsi qu’'on le voit facilemengosgder de lan-
cohomologie.

[lapparard@ donc que ce calcul dans le cas des limitegeaérées doit utiliser des
renseignements beaucougpis que ceux qui suffisent dans le cas negedere.
Nous avons ici utilié une description comglement explicite de la regsentation
en question (et nous aurons besoin dans la suite d'utiliser les expressions explicites
de nos cocycles), mais on ne saurait biegneserer faire de rame en gréral. En
fait, I'id €e raisonnable pour traiter le cas d’'un groupe quelconque coasitliser
la localisation, c’esk-dire dans le cas qui nous énéssea réaliser nos limites
de <ries discetes comme certains groupes de cohomolagseipport dans les
K-orbites fernées de la vaétt de drapeaux asséeia G¢; la n-cohomologie
est alors I'aboutissement d’'une suite spectrate di la stratification de I'orbite
consiceree enK N N-orbites, @ N désigne le sous-groupe correspondantPar
exemple, dans le cas de &J1), la varéte de drapeaux est 'ensemble des couples
(z, L), ouz estun pointeL une droite d@®;(C), avecr € L; onadans ce castrois
Kc—orbites fernees:01, ensemble des drapea(®, L) dont le point cincide
avec le pointO de coordonaes(0, 0, 1); O, constite des coupletz, A), ou A
désigne la ‘droitea l'infini’ d’ equationT” = 0, avecT la troisikme coordonge;
et enfinO3, formée des(z, L) avecx € A et L la droite joignantz a O. Les
deux preméres orbites correspondent aweriss discetes holomorphes et anti-
holomorphes et leurs limites, tandis que la troésne est assoegé aux &ries
discretes non-holomophes atleurs limites, dontrg fait partie. Pour I'algbren
gue nous avons congitte, la stratification d€; consiste en le poiritro, Lo), avec
xode coordonéeg 1, 0, 0) et Ly ladroite correspondante, et en son coenpéntaire
que nous noton®;. A chaque paragtre de Harish—Chandiaassoda une grie
discrete non-holomorphe (o& une limite)r,, correspond un faisceau localement
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libre F, sur la varett de drapeaux, tel que le module de Harish—Chakgrae
) Se ealise surH(%s(}"A). De la stratification de I'orbit€3 résulte alors une suite
exacte dem—modules

0 Hy— Hy = H =0,
avec:
Hy = Hyy(F2),  HE = Higg 10 (FD)-

On peut calculer la-cohomologie dé{, et#Y: on trouve comme seuls groupes
non nuls (que\ soit regulier ou singulier)

Hom,HY),  H?(n,H)),

gui sont de dimension 1. La suite spectrale don&#aguestion ci-dessus est alors
degereree, et seéduit aux isomorphismesdoulant de la suite exacte longue de
cohomologie, i.e.

Hl(na H/\) = Ho(na Hi\,)a Hz(na H)\) = Hz(na Hi\)

On retrouve ainsid condition de justifier toutes ces affirmations) lesultats
déja obtenus ci-dessus par le calcul direct.

Examinons maintenant le cas de la soushitgn’ constitilee des matrices de
la forme

0 * =«
0 0 =
0 0O

Dans ce cas notre orbite se stratifie de kenme faon que pecedemment. Cela
induit une esolution de{, comme ci-dessus, avec deux modules, encoresnot
H'\, etHY, respectivement assési aux strate®; et {(zo, Lo) }. De nouveau on
trouve que la’’-cohomologie de ces modules reste lame que\ soit regulier

ou devienne singulier dans la chambre ‘non-holomorphe’, avec deux groupes non
nuls qui sont dans ce nouveau cas

H'(' H1Y),  HYW,HY),

tous deux de dimension 1. On edliit une suite exacte longue qui prend la forme
suivante

0— HYW,Hy) — HYW, M) = HYW' , HY) = H?(W',H,) — 0,

et maintenant la situation esef differente suivant qu& est nul ou non: s'il est
non nul (i.e. pour une&sie discete non holomorphe ou une limite noagdreree),
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la fleche centrale est nulle (car on peut voir que le Toopere par deux caraetes
distincts surH(n', ') et sur H(n’,4")). On obtient donc pour # 0 deux
groupes de cohomologie de dimensiofit(n', 1) etH?(n', H, ), conformément
aux resultats de Williams. Au contraire, podr= 0, on peut montrer que cette
fleche nédiane est un isomorphisme : notre kgEntationry n'a donc pas de
n’-cohomologie, ainsi que le pdisent lesé&sultats de Mirkovd mentioniés dans
l'introduction.

Le preprint [So] traite du cas d’'un groupéductif geréral, en utilisant la
localisation d’'un point de vue moins iiaque celui que I'on vient d’exposer.
Plus peciment, Soergel montre que le calcul de-leohomologie des limites de
series discétes se ragne au calcul de la conomologie d’'un complexe combinatoire
explicite: il s’agit d’'espaces vectoriels de bases certains sous-ensembles du groupe
de Weyl (dont la éfinition depend des paragtres de la limite cons&lée), et
de differentielles éfinies simplement en termes de I'ordre de Bruhat et de la
longueur deslements de ce groupe. Césultat redonne és facilement tous
les cas connus (en particulier le cas nagahere de Schmid et Williams, pour
lequel toutes les diffrentielles de Soergel sont nulles). Le casagal au contraire
conduita des prol#mes combinatoiresds difficiles, que jai soumia differents
combinatoriciens (en particulier, @jner, qui sétait ineresg a des questions en
relation avec cette probiatique). Il semble peu probable d’obtenir au bout du
compte desésultats bien explicites pour les dégret les dimensions des groupes
de cohomologie qui apparaissentdme dans des cas aussi concrets que celui,
mentionré dans l'introduction, d’un groupe unitaire quasipibye et d’une limite
de €rie discete asso@ea un pararatre nul).

3. Variétées de Griffiths—Schmid pour des groupes unitaires de type (2,1).
Faisceaux et cohomologie.

3.1. Le domaine de griodes

Pour fixer les notationg7g désigne ésormais le group&(2,1). Il opére sur
I'ensemble des drapeaux du plan proje£tf C), lequel contient le plan affin€?
via l'injection

21
( il > — z2 .
2 1
NotonsA la boule unié de C?, constitee des

z1

22
tels quelz1|? + |22]? < 1 etA la boule fernge; c’est un exercice facile désifier
gue pour I'action conskelée on a troiorbites ouvertegqui sont:
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(i) ©, ensemble des drapea(ix L) tels quer ¢ A etqueL N A # (;
(i) ©, ensemble dege, L) tels quel, N A = (;
(i) ", ensemble dege, L) tels quer € A.

@)

(Q)

Consicerons les drapeaux particuliers suivants (3%) désignent les coor-
donrées suP?(C)):
1
() (z1,L1), avecz; de coordonées| 0 | et L4 la droite déquationy” = 0;
(i) (xz2,L2), avecry, = zpetLyla droitoe déquationZ = 0;
(ii) (z3,L3), avecrs = <§> et L3 la droite déquationX = 0;

on voit qu'ils appartiennent respectivemeaf?, ' etQ2”. Le stabilisateur de cha-
cun d’'eux dang/g caincide avec le tore diagonal tandis que leurs stabilisateurs
respectifs dan&'c ~ GL,(C) sont les sous-groupes de Borgl(resp.B’, resp.
B") constitles des matrices de la forme

Xk % Xk % *x 0 0
O = 0], resp [0 x x], resp |* *x 0].
0 * =« 0 0 =« Xk %

Il en résulte que chacune des orbifesQ?’, " est diftomorphe (en tant que
variete C*°) au quotientGr /T, mais les structures complexes sontéfiéntes et
correspondent aux plongements respeétiisients de>g /T dansG¢/ B (resp.
Gc/ B, resp.G¢/ B"). Cela peut se formuler d’'une autre mam: notonss
(comme dans le paragrapheeprdent),b’, b” les algbres de Lie complex#es
deB,B’,B" etb—, b, b"" les sous-algbres de Borel contenanbppoges aux
preccdentes, et enfin, v/, n”, n=, ', v les algebres unipotentes correspon-
dantes. L'espace tangent complexiéi Gg/ T en la classe de &lément neutre
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s'identifieag/t =n®n™ =n'@®n'” =n" ®n"", etles trois structures complexes
(evidemmentG'g -invariantes) consigiées sont alors carasisees par le fait que
I'espace tangerttiolomorphecorrespondan™ (resp.n’, resp.n”™ ), tandis que
I'espace tanger#nti-holomorphes’identifiean (resp.n’, resp.n”).

La dualié relativemena la forme hermitienne con®dte induit une bijection
anti-holomorpheG g -équivariante entre les domaings et 2”; on remarquera
aussi que le troisime est fik en droites projectives au-dessus de la baulBans
la suite nous nous iatesserons exclusivement au premier domgine

3.2. Varietes de Griffiths—Schmid. Faisceaux

Nous fixons @sormais une forme s@ de notre groupé/g, €t nous notons cette
forme@': on obtient un tel groupé partir d’'un corps quadratique imaginaire, d'une
algebre centrale simple de dimension 9 sur ce corps, et enfin d’une involution de
seconde eggre sur cette deraie, d’'un type convenabéel'infini (voir [CI1] pour

une discussion plus @cise). Levariétes de Griffiths—Schmid connexssoces,
consicerees dans [Gr—Sc] (voir aussi [De] et les nombreux articles de Griffiths sur
le sujet) sont alors les quotierdt§ 2 pourT” un sous-groupe de congruence assez
petit (i.e. agissant librement) dags Ce sont des vagies analytiques complexes
de dimension 3non algebrigues Comme dans le cas de \eiés de Shimura, on

a aussi une version atique: pourl/ un sous-groupe compact ouvert (assez petit)
du groupei (A f) des pointsa valeurs dans les afis finies, nous noterons:

Xy = GQ\ x (G(Af)/U)]

et on \éerifie comme d’habitude que c’est urgunion finie de quotients\ Q2. Si
nous remplacions dans leéfihitions pecedentes? parQ’ ou ", nous obtiend-
rions des va#@tes diffomorphes mais munies de structures complexesrdiftes,
alors algebriques et filkes en droites projectives sur des surfaces de Shimura
assookes au groupé'.

Soit i, un carackre algbrique du toréf' . On I'etend de faon habituelle en
un caraatre, noé encoreu, du sous-groupe de Bor8), et cela @finit un faisceau
localement libreF,, (si on peféere, un fibe en droitespquivariant sur la vagie
de drapeaux. Par restriction, on obtient un faisc@guéquivariant suK2, d’ou
finalement, par passage au quotient, un faisceau localement likidg enodules
sur Xy ou surl’\©2, que nous notons encafe,.

Nous allons nous igresser dans ce qui suit aux groupes de cohomologée coh
rente H*(Xy, F,) eta leurs relations avec les formes automorphesGsupour
cela nous supposeronésbrmais que le groupe adjoifit? estanisotrope suKQ
(autrement dit, I'al@bre de dimension 9 dibil provient est un corps gauche),
ce qui fait que les vagites de Griffiths—Schmid congdes sontompactegde
méme que les surfaces de Shimura correspondantes). Alors la relation est simple
et bien connue: voir par exemple [Wil], [Scl], [Sc2], ainsi que [Hal], [HaR] o
est expos le ©sultat analogue pour les vais de Shimura, dans le cas beaucoup
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plusépineux d’'une vaéte non recessairement compacte. Nous allénsncer le
résultat avant d’en donner une esquisse&wmahstration.

Soit C*(G(Q)\G(A)/U) l'espace des fonctiong> sur le quotient
G(Q)\G(A)/U, lequel n'est autre qu'uneunion finie de quotients de la forme
I"\G(R). Cet espace est de, fatévidente une repsentation diffrentiable du
groupeG(R). Nous noteronsd;; le sous-espace consttules vecteurs qui sont
a la fois K-finis et Z(g)—finis (avecZ(g) le centre de l'algbre enveloppante),
et A la reunion desA4y. Ce dernier espace, vu comrig K) x G(A f)-module,
se ceccompose en la somme direct&ii@dmbrable) deseprésentations automor-
phesirréductibles du group&'(A). Nous noteronsr = 7y ® 7, une telle rep-
résentation, écompoée en ses parties finie et infinie, respectivemeéati®es
sur les espacel, et (module de Harish—-Chandra); elle intervient dahs
avec une multiplic finiem(=). Enfin on retrouved; a partir ded en prenant les
U-invariants.

Le theoeme suivant (ou plét son analogue pour les va#s connexes) est
énoné& par exemple dans [Wil]. Nous notogs_, le carackre du centre de
l'algebre enveloppante qui correspantl— . (ou 6 est la demi-somme des racines
correspondard la sous-algbren ) par ’lhomomorphisme d’Harish—Chandra.

(3.3) THEOREME: On a des isomorphismes canoniques @@uivariants pour
I'action des ogerateurs de Hecke) :

H*(XUaj:u) = H*(baTa AU®/~1’)

ou la sommea priori étendué toutes les re@sentations automorphesleG(A),
est en fait limiéea celles pour lesquelles le caraee infinieésimal der,, estégal
a xs—u, la contribution des autrestant nulle.

(3.4) Esquisse de preuvel’id ée consisté calculer la cohomologie cérente
en écrivant le complexe de Dolbeault, @montrer que ce dernier s’identifie au
‘complexe standard’ qui calcule (&, T')-cohomologie.

Plus péciment, leg-ieme groupe du complexe de Dolbeault,&6¢, est
constitie des sections™ du faisceaur, ® 0% sur X7, autrement dit des ‘formes
différentielles de typ€D, ¢) a valeurs dang,,’. Par la projection naturelle (de fibre
T) de

GQ\[Gr x (G(Af)/U)] = GIQ\G(A)/U

sur Xy, une telle forme se réle en une section sur ce dernier espace dé fibr
image Eciproque deF, ® Q%¢. Or limage Eciproque deQ® sur Gg peut
s'identifier au fibe constant de fibre le dual d&n ~ A%(b/t) , ou T opére de
fagon naturelle. L'application de revement identifie don€®¢ aux fonctionsZ>

https://doi.org/10.1023/A:1000282229017 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000282229017

LIMITES DEGENEREES DE £RIES DISCETES, FORMES AUTOMORPHES ET VARITES 71

surG(Q)\ G(A)/U, avaleurs dans?(b/t)* ® i, et qui sont-equivariantes. On
obtient ainsi un isomorphisme entf¢ et les groupes

Ci(b, T, C*(G(Q)\ G(A)/U) @ )

= Homy ( A\ (6/1), C¥(G(Q) \ G(A)/U) @ ).

On \erifie ensuite que I'oprateur cobord duaté du complexe standard correspond
a la differentielled, d'ou un isomorphisme

H*(Xu, Fu) ~ H*(b, T, C*(G(Q)\G(A)/U) ® p).

On est alors confrobta une difficulé technique: montrer que I'on peut rem-
placer dans I'expression ci-dessifs (G(Q)\G(A)/U) ® pu par son sous-module
Ay ® i1, autrement dit que cette inclusion induit un isomorphisme en cohomologie.
Une fois cela proug, le treoeme ccoule finalement d’'un #oeme de Cassel-
man et Osborne ([Ca—Os]) affirmant que seulesrlgsde caraatre infinitesimal
xs (celui de la repesentation triviale) peuvent avoir ufe 7")-cohomologie non
triviale.

Cette difficule est ésolue dans les articles [Sc1] et[Sc2], ainsi qu'il est ex@iqu
dans [Wil]. Plus peciment, l'article [Sc1] contient une varianf& de notre
résultat ci-dessus, avec (&, T')-cohomologie des modules de Harish—Chandra
rempla@e par une variante unitaire, les ‘espaces harmoniques formels’ &ssoci
aux repésentations unitaires sur des espaces de Hilbert. Dans [Sc2], Schmid prou-
ve que ces espaces harmoniguemcident bien, pour toute regentation uni-
taire ireductible, avec les espacesdeou (b, T')-cohomologie des modules de
Harish—Chandra ass@s (ou plus gréralement de n'importe quell@alisation
differentiable de la repsentation, ainsi qu'il@sulte facilement d'un argument
reposant sur la suite spectrale de Hochschild—Serré(&)).

On peut paraphraser l'argument ulispar Schmid dans [Scl], dans
l'esprit de la néthode esquige ci-dessus, de la fae suivante: I'espace
C*®(G(Q)\G(A)/U) ® p contient Ay ® p, lequel, vu commég, K)-module,
est une somme disete de modules de Harish—ChandradiuctiblesH . _; d’autre
part,C*(G(Q)\G(A)/U) ® u est contenu dans le produit des espa¢gs de
vecteurs diferentiables correspondants aux diversesgntations ., (alors vues
comme repgsentations unitaires dans des espaces de Hilbert). Utilisagsldtats
sus-mentionés de [Ca—Os] et [Sc2], on voit que I'inclusion de la sommekigs
dans le produit de¥}”_ induit un isomorphisme sur Igo, T')-cohomologie (la-
guelle se eduita une somme finie d’'un certain nombre de facteurs correspondant
a certains deg,). FinalementC>*(G(Q) \ G(A)/U) ® u étant pris ‘en sand-
wich’ entre les deux, il en est deéme de la cohomologie: celasulte de ce que
I'on peut cecrire ces groupes de cohomologie comme sous-groupes déresha
harmoniquesi.e. annudesa la fois par I'oerateur cobord et par son adjoint.
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(3.5) Classification

Pour une classification des régentations de (2, 1), on renvoie par exemple
([Ro] 12.3), ou biena ([Bo-Wa] VII Paragraphe 4) et [Wa], ces deux derniers
articles traitant pluit de SU2, 1) (mais la tleorie est essentiellement |l&me, car
U(2,1) estengendrpar son centre et par $2)1)). Il résulte de ces travaux que les
seules ref@sentations unitaires @ductibles de caragte infiniesimal entier (i.e.
de la formey;_,, poury assodka un caractre del’) sont : les &ries discetes et
leurs limites, les caraetes (factorigsa travers le dterminant), et enfin certaines
repesentations non terdgees, qui sont né’est dans [Ro]. D’autre part, le
Théoreme (14.6.3) de loc.cit. affirme que ces deras ne peuvent intervenir comme
composantes archiediennes d’'une repsentation automorphe d’un groupe tel que
nous avons cons@k, c’esta dire anisotrope modulo le centre (elles interviendraient
par contre dans le cas qua&ipdoye).

Consicerons les formes ligaires suivantes sur I'apre de Lie complexigie du
toreT, constitilee des matrices diagonales diagy, z)

el(diaqxa Y, Z)) =Y,

62(diaq.%‘, Y, Z)) =Yy—2z

63(diaq.%‘, Y, Z)) =z =T,
ainsi que

f(diag(z,y, 2)) = 3(z +y + 2).
e1 €st une racine compacte, tandis gget ez sont des racines non compactes, et
la somme des trois est nulle. On peétdre le Eseau, n@L, des diferentielles
des caraé@res del' comme I'ensemble des combinaison&éires :

%m.el + %n.ez +1.f,
avecm, n, etl trois entiers @rifiant les congruences

—m =n=[mod 3.

A chaque donée(\, C) d'unélement\ € £ et d'une chambre de Weyl dans
le plan engendr par les racines, contenant la projectiondet telle qu’aucune
racine compacte simple relativementC' ne soit orthogonal@ cette projection,
correspond une (limite defse disceter (A, C'). C’est une reg@sentation pour
laquelle une matrice central@y, o, ) agit para! (aved comme ci-dessus) et dont

la retrictiona SU 2, 1) est donge par la projection di. Pour) de projection 0, le
calcul de la cohomologieé&te effectie au Paragraphe 2, tandis que dans les autres
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cas (non égererés) cela esulte de [Wi2]. Il ne nous reste plus quexpliciter les
choses.

Les racines positives pour I'ordre correspondamsonte;, —ep, —eg, €t est
égalae; (on prendra garde au fait que les conventions de Williams sont 6ppos
avec ses notation&™ = {—e, ez, e3} et sond est I'oppog du rbtre). D'apes
[Wi2], les repésentations (A, C) telles que la cohomologie

H*(ba T, HTF(}\,C) ® M) = H*(na HW(A,C));L*1

soit non nulle sont celles correspondant = § — p (modulo I'action du groupe
de Weyl compact, lequel séduita l'identite eta la syn&trie par rapport au mur
compact). lly en adonc une lorsque la projectiom de: sur le plan des racines est
non singuléere, deux lorsque cette projection est non nulle appadientmur non
compact, aucune si elle est non nulle et&ggur le mur compact. Dans tous les cas,
une teller(\, C) intervient en exactement un dégte cohomologietgala 1 ou 2

et le groupe correspondant est de dimension 1. Appliquant la recettéeldans
[Wi2], on trouve que, lorsque la projection de- 1, appartient au demi-plan lingt
par le mur compact et contenant ce dege vaut 1 pour lesé&ries holomorphes
et anti-holomorphes et leurs limites, et 2 pour leses non-holomorphes et leurs
limites. Dans l'autre demi-plan, c’est au contraire 1 dans le cas nhon-holomorphe,
et 2 dans les cas holomorphe et anti-holomorphe.

D’apres le Paragraphe 2, leéries &geréreesr(\, C'), avec) de projection
nulle (c’esta dire de la formé.f) et C' non-holomorphe (avec les notations du
Paragraphe Ig(\, C) est la tordue deg par|det|l) contribuent la cohomologie
en deges 1 et 2 correspondant au cagety = 6 — A (en effetd coincide
avec la diferentielle du caraéte que nous avions réot 1), avec un groupe de
cohomologie qui est encore de dimension 1.

Finalement, on &rifie aussibt gu'une repesentation de dimension Irjet|l,
pos&de de la cohomologie en les degi0 et 3, avec des espaces de dimension
1 correspondant respectivement aux canasy, = —I.f ety = 2.6 — [.f. Elle
en poséde aussi en degrl, avec deux espaces de dimension 1, respectivement
asso@say = —ez —I.f ety = —ep — [.f, @insi qu’en deg¥ 2, avec de nouveau
des contributions de dimension 1 pouE e1 —ex — [.f ety =e; — ez — 1. f.

(3.6) Nous avons explioit sur la figure qui suit les degg de cohomologie qui
apparaissent, en fonction de la projectionudsur le plan des racines. La dualit

de Serre s’y relite par le dle central que joue le poipt = §: en effet le faisceau
assodk a 62 n'est autre, comme on le voit irgdiatement, que le faisceau ‘dual-
isant’ /\39}(U. Pour cette raison, et par analogie avec le cas des formes modulaires
usuelles (relativea des sous-groupes de @l Z)), nous noterons dans la suite

le faisceauF; assoc@ay = 4.
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La suite de ce travail est consaern prouver que les formes modulaires asso-
ciées aux espace@il(XU,f#), pour x de projectiony = e; (qui correspondent
donca des regrsentations automorphes admettant pour composante adikime
une limite cegeréréee de &rie discete), ‘interagissent’ de fan non triviale, par
cup-produit, avec d’'autres, correspondartes éries discetes. Pour des raisons
évidentes de degrque I'on voit sur le dessin ci-dessus, cela ne génat qu'avec
des formes assamés aux fibes F,,, ou la projection de: sur le plan des racines
se situe sur la droite verticale que nous avons déessiconstitée des poids tels
que leur produit scalaire aveg soit égala %; plus pécigment, sur la partie de
cette droite constitee des poids tels que— . soit un pararatre de érie discéte
(holomorphe ou anti-holomorphe): cela revient enéod@e que la projection de
esta une distance %\/5 de la droite horizontale engegérpale;. Nous ferons en
fait 'nypothese égerement plus forte gueette distance est> %\/é (partie figuee
en pointile). Nous allons alorsérifier que, dans cette situation, l'interaction est
bien non triviale.

4. Cup-produits: préliminaires archimédiens

(4.1) Soit \; le parangétre de Harish—Chandra d’'une limitégtrérée de &rie
discrete mp = my, (autrement dit, la projection d&; sur le plan des racines est
nulle). Soit d’autre parh, un paranetre de érie disceteholomorphgresp.anti-
holomorph¢ 7, = m,,, de projection la plus proche possible du mur compact.
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Modulo l'action du groupe de Weyl compact, on peut supposer que le produit
scalaire(pr(X2), e1) est positif, doncégala%. La projectionpr(\2) est alorsgale
a—e3z+ %k(63 —ep) (resp.—ez+ %k(ez — e3)), aveck un entier> 3, dans le cas
d’'une rie holomorphe (resp. anti-holomorphipus ferons en fait I'hypothese

plus restrictive que k est> 5 (pour une raison qui appatia plus tard).

Les paranetres de Blattnercorrespondants (rappelons qu’on les obtient en
ajoutant au paragtre de Harish—Chandég—2d x, 0l 0 etd x désignent les demi-
sommes des racines positives et des racines positives compactes correspondant
la chambre cons&tée) sont don@s par

Al — >\la
Ay = X2+ ez (casholomorphe
Ay = X2+ ez (casanti- holomorphe.

On voit qu’ils appartiennent au mur compact. Cela signifie que legéseptations
de K qui leur sont assoees (autrement dit |e& -types minimaux des repsenta-
tionsm, etwy) sont des caraetes. Nous @signerons ces derniers, dans la mesure
ou cela ne aee pas de confusion, par l&&me notatiom\ 1, Ao.

Nous allonsegalement conséter la €rie disceters (du méme type quer,)
assocde au paragtre\s = A1 + A2. SonK -type minimal est encore un carace,
assoc@a Az = A; + A, (autrement dit, le produit des deuxgpedents).

Nous poserons, pouE= 1,2:pu; = 0—X; = e1—\;, etiug = p1+p2 = 0—(A3—0),
conformeément aux notations du Paragraphe 3; on voit que les hgpesitjue nous
avons faites ci-dessus sy correspondent exactement au fait ((8.6)) que la
projection deu, se trouve sur la droite verticale passant @alr, eta une distance

> 14/3 de la droite engende pare;. Nous @signeronggalement par la &éme
notationy; le caracére correspondant du tofg en particulieryuz s'identifie alors

au produitig pio.
D’apres les esultats rappék au paragrapheguédent, les groupes de coho-
mologie

Hl(baTaHﬂ1®lu'l)7 Hl(baTaHﬂ2®lu'2)7
ainsi que
Hz(baTa Hﬂs ®:U‘3)7

sont de dimension 1.
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Hot "l
€
A1=:‘1\ i
&
7‘2%’”3
A2, A3| §

L'objet du piesent paragraphe est de prouve@suitat suivant.
(4.2) THEOREME

() La repréesentationrs appardt comme un facteur direct (feé), de mul-
tiplicité 1, dans le produit tensoriel (com@) 1 &7, (nous regardons ici nos
représentations comme reggentations unitaires dans des espaces de Hilbert).

(i) Consicerons la projection correspondante (bieafthiea un scalaire non
nul pres), restreinte aux modules de Harish—Chandra

Hr, @ Hyy = Hors.

Cette projection envoie bijectivement le produit tensoriel Het/pes minimaux
demy ety sur le K-type minimal ders.

(i) L'application qu’induit cette projection, via le cup-produit, sur la coho-
mologie

HY0, T, Hyy, @ p1) @ HY0, T, oy @ pi2) — H?(6, T, Hy @ p13)

est alors non nulle (i.e. bijective).
(4.3) Les articles [Li] et [Ha—Li] contiennent un céite commode permettant
d’affirmer que, sous certaines hypestes, la retriction d’'une repsentation d’'un

groupe éductifa un sous-group@ductif contient uneéie disceéte donie. Adop-
tant pour un moment les notations de [Li], 8deme (4.1), soit dond/ réductif
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reel connex& centre compact € C M un sous-groupégalementé&ductif con-
nexea centre compact; notord§ C L des sous-groupes compacts maximaugde
et M. On part d’'une ref@sentation unitaire ieductiblep de M, dont on suppose
gu’elle admet un uniqué-type minimal noé . Soit enfinr une repesentation de
la trie discete deGG, dont nous notons le K-type minimal; on se demande si
7 estéquivalentél une sous-repsentation de la restrictign|;. On montre dans
loc. cit. que c’est vrai si les trois conditions suivantes sont satisfaites:

(a) Les coefficients matriciels geassod@sa un sous-ensemble dense de vecteurs,
se restreignent en des fonctiob$surG.
(b) La fonction spkrique surM assockea p:

) (m) = Trac Pyn(m)P;),

1
dim(r)
ou P, désigne la projection sur |[B-type minimal, est une fonction sphique
1)\ assocke par la thorie de Flensted—Jensen ([FI-&]Jun poids) tel que
A+ dpr — 261, soit le plus haut poids de
(c) o appardt dans la restriction de a K.

A vrai dire, ce Esultat n’esénon@ dans [Li] que poup une repesentation ‘de
plus haut poids’, mais le lecteugxifiera que cela n’intervient dans lamionstration
que pour pouvoir utiliser la formule de Flensted—Jensen (b). Au contraire, on trouve
dans [Ha—Li] (Proposition 1.4) lanon@ de ceésultat avec une hypatke affaiblie
(on demande seulement que la restriction des coefficients matricielEPspdur
toutp > 2). La preuve consist&étudier I'integrale sulG du produit des fonctions
spleriques assoeesap et

| 4it9) ¥5Ts) do.
G

Exprimant cette irégrale au moyen de la formule de Flensted—Jensen (b), et faisant
usage de I'hypotbse (c), on montre qu’elle estO; cela entrine que les coefficients
de = ne peuvengétre tous orthogonaux ceux dep |;. On en conclut alors, en
utilisant une version du lemme de Schur (valable sous I'hygxs#lia) ou sa version
affaiblie), quer appard bien comme une sous-ré&sentation de |¢.

Revenons notre prol#me. On peut voir la repsentation produit tensoriel
T ®mp comme restrictiora la diagonale

GCGxG=M
du produit tensoriel (compte) externe not p. Cette derrére repesentation est

irréductible, c’est en fait une limite édgrérée) de érie discete pourM. En tant
que telle, elle @rifie 'hypothese (b): voir [FI-J.] a il faut fouiller pour decouvrir
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une telle affirmation. Plus pcissment, le esultat qui nous i@resse y egnoné
(formule (7.11)) dans le cas desries discetes; il y est @monté au cours de
la preuve du thoeme (7.10), en utilisant le Boeme (7.7) (iv), lequel est aussi
valide pour les limites deésies discetes d’'apes la remarque (7.11).

Restreignana la diagonale un des coefficients glépour des vecteurs appar-
tenan@ ., ® H,), on obtient une somme de produits congtitd’un coefficient
der; et d’'un coefficient der,. Commer; est temgrée etr, de caré integrable,
le premier coefficient est?t* (pour toute > 0) et le second.?, d’oli un pro-
duit L™, avec ¥r =  + y—, c’esta-dire pour 1< r < 2. Comme d'autre part
nos repesentations sont unitaires, les coefficients caméslsont boras, d'al il
résulte que leur produit est en fait au&$j et I'nypothese (a) est donc satisfaite.
Finalement, Id.-type minimal dep, qui s’'identifie au produit tensoriel externe des
carackresA; etA,, se restreina la diagonale en |& -type minimalAz = A1 ® A,
de 3. Le critere peécddent nous permet donc de conclure gye'identifie donc
biena une sous-repsentation de Q.

(4.4) Pour prouver quers appard avec une multiplici égalea 1, ainsi que

la seconde assertion duétieme, nous allons effectuer une analyse plus fine
portant sur leg(-types qui interviennent dans nos diversesaspntations. Il suffit
évidemment de prouver ces assertiongapestriction au groupe $2/ 1), ce qui
simplifiera quelque peu nos notations, en faisant dispata parartrel introduit

au Paragraphe 3. La restriction ggest la repesentation du Paragraphe 1,a&mt
mo, tandis que les restrictions de etrs coincident avec une &me repésentation,
notee simplement. On suppose dans ce qui suit que cette @eenést uneé&rie
discreteholomorphele cas anti-holomorphe se traitant dedat¢outa fait analogue

Nous avons écrit de faon pécise au Paragraphe 1 la structure duesyst
desK -typesHP? demp. Celle correspondasgr est plus simple ; on peut encore
I'extraire des articles de Wallach et Johnson-Wallach déjisés, ou bien plus sim-
plementa partir de la@alisation der sur un espace de fonctions holomorphes sur
la boule, I'actionétant donie par la formule (avec les notations du Paragraphe 1)

(m(9)-1)(2) = (d—(Z,0)) " f(g7*.2).

Le module de Harish—Chandra deest une somme d& -types®,,~oE", ou
E™ corresponda I'ensemble des polyimes homognes de de@rn en Z. Nous
déesignerons, de fan similaire aux notations du Paragraphe 1.3,44y), pour
0 < j < n, le polyrdbme 27 ™72J. Un rapide calcul nous donne les formules
suivantes, qui expriment les actionside, 3), A, A*, et B (cf. (1.7):

t(er, B).en(j) = =27k p=R=I=" ¢ (4),

Aen(j) = —(n—j)en(j + 1),
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Aten(j) = —jen(j — 1),
B.en(j) = —(n = j)-en-1()),
Cen(j) = (n+k)enr1(j +1).

On remarquera que I&-type minimal£° est annué par B. Pour prouver que
7 intervient avec une multiplicitégalea 1 dans le produit tensorieh@, ainsi
gue la seconde assertion d@dieme, on voit donc qu'il nous suffit de&echontrer
le lemme suivant.

(4.5) LEMME SoitV C m®m un sous-espace invariant conséitde vecteurs
differentiables ann@s parB; on suppose qu& opere surV par le meme carac-
tere que suiEC. Alors V' est de dimensior 1; plus précigment, la projection
orthogonale dé” surH%° @ £° est injective.

Preuve du lemmeCommenons par examiner le sous-espace du produit ten-
soriel constité des vecteurs sur lesquédsagit par le néme caraéire que su€®.
Rappelons tout d’abord (cf. 1.3 ) que la repentatiorr, , de K ~ U(2) surH?-¢
est isomorph& la repésentation standard de dégr+ ¢ + 1 (sur I'espace des
polyndmes homognes de de@p + ¢) tordue par le caraéte det!—?. D’autre part,

EM estisomorphé la repesentation standard de dégr+ 1 tordue par det*—.

Or il est bien connu, et facile dexifier, que le produit des reggentations standard

de degéesm + 1 etn + 1 contient une composante de dimension 1 si et seulement
sim = n, auquel cas cette composante (unique) correspond auerardet™. |l

en esulte que le produit tensoriel-? ® £™ ne peut contenir des composantes sur
lesquellesK opére via det” que dans le casip = 0 etn = g.

Soitv € V. Pour chaquer > 0, désignons paw, sa projection sur le sous-
espace{®" ® £", ses autres composantant nulles d’agrs ce que I'on vient
de voir. Notong etd’ les applications suivantes (cf. (1.7) et les formules ci-dessus
(4.4))

b=B®1l: H"@E" - HO"TLoE™ (n3>0),
V=19 B: Hlgetl oydntlgen (n30).

Le fait quev est annwd parB se traduit par leggaligs, pour tout > 0
b(vy) = b (vp11).

Prouver le lemme revie@montrer que, sig est nul, alors il en est deéme de
tous lesv,,. Mais on constate sur les formules ci-dessus que le noyatedtegal
aHO"t1 ® C.e,q1(n + 1), etil estimnediat de erifier que ce noyau ne contient
aucun vecteur non nulii’ opére par un caraete. On voit donc que, 8j, est nul,

il en est de rBme dev,, 11, et le lemme est dongtabli par écurrence.
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(4.6) Il ne nous reste plus ga'etablir I'assertion relativéx la cohomologie. On
voit que I'espace (de dimension 1)

Hl(ba Ta Hﬁz ® /.lz) = Hl(n’ 3Ll7f2)l’42_1

est engendr par la classe du 1-cocyde;, v2, w) suivant (avec les notations de

2.1)):
U2 = 07 V2 = 07 w2 = 60(0)7

lequel n’est pas un cobord parce qug0) n'est pas dans I'image d€. Nous
devons calculer son cup-produit avec @m@yateur de

Hl(b,T, 'qul ® Ml) ~ Hl(na Hm)ul_l’

eton a vu au Paragraphe 2 (rappelons que notréseptationr; est une tordue de
mo, €t Nous pouvons donc la supposEliee sur le Bme espace) qu’urégérateur
possible est la classe du cocycle

(u1, v1, w1) = (€00, —€0,1(—1), —€1,0).

Le cup-produit est dornpar le 2-cocycléz, y, z) (toujours avec les notations
de (2.1))

r = —eg1(—1) ® £0(0), y = —ep,0 ® £0(0), z=0.

Ce dernier se projette sur un 2-cocy¢lé, ', ') a valeurs dan${,,. D’aprés
I'assertion (ii) du tleoeme,y’ est un multiple non nul deg(0). Or £o(0) n'ap-
partient pas la somme des images desagteursA et C. La projection de notre
2-cocycle ne peut doritre un cobord, ce qui aeke de prouver le tpeme.

(4.7) On peutétablir par un proedce pluséconomique une version moinsegise
(mais insuffisante pour nos besoins) déedieme ci-dessus: il suffit simplement
pour cela d'appliquer le cere de [Ha-Li] en remarquant qu'il fait appéra
un facteur direct isomorpha = dans la sous-repsentation de|; engendee
par 7: en effet, la restriction dd;;,” a G est une fonction sp@riqgue assoéiea
cette sous-re@sentation. On peut ainsi obtenir, en se dispensant d'utiliser les
renseignements plusguis fournis par le Lemme (4.5), le€mes assertions que
dans le tkoreme, mais pour un certain facteur direct dont on igraopgiori s'il
appara avec multiplicié 1.

Suivant la néme icke,on peutégalementtudier le produit tensoriel d’'une
serie discete holomorphe et d’'une anti-holomorpm®tons maintenant; (sup-
po< sitLe a droite du mur compact) le par&tne d’'une quelconqueése discete
holomorphe (ou @me d’une limite)ry, et soity; = § — A1 . Alors le groupe
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H(b,T,H,, ® n1) est de dimension 1, et I'on peuédtire un cocycle non trivial
de la faon suivante: LeK -type minimalr; dem; est don@ parA; = A1 + eg, et

il est annué par I'action deB (cela Esulte de ce que les paratres des<-types
sont contenus dans udme dont le sommet correspond au minimal, et ouvert vers
‘le bas’ suivant deux demi-droites de directions, et es, tandis queB envoie un
vecteur d’'unK-type sur urélement de la somme des dekxtypes obtenus en
ajoutante; (resp.—es). D’autre part, un vecteur de plus haut poidséwot(bien
déefinia un scalaire g@rs) de ceK -type minimal est annélparA; on voit alors, avec
les notations du Paragraphe 2, que le trifle0, w) est un 1-cocycle, non trivial
(car I'operateurC' envoie unk -type sur la somme des deuik-types obtenus en
ajoutant—e; (resp.ez), etw ne peut donc apparterarson image.)

Notons de r@me\; (toujours sit@ dans le demi-plan de droite) le partne
d’une €rie disceéte anti-holomorphe;, voire d’'une limite, efup = 6 — Xo. Alors
I'espace (de dimension 1)H(b, T, H., ® p2) est engendr par la classe du 1-
cocycle(0,v,0) ou v est un vecteur de plus haut poids Hutype minimalr, de
o (donré parAs = Ay + e2).

Az
[

u1o

U3 o

A
My o

Posons aloras = A1 + A2 —e1, u3 = 0 — A3 = u1 + up et faisons I'hy-
pothese quée\s appartient au éne (ouvert) des paragtres de éries discetes non-
holomorphesLe K-type minimalr; de la repesentation de carintegrablers
assockea A3 correspond dans ce cas au pagamde BlattneAs = A3 = A1+ Ay,
On voit alors que le produit tensorigl ® T, contient un facteuf’ isomorphea 73,
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les autres constituants corresponcdaniies paragtres sités sur une demi-droite
horizontale limi€ea droite par\ 3. Le critere pecedent prouve alors que apparé
comme un facteur direct du produit tensorigl m, plus péciment de la sous-
repesentation qu'engendre®r, et il estalors clair que la projection sur ce facteur
envoie isomorphiquemeri® C 71 ® 7, surrs: en effet, F n’est pas orthogonal
w3 (carTy ® m ne l'est pas, ef’ est le seul constituant de ce produit tensoriel qui
intervient dansrz); doncF ne sauraiétre orthogonah 3 (qui est 'uniqueK -type
de s isomorphex F).

Finalement, le cup-produit externe est dérpar le 2-cocyclé—w ® v, 0, 0),
lequel se projette sur un cocyd@evaleurs danss de la forme(z,0,0), ouz # O
est un vecteur de plus haut poids«eOn prouve que cette projection ne saurait
étre un cobord par un argument en tout point semblaldelui utili€ en (2.2):
si (z,0,0) était le cobord d’une coclie (u',v', w'), quittea la modifier par un
cobord, on se raBnea supposer qu& est une combinaison de vecteurs de plus bas
poids dans chacun dés-types. En fait, on peut utiliser des notations semblables
a celles du Paragraphe 1, extraites de [Wa] et [Jo-Wa]Klégpes sont leg{P?
avecp et g deux entiers respectivement €unjgurs ovegauxapy = —k, — 1 et
go = —k1 — 1 (k1 et k2 sont deux entiersc —1). On cefinit lese,, 4(7), pour
—q < j < pcomme en (1.3). Notrélementu’ est une combinaison lgaire des
ep.q(—q), et on \erifie comme dans (2.1) et (2.2) que EgaliesC.u’ = A.w' et
B.u' = A entrdnent queu’ est en fait multiple de,,, ,,(—qo). D’autre part, on
voit, géreralisant ce qui &t fait au Paragraphe 2, que le triple

((po + go + 1)epy.q0(—90),
—(q0+ Depggor1(—q0— 1), —(po+ L)epyi1,40(—40))

est un 1-cocycle pours; modifiant(u', v’, w') par un multiple de ce dernier, on
se rangénea supposer finalement qué = 0. Lesélementsy’ et w' devraient
appartenima KerA et verifier B.w' — C.v' = x. Cela ne se peut pas cBr(resp.
C) envoiee,, (p) sur un multiple dey, ,.1(p) (resp.ep+1,4(p + 1)), tandis quer
est un multiple non nul dey, 4,(po)-

Nous avons ainsi obtenu la:

(4.8) PROPOSITION.Sous les hypottses peccdentes

(i) La représentationrs appardt comme un facteur direct (fe@h dans le
produit tensoriel (com@ite) 71 Q.
(i) La projection correspondante, restreinte aux modules de Harish—Chandra,
induit sur la cohomologie une application
HY0, T, Hry, @ p1) ® HY0, T, Hry @ pi2) — H?(0, T, Hry ® pi3)

qui est non nulle (i.e. bijective).
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(4.9) Remarque.J'ignore ce que I'on peut dire de la multiplieiavec laguelle
73 apparét dansm ®m,. Par contre il est clair qu'elle n'interviemju’une seule
fois dans la sous-re@sentation engende parm; ® 7. Cela Esulte du fait nat
ci-dessus qu’un tel facteur isomorphers doit se projeter isomorphiquement sur
F. Sion en avait un second, on construirait par combinais@aiie une troigme
sous-repesentation, isomorphéers et orthogonalé F'.

(4.10) Terminons ce paragraphe en faisant remarquer, ainsi que me I'a éappel
le referee, que plusieurs auteurs ont, dans unépplss ou moinsécent,étude

des produits tensoriels de difents types deésies discetes ; on peut citer les
noms d’Adams, Li, Gutkin, Repka... Voir en particulier l'article [Li], dont la
probEmatique est proche de ce qui nousqacupe ici.

5. Cup-produits: suite

(5.1) Soientyus, u2, €t uz comme en (4.1), eF,, les faisceaux correspondants
sur les vartes X;;. Notre but est maintenant de prouver que le cup-produit de
deux classes non nulles appartenant respectivement aux egpecés, F,,) et
HY(Xy, F,,) est'virtuellement non nul. Plus ptiment, nous allonssontrer

le theoeme suivant:

(5.1) THEOREME. Soientg; et ¢, deuxélements non nuls appartenant respec-
tivement H( Xy, F,,,) et HY(Xy, F,,), pourU un sous-groupe compact ouvert
(assez petit) du group€(Ay). Il existe alors un sous-groupé’ C U, encore
compact et ouvert dan&'(Ay), et des correspondances de Hedke et C>
sur Xy telles que, sip désigne la projection deXyr sur Xy, le cup-produit
(C1)4p*p1 N (C2).p* 2 soit unélement non nul dér?( Xy, F,)-

(Une ‘correspondance de Hecke’ est la correspondanc& sumduite de faon
habituelle par une double classéyU’ (y € G(Ay)).)

RemarqueDans l'article [CI2] sont @montés des&sultats semblables pour le
cas de la cohomologie holomorphe des &&s de Shimura, avec la terminologie
de ‘stable’ au lieu de ‘virtuel’; mais Clozel m’a fait part de ses regaste sujet, et
de sa peference pour le terme ‘virtuel'dans ce genre de questions.

Le resultat pecedent peut aussi@honcer sous quelques variarégsivalentes.
Indiquons en une: parce que le cup-produit commute aux iméggsaoques, on
peut parler du cup-produit de de@lements des limites inductiveiIiUn(lXU, Fu;)

(pouri = 1, 2). Notre tleoeme est alors visiblemegtjuivalent au suivant.

(5.1) THEOREME. Soienty; et ¢, deuxélements non nuls appartenant respec-
tivement aux limites inductivéiEUHl(XU, F,) et IimUHl(XU, Fp)- |l existe
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alors destlementsy; ety, deG(Ay) tels que le cup produify.¢1 N y2.¢2 soit un
élement non nul d@UHZ(XU, Fus)-

(Bien dr, le cup-produitetant G(A y)-équivariant, on peut, si on leédire,
imposer une valeua v; ou v, demander par exemple que 'un ou l'autre soit
l'identité.)

(5.2) Laduali& de Serre permet déduire une version duale degultat pecedent:
notonsus, = p1 — p2 . Le faisceaur, pos:ede (lorsquéd/ est assez petit) de la
cohomologie en degrl, asso@ea des regesentations de type opps celles qui
interviennent dans la cohomologie &g, (c’'est-a-dire anti-holomorphes si celles

qui interviennent dans ce dernier sont holomorphes, et vice-versa). Le cup-produit
induit une application

HY( Xy, Fup) x H(Xv, Fpy) = H(Xu, Fuy)-

Le résultat qui suit affirme quél?(Xy, F,,) est‘virtuellement’ engendrpar
'image de cette application.

(5.2) THEOREME. Soitc € H?(Xy, F,,). |l existe alors un sous-groupe compact
ouvertU’ c U tel que limage eciproque dec danst(XU,,}‘m) soit une
combinaison li@aire de cup-produits de la forngeN¢h, avecp, € HY( Xy, Fy,)
etgy € H ( Xy, Fuy)-

Expliquons commentéﬂuire cela des #toemesénoné&s ci dessus : Posons
ph = 26 — pg, p3 = pa — pp etenfinug = p + pb = 26 — pp. Le faisceaur),, est
de méme type queF,,: sa cohomologie intervient en dégrl et 2, et corresporax:l
une limite degererée de éries discetes ; d’autre part on a la du&itle Serre entre
HY Xy, F,;) et H Xy, F,,); de meme entreH(Xy, Fp,,) et H*(Xu, Fy).
Enfin, les tieoemes ci-dessus s’appliquent ayegc 5, 5 en places respectives
de/J’la 2, 13-

Notons P C H?(Xy,F,,) le sous-ensemble consgtuesc qui vérifient la
conclusion du thoeme, c’esta-dire tels que leur imagéciproque correspondant
a unU’ assez petit soit une combinaison de cup-prodiitgst un sous-espace
vectoriel. Il nous faut voir que son orthogor?l C Hl(XU,]-"N/l) estnul.

Si ¢y € PY il est en particulier orthogonal p.(¢2 N ¢5), pour tout sous-
groupe compact ouvett’ C U, p designant la projection d&;» sur Xy, et¢, et
¢, deuxélements arbitraires d&*(Xyy/, ,,,) et H-( Xy, ;) respectivement:
en effet, un teelement appartient biea P car, siU” C U’ est un sous-groupe
(toujours compact et ouverdjstingle dansU, I'image eciproque de..(¢2 N ¢5)
dansH?(Xy, F,,) est une combinaison kaire de translas deg, N ¢, par des
elements du groupe quotietiy U" .
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Nous en éduisons que*(¢;) est orthogonak ¢, N ¢, (pour la dualié de
Serre surXyr). Mais , si¢)] n’était pas nul, il existerait d’aps les teo®mes
précédents un sous-groupé’ et ¢, € Hl(XU,,]-"ufz) tel que le cup-produit
p*(Py) NP, € HZ(XU/,]-"%) soit non nul ; puis, invoquant une nouvelle fois
la duali® de Serre, uglementg, € HY( Xy, F,.,) tel quep*(4)) N ¢h N ¢2 soit
non nul. Cette contradiction prouve donc bien la naliieP° et donc le tkoeme
(5.2).

(5.3) Nous allons maintenant prouver le@deme (5.1), ou pldt sa variante (5.1)
En realite, cette preuve consiste simplemantdapter lessultats du Paragraphe 7
de [Ha2], et utiliser ceux que nous avonsmonteés au paragrapheguedent. Les
resultats de Harris so@non@s pour la restrictiod une sous-vagte plubt que
pour le produit tensoriel, mais on s’y r&meévidemment en considant (de faon
analoguea ce que nous avons fait au paragraphe 4) ce produit tensoriel comme
restrictiona la diagonale du produit tensortterne

Rappelons pour commencer un eré, di a Hecht et Schmid ([He-Sc]), et
caracérisant les @ries discetesintegrables c’esta-dire telles que le coefficient
matriciel asso@ a tout couple de vecteurk -finis soit inegrable (et non pas
seulement’?). Leur ésultat esenon@ dans le cadre des groupes semi-simples,
mais son extension aux groupé@sluctifsa centre compact eévidente: uneéyie
discreter, est inegrable si et seulement si son patdre de Harish—Chandra
est ‘assez loin des murs non compacts’, castire plus peciment, erifie, pour
chaque racine non compagides iregaliés (a1 R désigne 'ensemble des racines)

1
(B> 52 aer (o0 @ B)

Pour le groupe que no@udions, on voit que cela revient aux deuggalies
[(Ae2)[ > 1, |(Aea)] > 1,

lesquelles sont satisfaites pour les Bsgantations, et étudées au Paragraphe 4
en vertu de I'’hypotbsek > 5; ces derréres sont donc iggrables.

(5.4) Utilisons maintenant la comparaison, rapgeehu Paragraphe 3, entre la coho-
mologie deX; etla(b, T')-cohomologie des espaces de formes automorphes, ainsi
que la classification des reéggentations qui admettent de(la 7')-cohomologie:

on voit alors que des classés et > comme dans €non& du Theoreme (5.1)
s’obtiennenta partir de plongementsquivariants unitaires (bienééinis a une
homotletie pes)

g1 Hey — Au, g2  Hay, — Av,

pour un certain sous-groupe compact outgrtle telle sorte qué; (i = 1, 2) soit
dans la droite image de

(Gi)s : HY(0, T, Hr, @ ;) — H (6, T, Ay ® ).
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Le cup-produit ‘externeip; N ¢, est unélement deH?( Xy x X, Fuy ® Fu,)
assoc@ au plongement; ® j2 de H,, ® H,, dans I’espace4§§§ des formes
automorphe#’ x U—invariantes sur le groupe prodditx G: c’est unélement non
nul correspondarit I'image de

Hl(bv T, Hﬂl ® :U‘l) ® Hl(bv T, Hﬂz ® MZ)
~ H?(b x b, T x T, (Hr, ® p1) ® (M, ® 12))

dans
H?(b x 6, T x T, A7 ® (111 ® pi2)).-

Enfin, la restrictiona la diagonale &finit une application @gr-equivariante)
r: AGXY — Ay, etla compose

H?(b x b, T x T, AT ® (11 ® pi2))

— H%(6, T, AGLG @ pa) — H%(6, T, Au ® jig)
nous donne finalementélement assoéi au cup-produit ‘internesg; N ¢, €
H2(Xy7), Fy).

Nous pouvons maintenant, parce giseest une refsentation iréigrable, uti-
liser certains@sultats prou@s, sous cette hypatke, dans le Paragraphe 7 de [HaZ2]:
le Lemme (7.2) de loc. cietudie la projection d’'ulement dé j1 ® j2) (H ., ®H i, )
sur le facteur direct correspondantz dans I'image der; ® m C Ag)XG; cette
projection @finit une fonctiorC> sur le quotien{G x G)(Q)\(G x G)(A), dont
la restrictiona la diagonale est une forme automorpRefinie). Cette construction
associe au couple des plongemejtgt 5, un homomorphismés: H., — Ay,
véerifiant la propréte suivante: pour € 1, ® H,,, la restriction diagonale de la
projection de(j1 ® j2)(v) sur la partiers-isotypique esegalea jz(p(v)), ol p
désigne la projection d#&l,,, ® H,,, SUrt,,.

On voit alors, en utilisant le fait ques est la seule regsentation telle que
H?(b, T, 713 ® p3) # 0, que le diagramme

H(b % 0,7 % T, (Hn, @ 1) © (M, ® i) 2225 H2(6 % 0,7 x T, AGG © (11 ® pr2))

res|t res
Y
H(b,T, Hr, @ Hr, @ pis) iBi) H(b,T, AGS ® is)
P« |t T
Y
H2(6, T, Hry ® ) Us)- H%(b, T, Av ® ps)
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est commutatif. Le cup-produit que no@sidions est doncédini par I'image via
(j3)« d’un élement non nul deg7?(b, T, H,, ® us). Finalement, un argument
évident de dengt(voir la preuve du Teoeme (7.4) de loc. cit.) prouve que, quitte
amodifierj; etj, par desléments d&(A), le morphismes est non nul, et cela
acheve de prouver notresultat.

(5.5) En utilisant une rathode analogue et legsultats de (4.7), on peut obtenir
des propetes semblables de non-annulation de cup-produé&nients duA*
provenant de&ries discétes holomorphe et anti-holomorphe : soient dopet

12 comme en (4.7), c’est dire que la projection du premier est sidans le éne
adjacenta la partie sugrieure eta gauche du transktpare; du mur compact,
tandis que le second correspond d@ne inErieur gauche; on suppose de plus
quepus = u1 + pp est dans le @ne des poids tels que le faisceau correspondant
pos&de duH? (de projection siteea gauche du mur compact ‘entre’ les deux
précedents). On fait I'hypotbse égerement plus forte que la projection dgest
assez loin des transéd des murs non compacts : plugé@gement Az = § — u3
doit satisfaire aux iagali€s|(\, e2)| > 1, |(A, e3)| > 1 qui assurent que ls&se
discrete (non-holomorphey,, est inegrable.

Sous ces hypo#tses, on a mot pour mot lesémes propétes que celles
enon@es dans les &oremes (5.1) ou (5.1 que je me dispense de recopier
ici. La déemonstration est aussi laéme,a cela pés qu’'on ne sait pas que
appar#t sans multiplicié dansri®m,. Toutefois, cette multiplicé est bierégale
a 1 si on se limitea la sous-ref@sentation engenge par le produit tensoriel des
K-types minimaux (4.9). On peut par c@ugient modifier I'argument expesi-
dessus en remplant le produit tensoriel par cette sous-gg@ntation, compte
tenu du fait que la cohomologie @&, ® 111) ® (Hr, ® p2) Se factorise par cette
sous-repesentation (cf. (4.7)).

On peut aussi se demander ce que I'on peut dire des cup-produits de deux classes
de 1-cohomologie dont I'une provient comme ci-dessus d'@mnie $rolomorphe
ou anti-holomorphe, tandis que l'autre est asse&iune grie non-holomorphe. II
semble difficile dans cette situation de prouver dssittats de non-annulation. Par
contre on peut prouver degssultats de ‘surjectivit analogues notre Tieoreme
(5.2), par une rathode identique, forgk sur la dualé de Serre. Cela encore est
laiss au lecteur.
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