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EXEMPLES DE DIMENSION DE KRULL 
D'ANNEAUX DE POLYNOMES 

PAR 

AHMED OUERTANI 

ABSTRACT. For each pair (m, n) of integers such that m+1 ^ n ^ 2ra+l, 
we give, by original and straightforward methods, some examples of rings 
A' such that dim A' = m and dimA'[X] = n. 

Introduction Tous les anneaux considérés sont commutatifs, unitaires, intégres et 
de dimension de Krull finie. Rappelions que la dimension de Krull d'un anneau A 
est la longueur maximale des chaines PQ C P\ C . . . C Pn d'idéaux premiers de A. 
Rappelions aussi que si A est de dimension m, alors l'anneau des polynômes A[X] est 
de dimension comprise entre m + 1 et 2m + 1 (A. Seidenberg [5]). 

Le but de cet article est pour tout couple d'entiers (m, n), tels que m+2 ^ n ^ 2ra+l, 
de donner de nouveaux exemples d'anneaux A tels que dim A = met dimA[X] = n 
(le cas n = m + 1 étant celui des anneaux noethériens (Krull. W[l]) et prufériens (A. 
Seidenberg [6])). 

Pour cela on considère un sous-anneau A' de la forme A+M d'un anneau B' de la 
forme B +M, comme il est d'ailleur classique de la faire (E. Bastida and R. Gilmer 
[1], J. W. Brewer and E. A. Rutter [2], D. Costa, J. Mott and M. Zafrallah [3]), mais 
sans hypothèses superflues, consistant à se limiter à des anneaux locaux, intégralement 
clos, ou de valuation pour l'anneau Bf. 

On montre par un argument très simple qu'il suffit que le corps des fractions de 
B soit transcendant sur le corps des fractions de A pour pouvoir obtenir le résultat en 
quelques lignes. En particulier des exemples sont donc fournis par la considération 
du sous-anneau d'un anneau de polynômes B' = K[X], formé par les polynômes de 
terme constant dans A. Bien sûr A' est intégralement clos si A est intégralement clos. 

On note A' un anneau de la forme A+M où M est un idéal de A', A un anneau 
tels que A (1M = (0), on a alors A'/M ~ A et A' = A[M]. 

Généralités. (1) De l'isomorphisme A'/M ~ A, on déduit que dim A' ^ dim A + 
ht(M); (2) Si R est une A-algèbre alors dim/? ^ sup{dimA[ri,..., r„]}, où ( n , . . . , rn) 
parcourt les familles finies d'éléments de R. 

En effet si Po C Pi C . . . C Pn est une chaine d'idéaux premiers de R, de longueur 
n. Pour tout / dans {1 ,2 , . . . ,«} , il existe un élément r, dans Pi et n'appartenant pas à 
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Pi~\. Alors la trace de la chaine P$ C P\ C ... C Pn dans A[rXl..., rn] est de même 
longueur n. 

Comparaison de dim A7 et dimBf. Si A7 = A+M est un sous-anneau de B' = B+M 
on compare les dimensions de A' et de B'. 

LEMME 1. Si f G M\(0) alors les localisés (Af)f et (#')/ pour la partie multiplica
tive {1, / , . . . , / V ..} soft/ égaux. 

LEMME 2. htB'(M) ^ ht AM) ^ dim£7. 

PREUVE. htB<(M) û htA<{M) car tout idéal premier de B7 contenu dans M est un 
idéal premier de A'. 

Pour montrer que htA'(M) ^ dim/?'. On considère !J3o C !)3i C . . . C *\$n — M 
une chaine d'idéaux premiers de A' au dessous de M; soit / G M\îpw_i. Puisque 
(A')f = (Bf)f, alors dans B\ il existe une chaine de n idéaux premiers Po C P\ C 
. . . C /V-i tels que / 0 Pn-\. Soit / = Fn_i + M; alors / est un idéal propre de B' 
(sinon 1 = x + m oùx G Pn-\ et m G M, mais alors JC = 1 —m G A 'n / ^ - i = ^ - î et 
on aurait A' — tyn-\ + M = M) ainsi Pn_\ n'est pas maximal dans B' et dim/?7 ^ AI. 

PROPOSITION \. On a les inégalités : 

dim A + htB>(M) ^ dim A + htA>{M) ^ dim A' ^ dim A + dim£7. 

PREUVE. Si !£o C . . . C tyd C tyd+\ C . . . C tyn est une chaine d'idéaux premiers 
de A7 où ?Pd+i est le premier idéal de cette chaine contenant M, alors ou bien M C $d+i 
auquel cas d ^ dim/?7, n—d ^ dim A et donc n ^ dim A+dimZ?7, ou bien M = îp</+i et 
d'après le lemme 2, d+1 ^ dimZ?7, «—d—1 ^ dim A et d'où encore n ^ dimA+dim#7. 

COROLLAIRE 1. Si M est de hauteur maximale dans B', alors 

ht AM) = ht AM) 

et, notant ht (M) la hauteur de M dans A7 ou B'', 

dim A7 = dim A + dim/?7 = dim A + ht(M). 

Lorsque A'=A+MGB' = B+M, l'anneau de polynômes A'[X] = A[X] +M[X] 
est un sous-anneau de B'[X] = B[X] +M[X]. 

LEMME 3. Si le corps des fractions de B est transcendant sur le corps des fractions 
de A. On a : 

htA/[X](M[X])^htB,(M)+l 

PREUVE. Si (0) C N\ C . . . C Nm-\ C M est une chaine d'idéaux premiers de B7, 
b un élément de B transcendant sur A. L'application 

4h:A'[X]^B' 

F -+ F(b) 
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est un morphisme d'anneaux. (j)^l(Nm-\) — P = {F G A'[X] tqF{b) G Nm-\) est un 
idéal premier de A'[X] tel que Nm-\[X] C P C M[X]. En effet puisque Nm-\ est un 
idéal de £', alors Afw_i[fr] C A^-i, d'où Nm-\[X] Ç P, et si m est un élément de M 
n'appartenant pas à Mm_i, le polynôme F = mX — mb appartient à Af[X] et est tel 
que F(b) = 0, mais F n'appartient pas à Nm-\[X], ainsi Nm-\[X] C P. D'autre part si 
/ = /i +/2 G A'[X] où /! G A[X], h G Af [X] est tel que f(b) = Mb) + f2(b) G Afw_i, 
puisque /2(b) G M, alors f\(b) = 0, mais Z? transcendant sur A, donc f\ = 0 et 
/ 6 M[X], soit F ÇM[X], de plus cette inclusion est stricte car Nm-\ C M. 

Si M est de hauteur maximale dans B' et B' est tel que dim£'[X] = dim/?7 + 1 
(c'est le cas si B' est noethérien ou de Prûfer... etc.); 

dim£'[X] = htB>(M)+\ 

et donc 

dimA[X] + htA>{X]{M[X}) ^ dimAf[X] ^ dimA[X] + dimB'[X] 

d'où 
dimA[X] + htB>(M) + 1 ^ dimA'[X] ^ dimA[X] + htB,(M) + 1 

et par suite 
dim A'[X] = dim A[X] + htB.(M) + 1 

= dimA[X]+dim£ /+l 

Conclusion. Si A est tel que dimA[X] = dim A+d alors dimA'[X] = dimA'+d+l. 
Donc par récurrence, ceci permet de retrouver tous les cas des anneaux de type (m, ri) 
tels que m + 1 ^ n ^ 2m + 1. 

EXEMPLES. Soient m et n deux entiers tels que n = m + l + û ( o ù O ^ J ^ m e t 
r — m — d. On part d'un anneau intégre AQ tel que dimAo = r, dimAo[X] = r + 1 
(par exemple Ao = fc[Xi,... ,Xr] où k est un corps). 

On note #0 le corps des fractions de Ao, Ai le sous-anneau de Ko(Y\)[Z\] formé 
des polynômes à terme constant dans Ao, alors dim Ai = r + 1, dimAi[X] = r + 3, 
Ko(Y\,Z\) est le corps des fractions de Ai. Remarquons que ceci permet de retrouver, 
mais de façon très simple un anneau A dont la différence entre dimA[X] et dim A soit 
égale à 2. 

Si Ko(Y\,..., Frf_i,Zi,... ,Z</_i) est le corps des fractions de Aj_i, 

dimA^-i = r + d — 1 

dimAj_i[X] = r + 1 + 2(d - 1). 

On note Aj le sous anneau de Ko(Y\,..., F</,Zi, • • • ,Zj_0 [Z^] formé des polynômes 
à terme constant dans Aj_i alors 

dim A^ = dimA^-i + 1 = m 

dimAd[X] = dimA</_i[X] + 2 = n 
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et Ko(Y\,..., Yd, Z\,..., Zd) est le corps des fractions de Ad. 
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