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EXEMPLES DE DIMENSION DE KRULL
D’ANNEAUX DE POLYNOMES

PAR
AHMED OUERTANI

ABSTRACT.  For each pair (m, n) of integers such that m+1 = n < 2m+1,
we give, by original and straightforward methods, some examples of rings
A’ such that dimA’ = m and dimA'[X] = n.

Introduction Tous les anneaux considérés sont commutatifs, unitaires, intégres et
de dimension de Krull finie. Rappellons que la dimension de Krull d’'un anneau A
est la longueur maximale des chaines Pp C P; C ... C P, d’idéaux premiers de A.
Rappellons aussi que si A est de dimension m, alors I’anneau des polynomes A[X] est
de dimension comprise entre m + 1 et 2m + 1 (A. Seidenberg [5]).

Le but de cet article est pour tout couple d’entiers (m, n), tels que m+2 < n < 2m+1,
de donner de nouveaux exemples d’anneaux A tels que dimA = m et dimA[X] = n
(le cas n = m+ 1 étant celui des anneaux noethériens (Krull. W[1]) et prufériens (A.
Seidenberg [6])).

Pour cela on considére un sous-anneau A’ de la forme A +M d’un anneau B’ de la
forme B + M, comme il est d’ailleur classique de la faire (E. Bastida and R. Gilmer
[1], J. W. Brewer and E. A. Rutter [2], D. Costa, J. Mott and M. Zafrallah [3]), mais
sans hypothéses superflues, consistant a se limiter a des anneaux locaux, intégralement
clos, ou de valuation pour I’anneau B’'.

On montre par un argument tres simple qu’il suffit que le corps des fractions de
B soit transcendant sur le corps des fractions de A pour pouvoir obtenir le résultat en
quelques lignes. En particulier des exemples sont donc fournis par la considération
du sous-anneau d’un anneau de polyndmes B’ = K[X], formé par les polyndmes de
terme constant dans A. Bien sir A’ est intégralement clos si A est intégralement clos.

On note A’ un anneau de la forme A+ M ol M est un idéal de A/, A un anneau
tels que ANM = (0), on a alors A’/M ~ A et A’ = A[M].

Généralités. (1) De I'isomorphisme A’/M ~ A, on déduit que dimA’ 2 dimA +
ht(M); (2) Si R est une A-algébre alors dimR < sup{dim A[ri,...,r,]}, 00 (r1,...,ry)
parcourt les familles finies d’éléments de R.

En effet si Py C Py C ... C P, est une chaine d’idéaux premiers de R, de longueur
n. Pour tout i dans {l, 2,..., n}, il existe un élément r; dans P; et n’appartenant pas a
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P;_y. Alors la trace de la chaine Py C P; C ... C P, dans A[ry,...,r,] est de méme
longueur n.

Comparaison de dimA’ et dimB’. Si A’ = A+M est un sous-anneau de B’ = B+M
on compare les dimensions de A’ et de B’.

LemMme 1. Si f € M\(0) alors les localisés (A'); et (B'); pour la partie multiplica-
tive {1, f,..., f" ...} sont égaux.

LEMME 2. htg(M) < hty(M) < dimB’.

PREUVE. htg/(M) < hty(M) car tout idéal premier de B’ contenu dans M est un
idéal premier de A’.

Pour montrer que ity (M) = dimB’. On considére Bg C B, C ... C B, =M
une chaine d’idéaux premiers de A’ au dessous de M; soit f € M\L,-,. Puisque
A )y = (B’ )r» alors dans B’, il existe une chaine de n idéaux premiers Py C P; C
...C P,y telsque f & P,_y. Soit [ = P, + M; alors I est un idéal propre de B’
(sinon 1 =x+moux €P,_jetm €M, maisalorsx =1—m e A'/NP,_; = B, et
on aurait A’ = B,_; + M = M) ainsi P,_; n’est pas maximal dans B’ et dimB’ 2 n.

ProprosITION 1. On a les inégalités :

dimA + htp (M) < dimA + hty (M) < dimA’ < dim A + dim B'.

PrReEUVE. Si By C ... C By C VBaer C ... C B, est une chaine d’idéaux premiers
de A’ ot P, est le premier idéal de cette chaine contenant M, alors ou bien M C B4y,
auquel cas d = dimB’, n—d = dim A et donc n = dim A+dim B’, ou bien M = B4, et
d’apres le lemme 2, d+1 < dimB’, n—d—1 = dim A et d’ou encore n < dim A+dim B’'.

COROLLAIRE 1. Si M est de hauteur maximale dans B’, alors
hta(M) = htg:(M)
et, notant ht(M) la hauteur de M dans A’ ou B’,

dimA’ = dimA +dim B’ = dim A + ht(M)

Lorsque A" =A+M C B’ = B + M, I’anneau de polyndmes A'[X] = A[X]+ M [X]
est un sous-anneau de B'[X] = B[X]+M[X].

LeMME 3. Si le corps des fractions de B est transcendant sur le corps des fractions
de A.Ona :
hlA/[Xl(M[X]) 2 htgr(M) + 1

PrReUVE. Si (0) C Ny C ... C Ny C M est une chaine d’idéaux premiers de B,
b un élément de B transcendant sur A. L’application

¢y A'IX1— B’
F — F(b)
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est un morphisme d’anneaux. ¢, !(N,y—1) = P = {F € A'[X]1tqF(b) € Ny} est un
idéal premier de A’[X] tel que N,_[X] C P C M[X]. En effet puisque N,_, est un
idéal de B’, alors Nj—1[b] C Nyu—1, Aot N,,—1[X] C P, et si m est un élément de M
n’appartenant pas a M,,_;, le polyndme F = mX — mb appartient a A'[X] et est tel
que F(b) = 0, mais F n’appartient pas a N,,_[X], ainsi N,,_[X] C P. D’autre part si
f=fA+fHeAX]ouf; €AX], /, € M[X] est tel que f(b) = fi(b)+ fr(b) € N1,
puisque f>(b) € M, alors fi(b) = 0, mais b transcendant sur A, donc f; = O et
f € M[X], soit P C M[X], de plus cette inclusion est stricte car N,,_; C M.

Si M est de hauteur maximale dans B’ et B’ est tel que dimB’[X] = dimB’ + 1
(c’est le cas si B’ est noethérien ou de Priifer. .. etc.);

dimB'[X] = htyp(M) + 1
et donc
dim A[X] + hta (M [X]) = dimA’[X] £ dimA[X] + dim B'[X]

d’ou
dimA[X] + htpg (M) + 1 £ dimA'[X] £ dimA[X] + htg(M) + 1
et par suite
dimA'[X] = dim A[X] + htg(M) + 1
= dimA[X] +dim B’ + 1

Conclusion. Si A est tel que dimA[X] = dimA+d alors dim A'[X] = dim A’ +d +1.
Donc par récurrence, ceci permet de retrouver tous les cas des anneaux de type (m, n)
telsque m+1=n=2m+1.

EXEMPLES. Soient m et n deux entiers tels que n = m+1+dou 0 =d = met
r = m —d. On part d’un anneau intégre Ag tel que dimAy = r, dimAy[X] =r + 1
(par exemple Ap = k[X},...,X,] ol k est un corps).

On note Ky le corps des fractions de Ay, A, le sous-anneau de Ko(Y;)[Z;] formé
des polyndmes a terme constant dans Ag, alors dimA; = r + 1, dimA{[X] = r + 3,
Ko(Y1,Z,) est le corps des fractions de A;. Remarquons que ceci permet de retrouver,
mais de fagon trés simple un anneau A dont la différence entre dim A[X] et dim A soit
égale a 2.

Si Ko(Y1,...,Ya—1,Z1,...,Z4-1) est le corps des fractions de Ay,

dimA;_, =r+d—1

dimAy_[X]=r+1+2(d - 1).

On note A, le sous anneau de Ko(Yy,...,Y4,Z1,...,2Z4-1) [Z4] formé des polynomes
a terme constant dans A,_; alors

dimA; =dimA;_+1=m
dimA[X] =dimA;_[X]+2=n
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et Ko(Yy,..., Y4, Zy,...,2Z;) est le corps des fractions de A,.
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