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Introduction

On sait, d'apre© s Nakajima [Na 1], qu'en caractëristique p > 0, tout reveª tement ëtale
abëlien d'une courbe propre et lisse, gëomëtriquement connexe, gënërique de genre
gX 2, est ordinaire. Dans cet article nous ëtudions les reveª tements ëtales galoisiens
de groupe G un groupe nilpotent, extension centrale de deux groupes abëliens. Nous
montrons que si l'ordre de G est premier a© g!, tout reveª tement de groupe G de la
courbe gënërique de genre g, est ordinaire (thëore© me 14). Par contre lorsque l'ordre
de G n'est plus premier a© g!, il peut exister des reveª tements de groupe G de la courbe
gënërique de genre g (et donc aussi de toute courbe de genre g) qui ne sont pas
ordinaires. L'exemple de base, modulo quelques contraintes numëriques
secondaires, est fourni par un groupe d'Heisenberg dont la forme commutateur
est le cup produit a© valeurs dans Z=nZ, ou© n est premier a© p et divise g (thëore© me
17). De la© on dëduit que, pour toute caractëristique p > 0 et tout genre gX 2, il
existe un groupe ¢ni G rësoluble, d'ordre premier a© p, tel que toute courbe de genre
g en caractëristique p, admette un reveª tement ëtale galoisien de groupe G qui n'est
pas ordinaire (Thëore© me 2).
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1. Reprësentations et Diviseurs Theª ta

Soit X une courbe propre lisse et connexe de genre g, dë¢nie sur un corps k de
caractëristique pX 0. Soit r une reprësentation continue d'image ¢nie du groupe
fondamental p1�X � dans un k-vectoriel de dimension r. Nous dirons simplement
que r est une reprësentation ¢nie de p1�X � de rang r. On lui associe, de la facon
habituelle, un faisceau sur X en k-vectoriels de dimension r, faisceau pour la
topologie ëtale notë Vr. On en dëduit un ¢brë vectoriel sur X de rang
r : Vr � Vr 
k 0X . Alors Vr est un ¢brë semi-stable de pente 0 (rappelons que la
pente l d'un ¢brë vectoriel non nul est le nombre rationnel, quotient du degrë
par le rang).

Supposons p > 0 et soit p : X ! X1, le k-morphisme radiciel de degrë p qui est le
Frobenius relatif. Notons B1 le faisceau surX 1 des diffërentielles localement exactes.
C'est un ¢brë vectoriel de rang pÿ 1, de pente gÿ 1, qui s'inse© re dans la suite exacte
courte :

0! 0X1 ! p��0X � ! B1 ! 0 :

Soit r une reprësentation ¢nie de p1�X �. L'isomorphisme naturel p1�X � � p1�X1�,
fait que Vr et Vr se descendent canoniquement en V1

r et V1
r sur X1 et que l'on

a une suite exacte de ¢brës sur X 1 :

0! V1
r ! p��Vr� ! V1

r 
k B1! 0 :

On vëri¢e facilement que l'application naturelle dëduite de p : H0�X 1;V1
r � !

H0�X ;Vr� est bijective. Il en rësulte que H1�X 1;V 1
r � ! H1�X ;Vr� est injective si

et seulement si H0�X 1;V1
r 
k B1� � 0. Si cette condition est rëalisëe, nous dirons

que r est une reprësentation ordinaire. Ainsi la reprësentation triviale est ordinaire
si et seulement si la courbe X est ordinaire au sens usuel.

Notons J (resp. J1) la jacobienne de X (resp. X1) et soit Ld;gen un faisceau
inversible gënëral sur X1 de degrë d. Rappelons que si E est un ¢brë sur X 1 de pente
gÿ 1, il a une caractëristique d'Euler Poincarë nulle, et il en est de meª me de
E 
 Lo;gen. Si de plus H0�X 1;E 
 Lo;gen� � 0, on associe canoniquement a© E un
diviseur yE , qui est un diviseur positif sur J1, dëterminant de la cohomologie
universelle [Ra].

Si r est une reprësentation ¢nie de p1�X �, de rang r, le ¢brë V1
r 
k B1 est de pente

gÿ 1 et de rang r�pÿ 1�. S'il a un diviseur theª ta, notë yr, nous dirons que la
reprësentation r a un diviseur theª ta. D'apre© s [Ra] le ¢brë B1 admet un diviseur theª ta,
notë yX . Autrement dit yX est le diviseur theª ta associë a© la reprësentation triviale.

PROPOSITION 1. Sorite du diviseur theª ta d'une reprësentation. On suppose k
algëbriquement clos.

(1) Une reprësentation ¢nie r est ordinaire si et seulement si elle admet un diviseur
theª ta et si l'origine de J1 n'est pas dans le support de yr.
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(2) Une reprësentation r admet un diviseur theª ta si et seulement si pour toute
reprësentation w de p1�X �, de degrë 1 et assez gënërale, r
 w est ordinaire.

(3) Si r est extension de r00 par r0, r admet un diviseur theª ta si et seulement si r00 et r0

admettent des diviseurs theª ta et l'on a yr � yr0 � yr00 .
(4) Soit a : Y ! X un reveª tement ¢ni ëtale irrëductible et notons

a01 : J�X 1� ! J�Y 1�, l'application entre les jacobiennes, dëduite de a. Soit r
une reprësentation ¢nie de p1�Y � et Ind�r� la reprësentation de p1�X �, dëduite
de r par induction de p1�Y � a© p1�X �. Alors VInd�r� s'identi¢e a© a��Vr�. Pour
que Ind�r� ait un diviseur theª ta, il faut et il suf¢t que r ait un diviseur theª ta
et que son support ne contienne pas a01�J�X 1��. Alors yInd�r� � �a01���yr�. En
particulier r est ordinaire si et seulement si Ind�r� est ordinaire.

(5) Sous les conditions de (4), supposons de plus a : Y ! X galoisien de groupe G.
Pour que toute reprësentation ¢nie de G admette un diviseur theª ta, il faut et
il suf¢t que yY ne contienne pas a01�J�X 1��.

(6) Pour toute reprësentation ¢nie r de p1�X �, il existe une reprësentation ¢nie r0 de
p1�X � telle que r
 r0 soit ordinaire et en particulier admette un diviseur theª ta
(comparer avec [Fa] et [LP]).

(7) Soit r une reprësentation ¢nie de rang r de p1�X �, et soit det�r� son dëterminant.
Alors V�r�1det�r� est un faisceau inversible sur X1, d'ordre ¢ni premier a© p, qui
dë¢nit un point z de la jacobienne J1. Soit z0 un point de J1 tel que rz0 � z. Alors,
si r admet un diviseur theª ta, celui-ci est un diviseur sur J1 linëairement ëquivalent
au translatë de ryX par ÿz0.

Dëmonstration: Seuls les points (6) et (7) ne sont pas formels.
Pour ëtablir (6), considërons un reveª tement ¢ni ëtale connexe a : Y ! X , galoisien

de groupe G, qui trivialise r. Soit w un caracte© re de rang 1 de p1�Y �, assez gënëral
pour que tous ses transformës gw par les ëlëments de G, soient ordinaires. Alors
r
k IndX

Y �w� est ordinaire : en effet, sa restriction a© p1�Y � est la somme directe
de r copies de �g2G gw, ou© r est le rang de r, donc est ordinaire.

Prouvons (7). Soient R les vecteurs de Witt a© coef¢cients dans k et soit K le corps
des fractions de R, qui est donc de caractëristique 0. Dëformons X en une courbe
XR propre et lisse sur R et soit JR la jacobienne relative de XR. Fixons un faisceau
inversible L sur XR de degrë gÿ 1 et soit r un entier. Considërons le champ C
des ¢brës vectoriels sur XR de rang r, de dëterminant Lr. C'est un champ lisse
sur R, a© ¢bres gëomëtriques connexes. Soit U l'ouvert de C, couvrant R, formë
des ¢brës qui admettent un diviseur theª ta. Ce diviseur theª ta dë¢nit un morphisme
u : U ! Pic�JR�. D'apre© s �DÿN�, le groupe de Picard de UK est discret. Il en rësulte
que uK est constante et donc u et uk sont constantes. Par suite, toutes les
reprësentations r de p1�X �, de rang r, de dëterminant trivial, qui admettent des
diviseurs theª ta, ont des diviseurs theª ta linëairement ëquivalents. Prenant pour
r r fois la reprësentation triviale, on trouve que yr est alors linëairement ëquivalent
a© ryX . Le cas gënëral, s'en dëduit immëdiatement par torsion par un faisceau
inversible, racine r-e© me du dëterminant de V 1

r :
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THEè OREé ME 2. Soient gX 2 et p premier. Il existe un groupe ¢ni G (ne dëpendant
que de g et de p) rësoluble d'ordre permier a© p, tel que si X est une courbe propre
lisse connexe de genre g, dë¢nie sur un corps k algëbriquement clos de caractëristique
p, les conditions suivantes sont rëalisëes:

(i) Il existe un reveª tement ëtale connexe Y ! X galoisien de groupe G.
(ii) Il existe une reprësentation r de p1�X �, se factorisant a© travers G, qui n'admet pas

de diviseur theª ta.

A fortiori, Y n'est pas ordinaire.

Remarque 3. L'ënoncë prëcëdent s'applique en particulier, �g; p� ëtant ¢xës, au cas
ou© l'on choisit la courbe X gënërique. Sauf erreur, on ne connaissait pas de
reveª tements ëtales de la courbe gënërique qui n'ëtaient pas ordinaires, mais bien
suª r, il n'est pas du tout surprenant qu'il en existe.

Le thëore© me 2 sera ëtabli dans la section 3. Dans la section 2, nous allons utiliser
dëgënërescence et monodromie pour construire des reveª tements de la courbe
gënërique qui sont au contraire ordinaires.

Les diviseurs theª ta associës aux reprësentations sont ëtroitement liës aux faisceaux
inversibles sur X , ou encore aux reprësentations de rang 1 du p1. Il n'est donc pas
ëtonnant qu'ils se comportent mal par produit tensoriel. En voici une illustration.

PROPOSITION 4. Soient (g,p,X) comme dans le thëore© me 2. Il existe des
reprësentations ¢nies r et r0 de p1�X � qui ont des diviseurs theª ta, telles que r
 r0

n'ait pas de diviseur theª ta.

En effet considërons Y ! X galoisien de groupe G comme dans le thëore© me 2.
Puisque Y admet un diviseur theª ta, on peut trouver une reprësentation w de
p1�Y �, de rang 1, telle que w et wÿ1 soient ordinaires. Soient r et r0 les reprësentations
de p1�X � dëduites de w et wÿ1 par induction de p1�Y � a© p1�X �. Alors r et r0 sont
ordinaires (prop. 1.4)) et en particulier admettent des diviseurs theª ta. On a une appli-
cation canonique surjective de r
 r0 � Ind�w� 
 Ind�wÿ1� ! �w
 wÿ1�, qui montre
que la reprësentation rëgulie© re de G est un quotient de r
 r0. Vu le choix de G,
la reprësentation rëgulie© re de G n'a pas de diviseur theª ta sur X ; a fortiori, il en
est de meª me de r
 r0.

2. Exemples de Reveª tements Ordinaires de la Courbe Gënërique

Soit S le schëma de Hilbert surZ des courbes stables de genre gX 2 plongëes dans un
espace projectif convenable par le plongement tricanonique. C'est un schëma lisse
surZ, a© ¢bres gëomëtriques irrëductibles [D-M], de sorte qu'en toute caractëristique
on dispose d'une courbe gënërique de genre g, que l'on peut faire dëgënërer.

Soit p premier et soit Z le point gënërique de S�Fp, de corps rësiduel k, et soit XZ la
courbe stable au-dessus de Z et JZ sa jacobienne. Choisissons un entier n > 0 premier
a© p et soit nJZ le noyau de l'ëlëvation a© la puissance n dans JZ. Alors, nJZ est localement
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pour la topologie ëtale isomorphe a© �Z=nZ�2g et est ëquipë d'un cup produit<,> qui
est une forme bilinëaire alternëe non dëgënërëe a© valeurs dans mn le groupe des
racines n-ie© mes de l'unitë. Par suite le groupe de Galois de la cloª ture algëbrique
k de k, agit sur nJZ a© travers le groupe des similitudes symplectiques de la forme
cup-produit et il est connu que pour la courbe gënërique, l'image de Galois contient
Sp2g�Z=nZ� ([D-M]-[Ek]).

Considërons R un anneau de valuation discre© te strictement hensëlien et un
morphisme u : Spec�R� ! S, tel que le point gënërique de Spec�R� s'envoie sur Z
et le point spëcial s'envoie sur un point de S correspondant a© une ¢bre con-
venablement dëgënërëe. Notons XR la courbe stable sur R, image rëciproque par
u, de la courbe stable universelle. Soit K le corps des fractions de R, XK la ¢bre
gënërique qui est donc une courbe gënërique de genre g et X la ¢bre spëciale de XR.

LEMMA 5. Soient Xi, i 2 I , les composantes irrëductibles de X. Supposons que les Xi

soient lisses et que le graphe de X soit un arbre. Soit n un entier inversible dans R.
Notons A �resp: Ai� le noyau de la multiplication par n dans la jacobienne de XR resp.
Xi), ëquipë de son cup produit (resp: <;>i�. Alors A est constant sur R, somme directe
des Ai, i 2 I. De plus A muni du cup produit <;> sur la ¢bre gënërique est la somme
directe orthogonale des Ai munis du cup produit <;>i.

La dernie© re assertion provient du fait que le degrë total sur X d'un faisceau
inversible est la somme des degrës partiels sur chacun des Xi.

(Rappel 1). Tout reveª tement ëtale galoisien d'une courbe ordinaire de groupe un
p-groupe est ordinaire [Cr].

(Rappel 2). Tout reveª tement abëlien d'une courbe gënërique de genre g est
ordinaire ([Na] [Zh]).

Ceci ëtant, choisissons R et XR de fac° on que la ¢bre spëciale X ait deux com-
posantes irrëductibles se coupant en un point : une courbe X 0 de genre gÿ 1 et
une courbe elliptique E 00. On suppose de plus E 00 et X 0 gënëriques.

PROPOSITION 6. Soient X une courbe gënërique de genre g en caractëristique p > 0
et n un entier premier a© p. Soit G un groupe ¢ni extension d'un groupe abëlien B par un
groupe abëlien C. On suppose que B est libre de rang 2 sur Z=nZ et que le cup produit
<;> est non dëgënërë sur B. Alors tout reveª tement ëtale de X, de groupe G, est
ordinaire.

Remarque 7. Le groupe B est a priori un quotient du groupe A, noyau de la
multiplication par n dans la jacobienne J de X . Gr̂ace au cup-produit < ;>, A
est autodual pour la dualitë a© valeurs dans mn et B s'identi¢e aussi a© un sous-groupe
de A.

COROLLAIRE 8. Soit X comme dans la prop. 6 et soit Y ! X un reveª tement ¢ni
ëtale, galoisien de groupe G, ou© G est extension d'un groupe cyclique d'ordre n premier
a© p, par un groupe abëlien. Alors Y est ordinaire.
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En effet, un sous-groupe cyclique d'ordre n de A est contenu dans un sous-groupe
B de A, libre de rang 2 sur Z=nZ, sur lequel le cup-produit est non dëgënërë. Donc
quitte a© agrandirG, on est ramenë au cas ou© G est du type dëcrit dans la proposition 6.

Dëmonstration de la proposition 6. D'apre© s le rappel 1, on peut supposer que C
donc G est d'ordre premier a© p.

Si X est une courbe dë¢nie sur le corps k, le groupe de Galois Gal�k=k� ope© re par
automorphismes externes sur le p1 gëomëtrique p1�Xk�. Nous appellerons cette
action la monodromie. Par transport de structure, la monodromie transforme un
reveª tement galoisien ordinaire de Xk, en un autre reveª tement ordinaire.

Dans le cas prësent, ou© X est une courbe gënërique, l'image de la monodromie
agissant sur le quotient abëlien A du p1�Xk�, contient le groupe symplectique relatif
au cup produit <;>. Par ailleurs, la dëgënërescence XR de XK fournit une
dëcomposition orthogonale de A en A0 � A00, ou© A0 et A00 sont les noyaux respectifs
de l'ëlëvation a© la puissance n dans les jacobiennes de X 0 et E 00 (Lemme 5). Comme
le groupe symplectique de �A; <;>� agit transitivement sur les sous^Z=nZmodules
libres de rang 2 de A, sur lesquels <;> est non dëgënërë, on peut supposer, quitte
a© transformer G par la monodromie, que le quotient B de G est ëgal a© A00.

Sur la ¢bre gënërique, le reveª tement de XK de groupe G, se factorise en YK ! XK

de groupe B, et ZK ! YK de groupe C.
Comme J�XK � a bonne rëduction, YK ! XK se prolonge en un reveª tement ëtale de

groupe B : YR ! XR. Vu le choix de B, sur la ¢bre spëciale, Y ! X est dëcomposë
au-dessus de X 0 et est irrëductible au-dessus de E 00. En particulier le graphe de
Y est un arbre, constituë de la courbe elliptique gënërique E 00 sur laquelle se branche
n2 copies de la courbe gënërique X 0, de genre gÿ 1.

Alors la jacobienne J�YK � a, a© son tour, bonne rëduction sur R et par suite le
reveª tement abëlien de groupe C, d'ordre premier a© p : ZK ! YK , s'ëtend en un
reveª tement ëtale abëlien ZR ! YR, de groupe C. Sur la ¢bre spëciale Z est une
courbe semi-stable dont les composantes sont des reveª tements abëliens des courbes
gënëriques X 0 et E 00 et par suite sont ordinaires (rappel 2). Donc Z est une courbe
semi-stable ordinaire et par gënërisation, ZK est ordinaire.

Prëliminaires sur les Groupes Nilpotents

Pour prëparer la dëmonstration du thëore© me 14, nous allons ëtudier certains
quotients nilpotents du p1 d'une courbe de genre g.

Soient n un entier impair> 1, g un entier> 0,eA unZ=n2Z-module libre de rang 2g.
Notons A le noyau de la multiplication par n dans eA, de sorte que l'on a une suite
exacte : 0! A! eA! A! 0. On dë¢nit sur le produiteA� L2�A� une loi de groupe
par la formule �ea; u��eb; v� � �ea�eb; u� v� �aLb�=2�, ou© a (resp. b) dësigne l'image deea (resp.eb� dansA. On obtient ainsi un groupe eN extension centrale deA parA� L2A.
L'application commutateur est l'application canonique:

A� A! L2A
�a; b�7!�ea;eb� � aLb
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En remplacant dans la construction prëcëdente eA par son quotient A, on obtient un
autre groupe nilpotentN, quotient de eN, qui est l'extension d'Heisenberg universelle
de A par L2�A�, dans laquelle l'ëlëvation a© la puissance n-ie© me est triviale. Le groupeeN apparâit alors comme produit ¢brë de eA et N dans le diagrammeeN ! eA

# #
N ! A :

Le groupe eN est l'extension centrale de A par B solution du proble© me universel
suivant:

(i) eN est engendrë par des ëlëments qui rele© vent une famille de gënërateurs de A.
(ii) B est annulë par n.

Appelons extension d'Heisenberg ëlëmentaire de A, une extension centraleH de A
par un groupe cyclique C d'ordre n, telle que l'application commutateur
A� A! C : �a; b�7! (a; b ) soit surjective. Si H est une extension d'Heisenberg
ëlëmentaire de A par C, il existe un unique morphisme de groupes h : eN ! H et
des applications additives uniques :

l : A! C, et f surjective : L2A! C, telles que (a; b)� f�aLb� et que l'on ait le
diagramme commutatif :

1 ! A� L2A ! eN ! A ! 1
�l;f� # h # k

1 ! C ! H ! A ! 1
�1�

Considërons la donnëe supplëmentaire d'un cup produit <; e> sur eA, c'est-a© -dire
d'une forme alternëe non dëgënërëe a© valeurs dans mn2 et notons <;> le cup produit
sur A a© valeurs dans mn qui s'en dëduit par passage au quotient. Choisissons une
racine primitive n-ie© me de 1 soit z et une base symplectique fei; fjg, i � 1; . . . ; g
sur A, telle que <ei; fj>� z. Finalement choisissons des reveª tements arbitraires eei
et efi de ei et fi dans eA. On a donc dans eN : ��eei; 0�; �efi; 0�� � eiLfi pour

i � 1; . . . ; g. Soit E �
Xg
i�1

eiLfi et notons < E > le sous-groupe cyclique d'ordre n

de L2A engendrë par E. Remarquons que < E > ne dëpend pas du choix de la base
symplectique fei; fjg. En effet le cup produit dë¢nit un isomorphisme
A � Hom�A; mn� ainsi qu'une application linëaire f<> : L2�A� ! mn telle que
<a; b>� f�aLb�. En prenant le dual de cette £e© che a© valeurs dans m
2n , on obtient
une application canonique:

mn! Hom�L2�A�; m
2n � � L2�A� ;

dont on vëri¢e immëdiatement que l'image est < E >. En particulier le groupe des
similitudes symplectiques CSp de eA agit de facon naturelle sur eN et N a© travers
son action naturelle sur eA et L2A, en laissant stable < E >.
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Soit maintenant X une courbe propre et lisse de genre g sur un corps
algëbriquement clos k de car. p > 0. Supposons que �n; p� � 1, que eA est le groupe
des points d'ordre n2 de la jacobienne de X et que <; e> est le cup produit naturel.
Considërons le plus grand quotient eM de p1�X � qui est une extension centrale de
A par un groupe abëlien annulë par n. Alors eM est le quotient de eN par la relationYg
i�1
��eei; 0�; �efi; 0�� � 1. Or

Y
i

��eei; 0�; �efi; 0�� �X
i

eiLfi � E. Donc on peut prendre

eM � eN= < E >.

COROLLAIRE 9. Soient H une extension d'Heisenberg ëlëmentaire de A par C et
h : eN ! H la surjection canonique associëe a© H comme dans �1�. Alors, pour que
h se factorise a© travers eM il faut et il suf¢t que f�E� � 0.

COROLLAIRE 10. Soit H<> une extension d'Heisenberg de A par mn dont
l'application commutateur est le cup-produit <;>: A� A! mn. Alors la forme
linëaire correspondante f est f<> : aLb 7! <a; b> et l'on a : f<>�E� � gz. Par suite
H<> est un quotient de eM si et seulement si njg.

COROLLAIRE 11. Supposons �n; g� � 1. Alors si H est une extension d'Heisenberg
ëlëmentaire quotient de eM, la forme commutateur � ; � associëe est une forme
bilinëaire alternëe ëtrange© re a© <;>c'est-a© -dire, pour tout q premier divisant n,
� ; �
Fq est non nulle et non proportionnelle a© <;> 
Fq�.

LEMME 12. Soit � ; � une forme bilinëaire alternëe sur A d'image un groupe cyclique
d'ordre n et qui est ëtrange© re a© <;>. Alors il existe e et f dans A tels que
�e; f � � 0 et < e; f > soit d'ordre n.

Il suf¢t de le vëri¢er lorsque n est une puissance d'un nombre premier q. Consid-
ërons une base symplectique de A pour � ; � : fai; big, i � 1; . . . ; g telle que
�ai; bi� � qmi , ou© les mi forment une suite croissante d'entiers X 0. On a donc
�a1; b1� � 1, puisque l'image de A� A par � ; � est d'ordre n.

Si l'un des < ai; bj >, ou < ai; aj > ou < bi; bj > pour i 6� j est une unitë, c'est
terminë. Sinon, comme <;> est non dëgënërëe, les < ai; bi > sont des unitës pour
tout i. Comme � ; � et <;> sont ëtrange© res, ces unitës ne sont pas toutes congrues
mod q.

Supposons d'abord � ; � dëgënërëe. On a alors gX 2 et mg X 1. Alors on peut
prendre e � e1 � eg, f � ÿqmgf1 � fg.

Si maintenant � ; � est non dëgënërëe, tous les �ai; bi� valent 1. Soient i et j deux
indices tels que < ai; bi > et < aj; bj > ne soient pas congrus modulo q. On prend
e � ai � aj, f � ÿbi � bj.
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Application a© la Courbe Gënërique

Reprenons maintenant le mode© le semi-stable XR dëgënërë considërë plus haut dans
la dëmonstration de la proposition 6. Alors le noyau A de la multiplication par
n dans la jacobienne JR de XR, ëquipë de son cup-produit <;> est somme directe
orthogonale de �A0; <;>0� et de �A00; <;>00�. Prenons une base symplectique
fei; fig, i � 1; . . . ; gÿ 1 de A0 pour <;>0 (resp. une base symplectique feg; fgg de
A00 pour <;>00. Alors fei; fig, i � 1; . . . ; g est une base symplectique de A pour
<;> et < ei; fi >� z pour i � 1; . . . ; g.

Le groupe fondamental de XR est ëgal a© celui de la ¢bre fermëe X (car R est
strictement hensëlien) et ce dernier est le produit libre p1�X 0� � p1�E 00�. Le groupe
p1�XR� est aussi un quotient du groupe p1�XK

n� modërëment rami¢ë au-dessus
du point double de X ([Sa], [St]1). Nous allons dëcrire le plus grand quotient eL
du groupe eM introduit plus haut, qui correspond a© des reveª tements non rami¢ës
de XR. Posons n � egLfg et soit < n > le sous-groupe de L2�A� engendrë par n.

Ceci ëtant, quitte a© faire une extension ¢nie de R, on peut supposer qu'il existe un
reveª tement ëtale YK ! XK de groupe eM et que celui-ci s'ëtend en un reveª tement
Y ! X de groupe eM, modërëment rami¢ë au-dessus du point double de X et ëtale
en dehors.

PROPOSITION 13.Le groupe d'inertie en un point au-dessus du point double deX est
engendrë par l'image de n dans eM. Autrement diteL est le quotient de eM par l'image de
< n >.

Soit H une extension d'Heisenberg ëlëmentaire, extension de A par un groupe
cyclique C d'ordre n. Supposons que H soit un quotient de eM, donc correspond
a© un reveª tement ëtale de XK . Pour que ce reveª tement s'ëtende en un reveª tement
non rami¢ë de XR (apre© s extension ¢nie ëventuelle de R�, il faut et il suf¢t, avec
les notations de (1), que f�n� � 0.

En effet, pour dëcrire le quotient eM de eN comme groupe de Galois d'un
reveª tement modërëment rami¢ë de XR, il suf¢t d'introduire un gënërateur s de
l'inertie au-dessus du point double de X et de remplacer la relationY
i

��eei; 0�; �efi; 0�� � 1 (pour i � 1; . . . ; g� par les deux relations :Y
i

��eei; 0�; �efi; 0��s � 1 �produit pour i � 1; . . . ; gÿ 1�

sÿ1��eeg; 0�; �efg; 0�� � 1 :

Quand on les traduit en notation additive dans L2A, on trouve :

Xgÿ1
i�1

eiLfi � s � ÿs� egLfg � 0 :

En particulier l'image de n dans eM engendre l'inertie. Les autres assertions s'en
dëduisent immëdiatement.
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THEè OREé ME 14. Supposons X gënërique de genre g en caractëristique p > 0. Soit
Y ! X un reveª tement ëtale galoisien de groupe G, extension centrale de deux groupes
¢nis abëliens. On suppose que l'ordre de G est premier a© g!. Alors Y est ordinaire.

Le groupe G est nilpotent, donc produit de ses sous-groupes de Sylow. Compte
tenu du rappel 1, on peut supposer que G est d'ordre premier a© p. On va procëder
par rëcurrence sur g.

Pour g � 1, X est une courbe elliptique ordinaire. Alors Y est isoge© ne a© X donc
aussi ordinaire.

Supposons gX 2 et l'assertion dëmontrëe pour les genres < g. La condition que
l'ordre de G est premier a© g! entra|ª ne que l'ordre de G est impair. Par dëvissage
de la reprësentation rëgulie© re de G, il nous suf¢t de montrer que toute reprësentation
irrëductible r de G, dans un k-vectoriel est ordinaire. Quitte a© passer au quotient, on
peut supposer r ¢de© le. En particulier, on est ramenë au cas ou© le centre de G est
cyclique. Quitte a© augmenter G, on est ¢nalement ramenë au cas ou© G � H � C0

avec C 0 cyclique d'ordre n0, H extension d'Heisenberg de A par C cyclique d'ordre
n, avec �n; n0� � 1, �nn0; pg!)� 1, ou© A est le noyau de la multiplication par n dans
la jacobienne deX . Il suf¢t de montrer que le reveª tementY deX , galoisien de groupe
G, est ordinaire.

Reprenons les notations du prëliminaire. Comme H est un quotient de eM et que
�n; g� � 1, la forme commutateur � ; � associëe a© H est ëtrange© re a© <;>

(corollaire 11). On peut donc trouver e et f dans A tels que < e; f >� 1 et
�e; f � � 0 (Lemme 12).

Considërons de nouveau le mode© le semi-stable dëgënërë XR utilisë ci-dessus et la
base symplectique f�ei; fig, i � 1; . . . ; g, rëunion d'une base symplectique de A0,
<;>0 et d'une base symplectique de A00, <;>00.

LEMME 15. Quitte a© transporter G par la monodromie, on peut supposer que le
reveª tement YK ! XK ëtale de groupe G, se prolonge en un reveª tement ëtale
YR ! XR de groupe G.

Comme la courbe X est gënërique, l'image de la monodromie agissant sur A con-
tient le groupe symplectique associë a© <;>. Celui-ci agit transitivement sur les
couples d'ëlëments de base fe; f g tels que < e; f >� 1. Quitte a© transporter G
par la monodromie, on peut donc supposer que �eg; fg� � 0 (Lemme 12). D'apre© s
le lemme 13, le groupe d'Heisenberg H, quotient de p1�XK � correspond alors a©
un reveª tement ëtale de XR (apre© s extension ¢nie ëventuelle de R). On a
G � H � C0 ou© C 0 est cyclique d'ordre n0 premier a© p. Comme la jacobienne JR
de XR a bonne rëduction, le groupe C0 correspond aussi a© un reveª tement ëtale
de XR. Finalement YK ! XK se prolonge en un reveª tement ëtale de groupe
G : YR ! XR. D'ou© le lemme.

Considërons la ¢bre spëciale Y de YR. C'est une courbe semi-stable dont les com-
posantes sont soit des reveª tements ëtales de la courbe elliptique ordinaire E 00, donc
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sont ordinaires, soit des reveª tements galoisiens de groupe G0 de la courbe X 0,
gënërique de genre gÿ 1, ou© G0 est un sous-groupe de G. Comme par hypothe© se,
l'ordre de G est premier a© g!, l'ordre de G0 est premier a© �gÿ 1�!. Par hypothe© se
de rëcurrence, les composantes de Y au-dessus de X 0 sont donc ordinaires.
Finalement, la courbe semi-stable Y est ordinaire et, par gënërisation, il en est
de meª me de YK .

3. Exemples de Reveª tements Non Ordinaires

Considërons une courbe propre X , lisse et connexe de genre gX 2, dë¢nie sur un
corps k algëbriquement clos de caractëristique p > 0. On plonge X dans sa
jacobienne J de la manie© re habituelle, plongement dë¢ni a© translation pre© s.

Soit n un entier > 0, premier a© p.

Rappel sur les Divisions de Polarisations (confer [Mu])

Notons y0 (resp. y) un diviseur > 0 sur J, symëtrique, qui dë¢nit une polarisation
principale sur J (resp. dë¢nit la polarisation principale usuelle sur J). Soit
N � OJ�y0� le faisceau inversible associë. Soit d le degrë de NjX . On a donc
d � g si y0 � y.

Notons a : J ! J la multiplication par n dans J et soit A son noyau. Alors
a��N� � N
n

2
et N
n est un faisceau inversible symëtrique sur J, stable par les trans-

lations par les ëlëments de A.
Le groupe A, noyau de la polarisation dë¢nie par N
n, est muni d'une forme

bilinëaire non dëgënërëe <;>0 a© valeurs dans mn ([Mu]). Dans le cas ou© y � y0,
on retrouve le cup-produit sur A :<;>.

Soit B un sous-groupe de A totalement isotrope maximal pour <;>0 et soit J^ le
quotient de J par B. Posons C � A=B. On a une factorisation canonique:

avec ker b � B, ker g � C.
On sait ([Mu]) queN
n se descend enM^ sur J^ et queM^ dë¢nit une polarisation

principale sur J^. Le faisceau M^ est dë¢ni a© tensorisation pre© s par un faisceau
inversible d'ordre divisant n, ëlëment de C (vu comme sous-groupe de la variëtë
duale de J^). Les faisceaux M^
n et g��N� sur J^, ont meª me image rëciproque
par b, donc diffe© rent par un faisceau inversible d'ordre divisant n. Lorsque n est
impair on peut choisir M^ symëtrique auquel cas M^
n et g��N� co|« ncident.

Considërons le faisceau g��M^� qui est un ¢brë vectoriel sur J de rang ng et soit
F � g��M^�jX . Pour tout faisceau inversible L sur J algëbriquement ëquivalent
a© 0, on a H0�J; g��M^� 
 L� � H0�J^;M^ 
 g��L��. C'est un k-vectoriel de rang

J b
J^a

gJ
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1, puisqueM^ et donc aussiM^ 
 g��L�, dë¢nissent des polarisations principales sur
J^. Changer L revient a© translater g��M^� par un ëlëment de J. Pour L gënëral, on a
donc H0�X ;F � 6� 0. Autrement dit si Lo;gen dësigne un faisceau inversible sur X ,
gënëral de degrë 0, on a H0�X ;F 
 Lo;gen� 6� 0. Par semi-continuitë, on en dëduit
que H0�X ;F 
 Lo� 6� 0, pour tout faisceau inversible Lo de degrë 0 sur X .

Dësignons par Y (resp. Z) la courbe de J^ (resp. J) image rëciproque de X par g
(resp. a).

On a deg�NjX � � d, degNn2 jZ � dn2g, donc degNnjZ � dn2gÿ1. degM^jY � dngÿ1.
Par suite le ¢brë F sur X est de pente d=n.

(Le ¢brë F ci-dessus est, a© la prësentation pre© s, celui considërë dans [Ra] pour
contre-exempler la propriëtë (*)).

On suppose dësormais que njd et on pose d � dn ou© d est donc un entier ëgal a© la
pente de F . On choisit un faisceau inversible P sur X de degrë d, tel que
Pn � NjX . Considërons sur Y le faisceau inversible L^ � �M^jY � 
 g��Pÿ1� et soit
L00 � b��L^�. Alors L00n � Nn2 jZ 
 a��Nÿ1�, donc est trivial sur Z. Il en rësulte
que L00 est d'ordre divisant n. Notons par ailleurs que L00 ne dëpend pas du choix
de M^, ni de celui de P.

Posons E � g��L^� qui est un ¢brë sur X , de rang ng, de pente zëro, associë a© une
reprësentation r de p1�X � de rang ng. On a E 
 P � F . En particulier, pour tout
faisceau inversible Ld sur X , de degrë d, on a ho�E 
 Ld� > 0.

Nous allons prëciser le groupe de Galois dont r est une reprësentation. Pour tout a
dans A, notons Ta la translation par a dans Z. Au faisceau N
n sur J est associë un
groupe G, du type considërë par Mumford [Mu]. G est une extension centrale de
A par k�. Un ëlëment de G est de la forme �a; u� ou© a est dans A et u est un
isomorphisme N
n � T�a �N
n� et la loi de composition est la loi naturelle. La forme
commutateur associëe est le cup-produit <;>0: A� A! mn,!k�.

Pour tout a dansA, on a un isomorphisme canonique a��P� � T�a a
��P�. Il en rësulte

que G est aussi le groupe associë a© L00 formë des automorphismes �a; v� ou© a est dansA
et v est un isomorphisme: L00 � T�a �L00�.

On en dëduit d'abord que L00 est un ëlëment de Pic�Z� ¢xe par A. Puis, <>0 ëtant
non dëgënërë, que L00 est d'ordre n. Soit Z00 ! Z le reveª tement ëtale de groupe
mn qui trivialise L00. Alors Z00 ! X est galoisien de groupeH, ou© H est une extension
d'Heisenberg de A par mn, dont la forme commutateur est le cup-produit <>0.
(Notons que lorsque y � y0, alors d � g, donc njg et un tel reveª tement existe bien
d'apre© s l'exemple 10). En particulier, r est une des reprësentations irrëductibles
de H, de rang ng.

Les constructions prëcëdentes ont ëtë faites sur J et X . Elles auraient pu eª tre
rëalisëes tout aussi bien sur J1 et X 1, dëduites de J et X en appliquant le Frobenius
relatif. Nous considërons dësormais E comme ¢brë sur X 1.

LEMMA 16. Soit d0 un entier avec d0W �gÿ 1�=�pÿ 1�. Alors le ¢brë B1 des formes
diffërentielles localement exactes sur X1, contient un faisceau inversible de degrë d0.
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En effet soit d0 un entier et supposons que B1 contienne un sous-¢brëQ de rang 1 de
degrë d0, donc de pente m0 � d0. Alors B1=Q est un ¢brë de rang pÿ 2, de degrë
�pÿ 1��gÿ 1� ÿ d0, donc de pente m00 � ��pÿ 1��gÿ 1� ÿ d0�=�pÿ 2� et l'on a:

m00 ÿ m0 � gÿ 1� ��gÿ 1� ÿ �pÿ 1�d0�=�pÿ 2�. On a donc m00 ÿ m0X gÿ 1 pour
d0W �gÿ 1�=�pÿ 1�.

D'apre© s le rësultat annoncë dans [Hi] tout ¢brë stable gënërique sur X1 de pente
�gÿ 1�, contient un sous-¢brë inversible de degrë d0, de© s que d0W �gÿ 1�=�pÿ 1�.
Par dëformation et spëcialisation, on en dëduit que tout ¢brë de pente gÿ 1 contient
un sous-faisceau inversible de degrë d0, pour d0W �gÿ 1��pÿ 1�. La dëmonstration de
l'ënoncë extrait de [Hi] n'est pas publiëe, mais peut eª tre consultëe sur Internet a©
l'adresse : http://math.unice.fr/�ah/Brill/

THEè OREé ME 17. Soit X une courbe de genre gX 2 dë¢nie sur un corps de
caractëristique p > 0 et plongëe dans sa jacobienne J. Soit y0 une polarisation
principale sur J, de degrë d sur X. Soit n un entier premier a© p qui divise d et vëri¢e
d=nW �gÿ 1�=�pÿ 1�. Notons A le noyau de la multiplication par n dans J, muni
de la forme alternëe <;>0, a© valeurs dans mn associë a© y0. Alors il existe une
reprësentation r d'un groupe d'Heisenberg H relatif a© n et au cup-produit <;>0,
qui n'a pas de diviseur theª ta.

En effet, d'apre© s le lemme 16, pour d � d=nW �gÿ 1�=�pÿ 1� on peut trouver un
faisceau inversible Ld de degrë d sur X1 qui est contenu dans B1. On a alors
E 
 Ld � E 
 B1. Par suite, pour tout faisceau inversible Lo;gen de degrë zëro sur
X 1, on a:

E 
 Ld 
 Lo;gen � E 
 B1 
 Lo;gen:

Or Ld 
 Lo;gen est un faisceau inversible de degrë d, et par suite le premier membre a
des sections globales non nulles. Il en est donc de meª me du second et E n'a pas de
diviseur theª ta.

COROLLAIRE 18. Prenons pour y0 la polarisation usuelle y de sorte que d � g. Alors
si �n; p� � 1, njg et g=nW �gÿ 1�=�pÿ 1�, il existe une reprësentation r d'un groupe
d'Heisenberg H relatif a© n et au cup-produit <;> qui n'a pas de diviseur theª ta.

Remarque 19. Si �g; p� � 1, on peut, dans le corollaire 18, prendre n � g et la con-
dition g=nW �gÿ 1�=�pÿ 1� se rëduit a© p < g.

Dëmonstration du thëore© me 2 dans le cas gënëral. Partons de X courbe sur k
algëbriquement clos de caractëristique p > 0, de genre gX 2. Soit m un entier
> 0 avec �m; p� � 1 et soit c : X 0 ! X un reveª tement cyclique ëtale de degrë m.
Si g0 est le genre de X 0, on a g0 ÿ 1 � m�gÿ 1�. Si les considërations du
corollaire 18 s'appliquent a© X 0 et que l'on peut trouver une reprësentation r0 de
p1�X 0� qui n'a pas de diviseur theª ta, en l'induisant a© p1�X �, on obtient une
reprësentation r de p1�X � qui n'a pas de diviseur theª ta.
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Il nous suf¢t donc de choisir l'entierm premier a© p, de fac° on qu'il existe n premier a©
p, divisant g0 � 1�m�gÿ 1�, tel que g0=nW �g0 ÿ 1�=�pÿ 1� � m�gÿ 1�=�pÿ 1�.

Par exemple, on peut faire le choix suivant:

(i) Supposons p impair.
Comme p ne divise pas a© la fois gÿ 2 et gÿ 1, on peut choisir h ëgal a© 1 ou 2, de

fac° on que p ne divise pas 1ÿ h�gÿ 1�. Ce choix ëtant fait, on prend
m � h�pÿ 1� qui est premier a© p. Puis on prend n � g0 � 1�m�gÿ 1� � 1�
h�pÿ 1��gÿ 1� � 1ÿ h�gÿ 1� mod � p. Alors �n; p� � 1 et g0=n � 1W �g0 ÿ 1�=
�pÿ 1� � m�gÿ 1�=�pÿ 1� � h�gÿ 1�.

(ii) Supposons p � 2.
Ecrivons g � 2rs avec s impair.
Si sX 3, on prend m � 1, n � s.
Si g � 2r.
Pour rX 2, on prend m � 3, n � g0=2 � ÿ1� 3 � 2rÿ1.
Pour r � 1, on prend m � 5, n � g0=2 � 3.

Remarques 20.
1) Dans le cas gënëral, on trouve un reveª tement ëtale Z! Y ! X , non ordinaire,

galoisien de groupe G rësoluble, avec Y ! X cyclique d'ordre m, et Z! Y de
groupe un groupe d'Heisenberg H relatif a© l'entier n et au cup-produit de Y , tel
que la reprësentation rëgulie© re de G, n'ait pas de diviseur theª ta sur X .

2) L'existence de reveª tements non ordinaires de la courbe gënërique de genre g en
caractëristique p > 0, entra|ª ne que certains groupes ¢nis qui satisfont a© la condition
de Nakajima ne sont pas rëalisables comme groupes de Galois. De fac° on prëcise,
soit G un groupe ¢ni et soit t�G� le nombre minimum de gënërateurs de l'idëal
d'augmentation I de l'alge© bre du groupe G sur le corps algëbriquement clos k. Pour
que G soit groupe de Galois d'un reveª tement ëtale d'une courbe propre, lisse, con-
nexe, X de genre g, dë¢nie sur k, il est nëcessaire que l'on ait t�g�W g [Na 2].
En caractëristique p > 0, cette condition, purement algëbrique sur G, ne semble
pas mettre en jeu les propriëtës gëomëtriques et arithmëtiques des courbes liëes
a© la chute du p-rang dans le cas non ordinaire. Ainsi soit p : Y ! X , un reveª tement
ëtale galoisien de groupe G d'ordre premier a© p. Prenons pour G un groupe extension
de G par un p-groupe ¢ni P, abëlien, annulë par p. Alors G est produit semi-direct du
groupe P invariant par G et est dëterminë par G et l'action naturelle de G sur P.
Disons qu'un groupe G, du type prëcëdent, est rëalisable au-dessus de p, s'il existe
un reveª tement galoisien Z! X de groupe G, qui domine p. Il existe clairement
un groupe G maximal qui est rëalisable au-dessus de p. Il est obtenu en prenant
pour P le G-module H1

et�Y ;Z=pZ�. Les calculs de multiplicitës faits dans [Na 2]
et [P^S], montrent que l'on a t�G�W g si et seulement si les diverses reprësentations
irrëductibles r de G sur Fp, apparaissent dans P avec des multiplicitës moindres
que la borne naturelle obtenue dans le cas ou© r est ordinaire pour X . Il en rësulte
que de© s que Y n'est pas ordinaire, il existe des groupes G qui vëri¢ent t�G�W g
et qui ne sont pas rëalisables au-dessus de p.
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Partons maintenant d'un groupe ¢ni rësoluble H, d'ordre premier a© p tel qu'il
existe un reveª tement de la courbe gënërique X de genre gX 2, en caractëristique
p, qui est galoisien de groupe H et qui n'est pas ordinaire (Th. 2). Soit G le plus
petit quotient topologique de p1�X � qui domine tous les quotients topologiques
de p1�X � isomorphes a© H. Comme p1�X � est topologiquement de type ¢ni, G est
¢ni. Par ailleurs, G est rësoluble d'ordre premier a© p. Soit p : Y ! X le reveª tement
associë a© G. Alors p est, a© isomorphisme pre© s, l'unique reveª tement de X , galoisien
de groupe G et Y n'est pas ordinaire. Vu ce qui prëce© de, il existe un groupe G exten-
sion de G par un groupe P abëlien ¢ni, annulë par p, tels que t�G�W g, qui n'est
pas rëalisable au-dessus de p. Par suite, G n'est pas rëalisable comme groupe de
Galois au-dessus de la courbe gënërique et, a fortiori, n'est pas rëalisable comme
groupe de Galois d'une courbe propre et lisse quelconque de genre g, dë¢nie sur
un corps algëbriquement clos de caractëristique p.

3) Une reprësentation ¢nie r du groupe fondamental peut eª tre ordinaire pour un
choix gënërique de la courbe et ne plus avoir de diviseur theª ta pour un choix spëcial.
Ainsi partons d'une courbe X dont la jacobienne J admet, outre la polarisation
usuelle y, une autre polarisation principale y0. Combinant les thëore© mes 14 et
17, il peut arriver qu'une reprësentation d'Heisenberg relative a© un entier n et a©
y0 n'ait pas de diviseur theª ta pour la courbe X et soit ordinaire pour la courbe
gënërique.
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