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Abstract. Let X be a proper, smooth, connected curve, defined over an algebraically closed field
of characteristic p > 0 and of genus g > 2. We show that there exists a finite solvable group
G, oforder prime to p, and a Galois étale cover Y — X, with Galois group G, which is notordinary.
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Introduction

On sait, d’apres Nakajima [Na 1], qu’en caractéristique p > 0, tout revétement étale
abélien d’une courbe propre et lisse, géométriquement connexe, générique de genre
g = 2, est ordinaire. Dans cet article nous étudions les revétements étales galoisiens
de groupe G un groupe nilpotent, extension centrale de deux groupes abeliens. Nous
montrons que si 'ordre de G est premier a g!, tout revétement de groupe G de la
courbe générique de genre g, est ordinaire (théoréme 14). Par contre lorsque 1’ordre
de G n’est plus premier a g!, il peut exister des revétements de groupe G de la courbe
générique de genre g (et donc aussi de toute courbe de genre g) qui ne sont pas
ordinaires. L’exemple de base, modulo quelques contraintes numériques
secondaires, est fourni par un groupe d’Heisenberg dont la forme commutateur
est le cup produit a valeurs dans Z/nZ, ou n est premier a p et divise g (théoréme
17). De la on déduit que, pour toute caractéristique p > 0 et tout genre g > 2, il
existe un groupe fini G résoluble, d’ordre premier a p, tel que toute courbe de genre
g en caractéristique p, admette un revétement étale galoisien de groupe G qui n’est
pas ordinaire (Théoréme 2).

Je remercie A. Tamagawa et le (la) referee pour leurs remarques et suggestions.
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1. Représentations et Diviseurs Théta

Soit X une courbe propre lisse et connexe de genre g, définie sur un corps k de
caractéristique p > 0. Soit p une représentation continue d’image finie du groupe
fondamental 7;(X) dans un k-vectoriel de dimension r. Nous dirons simplement
que p est une représentation finie de 7 (X) de rang r. On lui associe, de la facon
habituelle, un faisceau sur X en k-vectoriels de dimension r, faisceau pour la
topologie étale noté V,. On en déduit un fibré vectoriel sur X de rang
r:V,=V,®;0x. Alors V, est un fibré semi-stable de pente 0 (rappelons que la
pente A d’un fibré vectoriel non nul est le nombre rationnel, quotient du degré
par le rang).

Supposons p > 0 et soit 7 : X — X', le k-morphisme radiciel de degré p qui est le
Frobenius relatif. Notons B! le faisceau sur X! des différentielles localement exactes.
C’est un fibré vectoriel de rang p — 1, de pente g — 1, qui s’insere dans la suite exacte
courte :

0—> 0y — 7,(0y) > B' - 0.

Soit p une représentation finie de 7;(X). L’isomorphisme naturel 7;(X) ~ m;(X"),
fait que V, et V, se descendent canoniquement en V}, et V) sur X' et que I'on
a une suite exacte de fibrés sur X' :

0— V;—>n*(VP)—>V:)®kBI—>O.

On vérifie facilement que I'application naturelle déduite de n: H'(X', V)) —
H'(X,V,) est bijective. Il en résulte que H'(X', V}) - H'(X, V,) est injective si
et seulement si H(X', V; ®x B') = 0. Si cette condition est réalisée, nous dirons
que p est une représentation ordinaire. Ainsi la représentation triviale est ordinaire
si et seulement si la courbe X est ordinaire au sens usuel.

Notons J (resp. J') la jacobienne de X (resp. X') et soit Ly gen un faisceau
inversible général sur X! de degré d. Rappelons que si E est un fibré sur X' de pente
g—1, il a une caractéristique d’Euler Poincaré nulle, et il en est de méme de
E® L, gen. Si de plus H'(X', E® L, gen) = 0, on associe canoniquement & E un
diviseur 0, qui est un diviseur positif sur J!, déterminant de la cohomologie
universelle [Ra].

Si p est une représentation finie de n;(X), de rang r, le fibre V; ®x B! est de pente
g—1 et de rang r(p —1). S’il a un diviseur théta, noté 0,, nous dirons que la
représentation p a un diviseur théta. D’aprés [Ra] le fibré B' admet un diviseur théta,
noté Oy. Autrement dit Oy est le diviseur théta associé a la représentation triviale.

PROPOSITION 1. Sorite du diviseur théta d’'une représentation. On suppose k
algébriquement clos.

(1) Une représentation finie p est ordinaire si et seulement si elle admet un diviseur
théta et si l'origine de J' n’est pas dans le support de 0,.
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(2) Une représentation p admet un diviseur théta si et seulement si pour toute
représentation y de n1(X), de degré 1 et assez genérale, p ® y est ordinaire.

(3) Sipestextensionde p” par p', p admet un diviseur théta si et seulement si p” et p’
admettent des diviseurs théta et I'on a 0, = 0, + 0,.

(4) Soit a:Y—> X un vrevétement fini étale irréductible et notons
al  J(XY) — J(YY), lapplication entre les jacobiennes, déduite de a. Soit p
une représentation finie de w(Y) et Ind(p) la représentation de m\(X), déduite
de p par induction de ©;(Y) a n1(X). Alors VInd(p) s’identifie a a.(V,). Pour
que Ind(p) ait un diviseur théta, il faut et il suffit que p ait un diviseur théta
et que son support ne contienne pas ' (J(X")). Alors Ond) = (a'1)(0,). En
particulier p est ordinaire si et seulement si Ind(p) est ordinaire.

(5) Sous les conditions de (4), supposons de plus a: Y — X galoisien de groupe G.
Pour que toute représentation finie de G admette un diviseur théta, il faut et
il suffit que Oy ne contienne pas a''(J(X")).

(6) Pour toute représentation finie p de n1(X), il existe une représentation finie p’ de
n1(X) telle que p ® p’ soit ordinaire et en particulier admette un diviseur théta
(comparer avec [Fa] et [LP)).

(7) Soit p une représentation finie de rang r de 71(X), et soit det(p) son déterminant.
Alors V(p)(liet(p) est un faisceau inversible sur X', d’ordre fini premier a p, qui
définit un point z de la jacobienne J'. Soit z un point de J' tel que rz' = z. Alors,
si p admet un diviseur théta, celui-ci est un diviseur sur J' linéairement équivalent
au translaté de rOy par —z'.

Démonstration.: Seuls les points (6) et (7) ne sont pas formels.

Pour établir (6), considérons un revétement fini étale connexea : ¥ — X, galoisien
de groupe G, qui trivialise p. Soit y un caractere de rang 1 de n;(Y), assez général
pour que tous ses transformeés ¢y par les éléments de G, soient ordinaires. Alors
p ®k Ind¥(y) est ordinaire : en effet, sa restriction a n1(Y) est la somme directe
de r copies de @ge ¥y, ou r est le rang de p, donc est ordinaire.

Prouvons (7). Soient R les vecteurs de Witt a coefficients dans k et soit K le corps
des fractions de R, qui est donc de caractéristique 0. Déformons X en une courbe
Xy propre et lisse sur R et soit Ji la jacobienne relative de Xz. Fixons un faisceau
inversible L sur Xz de degré g — 1 et soit r un entier. Considérons le champ C
des fibrés vectoriels sur Xz de rang r, de déterminant L. C’est un champ lisse
sur R, a fibres géométriques connexes. Soit U I'ouvert de C, couvrant R, formé
des fibrés qui admettent un diviseur théta. Ce diviseur théta définit un morphisme
u: U — Pic(Jg). D’apres [D — NJ, le groupe de Picard de Uk est discret. Il en résulte
que ug est constante et donc u et u; sont constantes. Par suite, toutes les
représentations p de n;(X), de rang r, de déterminant trivial, qui admettent des
diviseurs théta, ont des diviseurs théta linéairement équivalents. Prenant pour
p r fois la représentation triviale, on trouve que 0, est alors linéairement équivalent
a rly. Le cas général, s’en déduit immédiatement par torsion par un faisceau
inversible, racine r-éme du déterminant de V;.
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THEOREME 2. Soient g = 2 et p premier. Il existe un groupe fini G (ne dépendant
que de g et de p) résoluble d’ordre permier a p, tel que si X est une courbe propre
lisse connexe de genre g, définie sur un corps k algébriquement clos de caractéristique
p, les conditions suivantes sont réalisées:

(1) 1l existe un revétement étale connexe Y — X galoisien de groupe G.
(1) [Ilexiste une représentation p de ni1(X), se factorisant a travers G, qui n’admet pas
de diviseur théta.

A fortiori, Y n’est pas ordinaire.

Remarque 3. L’énoncé précédent s’applique en particulier, (g, p) étant fixés, au cas
ou l'on choisit la courbe X générique. Sauf erreur, on ne connaissait pas de
revétements €tales de la courbe générique qui n’étaient pas ordinaires, mais bien
str, il n’est pas du tout surprenant qu’il en existe.

Le théoréme 2 sera établi dans la section 3. Dans la section 2, nous allons utiliser
dégénérescence et monodromie pour construire des revétements de la courbe
générique qui sont au contraire ordinaires.

Les diviseurs théta associés aux représentations sont étroitement liés aux faisceaux
inversibles sur X, ou encore aux représentations de rang 1 du =;. Il n’est donc pas
étonnant qu’ils se comportent mal par produit tensoriel. En voici une illustration.

PROPOSITION 4. Soient (g,p,X) comme dans le théoreme 2. Il existe des
représentations finies p et p’ de w1(X) qui ont des diviseurs théta, telles que p @ p’
n’ait pas de diviseur théta.

En effet considérons Y — X galoisien de groupe G comme dans le théoréeme 2.
Puisque Y admet un diviseur théta, on peut trouver une représentation y de
n1(Y), de rang 1, telle que y et 1 soient ordinaires. Soient p et p’ les représentations
de m;(X) déduites de y et y~ 1 par induction de 7(Y) a m;(X). Alors p et p’ sont
ordinaires (prop. 1.4)) et en particulier admettent des diviseurs théta. On a une appli-
cation canonique surjective de p ® p’ = Ind(y) ® Ind(y~1) — (y ® x~ 1), qui montre
que la représentation réguliere de G est un quotient de p ® p’. Vu le choix de G,
la représentation réguliere de G n’a pas de diviseur théta sur X ; a fortiori, il en
est de méme de p ® p'.

2. Exemples de Revétements Ordinaires de la Courbe Générique

Soit S le schéma de Hilbert sur Z des courbes stables de genre g > 2 plongées dans un
espace projectif convenable par le plongement tricanonique. C’est un schéma lisse
sur 7, a fibres géométriques irréductibles [D-M], de sorte qu’en toute caractéristique
on dispose d’une courbe générique de genre g, que ’on peut faire dégénérer.

Soit p premier et soit 1 le point générique de Sx I, de corps résiduel £, et soit X, la
courbe stable au-dessus de # et J,, sa jacobienne. Choisissons un entier 7 > 0 premier
a p et soit ,J,, le noyau de I’élévation a la puissance n dans J,,. Alors, ,J;, est localement
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pour la topologie étale isomorphe & (Z/nZ)* et est équipé d’un cup produit <, > qui
est une forme bilinéaire alternée non dégénérée a valeurs dans y, le groupe des
racines n-iémes de 'unité. Par suite le groupe de Galois de la cloture algébrique
k de k, agit sur »Jy @ travers le groupe des similitudes symplectiques de la forme
cup-produit et il est connu que pour la courbe générique, I'image de Galois contient
Sp2g(Z/nZ) ([D-M]-[EK]).

Considérons R un anneau de valuation discréte strictement hensélien et un
morphisme u : Spec(R) — S, tel que le point générique de Spec(R) s’envoie sur 7
et le point spécial s’envoie sur un point de S correspondant a une fibre con-
venablement dégénérée. Notons X la courbe stable sur R, image réciproque par
u, de la courbe stable universelle. Soit K le corps des fractions de R, Xk la fibre
générique qui est donc une courbe générique de genre g et X la fibre spéciale de Xg.

LEMMA 5. Soient X,, i € I, les composantes irréductibles de X. Supposons que les X
soient lisses et que le graphe de X soit un arbre. Soit n un entier inversible dans R.
Notons A (resp. A;) le noyau de la multiplication par n dans la jacobienne de Xg resp.
X;), équipé de son cup produit (resp. <, >;). Alors A est constant sur R, somme directe
des A;, i € 1. De plus A muni du cup produit <, > sur la fibre générique est la somme
directe orthogonale des A; munis du cup produit <, >,.

La derniére assertion provient du fait que le degré total sur X d’un faisceau
inversible est la somme des degrés partiels sur chacun des X,.

(Rappel 1). Tout revétement étale galoisien d’une courbe ordinaire de groupe un
p-groupe est ordinaire [Cr].

(Rappel 2). Tout revétement abélien d’une courbe générique de genre g est
ordinaire ([Na] [Zh]).

Ceci étant, choisissons R et Xy de fagon que la fibre spéciale X ait deux com-
posantes irréductibles se coupant en un point : une courbe X’ de genre g — 1 et
une courbe elliptique £”. On suppose de plus £’ et X' génériques.

PROPOSITION 6. Soient X une courbe générique de genre g en caractéristique p > 0
et nun entier premier a p. Soit G un groupe fini extension d'un groupe abélien B par un
groupe abélien C. On suppose que B est libre de rang 2 sur 7./nZ, et que le cup produit
<, > est non degénéré sur B. Alors tout revétement étale de X, de groupe G, est
ordinaire.

Remarque 7. Le groupe B est a priori un quotient du groupe A, noyau de la
multiplication par n dans la jacobienne J de X. Grace au cup-produit < ,>, 4

est autodual pour la dualité a valeurs dans y,, et B s’identifie aussi & un sous-groupe
de 4.

COROLLAIRE 8. Soit X comme dans la prop. 6 et soit Y — X un revétement fini

étale, galoisien de groupe G, ou G est extension d'un groupe cyclique d’ordre n premier
a p, par un groupe abélien. Alors Y est ordinaire.
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En effet, un sous-groupe cyclique d’ordre n de A est contenu dans un sous-groupe
B de A, libre de rang 2 sur Z/nZ., sur lequel le cup-produit est non dégénéré. Donc
quitte a agrandir G, on est ramené au cas ou G est du type décrit dans la proposition 6.

Démonstration de la proposition 6. D’apreés le rappel 1, on peut supposer que C
donc G est d’ordre premier a p.

Si X est une courbe définie sur le corps k, le groupe de Galois Gal(k/k) opére par
automorphismes externes sur le 7; géométrique 71(X7). Nous appellerons cette
action la monodromie. Par transport de structure, la monodromie transforme un
reveétement galoisien ordinaire de X7, en un autre revétement ordinaire.

Dans le cas présent, ou X est une courbe générique, 'image de la monodromie
agissant sur le quotient abélien 4 du 7;(X7), contient le groupe symplectique relatif
au cup produit <,>. Par ailleurs, la dégénérescence Xr de Xk fournit une
décomposition orthogonale de 4 en A’ x A”, ou A’ et A” sont les noyaux respectifs
de I’élévation a la puissance n dans les jacobiennes de X' et E” (Lemme 5). Comme
le groupe symplectique de (4, <, >) agit transitivement sur les sous—7/nZmodules
libres de rang 2 de 4, sur lesquels <, > est non dégénéré, on peut supposer, quitte
a transformer G par la monodromie, que le quotient B de G est égal a A”.

Sur la fibre générique, le revétement de Xk de groupe G, se factorise en Yx — Xg
de groupe B, et Zx — Yg de groupe C.

Comme J(Xk) a bonne réduction, Yx — Xk se prolonge en un revétement étale de
groupe B : Yp — Xg. Vu le choix de B, sur la fibre spéciale, ¥ — X est décomposé
au-dessus de X’ et est irréductible au-dessus de E”. En particulier le graphe de
Y est un arbre, constitué de la courbe elliptique générique E” sur laquelle se branche
n® copies de la courbe générique X', de genre g — 1.

Alors la jacobienne J(Yk) a, a son tour, bonne réduction sur R et par suite le
revetement abélien de groupe C, d’ordre premier a p: Zx — Yk, s’¢tend en un
revétement étale abélien Zr — Ypg, de groupe C. Sur la fibre spéciale Z est une
courbe semi-stable dont les composantes sont des revétements abéliens des courbes
génériques X’ et E” et par suite sont ordinaires (rappel 2). Donc Z est une courbe
semi-stable ordinaire et par générisation, Zx est ordinaire.

Préliminaires sur les Groupes Nilpotents

Pour préparer la démonstration du théoréme 14, nous allons étudier certains
quotients nilpotents du n; d’une courbe de genre g.

Soient # un entier impair > 1, g un entier > 0, AunZ /n*7Z-module libre de rang 2g.
Notons A4 le noyau de la multiplication par n dans Z, de sorte que I’on a une suite
exacte:0 — A4 — A — A — 0. On définit sur le produit A x A%(A) une loi de groupe
par la formule (a, u)(Z, v)=(a+ Z u+ v+ (aAb)/2), ou a (resp. b) désigne I'image de
d (resp. Z) dans 4. On obtient ainsi un groupe N extension centrale de 4 par A @ A’A.
L’application commutateur est ’application canonique:

Ax A— AA
(a, by—[a, b] = aAb
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En remplacant dans la construction précédente A par son quotient 4, on obtient un
autre groupe nilpotent N, quotient de N, qui est ’extension d’Heisenberg universelle
de A4 par A*(4), dans laquelle I’¢lévation a la pulssance n-iéme est triviale. Le groupe
N appardit alors comme produit fibré de A et N dans le diagramme

N — A
\: 2
N — A4.

Le groupe N est I'extension centrale de A par B solution du probléme universel
suivant:

(i) N est engendré par des éléments qui relévent une famille de générateurs de A.
(i) B est annulé par n.

Appelons extension d’Heisenberg ¢lémentaire de 4, une extension centrale H de 4
par un groupe cyclique C d’ordre n, telle que Iapplication commutateur
Ax A— C:(a,b)— (a,b) soit surjective. Si H est une extension d’Heisenberg
¢lémentaire de 4 par C, il existe un unique morphisme de groupes / : N —> H et
des applications additives uniques :

4 A— C,et ¢ surjective : A’4 — C, telles que (a, b)= ¢p(aAb) et que 'on ait le
diagramme commutatif :

1 — A x N4 — N - A4 - 1
(4 9) | hl [ (D

1 — C - H - A - 1

Considérons la donnée supplémentaire d’un cup produit <, 5 sur 71, c’est-a-dire
d’une forme alternée non dégénérée a valeurs dans y,. et notons <, > le cup produit
sur 4 a valeurs dans y, qui s’en déduit par passage au quotient. Choisissons une
racine primitive n-iéme de 1 soit { et une base symplectique {e;, fj}, i=1,...,¢g
sur 4, telle que <e;, f;i>= C Finalement choisissons des revetements arbitraires ¢;
et f de ¢ et f; dans 4. On a donc dans N: [(e;, 0), (f,,O) = ¢;Af; pour

i=1,...,g Soit e = Ze,/\f, et notons < ¢ > le sous-groupe cyclique d’ordre n

de A%4 engendré par el.leemarquons que < ¢ > ne dépend pas du choix de la base
symplectique {e;,f;}. En effet le cup produit définit un isomorphisme
A~ Hom(4, y,) ainsi qu'une application linéaire ¢_. : A’ (4) —> u, telle que
<a, b>= ¢(aAb). En prenant le dual de cette fleche a valeurs dans ,u?z, on obtient
une application canonique:

iy = Hom(A*(4), u3?) ~ A*(4) ,

dont on vérifie immédiatement que | I’'image est < ¢ >. En particulier le groupe des
similitudes symplectiques CSp de A agit de facon naturelle sur N et N a travers
son action naturelle sur 4 et A4, en laissant stable < ¢ >.
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Soit maintenant X une courbe propre et lisse de genre g sur un corps
algébriquement clos k de car. p > 0. Supposons que (1, p) = 1, que A est le groupe
des points d’ordre »? de la jacobienne de X et que <, = est le cup produit naturel.
Considérons le plus grand quotient M de 7r1(X ) qui est une extensmn centrale de
A par un groupe abélien annulé par n. Alors M est le quotient de N par la relation

]‘[(”,,0) (.01 = 1. Or []i@.0). (. 00= > eAf; =c. Donc on peut prendre

M N/<e>

COROLLAIRE 9. Soient H une extension d’Heisenberg élementaire de A par C et
h: N — H la surjection canonique associée a H comme dans (1). Alors, pour que
h se factorise a travers M il faut et il suffit que ¢(¢) =

COROLLAIRE 10. Soit H.. une extension d’Heisenberg de A par p, dont
lapplication commutateur est le cup-produit <,>: A x A — p,. Alors la forme
linéaire correspondante ¢ est ¢__ : aAb\— <a,b> et l'on a : ¢__(¢) = g{. Par suite
H_. est un quotient de M si et seulement si n|g.

COROLLAIRE 11. Supposons (n, g) = 1. Alors si H est une extension d’Heisenberg
éléementaire quotient de M, la forme commutateur (,) associée est une forme
bilinéaire alternée étrangére a <, >c’est-a-dire, pour tout q premier divisant n,
(,)®Fq est non nulle et non proportionnelle a <, > QI,).

LEMME 12. Soit ( ,) une forme bilinéaire alternée sur A d’image un groupe cyclique
d’ordre n et qui est étrangére a <,>. Alors il existe e et [ dans A tels que
(e,f)=0et <e,f > soit d’ordre n.

11 suffit de le vérifier lorsque # est une puissance d’un nombre premier ¢. Consid-
¢rons une base symplectique de A pour (,):{a;,b;}, i=1,...,g telle que
(a;, b)) = ¢, ou les m; forment une suite croissante d’entiers > 0. On a donc
(a1, by) = 1, puisque 'image de 4 x A par (,) est d’ordre n.

Si I'un des < a;, b; >, ou < a;,a; > ou < b;, b; > pour i # j est une unité, c’est
terminé. Sinon, comme <, > est non dégénéree, les < «;, b; > sont des unités pour
tout i. Comme ( ,) et <, > sont étrangeres, ces unités ne sont pas toutes congrues
mod g¢.

Supposons d’abord (,) dégénérée. On a alors g > 2 et m, > 1. Alors on peut
prendre e = e; +e,, f = —q"f1 + fs.

Si maintenant ( ,) est non dégénérée, tous les («;, b;) valent 1. Soient i et j deux
indices tels que < a;, b; > et < a;, b; > ne soient pas congrus modulo g. On prend
e:ai—l—aj,f: —bi+bj.
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Application a la Courbe Génerique

Reprenons maintenant le modéle semi-stable Xz dégénéré considéré plus haut dans
la démonstration de la proposition 6. Alors le noyau 4 de la multiplication par
n dans la jacobienne Jg de X, équipé de son cup-produit <, > est somme directe
orthogonale de (4, <,>’) et de (4", <,>"). Prenons une base symplectique
{e;.fit, i=1,...,g—1 de A pour <,>’ (resp. une base symplectique {e,,f,} de
A" pour <,>". Alors {e;, f;}, i=1,...,g est une base symplectique de 4 pour
<, >et<e,fi>=(pouri=1,...,¢g.

Le groupe fondamental de Xy est égal a celui de la fibre fermée X (car R est
strictement hensélien) et ce dernier est le produit libre m1(X’) % 7;(E”). Le groupe
m1(Xg) est aussi un quotient du groupe 7i(X%) modérément ramifie au- dessus
du point double de X ([Sa], [St]1). Nous allons décrire le plus grand quotient L
du groupe M introduit plus haut, qui correspond a des revétements non ramifiés
de Xg. Posons v = e,Af, et soit < v > le sous-groupe de A?(A4) engendré par v.

Ceci étant, quitte a faire une extension finie de R, on peut supposer qu’il existe un
revétement étale Yx — Xk de groupe M et que celui-ci s’étend en un revétement
Y — X de groupe M, modérément ramifié au-dessus du point double de X et étale
en dehors.

PROPOSITION 13. Le grouped inertie enun point au- -dessus dupoznldouble de X est
engendré par l'image de v dans M. Autrement dit L est le quotient de Mpar l'image de
<V >

Soit H une extension d’Heisenberg ¢lémentaire, extension de 4 par un groupe
cyclique C d’ordre n. Supposons que H soit un quotient de M, donc correspond
a un revétement étale de X%. Pour que ce revétement s’étende en un revétement
non ramifié de Xr (apres extension finie éventuelle de R), il faut et il suffit, avec
les notations de (1), que ¢(v) = 0.

En effet, pour décrire le quotient M de N comme groupe de Galois d’un
revétement modérément ramifi¢ de Xz, il suffit d’introduire un générateur o de
Iinertie au-dessus du point double de X et de remplacer la relation
H[(éi, 0), (Z 0)]=1 (pouri=1,...,¢) par les deux relations :

1

H[(Ei’ 0), (7,-, 0)]oc =1 (produit pouri=1,...,g—1)

@ 0). (. 0)] = 1
Quand on les traduit en notation additive dans A’A4, on trouve :
g—1
> eiNi+o=—0+eM;=0.

i=1

En particulier I'image de v dans M engendre I'inertie. Les autres assertions s’en
déduisent immeédiatement.

https://doi.org/10.1023/A:1001840726893 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1001840726893

82 MICHEL RAYNAUD

THEOREME 14. Supposons X générique de genre g en caractéristique p > 0. Soit
Y — Xunrevétement étale galoisien de groupe G, extension centrale de deux groupes
finis abéliens. On suppose que l'ordre de G est premier a g!. Alors Y est ordinaire.

Le groupe G est nilpotent, donc produit de ses sous-groupes de Sylow. Compte
tenu du rappel 1, on peut supposer que G est d’ordre premier & p. On va procéder
par récurrence sur g.

Pour g = 1, X est une courbe elliptique ordinaire. Alors Y est isogéne a X donc
aussi ordinaire.

Supposons g > 2 et ’assertion démontrée pour les genres < g. La condition que
Iordre de G est premier a g! entraine que ’ordre de G est impair. Par dévissage
de la représentation réguliére de G, il nous suffit de montrer que toute représentation
irréductible p de G, dans un k-vectoriel est ordinaire. Quitte a passer au quotient, on
peut supposer p fidéle. En particulier, on est ramené au cas ou le centre de G est
cyclique. Quitte a augmenter G, on est finalement ramené au cas ou G = H x ('
avec C’ cyclique d’ordre n’, H extension d’Heisenberg de 4 par C cyclique d’ordre
n, avec (n,n’) =1, (nn’, pg!)=1, ou A4 est le noyau de la multiplication par n dans
la jacobienne de X. Il suffit de montrer que le revétement Y de X, galoisien de groupe
G, est ordinaire.

Reprenons les notations du préliminaire. Comme H est un quotient de M et que
(n,g)=1, la forme commutateur (,) associée a H est étrangere a <, >
(corollaire 11). On peut donc trouver e et f dans A4 tels que <e,f >=1 et
(e,f) =0 (Lemme 12).

Considérons de nouveau le modéle semi-stable dégénéré Xy utilisé ci-dessus et la
base symplectique {(e;, fi}, i=1,...,g, réunion d’une base symplectique de A,
<, >’ et d’'une base symplectique de 4", <, >".

LEMME 15. Quitte a transporter G par la monodromie, on peut supposer que le
revétement Yx — Xy étale de groupe G, se prolonge en un revétement étale
Yr — Xy de groupe G.

Comme la courbe X est générique, I'image de la monodromie agissant sur 4 con-
tient le groupe symplectique associ¢ a <, >. Celui-ci agit transitivement sur les
couples d’¢léments de base {e, f} tels que < e, f >=1. Quitte a transporter G
par la monodromie, on peut donc supposer que (e,,f,) =0 (Lemme 12). D’aprés
le lemme 13, le groupe d’Heisenberg H, quotient de m;(Xx) correspond alors a
un revétement ¢étale de Xz (aprés extension finie éventuelle de R). On a
G =H x C" ou C’ est cyclique d’ordre ' premier a p. Comme la jacobienne Jg
de Xr a bonne réduction, le groupe C’ correspond aussi a un revétement étale
de Xg. Finalement Yx — Xx se prolonge en un revétement étale de groupe
G: Yr — Xg. D’ou le lemme.

Considérons la fibre spéciale ¥ de Yg. C’est une courbe semi-stable dont les com-
posantes sont soit des revétements étales de la courbe elliptique ordinaire E”, donc
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sont ordinaires, soit des revétements galoisiens de groupe G’ de la courbe X',
générique de genre g — 1, ou G’ est un sous-groupe de G. Comme par hypotheése,
I’ordre de G est premier a g!, 'ordre de G’ est premier a (g — 1)!. Par hypothése
de récurrence, les composantes de Y au-dessus de X' sont donc ordinaires.
Finalement, la courbe semi-stable Y est ordinaire et, par générisation, il en est
de méme de Yg.

3. Exemples de Revétements Non Ordinaires

Considérons une courbe propre X, lisse et connexe de genre g > 2, définie sur un
corps k algébriquement clos de caractéristique p > 0. On plonge X dans sa
jacobienne J de la maniére habituelle, plongement défini a translation pres.

Soit n un entier > 0, premier a p.

Rappel sur les Divisions de Polarisations (confer [Mul])

Notons 6 (resp. 0) un diviseur > 0 sur J, symétrique, qui définit une polarisation
principale sur J (resp. définit la polarisation principale usuelle sur J). Soit
N = 0,(0) le faisceau inversible associé. Soit d le degré de N|X. On a donc
d=gsi0 =0.

Notons «:J — J la multiplication par n dans J et soit 4 son noyau. Alors
a*(N) ~ N®" et N®" est un faisceau inversible symeétrique sur J, stable par les trans-
lations par les éléments de A.

Le groupe A, noyau de la polarisation définie par N®”?, est muni d’une forme
bilinéaire non dégénérée <, >’ a valeurs dans w, ((Mu]). Dans le cas ou 6 =0,
on retrouve le cup-produit sur 4 :<, >.

Soit B un sous-groupe de A4 totalement isotrope maximal pour <, >’ et soit J" le
quotient de J par B. Posons C = A/B. On a une factorisation canonique:

T B
OC\L\JA
Ty

avec ker f = B, kery = C.

On sait ((Mu]) que N®" se descend en M” sur J" et que M” définit une polarisation
principale sur J”. Le faisceau M" est défini a tensorisation prés par un faisceau
inversible d’ordre divisant n, élément de C (vu comme sous-groupe de la variété
duale de J*). Les faisceaux M"®" et y*(N) sur J”, ont méme image réciproque
par f3, donc différent par un faisceau inversible d’ordre divisant n. Lorsque n est
impair on peut choisir M” symétrique auquel cas M"®" et y*(N) coincident.

Considérons le faisceau y,(M") qui est un fibré vectoriel sur J de rang »f et soit
F =y, (M")|X. Pour tout faisceau inversible L sur J algébriquement équivalent
a0, onaHWJ,y,(M")® L)~ H'(J", M" ® y*(L)). C’est un k-vectoriel de rang
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1, puisque M" et donc aussi M" ® y*(L), définissent des polarisations principales sur
J*. Changer L revient a translater y,(M") par un élément de J. Pour L général, on a
donc HY(X, F) # 0. Autrement dit si L, gen désigne un faisceau inversible sur X,
général de degré 0, on a H(X, F ® L, ¢oy) # 0. Par semi-continuité, on en déduit
que H(X, F ® L,) # 0, pour tout faisceau inversible L, de degré 0 sur X.

Désignons par Y (resp. Z) la courbe de J” (resp. J) image réciproque de X par y
(resp. ).

Onadeg(N|X) = d, degN" | Z = dn*, donc degN"|Z = dn*¢~'. degM ™| Y = dn®~".
Par suite le fibré F sur X est de pente d/n.

(Le fibré F ci-dessus est, a la présentation pres, celui considéré dans [Ra] pour
contre-exempler la propriété (*)).

On suppose désormais que n|d et on pose d = dn ou J est donc un entier égal a la
pente de F. On choisit un faisceau inversible P sur X de degré o, tel que
P" = N|X. Considérons sur Y le faisceau inversible L" = (M"|Y) ® y*(P~') et soit
L’ = B*(L"). Alors L' = N"'|Z ® «*(N~1), donc est trivial sur Z. Il en résulte
que L” est d’ordre divisant n. Notons par ailleurs que L” ne dépend pas du choix
de M”, ni de celui de P.

Posons £ = y,(L") qui est un fibré sur X, de rang n¢, de pente zéro, associé a une
représentation p de 7;(X) de rang n8. On a £ ® P = F. En particulier, pour tout
faisceau inversible Ls sur X, de degré J, on a h°(E ® L;s) > 0.

Nous allons préciser le groupe de Galois dont p est une représentation. Pour tout a
dans A4, notons T, la translation par a dans Z. Au faisceau N®" sur J est associé un
groupe G, du type considéré par Mumford [Mu]. G est une extension centrale de
A par k*. Un ¢lément de G est de la forme (a,u) ou a est dans A4 et u est un
isomorphisme N®" ~ T*(N®") et la loi de composition est la loi naturelle. La forme
commutateur associ¢e est le cup-produit <, >": 4 x 4 — p,—~>k*.

Pour tout a dans 4, on a un isomorphisme canonique o*(P) ~ T, o*(P). Il en résulte
que G est aussi le groupe associé a L” formé des automorphismes (a, v) ot a est dans A4
et v est un isomorphisme: L” ~ T(L").

On en déduit d’abord que L” est un élément de Pic(Z) fixe par A. Puis, <>’ étant
non dégénéré, que L” est d’ordre n. Soit Z” — Z le revétement étale de groupe
U, qui trivialise L”. Alors Z” — X est galoisien de groupe H, ou H est une extension
d’Heisenberg de 4 par p,, dont la forme commutateur est le cup-produit <>'.
(Notons que lorsque 0 = @', alors d = g, donc n|g et un tel revétement existe bien
d’aprés I'exemple 10). En particulier, p est une des représentations irréductibles
de H, de rang nf.

Les constructions précédentes ont été faites sur J et X. Elles auraient pu étre
réalisées tout aussi bien sur J! et X!, déduites de J et X en appliquant le Frobenius
relatif. Nous considérons désormais E comme fibré sur X!,

LEMMA 16. Soit & un entier avec ' < (g — 1)/(p — 1). Alors le fibré B' des formes
différentielles localement exactes sur X', contient un faisceau inversible de degré §'.
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En effet soit &’ un entier et supposons que B' contienne un sous-fibré Q de rang 1 de
degré ¢, donc de pente i’ = &'. Alors B'/Q est un fibré de rang p — 2, de degré
(p—1)(g—1)—¢, donc de pente p” =[(p — 1)(g — 1) — &']/(p — 2) et I'on a:

W—p=g—=1+[g-1)—(@p—-13/(p—2). On a donc u" -y >g—1 pour
5 <(g=1/(p—1).

D’apreés le résultat annoncé dans [Hi] tout fibré stable générique sur X' de pente
(g — 1), contient un sous-fibré inversible de degré &', dés que &' < (g —1)/(p — 1).
Par déformation et spécialisation, on en déduit que tout fibré de pente g — 1 contient
un sous-faisceau inversible de degré &', pour &' < (g — 1)(p — 1). La démonstration de
I’énonceé extrait de [Hi] n’est pas publiée, mais peut étre consultée sur Internet a
I’adresse : http://math.unice.fr/~ah/Brill/

THEOREME 17. Soit X une courbe de genre g =2 définie sur un corps de
caractéristique p > 0 et plongée dans sa jacobienne J. Soit 0 une polarisation
principale sur J, de degré d sur X. Soit n un entier premier a p qui divise d et vérifie
d/n<(g—1)/(p—1). Notons A le noyau de la multiplication par n dans J, muni
de la forme alternée <,>', a valeurs dans p, associé a 0. Alors il existe une
représentation p d’un groupe d’Heisenberg H relatif a n et au cup-produit <, >/,
qui n’a pas de diviseur théta.

En effet, d’apres le lemme 16, pour 6 =d/n < (g —1)/(p — 1) on peut trouver un
faisceau inversible Ls de degré § sur X' qui est contenu dans B'. On a alors
E® L; C E® B'. Par suite, pour tout faisceau inversible Ly gen de degré zéro sur
X!, on a:

E® L6 & Lo,gen CE® Bl 02y La,gen'

Or Ls ® L, gen est un faisceau inversible de degré 6, et par suite le premier membre a
des sections globales non nulles. Il en est donc de méme du second et E n’a pas de
diviseur théta.

COROLLAIRE 18. Prenons pour 0 la polarisation usuelle 0 de sorte que d = g. Alors
si(n,p)=1,nlget g/n<(g—1)/(p— 1), il existe une représentation p d’'un groupe
d’Heisenberg H relatif a n et au cup-produit <, > qui n’a pas de diviseur théta.

Remarque 19. Si (g, p) = 1, on peut, dans le corollaire 18, prendre n = g et la con-
dition g/n <(g—1)/(p—1) se réduit a p < g.

Démonstration du théoreme 2 dans le cas genéral. Partons de X courbe sur k&
algébriquement clos de caractéristique p > 0, de genre g > 2. Soit m un entier
> 0 avec (m,p) =1 et soit ¢: X' — X un revétement cyclique étale de degré m.
Si g est le genre de X', on a ¢ —1=m(g—1). Si les considérations du
corollaire 18 s’appliquent a X’ et que ’on peut trouver une représentation p’ de
n1(X’) qui n’a pas de diviseur théta, en l’induisant a 7;(X), on obtient une
représentation p de m1(X) qui n’a pas de diviseur théta.
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Il nous suffit donc de choisir I’entier m premier a p, de fagon qu’il existe n premier a

p, divisant g =14+m(g—1), telque g/n< (g - 1)/p—1) =m(g—1)/(p—1).
Par exemple, on peut faire le choix suivant:

(1) Supposons p impair.

Comme p ne divise pas a la fois g — 2 et g — 1, on peut choisir s égal a 1 ou 2, de
fagon que p ne divise pas 1—/h(g—1). Ce choix étant fait, on prend
m=nh(p—1) qui est premier a p. Puis on prend n=g' =1+m(g—1)=1+
hp—1)g—1)=1—-h(g—1)mod-p. Alors (n,p)=1 et g/n= 1< —1)/
@—-1D=mg-1/p—-1)=hg-1).

(i1) Supposons p = 2.

Ecrivons g = 2's avec s impair.

Sis=3 onprendm=1,n=s.

Sig=2"

Pour r >2, onprend m=3,n=g/2=—-1+3.2"1.

Pour r=1,onprend m=5n=g/2=3.

Remarques 20.

1) Dans le cas général, on trouve un revétement étale Z — Y — X, non ordinaire,
galoisien de groupe G résoluble, avec Y — X cyclique d’ordre m, et Z — Y de
groupe un groupe d’Heisenberg H relatif a I’entier n et au cup-produit de Y, tel
que la représentation réguliere de G, n’ait pas de diviseur théta sur X.

2) L’existence de revétements non ordinaires de la courbe générique de genre g en
caractéristique p > 0, entraine que certains groupes finis qui satisfont a la condition
de Nakajima ne sont pas réalisables comme groupes de Galois. De fagon précise,
soit I un groupe fini et soit #I') le nombre minimum de générateurs de 1’idéal
d’augmentation / de I’algebre du groupe I sur le corps algébriquement clos k. Pour
que I soit groupe de Galois d’un revétement étale d’une courbe propre, lisse, con-
nexe, X de genre g, définie sur k, il est nécessaire que 'on ait #(y) < g [Na 2].
En caractéristique p > 0, cette condition, purement algébrique sur I', ne semble
pas mettre en jeu les propriétés géométriques et arithmeétiques des courbes liées
a la chute du p-rang dans le cas non ordinaire. Ainsi soit 7 : ¥ — X, un revétement
étale galoisien de groupe G d’ordre premier a p. Prenons pour I' un groupe extension
de G par un p-groupe fini P, abélien, annulé par p. Alors I est produit semi-direct du
groupe P invariant par G et est déterminé par G et ’action naturelle de G sur P.
Disons qu’un groupe I', du type précédent, est réalisable au-dessus de 7, s’il existe
un revétement galoisien Z — X de groupe I', qui domine 7. Il existe clairement
un groupe I' maximal qui est réalisable au-dessus de n. Il est obtenu en prenant
pour P le G-module H!(Y,7Z/p7). Les calculs de multiplicités faits dans [Na 2]
et [P-S], montrent que ’on a #(I") < g si et seulement si les diverses représentations
irréductibles p de G sur I, apparaissent dans P avec des multiplicités moindres
que la borne naturelle obtenue dans le cas ou p est ordinaire pour X. Il en résulte
que dés que Y n’est pas ordinaire, il existe des groupes I' qui vérifient (') < g
et qui ne sont pas réalisables au-dessus de 7.
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Partons maintenant d’un groupe fini résoluble H, d’ordre premier a p tel qu’il
existe un revétement de la courbe générique X de genre g > 2, en caractéristique
p, qui est galoisien de groupe H et qui n’est pas ordinaire (Th. 2). Soit G le plus
petit quotient topologique de 7;(X) qui domine tous les quotients topologiques
de 7;(X) isomorphes a H. Comme 7;(X) est topologiquement de type fini, G est
fini. Par ailleurs, G est résoluble d’ordre premier a p. Soit n: ¥ — X le revétement
associé a G. Alors 7« est, a isomorphisme prées, 'unique revétement de X, galoisien
de groupe G et Y n’est pas ordinaire. Vu ce qui précede, il existe un groupe I exten-
sion de G par un groupe P abélien fini, annulé par p, tels que #I") < g, qui n’est
pas réalisable au-dessus de =. Par suite, I' n’est pas réalisable comme groupe de
Galois au-dessus de la courbe générique et, a fortiori, n’est pas réalisable comme
groupe de Galois d’une courbe propre et lisse quelconque de genre g, définie sur
un corps algébriquement clos de caractéristique p.

3) Une représentation finie p du groupe fondamental peut étre ordinaire pour un
choix générique de la courbe et ne plus avoir de diviseur théta pour un choix spécial.
Ainsi partons d’une courbe X dont la jacobienne J admet, outre la polarisation
usuelle 6, une autre polarisation principale 6'. Combinant les théorémes 14 et
17, il peut arriver qu’une représentation d’Heisenberg relative a un entier n et a
0’ n’ait pas de diviseur théta pour la courbe X et soit ordinaire pour la courbe
générique.
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