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SUR DES CLASSES DE FONCTIONS ANALYTIQUES DANS 
LE DISQUE ET INDEFINIMENT DERIVABLES À LA 

FRONTIÈRE 

A.-M. CHOLLET 

Introduction. On note D le disque unité ouvert du plan complexe, D le 
disque fermé et T l'ensemble des réels modulo 2ir. 

Soit (Nn)n^o une suite de réels positifs; on désigne par {Nn}
+ la classe des 

fonctions/, analytiques dans D, continues ainsi que toutes leurs dérivées dans 
D, qui vérifient la propriété suivante: il existe des constantes Af et Mf telles 
que pour tout z dans D et tout entier n positif ou nul \f{n)(z)\ ^ MfAf

nNn. 
On s'intéresse à deux problèmes, concernant le comportement de ces fonc

tions à la frontière: 
Si la classe {Nn)

+ est non quasi-analytique, c'est-à-dire s'il existe une fonc
tion de la classe, non identiquement nulle, qui s'annule en un point ainsi que 
toutes ses dérivées, existe-t-il une fonction de la classe, non identiquement 
nulle, qui s'annule sur un ensemble infini ainsi que toutes ses dérivées? 

Existe-t-il dans une classe {Nn}
+ non quasi-analytique des fonctions/admet

tant un facteur singulier non constant, c'est-à-dire telle que dans la décomposi
tion canonique/ = BSF, S diffère d'une constante? 

Dans une première partie, on précise les hypothèses faites sur la suite 
(Nn)n^o et on démontre que dans le cadre considéré, la partie extérieure d'une 
fonction de {Nn}

+ appartient à {Nn}
+. 

La deuxième et la troisième parties sont consacrées à la démonstration du 
résultat suivant (Théorèmes 1 et 2): 

Si la classe {n\Mn}
+ est non-quasi analytique, il existe un sous-ensemble E 

de T, parfait de mesure nulle ayant la propriété suivante: 
(a) il existe une fonction/, non identiquement nulle, dans la classe {M2n)

 + 

s'annulant sur E, ainsi, évidemment, que toutes ses dérivées; 
(b) toute mesure singulière positive, dont le support est contenu dans Ef 

est la mesure associée au facteur singulier d'une fonction de {M2n}
+-

Dans le cas des classes de Gevrey {npn}+
1 on déduira de ce résultat que la 

non quasi-analyticité de la classe équivaut à l'existence de fonctions dans la 
classe admettant des facteurs singuliers. Ceci complète une remarque de 
Korenblyum [5]. De plus, si on note (lv)v^i les longueurs des intervalles 
contigus à £ , sous-ensemble fermé de mesure nulle de T, on montrera que la 
condition 

£ //~a<oo, 0 <a < 1, 
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1296 A.-M. CHOLLET 

est suffisante pour que toute mesure positive de support contenu dans E soit 
la mesure associée au facteur singulier d'une fonction de {n2n/a}+. 

Première partie 

1. On note 
D le disque ouvert {z £ C:|z| < 1} 
D le disque fermé {z Ç C:|z| S. 1} 
T l'ensemble des réels modulo 2TT que l'on identifiera librement tantôt à la 

frontière de D, tantôt à un intervalle réel [a, a + 2ir[. 
Aœ(D) la classe des fonctions analytiques dans D dont toutes les dérivées 

sont continues dans D. 
Soit (Nn) une suite de réels positifs. On désigne par {Nn}

+ la classe des fonc
tions f de Aœ(D) qui ont la propriété suivante: il existe des constantes Mf et Af 

telles que pour tout z dans D et tout entier n positif ou nul \ f (n) (z)\ ^ MfAf
nNn. 

Pour une fonction de {Nn}
+, on convient de noter/(0) = f(eie). On vérifie, 

par exemple par l'intermédiaire des développements de Fourier et des normes 
quadratiques, que, pour une constante absolue C convenable, on a: 

sup {f^(d)\^Censup \fM(z)\ 
e z 

et 

s u p I / ^ W I ^ C s u p l ^ W I . 
z e 

On note Cr(Nn) la classe des fonctions F indéfiniment dérivables sur T qui 
vérifient la propriété suivante: il existe des constantes MF et AF telles que 
pour tout d de T et tout entier n positif ou nul \F^(6)\ ^ MFAF

nNn. 
Sous l'hypothèse de stabilité de la classe C^(Nn), précisée plus loin, {Nn\

 + 

s'identifie à l'ensemble des fonctions de CT(Nn) dont les coefficients de Fourier 
sur les entiers négatifs sont nuls. 

On dit que la classe Cx(iVw) est non quasi-analytique s'il existe une fonction 
dans la classe non identiquement nulle qui s'annule en un point de T ainsi que 
toutes ses dérivées. 

On dit que la classe {Nn}
+ est non quasi-analytique s'il existe une fonction 

dans la classe, non identiquement nulle, qui s'annule en un point de D ainsi 
que toutes ses dérivées. 

On sait que la classe {Nn}
+ est non quasi-analytique si et seulement si la classe 

CT(\/Nn) est non quasi-analytique [3]. 
Dans tout ce qui suit, on fera sur la classe {Nn}+ les hypothèses suivantes: 

(i) La suite (Nn)n^o est logarithmiquement convexe et N0 = 1. 
(ii) La classe C(Nn) est stable par dérivation, c'est-à-dire, il existe une 

constante K telle que 

\Nn ) = (1.1) l " i r r / =K pour tout w positif. 
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(iii) La classe {Nn}+ est non quasi-analytique, c'est-à-dire, les propriétés 
équivalentes suivantes sont vérifiées pour tout n positif: 

Y (M 1 / 2 

V \Nn+J 
< L 2 > Ç(s~) <to 

(i.3) ? y <-• 
Remarque. Les suites w*™, w2w(log w)3™, p > 2 vérifient ces hypothèses. 
On utilisera donc dans la suite les inégalités suivantes que Ton supposera 

vérifiées pour tout entier n positif 

(L5) WJl7m - n ; 

(1.6) Nn ^ n2n. 

2. PROPOSITION 1. La partie extérieure d'une fonction de {Nn}
+ appartient à 

{Nn}+. 

Toute fonction/ de Aœ(D) s'écrit de façon unique comme le produit d'une 
fonction intérieure / et d'une fonction extérieure F. Si / appartient à Aœ(D)y 

F appartient à Aœ(D) [6]. On adapte la démonstration de cette dernière 
propriété en usant de techniques classiques [4], 

Posons 

oo 

(2.1) F(eie) = D cne
tne. 

On a presque partout sur 3D, F(eie) = f(eie)I(eie). De là, si/(z) = J^a^ et 
Hz) = TSbfi1 

oo   

Soit, puisque I est bornée par 1, \bj\ < 1 pour t o u t j et 

oo 

(2.2) | c | g E |a*| 

/ appartient à {Nn}+, on a donc \f(n)(6)\ ^ Jlf -4niVn; si on note 

(2.3) r(r) = s u p ^ 

on a pour tout k supérieur ou égal à 1 \ak\ ^ M/r(k/A). 
On supposera dans la suite M = 1. 
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On a done quels que soient les entiers k et p 

|»*| = iV+2 

et d'après (2.2) 

D'après l'hypothèse (ii) sur la suite Nn, il existe une constante C ne dé
pendant que de la suite telle que pour tout p 

Np+2 ^ Q> Np. 

De là quels que soient le entiers n et p 

7V CO "J 

\cn\ û \Av+2Cvlli avec X = £ A . 
w i k' 

Donc 

(2.4) W g X i l . _ ^ _ . 

Si les coefficients de Fourier de F satisfont une telle inégalité F appartient à 
{Nn)+. En effet, d'après (2.1) et (2.4) 

CO CO 7 fi 

\F{n\eiB)\ £ £ \ck\k
n ^ \A2 Y, , - r{k/CA) ' 

Mais on a 
1_ ^ w + 2 C n + 2

 A7 

r(ife/C4) = kn+2 ^n+2' 

De là, en utilisant à nouveau l'hypothèse (ii) sur Nn, 

(2.5) \F™(ei9)\ S B DnNn 

avec B = A2C2\2 et D = ^ C 2 . 
F vérifie (2.5), appartient à Aœ(D) donc à {A^}+. 

3. On suppose dans tout ce qui suit 

(3.1) Nn = »!Af» 

où M"n est une suite logarithmiquément convexe. 
On déduit de (1.4), (1.5), (1.6) et (3.1) que, pour tout entier n positif, on a 

(3.2) Jk- < - J - • 

(3.3) 

Mn+1 ~ n + 1 ' 

1 ^ 1 
( M , ) 1 ' " - » ' 

(3.4) Mn ^ n". 

https://doi.org/10.4153/CJM-1973-136-3 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1973-136-3


FONCTIONS ANALYTIQUES 1299 

La classe {Nn}
+ est non quasi-analytique, il existe donc une fonction / dans la 

classe, non identiquement nulle, s'annulant en un point de dD, frontière de D, 
ainsi que toutes ses dérivées. 

PROPOSITION 2. Soit f une fonction de {n\Mn}
+, non identiquement nulle, telle 

que pour tout entier n positif ou nul, f (w) (eia) = 0 et sup2€s \f (w) (z)| ^ An n\Mn. 
Alors, pour tout entier n positif ou nul, si \d — a\ ^ (l/2A)Mn/Mn+i, on a 

\fM(ei6)\ ^ nl 

\6 - a\"T(l/2A\6 - a\) 

où on note T(r) = sup* rk/Mk. 

Etant donné n, pour tout entier p positif ou nul, on a 

\f{n\eie)\ ^ ^~f-An+%n + p)\Mn+P pi 
ou encore 

i,oo, «M < \d-a\p+nAn+p(n + p)\Mn+v 

\J V >\ = \8-a\n p\ 

(n + p)\ ^ n\ pi 2n+v pour tout couple d'entiers n et p 

| / ( * V ) I S ^ ~ T n i n f (2AY+*\e - a\n+*Mn+v. 

Soit up = (2A)n+v\d - a\n+pMn+p 

^ = 2A\6-a\^. 
uo Mn 

Si ux/uo ^ 1, c'est-à-dire si \0 - a\ ^ (l/2A)MJMn+1 

inf (2A)n+p\d - a\n+pMn+v = inf (2A)*\0 - a\kMk 

Si donc \d - a\ S (l/2A)Mn/Mn+1 

PROPOSITION 3. Dans toute classe {n\Mn}
+ non quasi-analytique, il existe une 

fonction extérieure F et il existe une constante D telles que 
(a) Pour tout entier n positif ou nul on ait 

(3.5) sup |7? ( n V e ) | £DnnlMn 

(3.6) F<v(l) = 0. 

(b) Pour tout entier n positif ou nul si |0| ^ (l/2D)Mn/Mn+1 on ait 

(3.7) ^^^WrâwWY 
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La Proposition 3 se déduit des propositions 1 et 2. Puisque la classe [n\Mn}
 + 

est non quasi-analytique il existe une fonction / dans la classe non identique
ment nulle s'annulant au point 1 de 3D ainsi que toutes ses dérivées, et il 
existe une constante A telles que Ton ait | / (w)(z)| ^ Ann\Mn; alors, F étant la 
partie extérieure de / , \F™(z)\ ^ BDnn\Mn d'après (2.5). 
On a de plus F™(1) = 0pour tout n. En effet, f(z) (z -l)~n = I{z)F(z) (z -l)~n 

et donc 

(3.8) \f(ei6)\\eid - l\~n = \F(eie)\\eie - l\~n. 

Or pour une fonction/de A °° (D), les propositions suivantes sont équivalentes: 
(a) pour tout » , / ( n ) ( l ) = 0. 
(b) pour tout n, f(eie) (eid — l)~n tend vers 0 lorsque 6 tend vers 0. 
D'après (3.8), F s'annule donc ainsi que toutes ses dérivées au point 1. De là, 

quitte à diviser F(eid) par B, on a la Proposition 3. 

Deuxième partie 

On se pose ici le problème suivant: 
Etant donnée une classe {Nn}

+ non quasi-analytique, existe-t-il dans la 
classe une fonction, non identiquement nulle, qui s'annule ainsi que toutes ses 
dérivées sur un ensemble infini? 

La réponse est affirmative pour les classes {npn}+, p > 2 [1]. 
On retrouve ici ce résultat et on obtient la même conclusion pour les classes 

n2n(\og n)vn, n2n(\og n)An(log log n)m, p > 4. 

THÉORÈME 1. Si la classe {n\Mn}
+ est non quasi-analytique, il existe un sous-

ensemble E parfait de mesure nulle de T sur lequel s'annule une fonction G de 
{M2n}+ non identiquement nulle. La fonction G vérifie de plus la propriété suivante 
(P): il existe une constante K telle que pour tout entier n positif ou nul, si 
d(0, E) ^ Mn/Mn+i, on ait 

1 V n = d ( 0 , £ ) 2 n 7 [ l / d ( 0 , £ ) r 

où d(6, E) désigne la distance de 6 à E et T{r) est défini dans la Proposition 2. 

Démonstration du Théorème 1. Nous allons d'abord, quitte à changer Mn en 
(4:D)nMn, supposer que dans la Proposition 3 on a D = 1/4. Il existe donc une 
fonction extérieure F de {n\Mn}

+ vérifiant: 
(a) Pour tout entier n positif ou nul 

(4.1) s u p | F ( ? 1 V ) | S (l)nn\Mn 
0Ç.T 

(4.2) F(B)(1) = 0. 

(b) Pour tout entier n positif ou nul 

(4.3) - M s ^ M a M - < 0 | S •" . 
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Notons F = exp cp, on a \F(z)\ = exp [Re <p(z)] ^ 1 d'après (4.1). 
On sait de plus que 

J
»27T S*2T 

log \F(eiê)\dO = Re <p(ei6)de > -
o */o 

0 0 . 

La fonction Re p est négative, intégrable et tend vers — oo lorsque 0 tend 
vers 0; il existe donc une suite {e„}> î tendant vers 0 en décroissant telle que 

(4.4) É f * [Re v(ei9) + Re <p(et{9'^)]dd > - o o . 
v=l "0 

On peut remarquer que ceci implique 

] £ e „ l o g 7 ï - ) < oo. 
v=l \ € y / 

On a en effet pour tout 6 de T et pour tout n 

\F{e")\ S Mn\6
n\ 

soit 

\F(e«)\ ^ l/T(l/\e\). 

D'où (4.5) Re <p(eu) ^ - log T(l/\6\). 
(4.4) et (4.5) impliquent 

s riog7'(ï^<o°-
T(r) est une fonction croissante de r. On a donc 

X) € , l o g 7 ï - J < oo. 
v=l \ € j » / 

Lorsque e„ tend vers 0, T(l/ev) tend vers +oo et l'on a 

oo 

2 €„ < 00. 

Quitte à modifier les premiers termes de la série, on peut supposer jy=iev = 2T. 
Il existe donc un ensemble E fermé de mesure nulle de T tel que si on note 
T\E = Uî]^v, bp[, on ait bv — av = €„. 
Pour un bon choix des a„, E est un ensemble parfait. 

En effet, on peut, on peut enumérer les rationnels de [0, 1] sous la forme 
fit r2, . . , rF, . . . et si on pose 

av = 2 3 €M e t bv = av + e, 

les intervalles ]a„, ô„[ sont les intervalles contigus à un parfait de mesure nulle. 
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A chaque intervalle ]av, bv[ on associe la fonction extérieure défine par 
Fv{z) = F(ze~ia») • F(ze~ib>) 

où ^ vérifie (4.1), (4.2), (4.3). 
La suite (n\Mn) est logarithmiquement convexe, Mo = 1, on a done 

(4.6) \F,™(eie)\ ^ (1/2)* n\Mn pour tout 6 de T et tout entier n 

(4.7) Fv™(eia') = Fvw(eib>) = 0 pour tout n. 

Posons Fv(z) = exp <pv(z). 
On a done 

(4.8) <pv(e
ix) = cp(e^x-a^) + <p(e^x-b^). 

Soit u la fonction, négative, définie presque partout sur dD par: 

(4.9) u(eix) = Re <pv(e
ix) si x appartient à ]av, bv[. 

On a d'après (4.4) 

J»2TT 

u(e%x)dx > —oo. 
o 

En effet 
ni* oo s*bv 

u(etx)dx;= £ U [Re^(e i te-a">) + Re^(ei(l-"»))]rfx 

ou / * e y 

= E [Re ¥>(e'f) + Re ^ ( c 1 " - ' ' ' ) ] ^ > - o o . 

Soit i/' la fonction définie par 

-»27T I X 1 StéTT %X I 

(4.10) *(*)=•£- ^-^uie^dx, 
Zir Joe — z 

z = re 
o 

u est de classe Cœ sur dD\elE, intégrable sur le cercle; donc \p est analytique 
dans D, de classe Cœ dans D\eiE. De là, d'après (4.9) 

(4.11) RexP(eie) = u(eid) = Re <pv(e
ie) 

si 6 appartient à ]av, bv[. 
Soit G(z) = exp yp(z). 
On se propose de prouver que G appartient à {ikf2w} + et s'annule sur E ainsi 

que toutes ses dérivées. 
Pour cela, on établira successivement les propositions suivantes: 
(1) il existe une constante K telle que pour tout entier n et tout 6 dans le 

complémentaire de E 
\G^(eie)\ ^ KnM2n, 

(2) si do est un point de E 

\imG{n\eid) = 0, 
0-^00 

6 dans le complémentaire de E. 
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(1) Soit 6 un point du complémentaire de E; 6 appartient à un intervalle 
contigu à E, 6 dans ]av, bv[ par exemple. 

On a 

(4.12) G = â = â-«* • g" = Hv- Fv 

où on note #„ = e*-*». 

Re (^ — <pv)(e
ix) = 0 si x appartient à ]av, bv[ d'après (4.11) donc 

(4.13) \Hv(e
ix)\ = 1 si x appartient à ]av, bv[. 

Ainsi, si z = eie 

1 /I2TT ix _ j _ 

(^ - tpv) (z) = — -j-x (Re \P - Re cpv) (eîz)dx 
Z7T JQ e — z 

7j /» 2T ix 

(* - *,,)<» (z) = ( - 1 ) * - ,, m (Re * - Re <p,)(elz)dx 
TT JQ [e — z) 

(* - ^ (z) = ( -1 )* - T - I A - Ô T Î (Re * - Re <pw) (eix)dx. 
ir JT\]av,hv[ {e — z) 

D'où 

| ( * - <pw)<*\z)\ ^ f I - T ^ - T ^ dRe *l + |Re*,|)(*te)d*. 
?r « ^ M ^ M |e — Z\ 

\eix — z\ è d(0, £)/TT si on pose d(0, E) = inf (0 - a„, &„ - S). 
Soit 

| ( * - <p„Yk\z)\ < k l - ^ ^ J (|Re * | + \Re<pv\)(e
u)dx. 

L'intégrale figurant dans le membre de droite de cette inégalité est majorée 
par une constante indépendante de v. En effet Re <pv est négative 

Re Çv(e
ix)dx = log \F,(0)\ = log \F(0)\\ 

et Re \p est négative et intégrable d'après (4.11), (4.8) et (4.4). 
De là 

(4.14) BK 

< * - * > W « | É * ! 5 ^ * 1 . 

On rapelle une formule de Fa di Bruno donnant la dérivée &ième d'une fonc
tion F = g of [1] 

".f(%)> 
. kl J (4,5) F>) . „ £ OLM ç e,.(^]"[/f>]"... 

où Jp désigne l'ensemble des &-uples j = (j\, j 2 , . . . j*) tels que 

i i + 2/2 + . . . + fejjt = fe, j i + j2 + . . . + j * = p 
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avec Y,jpcp,j ~ Cl-i où C£_î désigne le coefficient du binôme 

(k-l)l/(p-l)!(k-p)l. 

On applique (4.15) à H„ = exp (\ft — <p„) au point eie avec g(t) = exp t et 

On a d'après (4.13) et (4.14) 

|ff,ttV')| £*! L 7Ï E ^ 
5* 

/>! f ^-'d^EY**-
Soit 

Si 

P=I ^ : x„ 

5* A ^ - i 1 |i^V)|^!-77f-,£ Cfli d(0,£)* £ ï ' pld(d,Ey 

1 - , _1 ^ i/d(e,E) 
^ fc, alors, 

pour tout £. 
On a done 

d(0,£) = 'v ' c l" J i ;" p\d(e,E)p 

\H(k)(ei6)\ < k\ ^2Be^\ 

Si l/d(6, E) ^ k alors l/d(0, E) ^ p pour tout £ vérifiant 1 S p S k. 
On a done l/p\d(0, E)V ^ 1/&W(0, £)* et \H^(e^\ ^ (2B)*/d(d, £)2*. 

On a done pour tout fe: 

a i«\ / | i ? , w ( e " ) l ^ C*kl/d(0, £ )* si l/d(0, £ ) £ fe 
^.lt>; \ | j r ,W(e" ) | ^ Ckl/d{d,EYk si l/d(d,E) è * 

C = 25e ne dépend ni de 0, ni de v. 
Par ailleurs, d'après (4.6), (4.7) et la Proposition 2, la fonction Fv = e*" 

vérifie pour tout k: 

(\F„a)(eie)\ ^ k\Mk pour tout 6 
(4.17) <. tt) ( i , . _ft! _ _ J _ ^ + 1 

(' ' ^ ; | =d(0,E)*T[l/d(e,E)] d(d,E)= Mk • 

On utilise (4.16) et (4.17) pour majorer la dérivée raième de G au point 
eie, 6 dans ]«„ b,[ sachant que G s'écrit alors 

G = H„ • £„ 

|G("V)| g è Q*|F/*V)| |iï,<M-*V)|. 

On se propose d'établir que pour tout k tel que 0 ^ k ^ n 

(4.18) |F,W(cw)||J9r/n-*>(e«fl)| rg C * ^ . 

On note d = d(0, E) = inf [(0 — a„), (ô„ — 0)]. Les expressions à majorer 
sont de quatre types. 
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Si 

(4.19) 1/d g Mk+1/Mk, 

on doit alors majorer 

soit k\Mk/d
2(n-v si 1/d è n - k 

soit k\Mk{n - k)\/d^~^ si 1/d ^ n - k. 

De l'hypothèse (4.19) on peut déduire que 

M*d* S jW*+id*+1 ^ . . . g Afnd». 
On a alors: 

dans le premier cas 

jS&r ^ ^ (MK)2 g {Mnf S M2n 

car M'A; ^ &! pour tout & d'après (3.4) 
dans le deuxième cas, d'après (3.4) également, 

k\Mk(n - k)l 
~d 

Si 

n-k ^ n\Mn 

(4.20) 1/d è Mfc+i/M*, 

on doit alors majorer 

&î 1 . 1 
• ^ 2 ( ^ y S i - ^ 

d*rf 

S0it : 72(^^y Si - ^ » — & 

- $ 

jfe! _(«_T &)! . 1 
"' d ~ 

d*r( ' ' 

SOlt '• ,(n-k) SI - g « — k. 

Par définition de T, on a 

l/d*T(l/d) £ Mk. 

De l'hypothèse (4.20), on déduit que 

kldk < 1. 
En effet, 

1/d ^ Mk+1/Mk ^ fe d'après (3.2). 

Ainsi, on a dans le premier cas 

^! ^ ^ M2i 

(J)""-" Mi) <?T\-,\i 

https://doi.org/10.4153/CJM-1973-136-3 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1973-136-3


1306 A.-M. CHOLLET 

et dans le deuxième cas 

k\(n - k)\ 

~fê) 
S n\Mn. 

Ainsi pour tout entier n et tout 6 dans ]av, bv[ 

(4.21) \G™(ei9)\ ^ {2C)nM^ 

De là (4.21) vaut pour tout 6 dans le complémentaire de E. 
G = exp ^ est de classe C°° dans D\eiE d'après la définition de \f/ en (4.10), 

s'annule exactement sur E et vérifie (4.21) pour tout 6 dans le complémentaire 
d e £ . 

(2) Il reste à prouver que si 60 est un point de E, on a, pour tout n 

limGin)(eid) = 0, 

6 dans le complémentaire de E. 
Pour tout entier n, si 6 appartient au complémentaire de E, 6 dans ]«„, bv[ 

par exemple si l/d(6, E) ^ Mn+i/Mn, on a 

(rc)/ *0\i ^ ( 2 C ) (4.22) |G w (OI g -

^WfoE)/ d(0,£) 

En effet, si l/d(d, E) ^ ikfra+i/ikTw, on a pour tout & compris entre 0 et n, 
l/d(6, E) ^ Mk+1/Mk et l/d(0, E) ^ n - k; on est donc dans l'hypothèse 
(4.20), premier cas. 

D'où 
CM 

,.., . „ . . , . , „ / „ - - • • -\F,w(el')\ \H:n-*>{el°)\ ^ 

d(d,E)' \d(e,E)I 
ce qui établit (4.22). 

Soit (dj)fèi, une suite de points du complémentaire de E, tendant vers 0O, 
un point de E. 

Si, à partir d'un certain rang, tous les points de cette suite appartiennent 
au même intervalle contigu ]av, bv[ c'est-à-dire si 6j tend vers av par exemple, 
on a d'après (4.22), 

(4.23) |G ( B V")I ^ ~ - ^ (2C)nM2n+1d(fij9 E). 

d^EMdle~Ë)) 
Donc 

lim \Gw(el0j)\ = 0. 
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Sinon les 6j appar t iennent à des intervalles contigus dont les longueurs en
tendent vers 0. Mais, puisque d(6j, E) ^ evjf le résultat suit d 'après (4.23). 

On a ainsi 

lim Gw(et9i) = 0. 

Les valeurs au bord de G coïncident presque par tou t avec une fonction de 
classe C°° sur T , nulle sur E, ainsi que toutes ses dérivées. 

G appar t ien t donc à A°°(D), s 'annule sur E ainsi que toutes ses dérivées et 
vérifie pour tou t 6 dans T 

|G<n)(e">)| g (2C)nM2n. 

Ainsi G appar t ien t à {M2n}
+ et vérifie (4.22) ce qui établi t le théorème. 

Pour éliminer l 'hypothèse D = 1/4, faite au début de la démonstrat ion, on 
observe que, si [n\Mn)

+ est non quasi-analytique, il en est de même d 'une 
certaine classe {n\Mn*} + avec (Mn*/Mn)

1/n = 0(1) . On applique la Proposition 3 
à la classe {n\Mn*}+ et on observe que, pour n assez grand, (4:D*)nMn* S Mn 

et que T*(r) > T(r). 

En complément du Théorème 1, on peut remarquer qu'il existe pour chaque 
classe {n\Mn)

+ non quasi-analytique une suite ev t endan t vers 0 en décroissant, 
satisfaisant £„e„ log T(l/ev) < oo, e t telle que, pour tou t sous-ensemble 
fermé de mesure nulle de T , dont les longueurs lv des intervalles contigus 
satisfont lv S ev, la conclusion subsiste. 

Il suffit en effet que (4.4) ai t lieu pour lv = ev. On conviendra de dire d 'un 
tel ensemble qu'il est associé à {n\Mn)

+. 
On ne sait pas, en général, si lorsque la classe {n\Mn)

+ est non-quasi analyt i
que la condition ^vlv log T(l/lv) < oo est suffisante pour que sur un sous-
ensemble fermé de mesure nulle de T s 'annule une fonction de {Jkf2w} + non 
ident iquement nulle ainsi que toutes ses dérivées. Le résultat est vrai pour les 
classes {(n\)v)+, p > 2, [1] et {nlenP}+, p > 1, [7]. En effet, dans [7], Taylor et 
Williams caractérisent les sous-ensembles fermés de mesure nulle de T qui 
sont les ensembles de zéros de {nlenP}+, p > 1. 

T r o i s i è m e part ie 

1. Tou te fonc t i on / de Aœ(D) s'écrit de façon u n i q u e / = BSF où B est un 
produi t de Blaschke, 5 une fonction singulière et F une fonction extérieure [2]. 

Définition. On dira qu'il existe dans une classe des fonctions admettant un 
facteur singulier non constant, s'il existe dans la classe une fonction f = BSF 
avec S non constante. 

On notera fx la mesure positive, singulière par rappor t à la mesure de Lebes-
gue, associée à 5 

I r%2ic ix | 

S(z) = exp - — -j-x -dix(elx). 
ZTT JQ e — z 
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On peut remarquer que l'existence dans une classe [Nn}
+ de fonctions admet

tant un facteur singulier non constant implique la non quasi analyticité de la-
classe. 

On sait, en effet, que si / = SF et 5 diffère d'une constante, / et toutes ses 
dérivées s'annulent sur le support de la mesure /z associée à 5 [6]. 

2. THÉORÈME 2. Si la classe {n\Mn}
+ est non quasi-analytique, il existe un 

sous-ensemble E parfait de mesure nulle de T, tel que toute mesure positive de 
support contenu dans E soit la mesure associée au facteur singulier d'une fonction 
de {M2n}+. 

Plus généralement, si E est un ensemble associé à {n\Mn)
+, toute mesure 

positive de support contenu dans E est la mesure associée au facteur singulier 
d'une fonction de {ilf2w}+. 

Le Théorème 2 est une conséquence du Théorème 1 et de la proposition 
suivante: 

PROPOSITION 4. Soit E un sous-ensemble fermé de mesure nulle de T sur lequel 
s'annule, ainsi que toutes ses dérivées, une fonction G non identiquement nulle de 
{M"2w}+, vérifiant de plus la propriété (P) du Théorème 1; alors, toute mesure 
positive sur E est la mesure associée au facteur singulier d'une fonction de {itf2n}+. 

Démonstration de la proposition. Soit ju une mesure positive dont le support 
est contenu dans E; /z est singulière par rapport à la mesure de Lebesgue. Soit S 
la fonction singulière associée définie par 

-j s*2ir ix I 

S(z) = exp - — ~Tx -dfjL(etx), z = re%\ 
Zw Joe — z 

On note S(z) = exp [—f(z)]. 
On a alors, pour tout entier k supérieur ou égal à 1 

7 | r»2ir ix 

/w(2)= (-l)*-1^ j-jï^—^dnie'*), z = rete. 
7T */o \e — z) 

Ainsi 
i/<*>/„M <r *' f dy,(elx) i9 

Si 6 appartient au complémentaire de E 

\etx -z\ à - | * - e\ 5; -d(9,E). 
7T 7T 

On a donc, en supposant égale à 1, la masse totale de la mesure, pour tout 6 
appartenant au complémentaire de E. 

|/<*>(«'•)! S klirk/d(d,E)k+\ 

De là, puisque |5(e^) | = 1, en tout point d du complémentaire de E, on a, 
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en appliquant à S = exp (— / ) la formule (4.15), comme dans la deuxième 
partie: 

\S(k\eid)\ ^ kl 
d{e,Ef t=i "~p\d(e,E)>-

Ainsi donc, il existe une constante C telle que l'on ait, pour tout entier k: 

Sw(eid)\ è 
C*kl 

Ht SI 
die, ET d{6,E) 

-,«)/*« Sw(ex")\ ^ 
C 

d(e,E) 
2k S 1 

d(6, E) 

<k 

^k 

et 

(5.1) 

\Gw(el°)\ g C"M2k pour tout 6 dans T 

| G W V ) | =g C 

[d(d,E)Y"l \d(9,E)) 

si 
1 , . Mk+i 

d(o,E) = Mk 

d'après les hypothèses faites sur G. 
Soit F la fonction définie par 

F(z) = G (s) • S(z) 

F est analytique dans D, de classe C°° dans D\eiE. On se propose d'établir que 
F appartient à {M2n}

+. 
Les calculs se développent comme dans la démonstration du Théorème 1, 

mais ici la propriété (P) de G joue un rôle essentiel. Elle assurera au produit 
de G, fonction de {M2n}

+, par S, fonction singulière, de rester dans la classe 
{M2n}+. 

Soit n un entier positif et 6 un point du complémentaire de E. On pose 
d = d(d,E) 

F(n\eie) = £ Cn
kGa)(eid)S(n-k)(eie). 

k=0 

On va majorer le module de chacun des termes de la somme. 
Si 

(5.2) 1/d £ Mk+1/Mk, 

on doit majorer 
soit Mu/d^-v si 1/d ^ (n - k) 

soit M2k(n - k)l/d
 (w-*} si 1/d ^ (n - k). 

De l'hypothèse (5.2), on tire 

Mkd
k S . . . ^ Mnd

n 

soit 1/d»-* ^ MJMk d'où l/<^-*> S (Mn/Mk)
2 ^ M2n/M2k, car (Mn/Mk)

2 ^ 
M2n/M2k d'après l'hypothèse de convexité faite sur la suite ak = log Mk. On a 
bien, en effet 2(an — ak) S #2W — a2k. 

https://doi.org/10.4153/CJM-1973-136-3 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1973-136-3


1310 A.-M. CHOLLET 

On a donc, dans le premier cas 

M2k/d^-v ^ M2n. 

Dans le deuxième cas 

M2k(n - k)l/d<*-*> ^ M2k{n - k)^-v ^ M2k • M2(n„k) ^ M2n 

puisque 1/d ^ n — k, que Mn vérifie (3.4) et est logarithmiquement convexe. 

(5.3) Si 1/d ^ Mk+1/Mkl 

on doit majorer 

soi t J2XrôJd) ' 1F^ ^â-{n~k) 

S0it J2¥fÔ/d) ' ~d^~krZ *-d=
{n~k)-

On a dans le premier cas 

l/d**T(l/d) S M2n 

et dans le deuxième cas 

(n - k)\/dn+kT(l/d) S n\Mn S M2n 

car 1/d ^ (n — k) entraine l/dk S ni/(n — k)\. 
Ainsi pour chacune des hypothèses (5.2) et (5.3) on a 

\GW (eie)H(n~v (eie)\ S CnM2n. 

D'où, pour tout entier n et tout 6 dans le complémentaire de E 

\F™(eie)\ g (2C)nM2n. 

De plus si d{e, E) S Mn/Mn+1 

\GW(eie) -HW(eie)\ g l/d**T(l/d) S M2n+ld. 

De là, comme dans la démonstration du Théorème 1, on a 

\{mF{n\eid) = 0. 
0->0o 

Ainsi F appartient à {M2n}
+ ce qui achève la démonstration du Théorème 2. 

3. Dans ce paragraphe, on établit sur les classes de Gevrey {npn}+ des résultats 
plus complets. 

PROPRIÉTÉ 5. La quasi analyticité de la classe {npn}+ équivaut à l'absence dans 
la classe de fonctions admettant des facteurs singuliers non constants. 

On sait que la quasi-analyticité de la classe implique l'absence dans la classe 
de fonctions admettant des facteurs singuliers non constants. 

https://doi.org/10.4153/CJM-1973-136-3 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1973-136-3


FONCTIONS ANALYTIQUES 1311 

Il s'agit donc de montrer que s'il n'existe pas dans la classe [npn} + de fonc
tions admettant des facteurs singuliers non constants, la classe est quasi-
analytique. 

Supposons donc {npn} + non quasi-analytique, c'est-à-dire p > 2, p = 2/a 
par exemple avec 0 < a < 1. Alors {n\Mn}

+ = {nlnn/a} + est encore non 
quasi-analytique; mais, d'après le Théorème 2, il existe dans la classe {M2n}

+ = 
{n2n/a}+ des fonctions admettant des facteurs singuliers non constants, ce qui 
est absurde et établit la propriété 5. 

Si E est un sous-ensemble fermé de mesure nulle de T, on note /„, v è 1, les 
longueurs des intervalles ]av, bv[ contigus à E. 

PROPRIÉTÉ 6. Soit E un sous-ensemble fermé de mesure nulle de T, tel que 

oo 

X //~a<<X>, 0<a< 1, 

alors toute mesure positive de support contenu dans E est la mesure associée au 
facteur singulier d*une fonction de {n2n/a}+. 

D'après la démonstration de la Proposition 4, il suffit de prouver que la 
condition XXi^ 1 - " < °° assure l'existence d'une fonction extérieure G nulle 
sur E ainsi que toutes ses dérivées telle que la propriété (P) soit vérifiée. 
(On a ici Mn = nn/a). 

Pour construire G on reprend la démonstration du Théorème 1 en utilisant la 
fonction F définie par 

F(z) = exp [—(1 — z)~a] = exp cp(z). 

En effet F appartient à {n\Mn}
+ [1] et s'annule au point z = 1. De plus si 

x est un point de T\{0}, on a 

\<p(eix)\ = |1 - eix\-« ^ ir/\x\a. 

Ainsi, à chaque intervalle ]av, &„[, on associe la fonction Fv définie par 

Fv{z) = F(ze-ia>) • F(zerib>) = exp <pv(z). 

Alors la fonction définie presque partout sur T par 

u(e
ix) = Re <p,(eix) 

si x appartient à ]a„, &„[, est intégrable sur T. 
En effet, 

u(eix) = Re (pie**-**) + Re p(**<*-»'>) 
et 

J»2TT OO s*bv oo nbv 

\u{eix)\dx = Y. |Re <P,(eta)\dx S E \<pv(e
ix)\dx. 

0 v=l Jav P=1 *J<zv 

Mais, d'après (5.7) 
oo S*bp oo S*bv oo 

y==l « / a v=l +Jav \?C av) v=i 
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De là en suivant la démonstration du théorème 1 on établit que G = exp \p où 
\p est définie par 

t(z)=— -Tx Z-u{eix)dx, 
ZTT Joe — z 

satisfait aux hypothèses de la Proposition 4, ce qui achève la démonstration. 

Note adressée en cours d'épreuve: L'auteur donne dans [C.R. Acad. Sci. Paris 
Sér. A-B. 276, (1973), 731-733] une condition suffisante pour que, sur un sous 
ensemble fermé de mesure nulle de T, s'annule une fonction de {M2n}

+, non 
identiquement nulle, ainsi que toutes ses dérivées. Cette fonction vérifie la 
propriété (P) du Théorème 1. 
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