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Abstract. Let F be a non-archimedean local field with residue class field k. Put G ¼ GL2ðFÞ,
G ¼ PGL2ðkÞ and let X denote the Bruhat–Tits tree of G. We construct a one-dimensional sim-
plicial complex ~XX, equipped with an action of G� G and with a G� G-equivariant simplicial
projection p: ~XX�!X (for the trivial action of G on X). We prove that the cohomology with

compact support H1
cð

~XX;CÞ contains nontrivial representations of G (in particular positive level
supercuspidal representations).
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1. Introduction

Soient F un corps localement compact, non archimédien, non-discret, et G le groupe

des F-points d’un F-groupe semi-simple. L’immeuble affine X de G est un G-espace

propre universel [1]. En particulier, si ~XX est un G-espace propre, il existe une appli-

cation continue G-équivariante j: ~XX�!X, unique à homotopie G-équivariante près.

Borel et Serre ([3, 2]) ont déterminé la cohomologie à support compact de l’immeuble

X; celle-ci réalise géométriquement la représentation de Steinberg.

Dans [6], Schneider et Stuhler définissent la catégorie CoeffGX des systèmes de

coefficients G-équivariants sur X. Ils montrent que la catégorie MðGÞ des représen-

tations complexes lisses de G est un quotient de CoeffGX. Voir une représentation

comme un élément de CoeffGX revient en quelque sorte à coder l’information qu’elle

contient dans certaines représentations des sous-groupes parahoriques de G.

À l’inverse, on peut se demander s’il existe des G-espaces naturels ~XX�!X, comme

ci-dessus, dont la cohomologie fournit des représentations intéressantes de G; l’infor-

mation est alors codée dans la géométrie de ~XX. La construction que nous proposons

dans cet article apporte un très modeste élément de réponse à cette question.

Notons k le corps résiduel (fini) de F;G ¼ GLð2;FÞ et G ¼ PGLð2; kÞ. Le groupe G

agit sur son immeuble de Bruhat–Tits X; c’est un complexe simplicial simplement

connexe de dimension 1, c’est à dire un arbre.
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Dans ce travail nous construisons un complexe simplicial ~XX, connexe, de dimen-

sion 1, muni d’une application surjective p: ~XX�!X. L’espace ~XX est muni d’actions

simpliciales commutantes de G et G. L’application p est simpliciale, G-équivariante

et chambrée (préserve la dimension des simplexes). Le groupe fini G stabilise les fibres

des sommets et celles-ci sont des espaces principaux homogènes. Il agit librement sur
~XX de sorte que l’on a un revêtement non ramifié galoisien de groupe G; ~XX=Xo, où Xo

est l’espace quotient ~XX=G. L’espace Xo est un graphe sans boucle. Comme ensemble,

Xo se déduit de X en gardant les mêmes sommets mais en démultipliant les arêtes.

L’espace ~XX n’est pas simplement connexe et sa cohomologie à support compact

H1
cð

~XX;CÞ est plus riche que celle de X. Elle se décompose en composantes isotypiques

sous l’action de G: H1
cð

~XX;CÞ ¼
L

t Vt � t; oú t décrit les représentations irréducti-

bles de G. Dans ce travail, nous étudions Vt lorsque t est la représentation triviale

1G. Nous décrivons la représentation de G dans V1G . Elle contient un nombre fini

de représentations cuspidales de niveau normalisé 1, apparaissant chacune avec mul-

tiplicité 1 (mais contient aussi des repésentations non-cuspidales). Les représentation

irréductibles de G apparaissant comme sous-quotients de V1G ne sont pas à ma con-

naissance caractérisées par une propriété remarquable.

2. Rappels et notations sur l’arbre de G

Notons o l’anneau des entiers de F, p son idéal maximal et pF le choix d’une unifor-

misante de pF. Le groupe G agit sur le F-espace V ¼ F2 ainsi que sur ses o-réseaux. Si
M est un o-réseau de V, on note ½M	 sa classe d’homothétie. Il s’agit de l’ensemble

des réseaux lM, où l parcourt F�.

En tant que complexe simplicial, l’arbre X est obtenu de la façon suivante. Les som-

mets de X (simplexes de dimension 0) sont les classes d’homothétie d’o-réseaux dans

V. On dit que deux sommets x ¼ ½M	 et y ¼ ½N	 sont reliés par une arête si on peut

choisir les représentants M et N de sorte que pM 
 N 
 M.

On démontre [7] que X est un arbre sans sommets limites, c’est à dire sans sommets

ayant exactement un voisin. On a aussi le résultat suivant (valable dans un cadre

beaucoup plus général):

THÉORÈME (Borel et Serre [3, 2]). Les espaces de cohomologie à support compact

Hi
cðX;CÞ sont triviaux pour i 6¼ 1. De plus comme G-ensemble H1

cðX;CÞ est isomorphe

à la représentations de Steinberg de G.

Rappelons que la représentations de Steinberg de G peut être définie de la façon

suivante. La représentation V de G dans l’espace des fonctions localement constantes

sur l’espace projectif P
1
ðFÞ est lisse. Elle possède un unique sous-G-module propre Vo

formé des fonctions constantes. Le quotient V=Vo est irréductible; c’est la représen-

tation cherchée.

Chaque réseaux M de V fournit un k-espace vectoriel �MM ¼ M=pM ainsi qu’une

droite projective Pð �MMÞ sur k. Si x est un sommet de X, les droites Pð �MMÞ, M 2 x sont
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canoniquement k-isomorphes. En effet si M1 et M2 sont homothétiques, un scalaire

l tel que lM1 ¼ M2 est défini à un élément de o� près. De tels scalaires définissent

des isomorphismes de k-espaces �MM1 �! �MM2 qui sont égaux à des homothéties près.

D’où un isomorphisme bien défini: Pð �MM1Þ �!Pð �MM2Þ. Pour un sommet x de X, nous

noterons Px la collection des droites projectives Pð �MMÞ, M 2 x, munies de leurs iden-

tifications canoniques.

Soient x ¼ ½M 	 et y ¼ ½N 	 deux points de X reliés par une arête a. On suppose que

les représentants sont choisis de sorte que pN 
 M 
 N. On a donc une application

k-linéaire �MM�! �NN; son image est une droite, c’est à dire une point rationnel aNy de

Pð �NNÞ. De même l’arête a définit canoniquement un point aMx de Pð �MMÞ. Le système

de points faMx ;M 2 xg est compatible avec les identifications canoniques des droites

projectives de Px. Pour simplifier nous dirons que l’arête a définit un ‘point’ ax de Px

(et définit de façon similaire un ‘point’ ay de Py).

Rappelons que les sommets voisins de x sont ainsi en bijection avec les points de

Px, de sorte qu’il y en a CardðP1
ðkÞÞ ¼ qþ 1, où q est le cardinal du corps résiduel.

Enfin rappelons que G agit de façon naturelle à gauche sur X (cette action est sim-

pliciale). Notons Kx le stabilisateur d’un sommet x et Kx son compact maximal. On a

Kx ¼ F�Kx. On note K1
x le stabilisateur point par point des sommets voisins de x et

K1
x son compact maximal. On peut trouver une base de V dans laquelle les éléments

de Kx sont ceux dont les matrices sont à coefficients dans o et à déterminant dans o�.
Les éléments de K1

x sont alors ceux dont les matrices sont dans Mð2; oÞ et congrues à
I2 modulo p.

3. Construction du revêtement ~XX

On définit un complexe simplicial de dimension 1, ~XX, de la façon suivante. Les som-

mets de ~XX sont les couples ðx;jÞ, où x est un point de X et j un k-isomophisme

Px �!P
1
ðkÞ. Nous entendons par là un système compatible d’isomorphismes de

k-variétés: jM: PðMÞ �!P
1
ðkÞ, M 2 x (i.e. des isomorphismes induits par des appli-

cations k-linéaires �MM�! k2). Notons qu’il suffit de se donner un jM pour détermi-

ner tous les autres. On dit que deux sommets ðx;jÞ et ðy;cÞ sont reliés par une arête
si l’on est dans la situation suivante:

(i) x et y sont reliés par une arête a dans X;

(ii) avec les notations de la section précédente, on a jðaxÞ ¼ cðayÞ.

On définit une application surjective p: ~XX�!X par pðx;jÞ ¼ x. Par construction,

il est clair que l’application p est simpliciale.

LEMME 1. Le complexe ~XX est connexe.

Démonstration. L’arbre X étant lui-même connexe, il suffit de montrer que si deux

points ðx;jÞ et ðy;cÞ sont tels que x et y sont voisins dans X, alors ils sont reliés par

une chemin.
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Si jðaxÞ ¼ cðayÞ, les deux points sont reliés par une arête et il n’y a rien à

démontrer; supposons donc le contraire. Choisissons une arête b issue de y telle

que cðbyÞ 62 fjðaxÞ;cðayÞg; puisque les droites projectives que nous considérons ont

au moins trois points, c’est toujours possible. Notons b ¼ ½ y; z	. Choisissons un iso-

morphisme c0: Py �!P
1
ðkÞ tel que c0

ðayÞ ¼ jðaxÞ et c
0
ðbyÞ ¼ cðbyÞ. Enfin choisis-

sons un isomorphisme y:Pz �!P
1
ðkÞ tel que yðbzÞ ¼ cðbyÞ (¼ c0

ðbyÞ). Alors par

construction ðx;jÞ est relié à ðy;c0
Þ, qui est relié à ðz; yÞ, lui-même relié à ðy;cÞ. D’où

le résultat. &

Les propriétés suivantes permettent de se faire une première idée de ~XX.

LEMME 2. ðaÞ Soit x un sommet de X et y un de ses voisins. Soit ðx;jÞ un point de ~XX

au dessus de x. Alors ðx;jÞ possède ðq� 1Þq voisins au dessus de y.

ðbÞ Les sommets de ~XX ont tous pour valence ðq2 � 1Þq.

Démonstration. Posons u ¼ jðaxÞ, où a ¼ ½x; y	. Soit ðy;cÞ un point au dessus de y

et relié à ðx;cÞ. Alors les points au dessus de y reliés à ðx;jÞ sont les ðy; y � cÞ, où y
décrit le sous groupe de AutkðP

1
ðkÞÞ qui fixe u. Un tel sous-groupe (un sous-groupe

de Borel) a pour cardinal ðq� 1Þq. D’où la partie a) du lemme.

La partie (b) découle de (a) en se souvenant que x a qþ 1 voisins dans X. &

4. Action des groupes G et G

Soient g dans G et x ¼ ½M	 un point de X. Alors g induit un k-isomorphisme gx:
�MM�! gM. D’où un k-isomorphisme de variétés Px �!Pgx que l’on continue de

noter gx.

On définit une action à gauche de G sur les sommets de ~XX par

g � ðx;jÞ ¼ ðg � x;j � g�1
x Þ; g 2 G; ðx;jÞ 2 ~XX:

Notons que deux sommets sont reliés par au plus une arête. Donc pour démontrer

que l’action de G se prolonge à ~XX tout entier, il s’agit de vérifier le:

LEMME 3. L’action de G est simpliciale: pour g dans G, deux points de ~XX sont reliés

si, et seulement si, leurs images par g le sont.

Démonstration. Soient ðx;cÞ et ðy;cÞ deux points de ~XX reliés par une arête. Posons

a ¼ ½x; y	. Alors par hypothèse, on a jðaxÞ ¼ cðayÞ. Tout d’abord gx et gy sont reliés

car l’action de G sur X est simpliciale. En posant b ¼ ½gx; gy	, on vérifie sans peine

que bgx ¼ gx � ax et bgy ¼ gy � ay. Donc

j � g�1
x ðbgxÞ ¼ jðaxÞ ¼ cðayÞ ¼ c � g�1

y ðbgyÞ;

ce qui signifie que g � ðx;jÞ et g � ðx;cÞ sont reliés; ce qu’il fallait démontrer. &

Il est de plus évident que la projection p: ~XX�!X est G-équivariante.
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LEMME 4. L’action de G sur les sommets de ~XX est transitive.

Démonstration. Puisque G agit transitivement sur X, il suffit de montrer que deux

points ðx;jÞ et ðx;cÞ au dessus d’un même point x de X sont conjugués sous G. L’ap-

plication naturelle:

Kx �!AutkðPxÞ; g 7! gx

est surjective. Notre résultat en découle. &

Puisque G ¼ PGLð2; kÞ agit naturellement sur P
1
ðkÞ, on peut définir une action de

G sur ~XX de la façon suivante:

g � ðx;jÞ ¼ ðx; g � jÞ; ðx;jÞ 2 ~XX; g 2 G:

LEMME 5. ðaÞ Les actions de G et G commutent.

ðbÞ L’action de G est simpliciale.

ðcÞ Le groupe G stabilise les fibres des sommets de X et, pour tout x dans X, p�1ðxÞ

est un espace principal homogène sous G.
Démonstration. Les points (a) et (c) sont immédiats. Pour vérifier (b), donnons-

nous deux points reliés ðx;jÞ et ðy;cÞ de ~XX et un élément g de G. Posons

a ¼ ½x; y	. Il s’agit de montrer que ðx; g � jÞ et ðy; g � cÞ sont reliés, c’est à dire que

gðjðaxÞÞ ¼ gðcðayÞÞ. Mais ceci est clair puisque jðaxÞ ¼ cðayÞ. Le résultat suivant

est immédiat et sa démonstration est laissée au lecteur.

LEMME 6. Le groupe G agit librement sur ~XX. Il n’inverse pas d’arête.

Il s’ensuit que le quotient Xo ¼ ~XX=G est naturellement muni d’une structure de gra-

phe sans boucle.? Puisque les actions de G et G commutent, Xo est muni d’une action

naturelle de G, action préservant la structure de graphe. Par construction la projec-

tion naturelle p: ~XX�!Xo est un revêtement topologique de groupe G; elle est

G-équivariante.

L’application p: ~XX�!X se factorise sous la forme po � p, où po: Xo �!X est G-

équivariante. Les orbites de G dans l’espace des sommets de ~XX sont exactement les

fibres de p au dessus des sommets de X; nous allons donc identifier les sommets de

Xo avec ceux de X (et ceci de façon compatible avec l’action de G). L’application

po est alors donnée comme suit: elle envoie un sommet de Xo sur ce même sommet

considéré comme élément de X; si ½x; y	 est une arête de X, po envoie toutes les arêtes

dans Xo d’origine x et d’extrémité y sur ½x; y	.

?Plus précisément, nous devrions dire qu’en tant qu’espace topologique, Xo est un CW-complexe,

réalisation géométrique naturelle d’un graphe sans boucle. Nous continuerons à faire ce genre d’abus de

langage.
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5. L’action de G sur le quotient Xo ¼ ~XX=G

Soient x et y deux sommets de Xo (donc de X) supposés reliés par une arête. Notons a

l’arête qui relie x à y dans X et ax, ay les points de Px et Py définis par a. Les arêtes

reliant x à y dans Xo sont en bijection avec les orbites f½ðx; g � jÞ; ðy; g � cÞ	; g 2 Gg,
où j et c vérifient jðaxÞ ¼ cðayÞ. Deux arêtes ½ðx;j1Þ; ðy;c1Þ	 et ½ðx;j2Þ; ðy;c2Þ	 sont

dans la même orbite si l’on a j2j
�1
1 ¼ c2c

�1
1 , soit encore c�1

2 j2 ¼ c�1
1 j1. Cette der-

nière application l est un isomorphisme de variétés: Px �!Py qui envoie ax sur ay.

Réciproquement un tel l définit une orbite d’arêtes au dessus de a. Pour résumer:

LEMME 7. Avec les notations précédentes, les arêtes reliant x à y dans Xo sont en

bijection avec les k-isomorphismes de variétés l : Px �!Py qui vérifient lðaxÞ ¼ ay.

Fixons toujours une arête a ¼ ½x; y	 dans X. Nous allons décrire explicitement l’ac-

tion du sous-groupe d’Iwahori I ¼ Ia, qui fixe a point par point, sur l’ensemble des

arêtes qui relient x à y dans Xo; nous noterons cet ensemble Aoðx; yÞ dans la suite.

Tout d’abord, si g 2 I et si ½ðx;jÞ; ðy;cÞ	 est une arête au dessus de a, on a:

g � ½ðx;jÞ; ð y;cÞ	 ¼ ½ðx;j � g�1
x Þ; ðy;c � g�1

y Þ	:

Ceci se récrit:

g � ½c�1j	 ¼ gyðc
�1jÞg�1

x : ð1Þ

Fixons une base ðe1; e2Þ de V sur F telle que x (resp. y) soit la classe du réseau

Mx ¼ oe1 � oe2 (resp. My ¼ oe1 � pe2). Le normalisateur KðI Þ de I (et de a) dans

G est le produit semidirect hsiI, où hsi est le groupe engendré par s ¼ 0 1
pF 0

� �
. Puisque

sðxÞ ¼ y, s induit un isomorphisme Px �!Py et peut donc être vu comme un élé-

ment de Aoðx; yÞ. Les points ax et ay correspondent à des sous-groupes de Borel

Bx 
 PGLð �MMxÞ et By 
 PGLð �MMyÞ respectivement.

Les applications g 7! gx et g 7! gy induisent des morphismes de groupes surjectifs

I�!Bx et I�!By. On a de plus une action naturelle de Bx � By sur Aoðx; yÞ qui fait

de cet ensemble un espace principal homogène pour chacun des facteurs. En faisant

l’identification non canonique: By ’ Aoðx; yÞ; h 7! h � s l’action de I sur Aoðx; yÞ,

donnée par (1), devient l’action tordue sur By donnée par gðhÞ ¼ gyhðsgs
�1Þ

�1
y :

Notons �xx la réduction modulo p d’un x dans o. Avec les identifications précé-

dentes, si g 2 I et h 2 Aoðx; yÞ sont donnés par:

g ¼
a b
pc d

� �
et h ¼

u v

0 w

� �
mod k�;

alors g � h est donné par

g � h ¼
�aa2u �aa �ddvþ �bb �ddw� �aa �ccu
0 �dd 2v

� �
mod k�:

Soit I00 le sous-groupe normal de I qui dans la base ðe1; e2Þ est donné par
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I00 ¼
a b
pFc d

� �
; b; c � 0mod p; a � dmod p

� �

Il agit trivialement sur Aoðx; yÞ et l’action de I sur cet ensemble se factorise à travers

le groupe fini I=I00. Posons:

I0 ¼
a b
pFc d

� �
; a � d mod p

� �

On voit facilement que I=I00 est le produit semi-direct de I0=I00 ’ k2 par I=I0 ’ k�, où

l’action de k� sur k2 est donnée par u � ðs; tÞ ¼ ðus; u�1tÞ, u 2 k�, ðs; tÞ 2 k2.

Nous aurons besoin de la liste des représentations irréductibles de I=I00. Il a tout

d’abord les caractères: ce sont les représentations irréductibles triviales sur I0. Elles

sont en bijection avec les caractères de k�.

Pour la suite de l’article, nous fixons un caractère additif non trivial co de k. Le

groupe additif k2 s’identifie à son dual via

ðs; tÞ 7! cðs;tÞ; cðs;tÞðu; vÞ ¼ coðsuþ tvÞ:

L’action de k� sur k2 partitionne l’ensemble de ses caractères non-triviaux en qþ 1

orbites. Chaque caractère non trivial cðs;tÞ de k2 s’induit irréductiblement en une

représentation Hðs;tÞ de I=I
00. Nous obtenons ainsi qþ 1 représentations deux à deux

non isomorphes, qui, avec les caractères, donnent une liste complète de représentants

des classes d’isomorphie de représentations irréductibles de I triviales sur I00.

6. Détermination de la partie locale de Hc
1ð ~XX;CÞ1G

Soit H1
cð

~XX;CÞ1G la composante isotypique de l’espace de cohomologie à support

compact H1
cð

~XX;CÞ pour la représentation triviale 1G de G. Puisque C est de caractéri-

stique 0, on a des isomorphismes de G-modules:

H1
cð

~XX;CÞ1G ’ H1
cð

~XX=G;CÞ ’ H1
cðXo;CÞ:

Fixons une arête a ¼ ½x; y	 de X comme dans la Section 5 (on en garde les nota-

tions), et soit Xa
o le sous-graphe fini de Xo, image réciproque de a par po. Le but

de cette section est de déterminer la structure de H1
cðX

a
o;CÞ ¼ H1ðXo;CÞ comme

KðI Þ-module.

Ce module se calcule via la cohomologie du complexe de cochaı̂nes simpliciales

orientées à coefficients dans C: C0 �!
d

C1 �! 0: Il est clair que H1ðXa
o;CÞ ¼

C1=dC0 s’identifie comme I-module à l’espace des fonctions sur Aoðx; yÞ modulo

les fonctions constantes. L’action de I sur cette espace est l’action évidente. Par con-

tre l’action de s sur une fonction f: Aoðx; yÞ �!C est donnée par

ðs � f Þð½x; y	Þ ¼ �fð½sðyÞ; sðxÞ	Þ:

Avec les notations de la Section 5, on peut paramétrer les arêtes de Aoðx; yÞ (vues

come éléments de By) en fixant des représentants dans GL2ðkÞ de leurs matrices dans

PGL2ðkÞ. On choisit les
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au;v ¼
u v

0 1

� �
; u 2 k�; v 2 k:

Pour ðu; vÞ 2 k� � k, soit fu;v la fonction de Aoðx; yÞ dans C qui vaut 1 sur au;v et 0

sur au0;v0 , ðu
0; v0Þ 6¼ ðu; vÞ. Soit f1 ¼

P
ðu;vÞ2k��k fu;v.

Pour chaque u dans k�, considérons l’élément de H1ðXa
o;CÞ donné par eu ¼P

v2k coðvÞau;vmodCf1: Un calcul direct montre le:

LEMME 8. Soit u 2 k�. Le sous-I-module Hu de H1ðXa
o;CÞ engendré par eu est

irréductible. Il est isomorphe à la représentation H1;�u de la Section 5. En particulier les

Hu, u 2 k� sont deux à deux disjointes car deux à deux non isomorphes.

Pour chaque caractère non trivial t de k�, considérons l’élément de H1ðXa
o;CÞ

donné par

ft ¼
X

ðu;vÞ2k�k�

tðuÞau;v modCf1:

LEMME 9. Le groupe I stabilise la droite Ft ¼ Cft et y agit via le caractère t�2. La

décomposition de H1ðXa
o;CÞ en I-modules irréductibles est:M

u2k�

Hu �
M

t2k̂k�nf1g

Ft:

Démonstration. Le premier point découle d’un calcul direct et le second par un

argument de dimension. &

La classification des représentations de I=I00 et un calcul simple montrent que s sta-

bilise les représentations Hu et échange Fw et Fw�1 pour w 2 k�nf1g. On en déduit:

LEMME 10. Les composantes irreductibles de H1ðXa
o;CÞ sous l’action deKðI Þ sont les

Hu, u 2 k�, les Fw � Fw�1 , où w 2 k�n f1g et w2 6¼ 1 w2 6¼ 1, et, dans le cas où 2 divise le

cardinal de k�, la droite Fwo , où w0 est l’unique caractère d’ordre 2 de k�nf1g.

7. Cohomologie de Xo

On peut identifier canoniquement les espaces de 0-cochaı̂nes simpliciales orientées à

support compact C0
cðX;CÞ et C0

cðXo;CÞ comme G-modules. On a de plus une appli-

cation canonique, G-équivariantes

D : C1
cðX;CÞ �!C1

cðXo;CÞ;

elle envoie une 1-cochaı̂ne simpliciale orientée l sur la 1-cochaı̂ne DðlÞ qui assigne la
valeur lð½x; y	Þ à toute arête de Aoðx; yÞ au dessus d’une arête ½x; y	 de X. On a alors le

diagramme commutatif
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0�!C0
cðX;CÞ �!C1

cðX;CÞ

# ’ # D

0�!C0
cðXo;CÞ �!C1

cðXo;CÞ

Ici les flèches horizontales sont les opérateurs cobords. En appliquant le lemme du

serpent au diagramme commutatif et exact de G-modules suivant

C 0
c ðX;CÞ ’ C 0

c ðXo;CÞ ! 0 ! 0
# d # do #

0 ! C1
cðX;CÞ !

D
C1

cðXo;CÞ !
C1

c ðXo;CÞ

DC1
c ðX;CÞ

on obtient la suite exacte de G-modules:

0�!StG ¼ H1
cðX;CÞ �!H1

cðXo;CÞ �!C1
cðXo;CÞ=DC1

cðX;CÞ �! 0:

Soit A l’ensemble des arêtes de X. On a des décompositions

C1
cðX;CÞ ¼

M
a2A

C1
cðX;CÞa; C1

cðXo;CÞ ¼
M
a2A

C1ðXa
o;CÞ;

où C1
cðX;CÞa est le sous-espace vectoriel des 1-cochaı̂nes à support dans fag.

L’application D est compatible avec ces décompositions de sorte que

C1
cðXo;CÞ=DC1

cðX;CÞ ¼
M
a2A

C1
cðX

a
o;CÞ=DC1

cðX;CÞa

¼
M
a2A

H1ðXa
o;CÞ:

Le groupe G permute transitivement cette décomposition. Le stabilisateur d’une

composante H1ðXao
o ;CÞ, pour un ao fixé est Kao . On a donc l’isomorphisme de

G-modules:

C1
cðXo;CÞ=DC1

cðX;CÞ ’ c� IndGKao
H1ðXao

o ;CÞ;

où c�Ind désigne une induite compacte. On a donc prouvé la

PROPOSITION 1. Pour toute arête ao de X, on a la suite exacte courte de G-modules:

0�!StG �!H1
cðXo;CÞ�! c� IndGKao

H1ðXa
o;CÞ �! 0:

D’après [8] I.8.4. et I.7.11, la représentation c� IndGKao
H1ðXa

o;CÞ est projective

dans la catégorie des représentations lisses complexes de G à caractère central trivial.

La suite précédente est donc scindée:

PROPOSITION 2. Pour toute arête ao de X, le G-espace H
1
cðXo;CÞ est isomorphe à la

somme directe de la représentation de Steinberg et de l’induite c� IndGKao
H1ðXa

o;CÞ.
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8. Remarques sur la représentation induite c� IndGKao
H1ðXao

o ;CÞ

Fixons une arête ao de X. D’aprés la proposition (7.2), le G-module H1
cðXo;CÞ con-

tient comme facteurs directs les représentations induites pu ¼ c� IndGKao
Hu, u 2 k�,

où les Hu sont les représentations de Kao considérées dans la Section 6. Ces dernières

représentations sont très cuspidales de type 2 au sens de la définition 4.1 de [5].

Comme conséquence du Théorème 4.2 de loc. cit., on obtient:

THÉORÈME 1. Les représentations pu, u 2 k�, sont irréductibles, cuspidales et deux

à deux inéquivalentes.

En se servant de la théorie des types de Bushnell et Kutzko [4], on peut montrer

qu’une représentation de G sous-quotient irréductible de H1
cðXo;CÞ est soit cuspi-

dale, et elle est alors isomorphe à l’une des pu, soit non-cuspidale, et elle est alors

de niveau normalisée inférieur ou égal à 1.

Il serait laborieux de dresser la liste des représentations de G apparaissant dans la

cohomologie de Xo. Ce serait inintéressant car ces représentations ne se distinguent

pas par une propriété remarquable. Il faudrait calculer entièrement la cohomologie

de ~XX, ce que nous espérons faire dans un prochain travail.
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et sa démonstration sont dus à P. Schneider. Ses commentaires, ainsi que ceux du
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